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�� �� ������� �.�������2 &
�02�

�.��@� �A
AB &	� C
� α C
� ����A� �D�5 �.���.� ��,�5 4�.� E
� α �����.A� �D�5 F(�)���G ������ ��	
 ��
�

��
�� 6
�; H� &
 H� �� ����0 �I�� �
��$) �� &
�0 ��� �����+> ��� 2� J>

��I�� α + β ∈ ∑ �,� ?�$K ����� .�*�
 ∑ &
 L"'�� &7��5� β 5 α &� .
�� M�� ���
�

[Eα, Eβ ] = Nα,βEα+β F1G

��I�� α + β /∈ ∑ �,� ��� � �$* �

') .��
 �N.'
 &� 6�� ��.O Nαβ (��� &�

[Eα, Eβ ] = 0. F2G

?�$K &
 �� �
$��! ��P)� Q?� ;�

[a, [b, c]] = [[a, b], c] + [b, [a, c]] F3G

Q�
�� �� =�@B����2 �I��$') 5 &���,�R���

[Hi, [Eα, Eβ ]] = [[Hi, Eα], Eβ ] + [Eα, [Hi, Eβ ]] = [αiEα, Eβ ] + [Eα, βiEβ ]

S



= (αi + βi)[Eα, Eβ ]. F4G

���'� ��I�� α + β /∈ ∑ ���,� ����
, �� &1
�� �� (1G &T
�� .���.� ��,�5 �� &7�� &3��� &
 &!$)�
 ��I�� 8α + β ∈ ∑ ��,��
�[Eα, Eβ ] = 0 ��'� 6����K�
�
��
 &U$
�� ����
 �D�5 &� 6�� ��� &T
�� ���

Q 6*�� �
��$% ?�$K ����� �.�*�
 ∑ �� &7�� 5� −α 5 α &� .
�� M�� Q&
�0

[Eα, E−α] = Ci
α.−αHi, F5G

�.��@� 6
�; �� Ci
α,−α (��� &�

�� &1�
� (�)���� !��2 (�$
 ��	�C��� &
 &!$)�
 �[Hi, [Eα, E−α]] = 0 &� ���5� �� 6�.
 �" 0 & ��P� (�	��
 Q?� ;�
��
�� �� �

') �� &7�� V@B�
 �� Ci

α,−α ����%�� V���W �N.'
 �6�� (�)����K��O2� �T% � 
��) [Eα, E−α] &� ���
,

������ �����	 
��
�� ����� ���

����5�

 6�.
 &��> ����� �� X�
"
� H���� �3* �
��$% �� �1����� �.���� �� (�)��� &��> ��� ���� ���'� &� �� �� &��>
����� �� ���� �"
% �3* &��> ����� X�
"
� H���� &� .�� �
��$%

���� �
� �9� ! H��� ���
�

Q6�����0�
��2 &T
�� Eα �� 5 Hi �� ��2� &
 ����

K(Hi, Eα) = 0 F6G

�6�� X�
"
� 4�� K (��� &�

8β 5 α &7��5��� ��2� &
 ��

K(Eα, Eβ) = 0 �,� α + β �= 0. F7G

����� �$! 5 −α &7�� H� α &Y7�� �� ��2� &
 ��

Q.�� �� Z.K��2 &T
�� �� X�
"
� 4�� &� �
��� �� ���� �����

K(x, [y, z]) = K(y, [z, x]) = K(z, [x, y]). F8G
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Q6*�� �
��$% Hj �� ��2� &
 ��B

K(Hi, [Hj , Eα]) = K(Eα, [Hi, Hj ]) = K(Eα, 0) = 0 F9G

�1��2�5

K(Hi, αjEα) = αj K(Hi, Eα) = 0 ∀j. F10G

�K(Hi, Eα) = 0 6*�� �
��$% 6����K :9�\� �� αj 2� �3� �0�] &� �1��2�

Q����� Hi �� ��2� &
 ����
, ���R����� Eβ 5 Eα &7�� 5� �� �����

K(Eα, [Eβ , Hi]) = K(Eβ , [Hi, Eα]) F11G

���1
�! ^
�5 � 2� ��������
5

K(Eα,−βiEβ) = K(Eβ , αiEα) F12G

&� 6��, �
��$% &1
�� (� (��A)5 K 4�� (�$
 �T% &
 &!$)�


(αi + βi)K(Eα, Eβ) = 0 ∀i. F13G

&1
�� �� &
�0 �3B �1��2� 5 6����K�
 :9�\� (α + β)i �K��O 2� �3� �0�] &� ���
, �� &1
�� α + β �= 0 �,� ����
��

����
, ��

8α + β �= 0 �
*�
 &�*�� �� β &	� ���
 ��'� 8.*�
 &�*�.� �$!5 ∑ �� −α &7�� 8α &7�� H� ��2� &
 �,� �� �����
&� ���
, �� &1
��

K(Eα, Eβ) = 0 ∀β. F14G

X (��� &� K(Eα, X) = 0 &� 6���'� ��� & 
 &T 
�� ��� 8K(Eα, Hi) = 0 ∀ i ����� 6
� ; _N  0 &3� �� & 
 &!$ )� 
 � ��
�3	� �C
` �
�` ���� �
�� ! ���
 &� 6����K�
�
��
 X�
"
� J��)�� 2� ���� �T� H� ��'� 86��� ! 2� ��/�O��
�� E−α 5 Eα (��� =�W�
 &� �
��� �� �.*�
 &�*�� �$!5 C
� −α ��'� (� &���0 α �� ���
 6@��
 �� �N	�B ����
��
 �6@
�
��,�� ��$* 1 �
�
��
 K(Eα, E−α) &� �
�� ���� �
��$) ����� ����
 ��� �.�� �	��

a) �� &7�� ��.A� 8V���� V���W ��
��� ���5� 6�.
 &� �1���� ��I�� ��� 
��3
�� &7�� ���
 �� α, β, · · · ��� J�.�� 5 (�)��� � !��2 ���
 �� i, j, · · · ��� J�.��

Q������ ��2 4�� X�
"
� J��)�� &� 6�� (� ���'� &


Kiα = Kαi = 0, Kα,β = δα,−β . F15G

b



�I�� ?�� O &


K = K ′ ⊕σ ⊕ σ ⊕ σ · · · ⊕ σ F16G

Q 6����2 J��)�� σ 5 6�� �.'
 r �,�5�
c 5 (��A�� J��)�� K ′
r (��� &�

σ =
(

0 1
1 0

)
. F17G

�6�� −α 5 α &7�� 6�! H� &
 d$
�� σ ��� J��)�� 2� 4�.���

E−α 5 Eα ���1
�! &T
�� α &7���� ��2� &
 ���
�

[Eα, E−α] = αiHi. F18G

����� 6
�; � 0 -�� �� ������

fabc = K([ea, eb], ec). F19G

���5� �� 6�.
 �/� ��� &
 d$
�� ��� ���+, ��	��
 �.��@� �� ��5� (��A) ����� V���W ��� &� ����� 6
�; �
�` ��

fα,−α,i = fi,α,−α = fi,α,βKβ,−α. F20G

����
��
 Kβ,−α = δβ, α &� �
��� �� ���

fα,−α,i = fα
i,α = αi. F21G

Q&1
���� 5 f i
α,−α = αi &� ���5� �� 6�.
 e�U5����� i J�.�� (��
]�
�


[Eα, E−α] = αiHi. F22G
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�3* &
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�5 � ��� ��
 �� ��5���, ��� &�%�� &� �.�.! ��� &�� >���� �  ! ���1
�! ^
�5 � &K_%�1� ���� 6����� 

Q.��@���2

[Hi, Hj] = 0

[Hi, Eα] = αiEα

[Eα, Eβ ] = Nα,βEα+β if α + β ∈
∑

0 otherwise

[Eα, E−α] = αiHi. F23G


� ���� �!�"
�� �
���
� �

�B �� [Hi, Eα] = αiEα ���.A� �D�5 ��� &9��'� �.* ^"�\�� !�� (�$) �� �$K]� �"O &� ��.�� � 0 g\
 ��� ������
(�)��� &��>�� �� � ! ^
�5 � �
��$) �� �� &7�� ��� (��5� 6�.
�
 ���5� 6�.
 �� �����
�h���� �������
 5 �� &7�� 4�	) 5 ���
n ��� J��)�� (��� ��T0 ���'� &
 ��� ��� �.'
 n � ! H� ���
 ��� �6�� ���� 5 �*5� (��� � ! ���%�� &� �
@�$�

.�` ?]��'� �B&
�0 ���5� 6�.
 �� &U$
�� �������
 �D�5 5 ����.A� �D�5 ��� (�$�
 ��B��
 &� 6@
� 4$"'� 5 6�� �.'

���5� 6�.
 �� ! ?��� O V@B�
 �� ����A� �D�5 (�$�
 &� 6@
� 4$"'� ��B n ≥ 5 ���
 &� .�$, �� �� &
 �� &"	!
����.B ��� ��� ���
 � ���5�

 6�.
 ��B��
 ���� &7�� ��'� ����.A� �D�5 &� .�� �� �2�!� �� &
 �9 � ! (�	�%�� &���\ *$%
�.'
 r �������
 (�$�O &
 (�$) �� �� �� &7�� &� .�� �
��$% ��
�� �� �
$��! ��P)� #$/\
 �9 � ! ^
�5 � 2� �� �������
&� �$P� &
 ���� � 9�!��
@
 ��� (��A) 4��,��� ��� ���� ��� Root Diagram �� �� &7�� 4��,��� &
 4$�$� 4��,��� H���

���� �2��2�
 �� 4��,��� 4�	) (� 2� �3`$� g\
 ��@����
 (�$) ��
6�� (� ���� �
� ���� ! ��� 6"/% ���) V9�! 2� �3� ��
�� �

')���� &7�� 4��,��� (�	�%�� �
��$% �� g\
 �����
����� &� 4��,��� ��� &� .�� �
��$% ��$* �� i\7� ���� �$U &
 �9� ! #�$% ^�$) 4��,��� ��� ��.�� (�	�%�� &�

�.�� �� i\7� �� � ! j$� �����$U &
 6�� � 9�! ��.�� ��� (��A)
Q�
�� �� :��')�� ��2 �"%�� =�W 6�� �A
AB ���� H� &� �� &7�� ������ 6@\�

(α, β) :=
r∑

i=1

αiβi. F24G

��I�� 8.�*�
 &7�� 5� β 5 α �,� ���
�

86�� k
PK �.O H� 2 (α,β)
(α,α) ����
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α

βW (β)
α

����5 -�3'�� H� QS �3*

H� C
� 6�� �$	O α �
 &� �� &P�K &
 6 @� β -�3'�� �I�� (�

 &
 �6�� &7�� H� C
� Wα(β) := β − 2(α,β)
(α,α) α ��

�.
> � 9�!��
@
 ��� (��A) �� &7�� 4��,��� 86�����0�
 �� &7��5��� ���
 6
K�% ��� &� �1��2� . (SG �3* 86�� &7��
�� -�3'�� ��� ����5� 6�.
 �� -�3'�� j$� ��� 2� ��������
�� &
A
 �� &7�� 2� ���.') ��*���
 &� �2�� �����0����5 .�� ��

�.�$* �� �.
��� Weyl Reflection ���5 -�3'��

&7�� 2� �� &�*� E−α 2� ������� �
 ��B �.*� � &7�� H� �I�� α + β &� .*�
 (��` β &� .
�� M�� 6@\� ����������
���

β, β − α, β − 2α, · · · β − gα F25G

5 β (� &"> ���)]�
 &� �
��$% �� α 6�!�� β (�
��� H� �� &�*� ��� �β − (g + 1)α /∈ ∑ &3��$U &
 �
�� �� ��1�� ��
���2� �.�� �� �	O �
 �
��>�I"	O H� ��� E−α 5 �
]�
 �I"	O H� ��� Eα (�
��� ����� �6�� β − gα (� &"> ���) �
��>

Q.�� �� (�7� �� ���
��� �
�` ([G �3* ��
�� �� (�7� Lα(β − gα, β) 6�_O �
 �� ���
��� �
�` .'
 &

Q �
��

 �
��> (�
��� ��� ��� &"> 2� �
��$) �� E−α �I"	O �


[E−α, Eβ ] = N−αβEβ−α =: E′
β−α,

[E−α, E′
β−α] = E′

β−2α,

· · · = · · ·
[E−α, E′

β−kα] = E′
β−(k+1)α,

· · · = · · ·

m



β

β−α

β−2α

β− αg

E

E

α

−α

Lα(β − gα, β) j$� 2� (�
��� H� Q[ �3*

[E−α, E′
β−gα] = 0. F26G

��������� 4�� E′
α �� (� 5 ���� =+! Eα �� �� ����%�� V��W j$��� &� 6���'� ��� &
 Eα �� ′ 6�_O

Q6*�� �
��$% Q��5�
]�
 Eα �;��
 �
��$) �� (�
��� �
	�2� ��B

[Eα, E′
β−(j+1)α] = μj+1E

′
β−jα, j = g − 1, g − 2, · · · , 1, 0. F27G

&"> ���)]�
 β &3��� &
 &!$)�
 &� .
�� &!$) �6@
� ��� �].��� ����� ���� ��.A� ��@��� &� 6�� � ���W μj+1 (��� &�
����� 6�� α (�
���

[Eα, E′
β ] = 0. F28G

����� ����5�

 6�.
 �� μj ���
 ���3) &T
�� H� �
��$) ��

[Eα, E′
β−(j+1)α] = [Eα, [E−α, E′

β−jα]]

= [[Eα, E−α], E′
β−jα] + [E−α, [Eα, E′

β−jα]]

= αi[Hi, E
′
β−jα] + [E−α, [Eα, E′

β−jα]]

= αi[Hi, E
′
β−jα] + [E−α, μjE

′
β−(j−1)α]

= ((α, β − jα) + μj)E′
β−jα. F29G

n



Q���5� �� 6�.
 �� ��2 ���3) &T
�� ����
��


μj+1 = (α, β) − j(α, α) + μj , . F30G

&� �
�� �� 60� ��B

μ0 = 0 μg+1 = 0, F31G

6*�� �
��$% ��
�� �� �������]�
 �2�� d�*2� 5 �
�2 �� o	! �� (30G ^
�5 � 5

g∑
j=0

μj+1 = (g + 1)(α, β) − (
g∑

j=0

j)(α, α) +
g∑

j=0

μj , F32G

��

(g + 1)(α, β) = (
g∑

j=0

j)(α, α) =
g(g + 1)

2
(α, α), F33G

�1��2�5

2(α, β)
(α, α)

= g. F34G

&� �
�� �� β + pα ��� �� &7�� &
 4�1���� (�
��� ��� 2� ����]�
�
 �6@
� (�
��� �%� &">�� β &� .
�� M�� ��B
�.*�
 (�
��� &"> ���) �
��> &� �
�� �� β − qα ��� �� &"> &
 (�
��� ��� 2� ���� �
��>�
 �
�` �� �.*�
 (�
��� &"> ���)]�


6*�� �
��$% &7�� ��� ���
 � 0 &
�0�
 L
�T�&1
����

2(α, β + pα)
(α, α)

= p + q, F35G

�1��2�5

2(β,α)
(α,α) = q − p, F36G

�6�����0�
 Lα(β − qα, β + pα)<(�
����� ���
 &�

p



&"> g + 1 �
 (�
��� H� .*� � &7�� H� α + β &� �	@0 &
 β 5 α &7��5��� ��2� &
 &� ��.�� � 0 6	@0�� ��������
Q2�.�)�� O (�
��� ��� &
 d$
�� ��� &7�� �g = 2(α,β)

(α,α) (��� &� ���� �$!5

β, β − α, β − 2α, β − 3α, · · ·β − gα. F37G

���
 β − jα ��� �� &">�� ��2� &
 �� �2 .�� �	��

a ) ���5 -�3'�� &
 6 @� (�
��� ��� &� .�� �� (�7� 60� �	�
Q.�� �� 4�1���� ��2 �	O α &
 6 @� ���5 -�3'�� 0 ≤ j ≤ g

β − jα −→ β − jα − 2(β − jα, α)
(α, α)

α = β + (j − g)α, F38G

(�
��� ��� 2� �3� (5�� �� &7���� ($` �.�� �� ��. ) �I�� &"> H� &
 �� �� &">�� ���5 -�3'�� H� &3��� ��'�
�6����5�� ���5 ��� -�3'�� &
 6 @� �� &7�� 4��,��� �� &� .�� �� (�7� �].��� ��� 86���

2� ��I�� =���� &` &� 6�� ��� �'
 U ��$� H� �6�� ∑ &
 L"'�� C
� −α &7�� 8α ∈ ∑ &7�� �� ��2� &
 &� ��.��
�6�� �.* ������2 &
�0�� ��$� ��� q��> r.���� �$!5 ∑�� C
� −2α �� 3α 82α ��� ���� &7�� ��� r.���� �$!5 ∑ �� α

�−α, 0, α 2� .�)�� O .���� �$!5 ∑ �� &� α 2� �
���� ���) ��I�� 8α ∈ ∑ �,� ���
�

6@��
 �� ?�$K ����� �.*�
 &7�� H� β = kα &� .
�� M�� ������

2(α, β)
(β, β)

=
2(α, kα)
(kα, kα)

=
2
k

F39G

C
 � 2 =��� &� �
�� �� (�7� ��B �.�� �� j$�	� �� k > 2 � 
 kα =���� 4�	) .
0 ��� �.*�
 k
PK �.O H�
�6@
�2�1�

&� ��� ���� 6
�; _N  0 ($` ����� �$!5 ∑ �� C
� −α &� �
��� �� �.�*�
 &�*�� �$!5 ∑�� 2α 5 α ��� &7�� &� .
�� M��
��P)�2� 5 �
�� �� =�@B E−α �
 �� e�U 5� 6���
 ��B �[Eα, E2α] = 0 &� ���
, �� &1
�� ���.� �$!5 ∑ �� 3α &7��

Q�
�� �� ������� �
$��!

0 = [Eα, E2α] −→ 0 = [E−α, [Eα, E2α] −→ 0 = [[E−α, Eα], E2α] + [Eα, [E−α, E2α] F40G

[E−α, E2α] = NEα 5 [Eα, E−α] = αiHi 8 [Hi, Eγ ] = γiEγ ∀ γ (� ��� ��
 &� �
�� �� ������� � ! ^
�5 � 2� ��B
�6�� 6
�; H� N (��� &�

Q6*�� �
��$%

0 = αi[Hi, E2α] + [Eα, NEα] −→ 0 = αi(2αiE2α) −→ 2(α, α)E2α F41G
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∑ �� 2α &7�� &� 6�� (� ���'� &
 &� E2α = 0 &� ���
, �� &1
�� ����
��
 �$* ��K �5�@� .��$) �	� (α, α) ($` ���
����.� �$!5

2(α,β)
(α,α) k
PK �.O 8β 5 α &7��5��� ��2� &
 �I�� ?�� O &
 �6�� &7�� ���` ���* ����.B �� &7��2� (�
����� ���
�

Q.*�
��2 ��.O� 2� �3� .��$) �� ���)

2(α, β)
(α, α)

= 0, ±1, ±2, ±3. F42G
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