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�	� �� ������ �� ���	�� ������� ��� ������ �� �� ���	�� �� �!�"�� #$% &���'
(���)
 *���
 �� 
*����! '���� ���+���'� '��' '��� �� ���	�� � 
�	� ��	,� -+��.� &+� ���+�� ��� /���� 0-���
&���' �� �1�� 0*��� 2*3 ���4�� 5��6�����78 5��9 &+�: -�� �4��	��,��;�� � <����=� <���� � <	��	�> #?� ����	�

0-+�' @�A�� �� 
'�" �� ���	�� �*�� �B�� 
*��� ��� #$%�' �� *�� �� 
'��� �� �� /%	� -+���!'�� #$%

��� ��� ��	 
� ��
	 ���� ���� �	 ����	 ��������� ����� 
�� ��	 ��! "#� ��� #� ��$�% &��'% �! ()� �*�%
�(+�� ,
- "#� ���.� ��/ %� ��#01 ���	 �.�2 � 3�1��� 4 �� ��	 ��� �����5 ����6�� 7��% ∗8(%9: �	 "#�

�� ��� �

/��	� �� @�"�� [ , ] : A×A −→ A �C!�' ���
�' # D E� 
��	� '�� �� 
*���! ��	�� E� A ���'	� ��7% ;<��
=
F*�� G*9	�> ��� /+9�!�' �� *��� 
*� (�	)
 ���'

[x, y] = −[y, x] H1I

[ [x, y], z] + [ [y, z], x] + [ [z, x], y] = 0. H2I

� y � x �J�'	� �' 	� ��>� �� ��)� /"� �C! '�!	+K���'	� �� /��� (bilinear) �C!�' # D E� �� '�� �� ����'��
Fα 'J*D 	�

[αx + y, z] = α [ x, z] + [ y, z]

�

[x, αy + z] = α[ x, y] + [ y, z]

0
�� � 	�� *)� 0'�� �� 
*���! HL��M�I �B+B3	��E� �+� ����	� ��	�� <*��� HL��M�I �B+B3 A ���'	� ��7% 
��	�

N



0[x, y] = 0 ∀ x, y ∈ A 	�� '�� �� 
*���! ���A����� ���� A ��	�� E� 0/"� ���'	� ��7% *)�

�J�'	� �' 	� ��	� � -+�� 
'�.�"� �'�� �C!�' /+9�! >� -+���
 �� -+�� O�M����� {ei} ���P A ���'	� ��7% ��	� 
��	�
F-+����� w � v 
��M�'

[v, w] = [viei, w
jej ] = viwj [ei, ej]. H3I

���P �J�'	� �' /��	� Q�3 0-+�� O��3 �� 
��M�' �J�'	� �' 	� /��	� -+���
 �� -+��� *�� �� ���P �����'	� /��	� 	�� &��	����
&�� 0'�' L�� �7% ���P �����'	� R�3	� �� �� ����� /���� �� &��	���� � *��� ��'	� E� '�! /���� �� 	�� (�	)
	����

F-+���� �� 	�> #=� �� �� L��

[ei , ej ] = fk
ij ek, H4I

���'	�� ����!�" ��� /��6 �� *���� �C��M� '�*D��� fk
ij 0/"� 
*� ���� S � ���	=
 ��� T!�� ��� ���' ��

0*��� �� U�D�+� ����!�" ��� /��6 -+�� U�D ��	�� ���P 
��	� 0*��� �� 
*���! ���P

/"*� ���P �' &�� �' �� ����!�" ��� /��6 �C��� <*���� V��	� -� �� e′i = Xj
i ej ��C��� �� ���P �����'	� 
��	� ;����=

0*����

	�> L��� � >� ��)� ������ '�W
� &+�: -� � /��	� ���B
'�P /+9�!>�

[ei, ej] = −[ej, ei], H5I

[[ei, ej], ek] + [[ej , ek], ei] + [[ek, ei], ej ] = 0, H6I

F*��� �� G*9	�> L��� � �' ����!�" ��� /��6 �� ���P	��' �� '�� �� @��)�

fk
ij = −fk

ji H7I

fm
ij f

n
mk + fm

jkf
n
mi + fm

ki f
n
mj = 0 ∀i, j, k. H8I

/��6 �	�� &+�:�' 0*��� �A��� -��� ��	9��D � � �� /"� �	�� < (Abelian Lie Algebra) ���A��� �� 	�� E�
0*����	.9��	��	� �� ���P	��' ����!�" ���

X



0'	� ���� ��	�� E� �� #�*�
 [x, y] = 0 ∀ x, y ∈ V 5��9 �� /��	� (�	)
 �� ���
 �� �� V ���'	� ��7%	� ;>�?%

/�	 �	 � � 	 �� 0'	 � � �	 � � E � � � # �* � 
 [a, b] := ab − ba (�	 ) 
� � ��� 
 � � �� A 	 �Y P / �	 �	 � �	 � ;>� ? %
� � ) � <'� � * ��� ! � �� A �� �� � � + � 
* � � � !� " � �	 � � 
� Z �� ab �= ba � � ) � * �� � � �� A �� �� � � + ���	 �Y P
(�	)
 × : V × V −→ V #=� �� O	[ E� �� �' �� /" ���'	� ��7% E� 	�YP /�	� 	�� >� ��,�� 0[a, b] �= 0

0/"�	�YP /�	� 	��E� �)�	� ���\�	
�� ���'	� ��7% Q�?� ����D �� 0/"�	�YP /�	� � �C! �' O	[ &�� � /"� 
*�

E��7% &�� 0*��� V ��� �C! 5]�*�
 @� 
 ���'	� ��7% gl(V ) � ���'	� ��7% E� V �� *+�� U	% ;>�?%
&�� 0(xy)(v) := x(y(v)) ��)� 0/"� �C! #�*�
 �' R+�	
 �� � �C! #�*�
 �' O	[ ���' �� /"�	�YP /�	�	��
�� �� ����	� ��	�� *��� Rn �� 	��	� V 
��	� 0'	� #�*�
 ��	�� E� �� X Q�?� �� ^��C� #�*�
 ���
 �� ��	�YP /�	�	��

0'�� �� (�	)
 R+
	
 &+ � �� �+� gl(n,C) 0*��' �� ��_� gl(n,R)

F/��' -+���! -+����+�!� gl(n,C) �� gl(n,R) ��	� �� {Eij} ���P 
��	�

[Eij , Ekl] = δjkEil − δliEkj . H9I

`��)�� ���'	� O	[ �� R3 �*)� �" ���'	� ��7% ;>�?%

[�r, �r′] = �r × �r′ H10I

F/��' -+���! -+�� ��+�!� �*)� �" ��7% ��	� �� ê3 < ê2 < ê1 �=� *��)�� ���P 
��	� 0/"� ��	�� E�

[ê1, ê2] = ê3, [ê2, ê3] = ê1, [ê3, ê1] = ê2. H11I

F'�� �� (�	)
	�> ���A��� L��� � � Px, Py, L ��� ���P�� �C! ��7% E� 5��9 �� E(R2) ��	�� ;>�?%

[Px, Py] = 0, [L,Px] = iPy, [L,Py] = −iPx. H12I

0/"� �*)� �" L��M� ��	�� E�	�� &��

�� (�	)
	�> ���A��� L��� �� Px, Py, Pz, Lx, Ly, Lz ��� ���P�� �C! ��7% E� 5��9 �� E(R3) ��	�� ;>�?%
F'��

[Pj , Pk] = 0,

[Lj , Pk] = iεijkPk,

a



[Lj , Lk] = iεijkLk. H13I

���A��� L��� � � {I, xi, pi, i = 1 · · ·n} ���P �����'	� �� �*)� 2n+ 1 ���'	� ��7% n b+W9 '*D 	� ��>� �� ;>�?%
F*�' �� ��	�� E� #+=_
	�>

[xi, xj ] = [pi, pj] = 0 [xi, pj] = δijI, [I, xi] = [I, pi] = 0 H14I

0'�� �� 
*+��� 1 c	������	�� 	�� &��

���A��� L��� � ����' � '�� �� O���� {Ln n ∈ Z} ��� P �����'	� L"�
 2���"�	 �� �*)� /��4� ��	�� ;>�?%
F/"�	�>

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m. H15I

�� ������ �

>� ��	��	�> E� �� �� *��� ��	�� E� '�! B 	�� 0*��� A >� �C! ��7%	�> E� B � ��	�� E� A �� *+�� U	% ;<��
=
0*���� �� A

0{0} �*)�	.9 ��7%	�> �	Z�' � d'�! �=� '��' �4�*�	��	�> �' �	��	� ;>�?%

e�! �C! 5]�*�
	�� 	�� &�� 0*��' ��	��	�> E� #+=_
 	.9 'f� �� ��� \�	
�� �D� A� <gl(n,R) 	���' ;>�?%
0'�� �� 
'�' ��_� sl(n,R) �� � '�� �� 
*+��� 3

G*9 〈x, y〉 = 〈y, x〉 V	� �' ��!�' O	[ &�� 0*�	+Z�	,��' �� 〈x, y〉 ��!�' O	[ V �B+B3 ���'	� ��7%�' ;>�?%
F*��� �� G*9	�> /+9�!�' �� *�	+Z�	,��' �� T #?� �
]�*�
 �D� A� 0*�� ��

〈Tx, y〉 + 〈x, T y〉 = 0, H16I

��� *��)�� 5]�*�
	�� � *��' �� ��_� o(V ) �� �� �� �� *��' �� #+=_
 gl(V ) >� ��	��	�> E� 5]�*�
 &�� �D� A�
�� ��_� o(n,C) �� o(n,R) '� ��� �� �����	�� V = Cn �� V = Rn -+��� ����' �� ����3�' 0*����! �� V ���'	� ��7%

Heisenberg Algebra1

Virasoro Algebra2

Special Linear Algebra 3

g



F'����'	�> 5��9 �� ���
 �� 
��� � R"��� ��� ���P O�M����� �� ��!�' O	[ 0*��'

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi H17I

T t ���' �� *��� �� G*9 T t + T = 0 V	��' �� *��� �� #+=_
 ���� \�	
��>� o(n,C) �� o(n,R) 	9��D 5��9 &���'
0/"� T \�	
�� 
'�4��	


0*�� �� G*9 〈x, y〉 = 〈y, x〉∗�J 	� �' �� *�	+Z�	,��' �� 〈x, y〉 ��!�' O	[ V L��M� ���'	 � ��7%�' ;>� ?%
F*��� �� G*9	�> /+9�!�' �� *�	+Z�	,��' �� T #?� �
]�*�
 �D� A�

〈Tx, y〉 + 〈x, T y〉 = 0, H18I

��� ���=� 5]�*�
	�� � *��' �� ��_� u(V ) �� �� �� �� *��' �� #+=_
 gl(V ) >� ��	��	�> E� 5]�*�
 &�� �D� A�
�� �� 	��	�> &�� 0*��� 	.9��	��	� �4�� 'f� �� '�� �� #+=_
 �
]�*�
>� u(V )>�	��	�> E� 0*����! �� V ���'	� ��7%

0-+�' �� ��_� su(V )

\�	
�� >� R�
	
 �� ��	�� &�� 0*��' �� ��_� su(n) �� u(n) '� ��� �� ����� ��� 	�� V = Cn -+��� ����' �� ����3�'
0*��� �� #+=_
 su(n) ��	� 'f� ��*� ��+�	�'�P ��� \�	
�� � u(n) ��	� ��+�	�'�P ���

E�>���,�� 0(〈x, y〉 = −〈y, x〉) 0*�	+Z�	,��' �� 〈x, y〉J&���	+h � ���B��'�P ��!�' O	[ V ���'	� ��7%�' ;>�?%
�� T #?� �
]�*�
 �D� A� 0x = 0 �� /%	� �A+�� ����� 〈x, y〉 = 0 ∀y >� ���' �� /"� ��	[ &���	+h ��!�' O	[

F*��� �� G*9	�> /+9�!�' �� *�	+Z�	,��'

〈Tx, y〉 + 〈x, T y〉 = 0, H19I

�� ��%�� � 5]�*�
	�� � *��' �� ��_� sp(V ) �� �� �� �� *��' �� #+=_
 gl(V ) >� ��	��	�> E� 5]�*�
 &�� �D� A�
sp(2n,C) �� sp(2n,R) '� ��� �� ����� ��� 	�� V = C2n V = R2n -+��� ����' �� ����3�' 0'�� �� 
*���! symplectic

0'�' ��_�	�> 5��9 �� �� ���B��'�P ��!�' O	[ ���
 �� R"��� ���P E��' 0*��' �� ��_�

〈η, η′〉 = ηtJη′, H20I

���' ��

η =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

·
·
xn

p1

·
·
pn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

η′ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x′1

·
·
x′n

p′1

·
·
p′n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

H21I

i



�

J =
(

0 In
−In 0

)
. H22I

L"�
 
*� *+��
 ���'	� ��7% &+�: -� 0/"�	��	�> E� Pi L"�
 
*� *+��
 ���'	� ��7% < E(R3) ��	���' ;>�?%
0/"�	��	�> E��+� �� Li

�� ������ ������ � ����
� �

���=� �4�� ���!�" ��)8�� ��� *���� ����' �
��.�� 	��j 	�� �' �� /"� &= � �+� �� ���	�� '��� �' �� 
�	� #?� /"�'
�C��� �� ��W� �� '	� ��	8	� E� �� E� 	j��
 E� 	�� �' &�� &+� ���
 �� �� /"��)� &�� �� ���!�" &�� �'�� ���=� 0*���
'�� �� 
*+��� 4 ���� � E� ��	���' &+� φ : A −→ B �C! /��Z� E� 	�4� 5���D �� 0'�� k.3 �+� �� /��	� &+�

F*�����	8	�	�> V	� 
��	�

[φ(a), φ(a′)] = φ([a, a′]). H23I

(�	)
 d'�! ����� A 	�� E� >� ����=� E� 
��	� 0*��� ���P � E� �� E�	�� '�� �� 
*+��� 5 ����=� ���� � E�
0-+���! �� 6 �� ���"'�! E� �� �� '��

F-�	+� ��	�> ��� \�	
�� L"�
 
*� O���� �B+B3 	�� �� A ;>�?%

m1 :=
i

2
σ1, m2 :=

i

2
σ2, m3 :=

i

2
σ3, H24I

F-���' ����P ��� \�	
�� e��! >� 
'�.�"��� 0/"� \�	
�� �' 	Z7��)
 �� � 	$�D �' /��	� ���' ��

[mj , mk] = εjkl ml. H25I

F'�� �� (�	)
	�> #=� �� ����=� 0/"� ���=� /"� ����! O	[ �� � �� /��	� �� R3 ���'	� ��7% 	����	�� &��

φ : A −→ R3 φ(m1) = ê1, φ(m2) = ê1, φ(m3) = ê3. H26I
Homomorphism4

Isomorphism5

Automorphism6

l



���=� *����	�> ��� \�	
�� �� ��� ���P �� �	�� ��)� �*)� �" ���B��'�P ��� \�	
�� 	�� �� ��	�� &�� &+�: -�
F*����

L1 :=

⎛
⎝ −1

1

⎞
⎠ L2 :=

⎛
⎝ 1

−1

⎞
⎠ L3 :=

⎛
⎝ −1

1

⎞
⎠ H27I

F'�� �� (�	)
	�> #=� �� ����=� &��

ψ(mj) := Lj, j = 1, 2, 3. H28I

(�	)
 �� φ : Mn(C) −→Mn(C) /��Z� 0*�	+Z�	,��' �� �)�	� L��M� ��� \�	
��	�� ��)� Mn(C) ��	�� ;>�?%

φ(x) := g x g−1 H29I

0/�+� ����=� /��Z� &�� 0/"� ���� � E� /"�	�YP ����� �)�	� \�	
�� E� g ���' ��

����� �� ������ �
� �

&�� �' 0*���� ���'	� ��7% �' W � V �� *+��U	% 0-+�� (�	)
 �� ���'	� ��7% �' 7-+B��� S � �� /"�	�4� /�M�
F'�� �� (�	)
 	�> #=� �� �7% �' &�� -+B��� S � 5��9

V ⊕W = {(v, w)| v ∈ V, w ∈W}. H30I

F'�� �� (�	)
 	�> #=� �� '*D E� �' ��'	� E� O	[ � ��'	� �' S � �7% &���'

(v, w) + (v′, w′) = (v + v′, w + w′),

α(v, w) = (αv, αw). H31I

0/"� ���'	� ��7% E� ��)8�� V ⊕W �� *+�� ^+BW
 ;����=

F*��' �� #+=_
 V ⊕W >� �7%	�> �' 	�> ��� �D� A� �� *+�' ��_� ;����=

{(v, 0) | v ∈ V }, {(0, w) | w ∈ W} H32I
Direct sum7

m



-+����� -+���
 �� Q�3 0*���� ���=� W � V �� R+
	
 �� �7% 	�> �' &��

(v, w) = (v, 0) + (0, w) ≡ v + w, H33I

�' {fj , j = 1, · · ·n} � {ei, i = 1, · · ·m} 
��	� 0-��
'	� 
'�.�"� (0, w) ≡ w � (v, 0) ≡ v 	Jj��
 >� 	!� ��C��� �' ��
-����� -+���
 �� *���� W � V ����7% ��	� ���P

(v, w) = (v, 0) + (0, w) = (viei, 0) + (0, wjfj) = vi(ei, 0) + wj(0, fj), H34I

���

v + w = viei + wjfj . H35I

*)� R+
	
 &�� �� � {ei, fj} �� � {(ei, 0), (0, fj)} >�*�
���D V ⊕W ��7% ���P �����'	� �� '�� �� @��)� R+
	
 &�� ��

*�' ����� � ����� 
*����! �� ���'	� ��7% �' -+B��� S � ����� ��+! ��� � 0'�� *���! �*)� m + n V ⊕W ��7%

F/"�

R3 = R2 ⊕R = R⊕R⊕R. H36I

0-�>�'	n� ��	�� �' -+B��� 	�� �� -+���
 �� -��
*+ 4% �� �7% �' -+B��� S � �� Q�3

���'	� ��7%�' -+B��� S � ��)� A⊕B ���'	� ��7% 5��9 &���' 0*���� ��	���' B � A �� *+�� U	% ;<��
=
F-+�� �� (�	)
	�> #=� �� �� /��	� ��� &�� ��	� 0'	� ��	�� E� �� #�*�
 ���
 �� ��

[
(
a
b

)
,

(
a′

b′

)
] :=

(
[a, a′]
[b, b′]

)
. H37I

F/��' -+���! �A+���'

[a, b] ≡ [(a, 0), (0, b)] = ([a, 0], [0, b]) = (0, 0) =≡ 0 H38I

R+
	
 &�� �� 0*�� 
*� S � 	Z�*=��� �4�*� �� 
'�4+� > 	� �� B � A 	J �� �' <-+B��� S � �' �� /.� ���
 �� R+
	
 &�� ��
	Z�' / �8�� / �8 E� 	� o��)
 �� ��W� �� -+�� -+�B
 / �8�' �� �� ��	�� E� ��� ���P �� -+����� �� /8�	�

-���' �	�� &+�: ��	� 0-�	+Z�	,��'	�� �' -+B��� S � ����D �� �� 	�� �� -+���
 �� '��	.9

[ei, ej ] = Ck
ijek, [fi, fj ] = Dk

ijfk, [ei, fj] = 0. H39I

p



F'�� �� 
'�'	�> L��� ��� so(3) ⊕ so(3) ��	�� ;>�?%

[Jm, Jn] = εmnpJp, [Km,Kn] = εmnpKp, [Jm,Kn] = 0. H40I

S � 	Z�*=��� �4�*��� > 	� �� �� B � A ���' �� '	� -+���! (�	)
�� (semidrect sum) �� -+B��� � +� S � 
*����'
0*��� ��

∗ �
� !������ � "# $��% �

0-+�� �� (�	)
 �� ���'	� ��7% �' 8 / �8 q��! /�M�

-� 	Z�*=��� x, y ∈ V -+��� 5��9 &���' 0*��� �� ��7%	�> E� W � ���'	� ��7% E� V �� *+��U	% ;<��
=
�>�� -� ��� 2]� �� �� ���'	� ��7% @� 
 �C��� &�� 0/"� �>�� -� �C��� E� �C��� &�� 0x− y ∈ W 	�� *���� >��
���'	� ��7% E�	�> (�	)
���� 2]� &�� @� 
 �D� A� 0-+�' �� ��_� [x] �� �� x ��> �� -�	9��D � � 0*�� �� >�	%�

0-+�' �� ��_� V/W �� � -+���! �� / �8 q��! ���'	� ��7% �� �� �� *�' �� #+=_


[x] + [y] := [x+ y], α [x] := [α x]. H41I

��W� �>����4�� 5��.
 �� ��'	��'	� 0-�	+� �� z ��W� �� W � x, y, z �����W��� �
���' �*)� �" ��7% �� V ;>�?%
(x, y, 0) 5��9 �� ���'	� �� 2]�	� 
*��� � 0*����>�� -�	Z�*=��� (x, y, z′) � (x, y, z) #=� �� ��'	��'	� ��)� *��� z

0R3/R = R2 /��' -+���! 	Z�' 5���D ���� *� *���! xy �W.9 �� � V/W 5��9 &���' 0-+�� �� O�M���

�>����4�� 5��.
 �� ��'	��'	� 0-�	+� �� x, y �W.9 �� W � x, y, z �����W��� �
���' �*)� �" ��7% �� V ;>�?%
5��9 �� ���'	� �� 2]�	� 
*��� � 0*����>�� -�	Z�*=��� (x, y, z) � (x′, y′, z) #=� �� ��'	��'	� ��)� *��� x, y �W.9

0R3/R2 = R /��' -+���! 	Z�' 5���D ���� *� *���! z ��W� �� � V/W 5��9 &���' 0-+�� �� O�M��� (0, 0, 0)

0-+�� (�	)
 �� / �8 q��!	�� � �'����	��	�> -+���
 �� ��*B� &��>�*)�
/"�' �+� / �8 q��!	�� � '	� ���.�� 
�	��' ��A�4� 
�	�	�> �� *�� �� �>��	���' �� �_B� �� � /"�' �'����	��	�>

0'�� �� (�	)
 / �8 q��! 
�	� #?�

Quotient Space8

r



09 Q�
*���� �'����	��	�> ;<��
=

a ∈ A 	� ��>� �� 	�� /"� A Q� 
*�� E� B -+��� 5��9 &���' 0*��� ��>� �	��	�> B � ��	�� E� A �� *+��U	%
0[a, b] ∈ B -+��� ����' < b ∈ B 	� �

0{0} ��7%	�> �	Z�'� d'�! �=� '��' �4�*� Q� 
*�� �' ��	��	� ;>�?%

F-+�� �� (�	)
	�> #=� �� �� B + C *���� A >�	��	�>�' C � B 	�� ;>�?%

B + C := {b+ c| b ∈ B, c ∈ C}. H42I

0/"� A >�	��	�> E��+� B + C 
�Z�� *���	��	�> E� �4�
 C � Q� 
*�� E� B 	��
s*+�� �� 
'�.�"� B �'�� Q�
*�� >� �A��' 0*+�' ��_� �� XN Q�?� ��D'� /W9 ��)� t�[�� &�� ;����=

E��+� �4�� -+B��� S � ��)� A⊕B �Z��<*���� ��	���' B � A 	�� -+�.� u�� ��� Q�?�>� �=��' �� ��C�� � ;>�?%
0*�����+� A⊕B >� Q� 
*�� E� @�*�	� B � A �� '�� �� 
*�' ��3�	� 0*���� A⊕B >� �	��	�> @�*�	� B � A � ��	��

l ����' � /"� �*)� l 	�� &�� 0-�	+� ��	,��'�� �*)� a ��7% ��� �"*+�8� 5]�*�
	�� ��)� E(R3) ��	�� ;>�?%
���"�� �' �� ����> ���=
 �.��� Li � i ���"�� �' ���=
 �.��� Pi 	�� &���' 0/"� Lx, Ly, Lz � Px, Py, Pz ��� @�� �� *���
E� �� ���=
 L"�
 
*� *+��
	��	�> 0*��� �� *+��
 �� 	Z�'	��	�> E� �+��� Li � 	��	�> E� �� Pi �� '�� �� 
*�' 0/"� i

0/�+��'���� �� Li L"�
 
*� *+��
	��	�> ��� /"�'����	��	�>

E� #+=_
 �	C8 ��� \�	
�� <�*)� n L��M� ��� \�	
�� >� 
*� #+=_
 ��	�� ��)�Mn(C) ��	���' ;>�?%
0/�+��'���� ��� /"� ���� 	��	�> &�� 0*��' ��	��	�>

�� '�� �� ��	�� E� �� #�*�
 A/B ��)� / �8 q��! ��7% <*��� �� Q� 
*�� E� B � ��	�� E� A 
��	� ;<��
=
F'�� �� (�	)
	�> #=� �� /��	� ��	�� &���' 0-+���! �� / �8 q��! ��	�� �� ��

[[x], [y]] := [[x, y]]. H43I

-+�� /��6 /���� �� R�C� &�� -4% ��	� 0*��� (�	)
 d�! G�% / �8 q��!	�� �� *�� �� &+ 7
 B �'�� Q� 
*��
&��>� 0 y ∼ y′ � x ∼ x′ �� *+��U	% 0'��*� �>�� -� ��� 2]� ��� 
*��� � O�M��� �� �Z��� u�� 5���D /"�� `	� ��

-�	+� �� �A+�� �'

∃ b1, b2 ∈ B| x′ = x+ b1, y′ = y + b2, H44I
Invariant Subalgebra or Ideal9

Nv



/��' -+���! �A+���'

[x′, y′] = [x+ b1, y + b2] = [x, y] + [b1, y] + [x, b2] + [b1, b2] = [x, y] + b3 H45I

�� � &��� [x, y] ∼ [x′, y′] �� -�	+� �� �A+�� &��	���� 0-�� 
'	� 
'�.�"� B �'�� Q� 
*�� � �'��	��	�> >� 	!� ����
�' ��
0-+�� /��6 -+�"��! �� �� /"� ��+:

&�� 0'�� �� *+��
 Px, Py, Pz ��� ���=
 L"�
 �� '��' Q� 
*�� E�	�� &�� 0-�	+� ��	,��'�� E(R3) ��	�� ;>�?%
-���' 0-+�' �� ;�� � T (R3) �� �� 	��

[Lx] ≡ Lx + T3, [Ly] ≡ Ly + T3, [Lz] ≡ Lz + T3. H46I

F/��' -+���! (�	)
	���� �A+���'

[[Lx], [Ly]] = [[Lx, Ly]] = [Lz], · · · . H47I

0so(3) �� /�+� ��+: E(R3)/T (R3) / �8 q��!	�� &��	����

∗�� ����
� ��&��� �
�
% ��' �

F 5��9 &���' 0*��� ���� � E� φ : A −→ B � ��	�� �' B � A �� *+�� U	% ;���@

0/"� A >� Q� 
*�� E� Ker(φ) ;<��

0/"� B 	��	�> E� Im(φ) ;A

0/"���	8	� ����=� E� A/Ker(φ) � Im(φ) &+� ;B

5��9 &���' 0a ∈ A � x ∈ Ker(φ) �� *+�� U	% ;<�� C�'D�

φ([x, a]) = [φ(x), φ(a)] = [0, φ(a)] = 0 −→ [x, a] ∈ Ker(φ). H48I

NN



5��9 &���' 0y1, y2 ∈ Im(φ) �� *+�� U	% ;A C�'D�

∃ x1, x2 ∈ A, |y1 = φ(x1), φ(x2) = y2. H49I

-�	+� �� �A+�� &��	����

[y1, y2] = [φ(x1), φ(x2)] = φ([x1, x2]) −→ [y1, y2] ∈ Im(φ). H50I

� � �� 	�� &�� ��7D� 0'��' '��� A/ker(φ) / �8 q��!	�� \P /"� A 	�� Q� 
*�� E� Ker(φ) ��: ;B C�'D�
	�> #=� �� �� ψ : A/ker(φ) −→ Im(φ) /��Z� Q�3 0x, y, z · · · ∈ Ker(φ) ���' �� -+�' �� ��_� [x], [y], [z], · · ·

F-+�� �� (�	)


ψ([x]) := φ(x). H51I

/��6 *��� &+�: -� 0'��*� 2]� 
*��� � O�M��� �� �Z��� /"�� `	� ��)� /"� (�	)
 d�! /��Z� &�� �� -+�� /��6 *���
0/"�	�YP ����� ���� � E� /��Z� &�� �� -+��

�� -�	+� �� �A+�� 5��9 &���'0 x ∼ x′ �� *+�� U	% ;���	 <��
= E�5 C�'D�

∃ y ∈ Ker(φ)|x′ = x+ y. H52I

F�� /%	� -+���! �A+�� &��	����

φ(x′) = φ(x + y) = φ(x) + φ(y) = φ(x) + 0 = φ(x). H53I

0/"� (�	)
 d�! /��Z� &�� \P

;���+�� C�'D�

ψ([[x], [y]]) = ψ([[x, y]]) = φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] = [ψ([x]), ψ([y])]. H54I

�� *+�� U	% 0/"� E� �� E� �� -+�� /��6 *����4�
 0/"� �_��P /!�"	���� /��Z� &�� ����	��0F �4#�4 C�'D�
�� -�	+� �� �A+�� 5��9 &���' 0ψ([x]) = ψ([y])

φ(x) = φ(y) −→ φ(x − y) = 0, x− y ∈ Ker(φ) −→ x ∼ y −→ [x] = [y]. H55I

NX



�7D 	� �� �� ����Z� ��)� /"� ��f$� /��Z� 
*��' ��_� <&+��P �� � � �'� D ;�% 0�� ���� � �"�"� �+78 FN #=�
0*�' �� /��� �� [a] ��)� �� �>�� -� 2]� a ∈ A

∗ �� ��� (� ��� )���*% �

�� @�� 0/"� ^�_� /+9�! ����' �D�� �� � *�� �� # D ��	�� E� �����'	� E� ��� �� /"� ����Z� 10 G�B��� E�
0/"�
*� q�	M�"� /+9�! &+ � >� �+�

�� G*9	�> /+9�!�' �� /"� D : A −→ A #?� �C! ����Z� AJ��	�� E�>� Derivation �� G�B��� E� ;<��
=
F*��

D([x, y]) = [D(x), y] + [y,D(x)]. H56I

F'�� �� (�	)
 	�> 5��9 �� /��Z� &�� 0/"� G�B��� E� adz : A −→ A /��Z� z ∈ A 	� ��>� �� ;>�?%

adz(x) := [z, x]. H57I

0*+�� /��6 �� G�% Q�?� ��D'� ;����=

F-+��� ����' s 	� ��>� �� ��)� *��� A ��	�� ��� ���"'�! >� �	�����P E� 
'����! E� σ(s) �� *+�� U	% ;>�?%

σ(s)([x, y]) = [σ(s)(x), σ(s)(y)]. H58I
Derivation10

Na



�CB��' u�� �C��� &+%	� >� -+���
 �� 5��9 &���' 0*��� ��� � /��Z
 σ(0) �� -�� 
'	� O�M��� ���� �� s 	J�����P ���' ��
�� -���� �� /"*� ��"�W� � �� D := d

dsσ(s) |s=0 �'�'��	8�� 0-�	+Z� ^�_� s �� /��� s = 0

D([x, y]) = [D(x), y] + [y,D(x)], H59I

0*�� �� (�	)
 G�B��� E� �� ���"'�! >� �	�����P E� 
'����! 	� &��	���� 0/"� G�B��� E� D ��)�

��� (� +��
� 	

���	�� ��� ;�� � ��	,� �� -+���! � � � -+�� �%	)� �� ��	�� E� ;�� � @�4.� �� /"� ���4�
 �� `*� ;M� &���'
/"� �� ���)� �� 
�	� ;�� � #?� /"�'	�� E� ;�� � 0-+�� �� Q���� 
*��� ��� 2�' �� �� ��� &�� 0-+�' w	� �� ��
0'��' '���	���' �� *���� �� �	Z7��)
 �C��� �� � ����' �� -+���*+P �� ���� \�	
�� ����	Z� D ���'	� ��7% E��' ��
/���� �� �+� �� 	�� ���'	� ��7% �C! ���!�" �� ��)� &�� �� *��� -� �C! /���� �� �� �3 /��Z� &�� �� *+�� /8'

0-���� ��	�> (�	)
�'	
 ^+8'��� �� �� @�4.� &�� 0*�' ;�� �

� C ! / �� Z � - + �� � 0- �	 + � � � ���'	 � �� 7 % E ��� V � � �	 � � E � �� A ;� �� ' $ G � � �� � �8< �� 
 =
F*�����	8	�	�> �C��� 
��	� /"� ;�� � E� D : A −→ End(V )

D[x, y] = [D(x), D(y)], ∀ x, y ∈ A. H60I

0φ(−x) = −φ(x) � φ(0) = 0 �� *+�� /��6 ;����=

�� (Adjoint) �� �8�W�� ;�� � ��3]C9� �� �� �� '��' '��� -,�� ;�� � E� A ��	�� 	� ��	� �� 
�	� #?� /"�'
*)� �� ;�� � &�� *)� <&��	���� 0'�� �� 
'�.�"�	�� 	9��D �'�' ;�� � ��	� 	�� '�! ���'	� ��7% >� ;�� � &���' 0*����

F-+�� �� (�	)
 &+�: �� ��� -+�' �� ��_� ad : A −→ End(A) '� ��� D ��: ���� ;�� � &�� 0/"� ���=�	�� '�!

ad : x ∈ A −→ adx, | adx(y) := [x, y] ∀ y ∈ A. H61I

F/"�	�> ��� /+9�! ����' /��Z� &�� �� *�� /��6 *���
 �� ��3�	� 
*����!

adαx+y = α adx + ady,

[adx, ady] = ad[x,y]. H62I

Ng



-���' 5��9 &���' 0*���	�� ��	� ���P E� {ei} �� *+�� U	%

adei(ej) = [ei, ej ] = fk
ijek, H63I

�A��>��

adx(y) = xiyjfk
ijek. H64I

F>� *�
���D u�� �C��� �� ���
�� �� ��� ����' � /"�	��	�	�� '�! *)��� adei *)� \�	
�� E� ����)�

(adei)
k
j = fk

ij , H65I

�A��>��

(adx)k
j = xifk

ij . H66I

F/"�	�> #=� �� so(3) 	�� �8�W�� ;�� � ;HI >�?%

ade1 =

⎛
⎝ −1

1

⎞
⎠ ade2 =

⎛
⎝ 1

−1

⎞
⎠ ade3 =

⎛
⎝ −1

1

⎞
⎠ . H67I

F/"�	�> #=� �� E(R2) 	�� �8�W�� ;�� � ;>�?%

adPx =

⎛
⎝ −i

⎞
⎠ adPy =

⎛
⎝ i

⎞
⎠ adL =

⎛
⎝ −i

i

⎞
⎠ . H68I

� C ��� x ∈ A 	 � ��	 � 5��9 & ���' 0* �� � A � �	 � � ��� � �� "'� ! E � σ : A −→ A � � * + � � U	 % ;� � � @
F/"���	8	�	�>

adσ(x) = σ ◦ adx ◦ σ−1. H69I

Ni



�'��	�YP ����� &+�: -�� σ ���"'�! /+9�!>� � -+�� �� O��3 y ∈ A #?� ����M�' �7D ����� adσ(x) 	6� ;C�'D�
F-+�� �� 
'�.�"� ��

adσ(x)(y) = [σ(x), y] = [σ(x), σ(σ−1(x))] = σ([x, σ−1(y)]) = σ(adx(σ−1(y))) H70I

0-+"� �� (69I �C��� �� `	��'>� y &���'	���

∗ ������� ������ �
�� �
� �


� A 	9��D /��	� -+B��� S ��' 0-� � 
'	� (�	)
 �� ��	���' &�� -+B��� S � ]� �8 0*���� ��	���' B � A �� *+��U	%
�� -+B��� � +� S ��' 0*�� 
*� S � 	Z�*=��� �4�*� �� 
'�4+� > 	� �� B � A 	Z�' 5���D �� 0*���� 	.9 �� 	��	� B 	9��D
��	� 0-+�� (�	)
 �� B � A 	9��D &+� /��	� /���� �� ��� &�� ��	� 0-+�� S � 	Z�*=��� �4�*��� > 	� �� �� B � A -+���!
��7% *+��+� 0'�' ;�� � ���'	� ��7% E� ��� ���
 �� �� A ��	�� �� -+��' �� 0-+�� �� # D	�> R+
	
 �� ��� &��
�� (�	)
 �� ;�� � &�� �� ����Z�� *�	+Z� B 	�� ���'	� ��7% �� � -+�� �� O�M��� A ;�� � ��	� �� �� �� ���'	�

��)� �'�� ;�� � V	��' �� /"� B �� B >� �C! /��Z� E� φ �� *+�� /8' 0-+���� φ *��

φ[a, a′] = φ(a)φ(a′) − φ(a′)φ(a) H71I

&���' 0*��� B ��� G�B��� E� φ(a) <a 	� ��>� �� �=��� ��� -+�' ����	8 φ ��� �+� �%�[� V	� E� Q�3 0*�� �� G*9
5��9

φ(a)[b, b′] = [φ(a)b, b′] + [b, φ(a)b′]. H72I

A 	9��D /��	� /���� ���4�
 ��� &�� ��	� 0-�� 
*� 
'��� B � A ��	�� �' -+B��� � +� S � (�	)
 ��	� 5��*B� &����
F-+�' �� @�A��	�> �C��� �� �� ��� &�� �� -+�� (�	)
 �� B�

[a, b] := φ(a)b, ∀a ∈ A, b ∈ B,

[b, a] := −[a, b]. H73I

-���' 0'�� *���!��	8	� ������ '�W
� (�	)
 &���� �� -+�� /��6 /���� �� Q�3

[[a, a′], b] = φ([a, a′])b = (φ(a)φ(a′) − φ(a′)φ(a)) b = φ(a)(φ(a′)b) − φ(a′)(φ(a)b)

= φ(a)([a′, b]) − φ(a′)([a, b]) = [a, [a′, b]] − [a′, [a, b]], H74I

-���' &+�: -� 0/"���	8	� ������ '�W
� '��� &���' &��	���� 0-�� 
'	� 
'�.�"� φ �'�� ���� � >� ���' ��

[a, [b, b′]] = φ(a)[b, b′] = [φ(a)(b), b′] + [b, φ(a)b′]
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= [[a, b], b′]) + [b, [a, b′]], H75I

'�W
� 
*� (�	)
 /��	� &��	���� 0������ '�W
��� /�+� ��+: �+� �C��� &�� 0-�� 
'	� 
'�.�"� φ �'�� G�B���>� ���' ��
0'�� �� 
'�' ��_� A⊕φ B '� � �� ��	�� &�� 0*�� �� ��	�� E� �� #�*�
 �� -+B��� � +� S � � *�� ����	8	� �� ������

,-�.�/ 0�1 ��

�+� ��	�� E� ��	� 0'	��4A� ��!�' O	[ �� �� �� ���
 �� &��	���� </�� -� ���'	� ��7% E� ��	�� E� �� -+��' ��
�� � *���� �� 11x�+�+� @	% �� �� �� '	� (�	)
 �)+�� ��!�' O	[ E� �� �+�� ��+: �8�W�� ;�� � >� 
'�.�"��� ���
 ��

F'�� �� (�	)
	�> #=�

K(x, y) := tr(adxady). H76I

0'�� �� ��"�W� A ���'	� ��7% ��� tr ���' ��
F/"�	�> ��� /+9�! ����' x�+�+� @	%

K(x, y) = K(y, x)

K(αx+ y, z) = αK(x, z) +K(y, z)

K([x, y], z) = K([z, x], y) = K([y, z], x). H77I

(�	)
	���� �� -+�� �� ���
 �� 5��6� ��	� 0/�+� �4�*�	!� /+9�! �4�
 e��! &��>�

K([x, y], z) = tr(ad[x,y]adz) H78I

F/���	�> #=� �� ���
 ����u�� 5���D ad[x,y] = adx ady − ady adx �� �A��>����

K([x, y], z) = tr((adx ady − ady adx)adz) = tr((ady adz − adz ady)adx) = tr(ad[y,z]adx) = K([y, z], x). H79I

0-�� 
'	� 
'�.�"� 'f� �� 
��' /+9�!>� ���' ��
\�	
�� E� u���' 
*� (�	)
 ��!�' O	[ <-�	+Z�	,��' �� {ea, a = 1, 2, · · ·n} ���P �*)� n ��	�� ��	� 
��	�

F*�� �� TM_� 	�> #=� �� �� �*)� n ���B�� �)�	�

Kab := K(ea, eb) H80I

F-���� �� /"*� (63I �C��� �� ���
��

Kab = fd
acf

c
bd. H81I
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F*�� *���!�'	�> #=� �� x = xaea, y = ybeb #?�	�� >��7D�'	� ��!�' O	[ �A+���'

K(x, y) = Kabx
ayb. H82I

�� (��M� ��������
 �u�� T!�� ���
 �� x�+�+� @	% >� 
'�.�"��� 0*���� �� ��	�� x�+�+� @	% ��3]C9� �� K \�	
��
F-+�' ����	8 Q�?� ����D �� 0'��� &+��P

xa := Kabx
b fabc = Kcdf

d
ab, · · · . H83I

F/��' -+���! �A+���'� -+�' �� ��_� Kab �� �� �� ����� ��� ����' *���	�YP ����� x�+�+� @	% 
��	�

KabKbc = δa
c . H84I

F/��' -+���! Q�?� ����D �� 0'	�u�� ���� T!�� ���
 ���+� Kab @	%��

ea := Kabeb. H85I

F*����	�> ��� #=� ��	�� ���A��� L��� � �� -+��' ��

[ea, eb] = f c
abec H86I

�� �� f c
ab R��	[ �� *�' �� 
>��� �� �� '�� �� (�	)
 ���'	� ��7% E��' �� �� ��!�' O	[	� #?� x�+�+�E�	��

e��! �� /"� e�! ��!�' O	[ E� x�+�+� E�	�� �� 5��.
 &���� -���� /"*� ���P ��'	� E��' `	� �' �'	� O	[
0-+�� 
'�.�"� �+� ��	�����!�">� �� *�' �� 
>����� �� �� R"���

F*��� �� G*9	�> L��� � �' ����!�" ��� /��6 ;���@

fabc = K([ea, eb], ec),

fabc = fbca = fcab,

fabc = −fbac = −facb. H87I

�C��� 0*���' �� \�*�� /_Z��� �� /��� �� 
��' ���B
 fabc := Kcdf
d
ab ����!�" ��� /��6 �� *�� �� ��+� @�' �C���

0*���� ���B��'�P �� \�*�� >� /.�	� o��)
 �� /��� R��	[ &�� �� *�� �� ��+� �+� @�"
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�� -�	+� �� �A+�� 86 �C��� >� ; C�'D�

K([ea, eb], ed) = f c
abK(ec, ed) = f c

abKcd = fabc. H88I

0*� *����! �4�*� 	Z�' �C��� �' -+�� 
'�.�"� x�+�+� E�	�� e��! >� 	�� Q�3

�� *�' �� ��_� (67I �C��� >� 
'�.�"��� 
'�" ��"�W� E� so(3) 	�� ��	� ;JK >�?%

K =

⎛
⎝ 2

2
2

⎞
⎠ . H89I

0*�� �� k.3 �� ��!�' O	[ &����*B�	���' ���"'�! t��	� �� /"� �� x�+�+� @	% '����' -4� �+78 E�
F/��' -+���! <*��� A �� 	�� ���"'�! E� σ 	�� ;���@

K(σ(x), σ(y)) = K(x, y). H90I

F-���' (69I �C��� � (76I x�+�+� @	% (�	)
 �� ���
�� 0/"� 
'�" 	�� &�� 5��6�

K(σ(x), σ(y)) = tr(adσ(x)adσ(y)) = tr(σ ◦ adx ◦ σ−1σ ◦ ady ◦ σ−1) = tr(adx ady) = K(x, y). H91I

���� �� �� 	
���
 ��� ����� ����
 ����

�� �� 	9��D �� -�	+� �� 	,��' ���7%	�> ����D �� �� A(1) 0*��� ��	�� E� A �� *+�� U	% 12;�L���
= ���'$8<��
=
	Z�' 5���D �� 0/��� A >� ����	Z7��)
 �C! R+�	
 ����D �� �����

A(1) := {x ∈ A|x =
∑

i

[xi, yi], · · ·xi, yi ∈ A} H92I

-�	� ����=� A(1) ��	� �� ��"��� /�]D 0/"� A 	��	�> E� &��	���� � ���� �� /��	� �� /��� A(1) �� /"� �4�*�
0/"� G�% (�	)
 ����� ���! �� �� A(1) = [A,A] /"�	�> #=� ��
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0/"� �� Q� 
*�� E� A(1) <*��� ��	�� E� A 
��	� ;���@

0/"� b[�� (�	)
	���� ;C�'D�

#=� �� �� 	Z7��)
 ���	��	�> ���� -+���
 �� A ��	�� E� ��	� 0-�>�'	P ��	�YP #3 �� ���	�� (�	)
 �� Q�3
-+�� (�	)
	�>

A(1) = [A,A], A(2) = [A(1), A(1)], A(3) = [A(2), A(2)], · · · H93I

F*�� �� (�	)
 A ��	� �� �
�'�
 ���	��	�> >� �� ����"��� &��

· · ·A(3) ⊂ · · ·A(2) ⊂ A(1)) ⊂ A. H94I

0'�� �� 
*���! 13	�YP #3 A	�� <'�� -�! {0} 	��	�> �� ��	��	�> ����" &�� 
��	�
��	�� E� {Eij , | i ≤ j} ��� \�	
�� L"�
 
*� *+��
 ��	�� ��)� �?�?� ��� \�	
�� ��	�� �� *+�' ��_� ;>�?%

0/"�	�YP #3


y*��� (�	)
 L��� ��� �� A ≡ so(3) ��	�� ;>�?%

[L1, L2] = L3, [L2, L3] = L1, [L3, L1] = L2, H95I

F-���'	�� &�� ��	� 0-�	+� ��	,��'

A(1) = A −→ A(n) = A ∀n. H96I

0/�+�	�YP #3	�� E� so(3) 	�� &��	����


y*��� (�	)
 L��� ��� �� E(R2) ��	�� ;>�?%

[Px, Py] = 0, [L,Px] = iPy, [L,Py] = −iPx, H97I

F-���'	�� &�� ��	� 0*�	+Z�	,��' ��

A(1) = Span{Px, Py}, A(2) = 0. H98I

0/"�	�YP #3	�� E� E(R2) <&��	����


y*��� (�	)
 L��� ��� �� E(R3) ��	�� ;>�?%
Solvable Lie Algebra13
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[Pj , Pk] = 0,

[Lj , Pk] = iεijkPk,

[Lj , Lk] = iεijkLk. H99I

F-���'	�� &�� ��	� 0-�	+� ��	,��'

A(1) = A, −→ A(n) = A ∀n. H100I

0/�+�	�YP #3	�� E� E(R3) <&��	����

$��
 �� ������ ��

0*���� ����*� �4�*�	+h ��'���� 	��	�> t�� z+� �� *���� ����	�� 14 
'�" �� ���	��

�	 � �� R3 ���'	� ��7% � so(3) ��	�� �'�� ���=� >� 	�� &�� 5��6� ��	� 0/"� 
'�" ��	�� E� so(3) ��	�� ;>�?%

-���' R3 ��7% �' 0-+�� �� 
'�.�"� ����'	� ����! O	[

[a, b] = a× b, H101I

����' ���'����	��	�> z+� *���
 � � R3 �� -+�� �� /��6 Q�3 0/"� ���=� so(3) �� R3 ��7% /��	� >� (�	)
 &�� �� �
����! O	[ �� -+��' �� 5��9 &���' H'�Y� �� Ǳ�*�� >� �� L! E� ��)�I <*��� �*)� E� *���M� 	��	�> &�� 	�� 0*���
�' *���
 � � � *��� '� D L! &�� 	� /���� �� �� �3 <����! O	[ e��! 	���� <
��M�' ��'	� E� �� L! &�� >� ��'	� 	�
�' 0-�� � �� �*)��' ����7%	�> |�	" �� Q�3 0*��� �'���� 	�� 	�> E� *���
 � � L! &�� <&��	���� 0'	+Z� ��	8 L! '�*���
0*��� '� D �W.9 �� 	� /���� �� �4�� ����! O	[ ��)� ��'	��' 	� /��	� �+� �*)��' ��7%	�> E� ��)� �W.9E�
so(3) �A+�� �' � R3 &��	���� 0*��� ����' �*)��' ��'���� 	��	�> �� &�� �� *"� �: '��*� �*)��' 	�� 	�> ]� 9� R3 &��	����

0/"� 
'�" 	�� E�

$��
 ��� �� ������ ��

d� #+�' 0/�+� 
'�" 	Z�' �� /"� ��	�� E� A⊕ B ��	�� 5��9 &���' 0*���� 
'�" �� 	�� �' B � A �� *+��U	%
&+�: ��	� �� -+��' �� S8�� �' 0*���� �+� Q�
*�� @�*�	� Q�3 &+D�' � *���� A⊕ B ���	��	�> �'	� B � A �� /"� &��
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�	��

[A,A] ⊂ A, [B,B] ⊂ B, [A,B] = 0 H102I

0/"�	.9 ����� 	Z�*=��� B � A ���	��	�> /J ��	� �� ��)� &�� �� /"� &+ � �+� -+B��� S � ���YZ��� ��� �
0*��� ����*� ���� Q� 
*�� t�� z+� 	�� /"� (Semisimple) �� 
'�" -+� ��	�� E� ;<��
=

0'�� �� O���� {Px, Py, Pz} �����'	� L"�
 �� '��' Q�
*�� E�	�� &�� 0*�	+Z�	,��'�� E(R3) ��	�� ;>�?%
0/�+� 
'�" -+� E(R3) ��	�� </"� ���� Q� 
*�� &�� �� �A��>�

0/�+� 
'�" c	������	�� <&��	���� </"� ���� Q� 
*�� E� '�� �� *+��
 I L"�
 �� �	��	�> <c	������	���' ;>�?%
0/"� ���� Q� 
*�� E� '�� �� *+��
 {xi} �D� A� � I L"�
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��)� 0/��� 
'�" 	�� *�: �� �' -+B��� S � 5��9 �� ���
 �� �� 
'�" -+� 	�� E� ;M.% �� *�

Asemi−simple = Bsimple ⊕ Csimple ⊕Dsimple ⊕ · · · H103I

&�� ��	� 0/"� 
'�" ���	�� @�*� -+B��� S � 	�� &�� �� /�+� @��)� E(R3)J#?� 
'�" -+� 	�� E� �� Q�� 
�Z� �'
S � >� E(R3) �� �� ��
'�" ���	�� w�[� �� ����� �
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 /���� �� ���
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'�.�"��� ���� /"� 
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0-���� �� 5��6� ��*� �� �4��

��>� �� �� /"��)� &�� �� �� K(A,A(1)) = 0 	�� LB%� 	�� /"�	�YP #3 A ��	��E� ;���0F �� ���	 ��=#�! N9%
0K(x, y) = 0 -+��� ����' /���� �� y ∈ A(1) 	� � x ∈ A 	�
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<Cartan ��
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�4�
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0
'�" ���	�� -+B��� S � �� /�+�

Lie Algebra = Solvable ⊕s Semisimple

Semisimple = Simple ⊕ Simple ⊕ Simple · · · H104I
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