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  � ����G c� xi �E*����� Npi i
��� ��2 �� �*� Y�E����� N �� X &���#� >� ���
�*�� �� D)� X �? �J. &���#� a���� M�b
 #� i
�����2 �� �� �� �012� 5�+*� �log2(

1
pi

) ��  �� ����G����� �*�� ��
f��  �� ����G�����

H(X) =
1
N

n∑
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P (xi|yj) :=
P (xi, yj)

p(yj)
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∑
i

p(xi|yj) = 1. V6W
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H(X |yj) := −
∑
xi

P (xi|yj) log2 P (xi|yj) V7W
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H(X |Y ) =
∑
yj

p(yj)H(X |yj) = −
∑
xi,yj

P (yj)P (xi|yj) log2 P (xi|yj)

= −
∑
xi,yj

P (xi, yj) log2 P (xi|yj) = −
∑
xi,yj

P (xi, yj) log2

P (xi, yj)
P (yj)
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 {qi} 
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pi log
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∑
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pi log
1
qi

, V12W
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LA� � � 5�� . � � �� T� � �
� ) �� � �� � �� � �A � 6� - � '� C �#� . 
 � �  � � � ���� b� � � � b
 i < ? �
� ) . 5�� � �
f4�����# �.����

〈log
1
p
〉p ≤ 〈log

1
q
〉p. V13W

���� !�� �	
��� p 6�-�'� C�#�. �� i
���
 �� �� ��� �� 5�*� p `�����#

f��� �� Z�@��# 4*@�G� ������� C��. ��  � 5�B� 5��. �� Qx − 1 C��. 
 ������� C��. 5 �� �
��� ����	


log x ≤ x − 1, V14W

� �� �����b�� x = 1 ���� i<? �
�). 5�� ��
�E*��� 
 x = qi

pi
�*� �����b 6�'

log
qi

pi
≤ qi

pi
− 1, ∀ i, V15W

�E*��� �qi = pi ��  �� �����b�� ��b
 i<? �
�). 5�� ��

∑
i

pi log
qi

pi
≤
∑

i

qi −
∑

i

pi = 0, V16W

�� �*�� U�? 6�' ��*�� 4��9 �*�
��G �� �� 4
� �� �
�)��� 5�-� ��

∑
i

pi log
qi

pi
= 0. V17W

�*�� �� �)���#����# LA� �� �� �
�). (��
∑

i

pi(log
qi

pi
− (

qi

pi
− 1)) = 0. V18W

C-% (�� 5���P@ ����)� �P@�� �
�)� �� #��. >:�� ��-� +����$ LG� /1-% (15W �
�)�������� �� �*�� �� 4b 6�'
�� i �-� ���� �� 4
� 5� ���8� �� (14W �
�)��� �� �%�.�� �� ���)��P@������� /1-% (�� �-� �� 4
��8� (�� ��

����)� �A� 6�-�'� C�#�. C��.
 ��8� �qi = pi

C�#�. ���� i<? �� ��*B*����<� (��
 log M �� 4
������ H =
∑M

i=1 pi log 1
pi

/�012� C��. ��*B*� ���<� �� ���
�
���� ����*�G� {pi = 1

M } 4G���A�
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f 4�� �*���G �E*��� � qi = 1
M �*� �����b �j	b �*qb� ����	


M∑
i=1

pi log
1
M

pi
= H − log M ≤ 0, V19W

�pi = 1
M ��  �� �����b�� ��b
 i<? �
�). 5�� ��

4
����b����# �
�)��� X, Y �? �J.�*S�� 
 ���� �� ���
�

H(X, Y ) ≤ H(X) + H(Y ), V20W

������ L<�)� ����*S�� X, Y ��  �� �����b�� ��b
 i<? �
�). 5�� ��

f4�� �*���G �E*��� ��*� �� 5�B� p(x, y) �� �� �*S��
 C�#�. C��. ����	


p1(x) :=
∑

y

p(x, y), p2(y) :=
∑

x

p(x, y). V21W

f �*�� �� ! �P�
� �� �� 4��9 �� �� �*qb #�
 ���*� ������ �� q(x, y) := p1(x)p2(y) C�#�. C��. 6�'

∑
x,y

p(x, y) log
q(x, y)
p(x, y)

≤ 0 V22W

�*�� �)���#�� ��b
�� T�� �
�)��� ��� �p(x, y) = q(x, y) = p1(x)p2(y) ��  �� �����b�� ��b
 i<? �
�). 5�� ��
+% 4)*� �+*:

H(X, Y ) ≤ H(X) + H(Y ). V23W
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 6� - � '� C �#� . C �� .
 P2 
 P1 � �� � � � /�� 	 0 � � �4 
� 6� - � '� C �#� . #� � �� � � C �� . /� 01 2� �� � � �
!���� ���� ���� n��� �FG D*��. P0(x) = λP1(x) + (1 − λ)P2(x)

H0(X) ≥ λH1(X) + (1 − λ)H2(X). V24W

���� �� 5�
� (�w� +*� �� 5� LA� 5���� �� �� �� 4
� (*��$ ��
 � n��� C��. >� /�012� �� �*��� �� x1F@� ��

f4�� �*���G �� �-�� �)��� �@1G �-��� ��*�� �� ! �P�
� �� �� 4��9 �� �� �
�
� �
�)���#� ��#�� ����	


H0 − λH1 − (1 − λ)H2

=
∑

p0 log
1
p0

− λ
∑

p1 log
1
p1

− (1 − λ)
∑

p2 log
1
p2

=
∑

(λp1 + (1 − λ)p2) log
1

λp1 + (1 − λ)p2
− λ

∑
p1 log

1
p1

− (1 − λ)
∑

p2 log
1
p2

= λ
∑

p1 log
p1

λp1 + (1 − λ)p2
+ (1 − λ)

∑
p2 log

p2

λp1 + (1 − λ)p2
≥ 0, V25W
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Y �? �J. L	��+�� �� �� X �? �J. L	��+�� >� �� 4
� ���j-0 >*
1� 6���� >� #������ ������ ����� �����
>� ��*��� �� 5� �%
�G�� Y 
 6���� � 
�
 �� X �4
� >*
1� �.����]� 6���� M���� 5� 6�_� (����� ���� �� L��	.
� 
�
 �y10 ���� 6������ 6� !��� 6���� (��+E� �4
������ 5� � 
�
�� �3<*b 5� �%
�G �� 4
� ������ �?�� 5
�� 6����
4?��� �� yj 4�10 6���� �%
�G� !���� ���� �� L��	. yj ∈ Y �%
�G �y10 �� P (yj|xi)=(*8� /T�-�'��� �� xi ∈ X

f���� Cb�
 � ��*�� n�)' �� 4
� !�� �%
�G� 4�10 (�� ���E�� �� xi 4�10 �: �� (�� �2�� 6�-�'� �*���. �� �*��

P (xi|yj) =
P (xi, yj)

P (yj)
=

P (yj , xi)∑
xi

P (yj, xi)

=
P (yj |xi)P (xi)∑
xi

P (yj |xi)P (xi))
V26W

����)� Y�j8�
 ��
 4
� 6���� �J]B� P (yj|xi) 
 X C	�� �J]B� P (xi) /��	0 (��G�� 

�4
� X =� 
�
 /T�-�'� #� ����� C��. I(X ; Y ) 6���� >�� !�� "#� �$ /�012� �����

P (y|x) �2�� /T�- �'� �� * � �� 5�B � Y � � �� �%
�G L	 ��+ ��
 X � � �� � 
�
 L 	 ��+ �� 6� �� � >�� ��� � 	

Y� * $ 6� - � '� � � �F ��
 � � � �� 5�B � 6� �� � 6�2� �� y � � x Y� * $ L �� 	 . 6� - � '� 
 � � � ) � 6� �� � �J]B� C b�
 � 
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��8 � �� �� n��� C-% 
 P2(x) 
 P1(x) 6�-�'� C �#� . C �� . 
 � 
�
 L	��+ �� ��� � !� ��� 6�' �� ���� � � 
�
 ���
f��# 7���8. �� �%�.�� !���� ���*������ �� P0(x) = λP1(x) + (1 − λ)P2(x)

P (y) =
∑

x

P (y|x)P (x),

P (x, y) = P (y|x)P (x), V27W

4�� �*���G

P0(x, y) = λP1(x, y) + (1 − λ)P2(x, y)

P0(y) = λP1(y) + (1 − λ)P2(y). V28W

� �� �� L��� �*qb /�	9� /�012� C��. 5 �� n��� (*�: �� 
 L��<�� /�012� 7��8. �� i��
 � (�� D*��.��

s �. R �� �<� �� 4
� K�2 >� (�G���� #� ���� Y f���*������ ��# 6
�% {��F� �� (X, Y ) �? �J.�*S�� 4P% �����
���� ����*�G� �� b �� a �� �<� �� 4
� �A
 >� /
�P�����<�
 +*� X 
  �*� ��  �G �� ��

(X, Y ) 1 2 3 4 5 6
a 0.2 0.1 0.08 0.04 0.05 0.05
b 0.1 0.02 0.15 0.06 0.1 0.05

V29W

�I(X ; Y ) 
 H(Y |X) Q H(X |Y ) Q H(X, Y ) Q H(Y ) Q H(X) f 7�� f�*�� n�)' �� ��# ��� 4*-�

�)�� *��+�# ����	
 ,��� �#
-) �

�� 4
� ���� (�� 6�
�� �� ^�� ���*�� U�? �4
� ! �
 6�_� >� �8��F� /�012� �#�
 ! �B? ��? ������� (�����
��� ^�' �� 4
� 5� �� (�� (�� 6�
�� ���� "
� >��4
� !�� L*AB. D 
 C, B, A ��� Y�� �� �	P�� ^�'���:#����.

� �*���� ��# D*.�. �� Q4
� 6�-8� 6��*E� /����]�� �� 1 
 0 ��� 4*� �� �� Z�? �������:

A −→ 00

B −→ 01

C −→ 10

D −→ 11. V30W
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�� 5 �� �� "
� >� �*���. �� ��� �� 4
� (�� 6��
 6�' ���� ! �� !���]� 4*�
 ^�'�� ��#� �� /��@ (��� 
;���� 2 #���-� �*�� �� !���]� i
��� ��2 �� �� ���� 4*�  ��8. ^�'�� ��#� �� 6�2 5�� �� ���	����

f���� �����H ��# /T�-�'��� !�� �� ��� (��� ^
�' (�� �� �*�� U�?

P (A) =
1
8

P (B) =
1
8

P (C) =
1
4

P (D) =
1
2
. V31W

f���� ����� �� �� ��# ������� "
� 6�'

D −→ 0

C −→ 10

B −→ 110

A −→ 111. V32W

^
�' ���� �� �� ������ i
��� 6�2 ��� ��
 ��� ! ����� �� 4*�
 #� &*� ^
�'#� �q8� ���� ������� "
� (��� 
f�� 4
������ i
��� 6�2 (�� � �� ����G �%�. D��% �E*�� �*�� �	
��� ��� ! ����� ��

〈l〉 =
4∑

i=1

li × pi = 1 × 1
2

+ 2 × 1
4

+ 3 × 1
8

+ 3 × 1
8

=
7
4
. V33W

v}m �� e #� ��� ! ����A� Y�*$ !���]� ���� �� �� ���� 4*� ���� i
��� 6�2 ��� ��)���. D
��� ������� >� �� (�������
������
  ������� 4
� !�� !���]� �� ���� !���� ������ M�� l*� ������� !��� (�� �� �*�� 4b ���� �3�-N ��*� L*j<.

��# ���� 6�_� 5���0 �� � �� �� ���B�#�� �*�
� (�� �� ��A���2 �� �� 4*�#� ��

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1. V34W

4)*� ��J. L��b 5� ���B�#�� ���� ���� (��
  �� �� ! �B���# (�� �� Y���� 5
��

D C D D C D D B A. V35W

~�� M�N�� 13 8?
 4G� �$ �*���G 5� �� !���� ���
� � �� �� 4
� �0�N�� ���)��B���A� ���� �� M�� �: �� (��
n�)' !����w /T�-�'��� �� X = {A, B, C, D} �? �J.�*S�� �$
���� !���� f�*����w ������ �����A� >� ��
 �4)*���

f�� �� ����G����� 5� L@�' �*��

H(X) =
4∑

i=1

pi log2(
1
pi

) =
1
2
× log2(2) +

1
4
× log2(4) +

1
8
× log2(8) +

1
8
× log2(8)

Ro



=
1
2
× 1 +

1
4
× 2 +

1
8
× 3 +

1
8
× 3 =

7
4
. V36W

>� (�� ��� �4
������ (���  �%�� /�012� 5�+*� �� �� ����� �� �� �� ���+��� i
��� 6�2 X�G 6�_� (��� (�������
;4
� ���-0 4jJG

U�? � �� ! �B? �� X C	�� >��  �%�� /�012� 5��. �� ����: �j� 4��'� �� �*-�P� �*���G �� 6�_� (����w#��8�
5�����H 6�-�'� 
 ���!�� L*AB. A = {x1, x2, · · ·xN} ��	P��#��� (�� (�� �� ��� �� �*��. ���� (�� C	�� �� �*��
(*8� /�012� �� �? �J.�*S��>� 5���0 �� 5��. ���� C	�� >� (������� � �� �� ! � pi �� �� (�� (��� xi L_� ^�'��
/T�-�'� � � �%� . 5
� ���� 6�' �N = 2n ��8 � 4
� 2 #� ���� . N �� �* � � U�? �� �
 ��� � �4?���� �� H(X)

1
 0 ��� 4*� #� ��. n ���� >��� �� A ��	P�� ^�'�� �*���. �� �*�� !���]����� (�� �*���]� 7j�]� ^
�' 5�����H
��#� �� ��� /��	0 ���� �*�� �� ^�J� 4*� Mn  ��8. 4
� ^�' M L��� �� (�� �� ���� /��@ (��� ��*�� �������

��*�� �� ^�J� 4*� n �	P�� ^�'��
����	���A���# D*.�. �� ����� ������� "
� �*���. �� ��


>� ������ ����
 ���*� ������ �� ^�' m 6�2 �� ��T�2 ��� ���� Q�*�� ������� �� �	P�� ^
�' >. >. �A��� ��% ��
(��� ��A� ��
 �Nm �� 4
������ ��� !�� L*AB. A ��	P��#� �� (A-� �?�' m ��� ���� L�  ��8. ��*�� �� n�]��� ��
��� ���� ���. 5 ������
 4)*����� 5 ���� �� �#�*� �� 4
�+*:�� ��<���� ����#� ���*)� 5�����H 6�-�'� �� 4
�
^��8�� ��� �������. 5 ������ ��8� D*.�. (�� �� ��*� �-� 4
 #� �+*: V���� �����H  ��# �� ���� ����W ^��8��

 ;���)��� Y��� ^��8�� ��� ���� ��� ��*�� ^�J� X C	�� ��� (�� !���]� ���� ���-� ��� 4*� �� ���� ��� �b��
�� ���� ��+� �?�� !#���� �� m �� �2�� �� �?�' m ������ � � �� ���� Y�*$ 5�� ! �B? ~0����<: ���� 5 ����
��B*� m ��8� ���� 6�2 �� ��b �� � ������G xN 5� ^�' �. mpN 
 x2 5� ^�' mp2 Qx1 5� ^�' mp1  ��8. D��<.
^��8�� ����  ��8. �: �� �*�� �� 6��
 6�' � �� ����G ��-� i
��� �� �<� (�� 6�' �� ^�' �8b�
  ��8. +*G 
 4?� Q����
/��@ �� �� �. mp1 ��*� m ���� >� #� 5��. �� �� �b�2  ��8. �� 4
������ �3	��<. ^��8�� ��� ���� (�� ��8. � ��  �%


f�� 4
������  ��8. (�� ��G� ���
 x2 /��@ �� �� �. mp2 
  �� n�]��� x1

K =
m!

(mp1)!(mp2)! · · · (mpN )!
V37W

f�*)���� �*���. �� ��*���
� D��<. #� ! �P�
��� ���

log2 K = log2(
m!

(mp1)!(mp2)! · · · (mpn)!
) ≈ m(

N∑
i=1

pi log2

1
pi

) ≡ mH(X) V38W

f4
� !�� 7��8.��# /��@ �� H(X) C��. 5�� ��

H(X) :=
N∑

i=1

pi log2(
1
pi

) V39W
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��  �� ����G����� n�G��*)� D��<.�� ^��8�� /1-%  ��8. (�������

K ≈ 2mH(X) V40W

������� 1 
 0 ��� 4*� ���� >� �� �� /1-% (�� #� Y����� �*���. �� QZ�?���<� ����������� ^��8�� /1-%  ��8. ��� 6�'
^�' m ���� ������ �� �E��#� �mH(X) �� 4
������ ���� \�*�'���� (�� ���� �� ���� 4*�  ��8. �� 4
� �j)� 
 �*��
H(X) ≤ log2 N = n �� �E��#� ���� ! ����A� 4*� k := H(X) ^�'�� !���]� ���� L-0� �� 4
� (�� L_� 4
� ! ��
�� 5� �� 5 ���� "
� (���� ���# ��� ! � Y�E�� �-�� ���% �?�@ Y�*$ !���]� ���� �� 4*� 6�
�� � �� ���*� �� �E*��

�4
���-� n#� �� ��� ! �� ^�J� 4*� H(X) 4*� n ��% �� ^�'�� ���� �*��� �� Block coding

{*b �� ^�' (�� 5��. �� ����: ��
 � �� �?�� 5
�� �������  ���� 5���� �*qb �j� ������ �� ��P�T��� �� �,��
DA.�����<� �: ^��8���*[ ��� ���� 5 �A� �� �� ; � 4
�� ^��8�� ��� ���� #� �<*b 7��8. 5��. �� ����: ; ��
�*�� �� �8
 /T��
 (�� �� O
�$ ���� ; �� ! �B? �� X C	�� ��� Y�* $ 5�� . �� �� (�� #� &*� � �� ;���� ���FG

��*� 4
�� !�� ��P� �*��P� #� �<*b 7���8.�����

.���/� ,�0 �/1� �
 2�3# ��
�� �

xj ^
�'  ��8. ��*� 5�B� fj(α) �� �� ���� (��� xj ^
�'  ��8. ����*������ �� α = α1α2α3 · · ·αm ���� ������
� � 4
�� ��� � i
������<� (�� 6�' 6�-�'� C �#� . `�� ���

 mpj � � 4
�� ��� � i
��� ��2 � � m 6�2 � � ��� ���� � 
��8� 5� i
���  ��8.#� xj L_� ^
�'#� Y����� �8b�
  ��8. /
�P. �� 4
� �� ���� ^��8�� ���� �σj :=

√
mpj(1 − pj)

/��@ (��� � 1
k2 < ε

N �� �*�� �� n�]��� 5��: �� k  �0 ε �� ��#� �� (������� ����� >:�� σj `�����
�� �)��<�� mpj

f�������b�� ��# g�� ���  �� �� !����G ^��8�� ���� α ����

| fi(α) − mpi√
mpi(1 − pi)

|< k ∀ i = 1, 2, · · ·N. V41W

����� �������$ �0�-E� (��� 2−mH 6�-�'� �� Y����� �� 4
� 2mH  
�'� ��+� ��� m ���� ^��8�� ��� ����  ��8.
�4
����b����# �*qb �. {*b /��	0 ��

�����

�4
���-� ε #� ^��8���*[ ��� ���� L� 6�-�'� ���


α ^��8�� ���� �� ��#� �� �� �-)b ��  ��  �%
 A  �0 >� ��

2−mH−A
√

m < P (α) < 2−mH+A
√

m. V42W

Re



�limm−→∞ δm = 0 5�� �� 2m(H+δm) �� 4
� ����� m 6�2 �� ^��8�� ��� ����  ��8. ��

����� \�*�'� �� >� �� 4)]� ����	


f(Chebyshev inequlity) 7B*	: �
�)��� � �

(��� � ��� ����*�G� {p1, p2, · · · pN} /T�-�'��� �� {x1, x2, · · ·xN} 4	_� �� �<� X �? �J.�*S�� �� �*�� U�? ���

Qα 4	_�  �0�� ��#� �� /��@

P (X ≥ α) ≤ X

α
V43W

�4
� X �? �J. �*S�� i
��� X 5�� ��

����	


P (X ≥ α) =
∞∑

x=α

P (x) ≤
∞∑

x=α

x

α
P (x) ≤ X

α
. V44W

k  �0�� ��#� �� /��@ (��� ���� ����*�G� �P���� 4	_� !��]� �� �<� X �? �J.�*S�� �� �*�� U�? 6�' ��

P ((X − X)2 ≥ k2σ2
x) ≤ 1

k2
. V45W

���� �� ��*�G� �� 4	_� �� �<� i<?�*S�� (�� ����*� ������ �� T = (X − X)2 �? �J. �*S�� ����	


f���� 7�� 4-)b #� �T = σ2
x �� �*�� �� �3�-N

P (T ≥ α) ≤ T

α
. V46W

f���
� �� 4
�� k2σ2
x �*� ���b �*G� �
�)���� α ��% �� !����

P ((X − X)2 ≥ k2σ2
x) ≤ σ2

x

k2σ2
x

=
1
k2

. V47W

f4��� 5��. �� +*� ��# LA� �� �� �
�)��� (��

P (|X − X | ≥ kσx) ≤ 1
k2

, V48W
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f��#� �$ �� �*�
� �*qb /�	9� �� �� (�� #� `$

f���� 7��8.����� ��*� �� 5�B� P0 �� �� ���	� ^��8�� α ���� >� �A��� 6�-�'� ���
 ���	


P0 = Prob{| fi(α) − mpi√
mpi(1 − pi)

|≥ k, i >� Lb��' ���� } =
N∑

i=1

P (| fi(α) − mpi√
mpi(1 − pi)

|≥ k). V49W

�� ���*� �� �E*�� 7B*	: �
�)��� #� ! �P�
���

P0 ≤
N∑

i=1

1
k2

=
N

k2
≤ ε. V50W

� �� �� 4��9 �*qb 7�� 4-)b (�������

���� 7��8.#� ! �P�
� �� /��@ (��� ����� ^��8�� ���� >� α = (α1, α2, · · ·αm) �� �*�� U�? �� ���	


mpi − k
√

mpi(1 − pi) ≤ fi(α) ≤ mpi + k
√

mpi(1 − pi), ∀ i. V51W

f�� 4
������ α ���� M�b
 6�-�'� Q^
�' (*� ���)	-� Y�0 �� �%�.�� 6�'

P (α) = p1
f1(α)p2

f2(α) · · · pN
fN (α). V52W

���*� �� �E*�� �E���#�

log P (α) =
N∑

i=1

fi(α) log pi V53W

f���
� �� 4
�� (51W �� D*��. �E*��� 


N∑
i=1

(mpi − k
√

mpi(1 − pi)) log pi ≤ log P (α) ≤
N∑

i=1

(mpi + k
√

mpi(1 − pi)) log pi. V54W

�*� �����b 6�'

A := −k

N∑
i=1

√
pi(1 − pi) log pi. V55W
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f��� ��� ��# LA� �� �j	b �
�)��� �E*��� 

− mH + A
√

m ≤ log P (α) ≤ −mH − A
√

m, V56W

���*� �� �E*�� 5�#� ��

2−mH−A
√

m ≤ P (α) ≤ 2−mH+A
√

m. V57W

�4
���B*� 1 − ε #� ���� ^��8�� ��� ���� �0�-E���# �� {j8�� ���� >� �A��� 6�-�'� �� �� � 5�B� 13 	b �� ���	

���� �0�-E� ��� `$ �4
���B*� 2−mH−A

√
m #� ���� ^��8�� ���� Qα X�G ���� >� �A��� 6�-�'� �� �� � 5�B� �?�2#�

f���*������ ��# /��@ �� �� ^��8�� ���

S := {α(1), α(2), α(3), · · ·α(T )}, V58W

f���� !���� Q4
� ^��8�� ��� ����  ��8. T 5�� ��

1 − ε ≤ P (α(1)) + P (α(2)) + · · ·P (α(T )) ≤ T (2−mH+A
√

m), V59W

���*� �� �E*�� 5�#� ��

2mH−A
√

m+log(1−ε) ≤ T, V60W

��


2m(H+δm) ≤ T, V61W

�limm−→∞ δm = 0 5�� ��
�� �*�� �� �?�2#�

T 2−mH−A
√

m ≤ P (α(1)) + P (α(2)) + · · ·P (α(T )) ≤ 1, V62W

���*� �� �E*�� 5�#� ��

T ≤ 2m(H+ A√
m

)
. V63W

�� ���*� �� �E*�� (61Q 63W D*��.#�

T = 2m(H+δm) V64W

�2mH �� 4
������ ^��8�� ��� ����  ��8. ��8� �*�
��G �� �� 4
� �� �E*�� 5�-� (�� �limm−→∞ δm = 0 5�� ��
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�# (��#� ���#���*� L��<�� /�012�
 �2�� /�012� �� !���
 ����� �*���. �� �#�
 ! �B?
 ^��8�� ��� ���� ��?#��8�
�� 4
������ �?�' m ^��8�� ��� ����  ��8. �� �*�?�� �� ��*����*$ H(X) C��. ���� �.
�P�� 7��8. �*���. �� ���%
>�� ����]���#� 
 ���� ��?������ �� ���� 6��
 5���0 �� �� (*8� ���� >� �)���� �� 4
��8� (�� �� ^�' (�� �2mH(X)

�*����*$ 4
 (*8� ���� 5� �� 4
��*G �� ��� ���.���� O
�$ �� ���� 6��
 5�*
�$�� t����
 4)*� u x1F@� �� �<��)�
��� ����  ��8. 5�� �� 4
� �� !��� 5 �� 6��
 !��� (��������# ��*�� 6��
��� mH(X)  ��8. 4)��� �� 4��' (������ 
�� ��� �� L*j<. R �� Y�E���

 2mH(X)−2 Q2mH(X)−1 �� �� 2mH(X) 
 �� �� &��� �j	b���<� 7J� �� �� !���-*b��

C	�� 6�_� 5���0

X = {000(1/2), 111(1/2)} V65W

�� �G /T��
 ���� �*���. �� H(X) = 1 ���� C	�� (�� ���� ���� �� 5�B��� �� ���� /T�-�'� +����$ LG�  ��0� 5�� ��
f�*�� �*��.��# D*.�. ��

;���)� �P@  ��0� �-� ��� � R

���� 6��
 >� ��8� ����� �� �$ 4
� ��?������ !���� 6��
 �� ���� ��� ���� �� �� �*G �� ��� n��% /��@
 ��� 
���� �� 4��P� ���  ��� ���� �� 5�*
�

f���*������ �� ��# C	�� 6�'

X = {000(1/4), 111(1/4), 001(1/4), 110(1/4)} V66W

f�*�� �*��.��# LA� �� ��  �G /T��
 �*���. �� 6�'

;���)��P@ �� 4*� 4��_�� ��� � R

;���)� �� L_� �� 4*� �-� ��� � e

�4
� e �������+*� H(X) 
 �*
� �����  ��� ���� �� 6��

 �� /��@ (��� 

���� Y�*$ (�� 6���� 5
� �?���9�� �� ��� �� 6�
�� 6���� >� 5
� #� �� X C	�� ��� Y�*$ �� !���
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!�� �� d]B� H(X) �$
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�. C	�� /�012� ���*$ M���� 4?��� #� L	b ����� �� 4?��� !���*� i
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�� ��b
 ����	� �$ X�G Y�*$ >� �� �*�)���. ������ 5�*
�$�� �� 4
� ! �� �� ���� ��� ������
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�
6��
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d*]B. �� C	�� Y�*$ �*���. �� 4b �� 4
� 5� ���8� �� ���� H(X |Y ) = 0 !���� �4
� �j@� Y�*$ �� 5 �� �$ ������
�B��� l*� D%�� Y (�)�� ��8� ���� H(X |Y ) = H(X) !����
 4
� ��# X 
 Y L��<�� /�012� �E*��� 
 �*� 
��� Y�*$ ���
��� ���� Y#T /T��
  ��8. LN�P. ��8� H(X) − H(X |Y ) LN�P. (������� �4
� !�B� Y#T /T��
  ��8.� 

�4
� Y 
 X L��<�� /�012� 5�+*� #� ���G �j*G �1� X

� !� �� ,

" �0 �67� �� 8/(�� �76� ,��9� :�6�6& 	

���� �� ! �B? 
 �B� ��A� ����� (�G�
 �j-0 !��� 4)*� ��
�N !���� ��� K� ��? ���� 5� 5����G �� �-*-N (��� 
��*� �� I*N�. C	�� >�

���� ���� �� !���]� ��  �� �� d]B� X �? �J. �*S�� i
�. �� L	��+�� >� ��� Y�*$ �� ���*� ������ �� �8	��

X = {x1, x2, · · ·xn}. V67W

>.#� 4
� (A-� �: ��� �*��� �� /�-j����� xk �8� �� (��#� � �� �� ��*�G� P (xk) 6�-�'� �� xk �*S�� �� L	��+�� (��� 
������ !�� L*AB.+*� /1-%��
 ���E� �� ^�'

5�B� w(x) �� �� ���� ����� �� x �-j� >� ���� �� ��� ��*�� �� ������� 1 
 0 �y10 #� LAB�� �� >� �� �� xk �-j���
��*���G �� (Code word) �� �-j� �� >� �� 5� 
 �*� ��

��*���G �� (Codemessage) �� Y�*$�� >����� �-j��� #� LAB�� �� ���� 
 �*���G �� Y�*$ >� �� /�-j� #� LAB�� �� ����
f4
���# /��	0 ��8� �� �-j��� i
��� 6�2 5 �� ��*-� �� ^�� ��*� �� 5�B� l(x) �� �� w(x) �-j��� >� 6�2

l :=
n∑

i=1

P (xi)l(xi). V68W
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x1 0
x2 010
x3 01
x4 10

1: ����� ��� �-j� �� ���B*$ ��� �-j� ��#� �q8� 5�� �� �� >� #� ���_�

x1 0
x2 100
x3 101
x4 11

2: �� ���� �� >�#� ���_�

����� Y�*$ >� �� �H�����_���' Y�*$ �� �� ��� 4
�B� ��A� �� >� ������

����	� ���� �h-j� �� ���B*$ ���-j� �� l*� �*�� �N�<. �� 4
� 5� �B� ��A� ��� �� (���� ���� !�� >�

C 5�� �� 4��� B = AC /��@ �� 5���� �� B ���  �� �� !����G B �-j� �� >� ���B*$ A �-j� �� >� ������
�4
� x2 ���B*$ +*� x3 �4
� x3 
 x2 ���B*$ x1 (RoW 6
�%� ����� �-j� �� >�  �G ��  ���� ��
+� 
 4
� !��]� 

� �� �� !����G �� ���� �� >� ���	� ���� �-j� �� ���B*$ �� �-j� �� l*� 5�� �� �� >� ������

�4
� �� ���� �� >� ��# �� �����
�4)*� 4
� �*qb (�� K�A8� ��	�� �4
 �B� ��A� �� ���� ���� �� 4
� 5� �� �� M�� (��  ���� ��� ��A�

���� L_� ���*$ �� !���� ��*�� 4b ?? 6
�%� !�� ! � 5�B� �� �� ��#��

1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 V69W

f�*�� ���B�#�� ��# Y�*$ /��@ �� �� 5� �*���. �� ���. �*�� 4?��� ��

x3 x4 x1 x2 x3. V70W

f���*�� ���� �� ��# �� 6�'
�� �� �� ���� �� ���# � �� �� ! �B� ��A� ��2 �� �� (��  �%
 (���� �4
� x2 ���B*$ x1 ���# 4)*� �� ���� �� (��

f��# ���� L_� Q��� ��?�����b  �P�� ��� 1 5� ����% �q8�� �� 4
�� 0 #� �� ���� �*�� �� 4?��� 

0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1. V71W
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x1 0
x2 01

3: �4)*� �� ���� ��
  �� �� ! �B� ��A� ��2 �� �� �� >�

x1 0
x2 010
x3 01
x4 10

4: � �� �-� ! �B� ��A���2 �� �� �� >� #� ���_�

f4
���# Y�*$ ���� ��� 
 4
� &��B� L��b ���
� �� �� ���� (*�:

x1 x2 x1 x1 x2 x2 x2 x1 x1 x1 x1 x2. V72W

 �� �� ! �B� ��A� /��@ �� �� >� ��� �� �*��� d*]B. �*���. �� 5� >-� �� �� �*�� �� 5�*� �� ��
� ��# � 
��*G��

Y�� �� ���� �0�-E��  ��  �%
 S0� �� �� �������)$ Y�-. �0�-E� ����� �� �-j� �� �-� �0�-E� S0 ���*��U�?
f�*� �� L*AB. ��# {��2 �� �� S2, S3, · · ·Sn �0�-E� 6�' ��*� �����b S1

��*� �����b Sn � �� B Q���� w = AB ∈ Sn−1 L_� �� �-j� �� ���B*$ A ∈ S0 �-j� �� >� ��� ���


��*� �����b Sn� �� B Q���� w = AB ∈ S0 L_� �� �-j� �� ���B*$ A ∈ Sn−1 �-j� �� >� ��� ��

.S0 ∩ [S1 ∪ S2 ∪ S3 · · ·] = φ ��� i<?
 ���  �� �� ! �B� ��A� /��@ �� �� >� �����

�4)*��B� ��A� ��# �� �����

f���#

S0 = {0, 010, 01, 10} S1 = {10, 1, 0} V73W

.S0 ∩ S1 �= φ 


f4
�B� ��A���# �� �����

R|



x1 0
x2 001

5: �B���A� �� >� #� ���_�

f���#

S0 = {0, 001} S1 = {01} S2 = {1}, V74W

.S0 ∩ [S1 ∪ S2] = φ 


f���*� ������ �� ��# �� �����

x1 a
x2 c
x3 ad
x4 abb
x5 bad
x6 deb
x7 bbcde

V75W

f���� �� (�� ����

S0 = {a, c, ad, abb, bad, deb, bbcde}
S1 = {d, bb}
S2 = {eb, cde}
S3 = {de}
S4 = {b}
S5 = {ad, bcde}
S6 = {d}
S7 = {eb} V76W

�� �� �*���G i��
 � (�� �� �%�. ��

S0 ∩ [S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4 ∪ S5 ∪ S6 ∪ S7] = φ, V77W
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 �#$� "�% &� '()* "
�+ ,-�� * ./0 1�23����
 ��0� �0�-E� ���� !�� ! � A := {a1, a2, · · ·aD} ��	P�� ^
�' �0�-E� 
 X = {x1, x2, · · ·xM} ��� �-j� �0�-E�
{n1, n2, · · ·nM} ��� 6�2 �� 4��� A ��	P�� #� 5��. �� �� ���� �� >� ��� ���� U
�P� +*� {n1, n2, · · ·nM} I*�@

f�������b�� ��# g�� ��� i<?
 ��� 4
� 4	_� 6��
 (�� O
�$ ;����� ���� 
M∑
i=1

1
Dni

≤ 1. V78W

�4
����B� Kraft �
�)��� �� �
�)��� (��

f�*�� �� �%�. 5� ! �
 �E*�� >� �� �*qb (�� /�	9� #� L	b

��	P�� #� �*���]� ��� (*�: �� �M = 32 f���� �y10��� 
 Q ���� Q�F<� n�)�'��� �)*j��� ��	P�� ^
�' ���� ����
�
f�*��� ���� ���� (������� �D = 2 ���� �*�� ! �P�
�∑ := {0, 1}

32∑
i=1

1
2ni

≤ 1 −→ nmin ≥ 5. V79W

� �� �� 4*� 5 #���-� �� �� �?�' l*� 5��. �-� (�������
f��#� �$ �� �*qb /�	9� �� 6�'


  �� �B�� D �� 4
� ��G� k !#���� 
 D �	.�� �� 4G� >� ��*�� ! �P�
� ��G� ����� �-�#� �*���. �� ����	

�j'�� (��G� ��� �G��  ��8. /��@ (��� � �j'�� k − 1 �. ���� �� ��� � ��� (��
  �� �� D8B�� �G�� D +*� �B����#�
�8� �j'�� ��� �G�� ����)� {1, 2, 3 · · ·D} �?�' >. ��� �-j� �� �� D
���� 4G� 6
� �B�� D �Dk #� 4
� /��	0
!�� #� �A��� D
���� �-j��� �� D*.�. (�� �� ��G� �. ��F�*-� 
 {11, 12, · · ·DD} L_� ���)� �?�' 
 /�-j� �� �� D
����
(�� ��� �G�� #� ��  �G ��� �-j� �� 4)��� �� ��#�)� �� ���� �� >� �*���]� ��� 6�' � �� �� 4G� (�� ���
D8B�� ��� �G�� Y�-. 4)��� �� �*�� �� n�]��� 4G� (�� #� �� !���� �� �-j� �� �� ��*�� n�]��� �@�G ��� �� 4G� 
�����  �G ���B*$ 5���0 �� �� !�� (�� �� g���� �-j� �� �G�� 5� �� g���� ��� �-j� �� �-� ���# ����������� �� !�� 5� #�
�Dk−i �� 4
������  �� �� D8B�� 5�#� �� ���� �G��  ��8. Q���� i ������� �*�� �� n�]��� �� �-j� �� >� 6�2 ���

f4�� �*���G �E*��� ����� �� ^�' �� �G�� #� �. Dk−i  ��8. i 6�2 �� �-j��� �� ��#� �� (�������

Dk−i1 + Dk−i2 + · · ·Dk−iM ≤ Dk V80W

f4��� +*� ��# LA� �� 5��. �� �� �F��� (�� ��*
� �� (90W �F��� �� Dk �� (*?�2 �*)<.�� ��∑
i

wiD
−i ≤ 1, V81W
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�4
� i 6�2 �� ��� �-j� ��  ��8. wi 5�� ��

6�' ��������b�� (90W g�� 4)��� �� ���� �� ���� �� ��� �� �� �� 4��9 5����. f�*�� �� 4��9 �� �*qb K�A8� 6�'
LA� �� �� ni �4G�
 �� ���� �� >� 5��. �� ��� Z�@ (90W g��� �� (n1, n2, · · ·nM ) �� ��#� �� �� �*� �� 5�B�

f�*�� �� D.�� ��#

n1 ≤ n2 ≤ n3 ≤ · · · ≤ nM . V82W

�F<� DnM−n1  ��8. D*.�. (�� �� ��*�� �� n�]��� nM !#����
 D �	.�� �� 4= G� �
� �� n1 !#���� �� �F<� >� 6�'
�F<� (�� ��*�� �� n�]��� n2 6�2 �� �� Y
 �F<� �DnM − DnM−n1 �� 4
������ !���-*b�� g�<�  ��8. ����� �� ^�'
��� � �� ��� (�� �DnM − DnM−n1 − DnM−n2 �� 4
������ !���-*b�� g�<� ��8. ���� �� ^�' �� ��� �F<� DnM−n2  ��8.
��� ��� 4G� ��� ���� �� ^�' �� DnM−nM−1  ��8. +*� �F<� (�� �4
� nM−1 5� 6�2 �� �G� L	b�� �F<� �. �*� ��
 ��8. (�� f����-B� �G� L	b�� �j'�� #� �8� �� !���-*b�� g�<�  ��8. �� 4
� �?�� 6 ��
 (�� �� O
�$ ���� ; �� �% �-� (��

�� 4
������

Q = DnM − DnM−n1 − DnM−n2 − · · ·DnM−nM−1

= DnM
[
1 − D−n1 − D−n2 − · · ·D−nM−1

] V83W

f4�� �*���G 4
����b�� (90W g�� 5�: ���
M∑
i=1

D−ni ≤ 1 −→ 1 −
M−1∑
i=1

D−ni ≤ D−nM V84W

� �� �� L��� �% (��� �*qb /�	9� ����� �� �b�� �-j� �� (��G� ���� n�]��� >� Lb��' �� 4
��8� (�� �� �F��� (�� 
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�B���A� ��� �� (�G�
 ���� �?�� 
 Y#T g�� 4?��� �
�)��� �����

��� �� �� �*�� �� 
 ��#�)� L	b �*qb �� {��F� �� ���� �� >� �*���. �� �������b�� 4?��� �
�)��� ��� ���
 ���	

����)��B� ��A� �� ����

��E� �4
����b�� 4?��� �
�)��� �3-�' �� �*� 5�B� �*���G �� ����� �B� ��A� �� >� �� �*�� U�? 6�' �� ���	

�� 5��. �����*G� /��	0 6�' �4
� i 6�2 �� /�-j� ��8. wi 5�� �� ���� ����A� ��∑r

i=1 wiD
−i /��	0∑i D−ni /��	0

�� 4?��� 5��. �� � ���*	8. ���� C��. >� /��@

(
r∑

i=1

wiD
−i

)n

=
nr∑

k=r

XkD−k, V85W

ee



�� �B� ��A� M��#� �� �� �*�� �� ��� �4
� ���. r ��� ���� �������� k 6�2 �� ��� �-j� �� L� ��8. Xk 5�� ��
�E*�� ���)��� �� �*j� �0�-E���# �B���A� ��� �� 5�: �Dk �� 4
������ k 6�2�� ��� �-j� �� L�  ��8. (-N� �4
�

f4�� �*���G (������� � Xk ≤ Dk �� ���*� ��(
r∑

i=1

wiD
−i

)n

≤
nr∑

k=r

1 = nr − r + 1. V86W

�E��#� 


(
r∑

i=1

wiD
−i

)
≤ (1 + (n − 1)r)

1
n . V87W

�4?��� �
�)��� ��  �� �� L��	. �F��� (�� ��+� ��� n �'� 

�� ���H Pi := P (xi) 6�-�'� �� xi  �-� 5�� �� X = {x1, x2, · · ·xM} /�-j� �0�-E� ��-(� 4*&+ "5
67&� ����
!�� �� {w1, w2, · · ·wM} ��� �-j� �� �� ��  �-� (�� ���� !�� ! � A := {a1, a2, · · · aD} ��	P�� ^
�' �0�-E� 
  ��
4*-� ��8� �*�� ��*-� �� �� �-j��� i
��� 6�2 �� 4
� 5� �� ^�� �ni := l(wi) �� 4
������ wi �-j����� 6�2 
 ���

f�� ��#

n :=
M∑
i=1

pini. V88W

(�� 5 ���� ��� � 5�� . �� �� ���B� � �A � �� (�� �� � �� �� U
�P� + * � {n1, n2, · · ·nM} I*�@  ��0� �0�-E�
i
��� 6�2 �� 4
� ��� ���� ���� �� i
��� 6�2 (���-� �� ���B���A� �� ��8� Q4G�
�	P��

n =
H(X)
log D

. V89W

f�������b�� ��# g�� ��� i<?
 ��� 4
�B� ��A������ ��� �� �� �*�� �� �%�. 4)]� ����	

M∑
i=1

1
Dni

≤ 1. V90W

6
� �j'��� ��*�# �� ^�' �B� ��A� ��� �� !���� i<? �� +*� �8� �� (�� #� ��*� �� Y�E�� �j'�� �
� �� /�	9� �*<�
�� �*� �� 5�B� 
 �*�� �� ��*$ n ���� (*��$ �' >�

n ≥ H(X)
logD

V91W
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�pi = D−ni ��� i<?
 ���  �� �����b�� �
�). g�� 5�� ��
�� �� (A-� �� (����� Y�
 �j'��� !�GT�� 
 ��� >� +� (*��$ �' (�� �� �*���. �� ��<: �� �*�� �� {*<�. Y
 �j'��� 
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f�*�� 4��9 �� ��# �
�)��� 4)��� �� (91W �
�)��� /�	9� ����

M∑
i=1

nipi ≥ −
M∑
i=1

pi
log pi

log D
, V92W

�� 

M∑
i=1

(ni log D)pi ≥ −
M∑
i=1

pi log pi. V93W

f4
����b����# �
�)��� Q{qi} 
 {pi} 6�-�'� C�#�. 
 �� ��#� �� �� �*��� 1	b
∑

i

−pi log pi ≤ −
∑

pi log qi, V94W

�{qi} = {pi} ��  �� �����b�� ��b
���. �
�).


f�*�� 7��8.��# �F����� {��F� 6�-�'� C�#�. >� �*���. ��

qi :=
D−ni∑M
i=1 D−ni

V95W

f�� ����G��# �F��� ���E�� ! �
 �	
��� >� ��*�� ! �P�
� (92W �F��� #� 


H(X) ≤ n log D + log(
M∑
i=1

D−ni), V96W

��  �� �����b�� ��b
 �
�). ��

pi =
D−ni∑M
i=1 D−ni

. V97W

�� ���*� �� �E*��∑M
i=1 D−ni ≤ 1 ��8� 4
� ���b�� 4?��� �
�)����B���A� ��� �� ���� �A��� �� �%�.�� 6�'

�� ���
� �� 4
�� �E��#� 
 log
∑M

i=1 D−ni ≤ 0

H(X) ≤ n log D. V98W
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f 4�� �*���G !���� Q��� 4*8	. ni = logD
1
pi

�F���#� 5� ��� �-j� �� 6�2 �� �*�� n�]��� 5��: �� �� >� �*����� !����
/�	9� ���� �pi = D−ni !���� �������b�� n = H(X)

log D �F��� ��� �A��� ��8� 4
� I*�@ +*� �*qb (�� K�A8� . n = H(X)
log D

�� �*
� �� �E*�� (�� �� 
 �*�� �� ! �P�
� 96 �F��� #� �E*�� (��

n log D ≤ n log D + log(
M∑

i=1

D−i), V99W

�� �E*�� (�� 97 �F��� �� �%�.����� �∑M
i=1 D−j = 1 �� �*
� �� �E*�� (�� �� Q∑M

i=1 D−ni ≤ 1 �A��� �� �%�.�� �E��#�

�pi = D−ni �� 4
��8� (��

�n = H(X)
log D 5� ���� �� 4
� ��� ��*�� 1��� �� >� ������
f4
� !�� ! � ��# 6
�%� ��*�� 1��� �� >� #� 6�_� >�

X P Cw

x1
1
2 0

x2
1
4 10

x3
1
8 110

x4
1
8 111

V100W

�ni = log 1
pi

�� 4
� 4*@�G (�� ���� �� (��
4)*� Y�j8� ni = logD

1
pi

 ��0� ���# Q �����b�� n = H
log D �' ��  �� �'��2 5��:�� �� 5���� �� 4)*� Y�j8� �j� 4��'� 
f �����b�� ��# g�� ��  �� ���� 5��. ��  �%
 (���� ������ I*�@ ��

logD

1
pi

≤ ni ≤ logD

1
pi

+ 1. V101W

f 4�� �*���G /��@ (��� 

H(X)
log D

≤ n ≤ H(X)
log D

+ 1. V102W
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�)��� (*��$ �� ' �� �*���. �� �*���]���b�� �� 4
� (�� ��A� 6�'
��8� Q�*�� ����� ���� �� X #� ���. s ��� ���� X ����� �� ��% �� �*�� U�? ��*�� ! �P�
� ���j� ����� �� ���.��:
���� �� (*��$ X �� ��#� �� �� �-j� �� 6�2 i���� (�� 4�. �� �*� 5�B� ���� 6�' ��� Y = (X1, X2, · · ·Xs) ��� ����
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yij = (xi, xj , · · ·xs) M��#� ��� ���. s /��@ �� �� �-j� QY = (X1, X2, · · ·Xs) �� �E��#� ��*�� �� 4b (101W �F��� ��
���� ����)�

H(Y ) = −
∑
i,j,···

pij··· log pij···. V103W

(�������
 �H(Y ) = sH(X) f4�� �*���G ���)� L<�)� ��#� Y Y�*$ /�-j� 5�:

H(Y )
log D

≤ n ≤ H(Y )
log D

+ 1, V104W
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H(X)
logD

≤ 1
s
n ≤ H(X)

log D
+

1
s
. V105W
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��� 6�2 1
sn �F��� (��� 
����� �� >� +�

�!��" ,�0 �� 8/(�� ��

f���� \�*�'� �� >� �� 4)]� � #�
 �� ��-�
� ��2 �� �� ��*�� ��� �� �� �*�� �?�8� �� �-������� ���� 6�'

l*� ��8� ����� ��*�� �� ���� ��� �� �0�-E� 5
� � C �� >� QP1, P2, · · ·PM /T�-�'� ���� �� �*�� U�? � �
5
� � �� (�� /��@ (��� ����� ������  �%
 C �� g���� i
��� 6�2 #� ��-� i
��� 6�2 �� ���� �� ���� ��

�4
� ��*�� +*� �B� ��A� ����� �0�-E�

�� C′ ��B� ��A� �� >� �� �*�� U�? 6�' �4
 �B� ��A� ��� �� �0�-E���# �� ���� ��� �� �� �*�� �� ����	

4
�B� ��A� C′ 5�: T3 
� �4
���-� C i
��� 6�2 #� 5� i
��� 6�2 ��  ��  �%
 n′

1, n
′
2, · · ·n′

M ��� �-j��� 6�2
�� �� ���� �� >� L	b �*qb����� /��@ (��� ��� �∑M

i=1 D−n′
i ≤ 1 f4�� �*���G �� �� 4��9 13 	b �� �� �*qb�����

�<� +*� �� ���� ��� �� �0�-E� 5
� � C �� 5 �� ��*�� D*.�. (��� � 4�� ����G  �%
 n′
1, n

′
2, · · ·n′

M /�-j� 6�2
� �� ��

f���� \�*�'� �� >� �� 4)]� ��*�� �� ^�F8� binary ���.
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x1, x2, · · ·xM /��10 ����� �� ���� n1, n2, · · ·nM ��� �-j� �� 6�2 �� �� ���� �� >� C �� �*�� U�? � �
���� ��*�� �� ���� ��� �� 5
� C �� ��� /��@ (��� ��������A. p1, p2, · · · pM /T�-�'� �� +*� /��10 (�� �� ����

f�����b����# ��� 4*@�G !����

�ni ≤ nj !���� pi ≥ pj ��� ��8� ����� ��-� 6�2 ��B*� 6�-�'��� ��� 4�10 ���


����)� �
�)� 6�2 ���� �3-�' ���� �� �� 6�-�'� (���-� �� ���� �-j� ��#��.
 ��

����A��� �b� >�� i<?
 i<? �� ����� ����  �%
 �-j� 
 ���� �3-�' Q���� �� 6�2 (���B*� �� �.�-j� (*�� ��
������ ���� /
�P.

�� �*�� U�? (*�: �� ������ x2, x1 /��10 ���H 6�-�'� D*.�. �� p2, p1 5�� �� p1 ≥ p2 �� �*�� U�? ���
 ���	

�� g���� ��� �-j� �� ��% �4G�
 C #����� �� >� 5��. �� /��@ (��� �n1 ≥ n2 �*��� ���� C �� ���� �� (��� 

f ���� C′ ���% ��� �4
����b�� 4?��� g�����# 4
� �� ����#��� �� ��*�� �� U�0 �� x2 
 x1

n′ − n = n1p2 + n2p1 − n1p1 − n2p2 = (n1 − n2)(p2 − p1) ≤ 0. V106W

4 �� ' � * ��� G � � 6� ' �PM−1 ≥ PM 
 PM−1, PM #� � � �� � /�� 	 0 /T� - � '� ( �� � - � � � � * � � U� ? �� �� � 	

U�? ��*� �� 5�B� S̃ 
 S �� D*.�. �� �� xM 
 xM−1 ��� 4�10 �� g���� ��� �-j� �� ��*�� ^�'�� nM−1 < nM

�� �*��

S = s1s2 · · · snM−1

S̃ ≡ S′S̃′ = s′1s
′
2 · · · s′nM−1

(s′nM−1+1snM−1+2 · · · s′nM
) V107W

��� 5�: � ��  ��
 �jjG �� 5 �� �� ���� �� �A��� 5
�� �*�� ^�' ��� ! � ���b+����$� �� �� �?�N� 4-)b �*���. �� 6�'
/�-j� 5�:Q���� ���� �-j��� ���B*$ ����. �-� S′ �3�-N � �� ����]� +*� S′ ���B*$ 4
� ! �	� S′S̃′ ���B*$ �� �-j�

 #� &*� nM−1 6�2 �� /�-j� �� 4
� 5� ���� �� �b�� �� ���A�����. ����� �� �� 6�2 (�����+� xM 
 xM−1 �� g����
5��� (�� ��
 ���������� /�-j� 5� #� �A��� �3 <*b S′ �� 4
� 5� S′ 5 �� ���B*$ ���� ! �� ���. /��@ (��� �������.

�4
� ! �� S̃ ���B*$ X�G �-j� 5� Q �� ��?��� /��@ �?�' 5�� �� �*�
� ��� �� 4
��8�

���� � � ��� ^1�G� �G� �b� � �� � . � �� �� �� *� ��� �� �� /�-j� (�� .� � j �#�� .
 �� �* � � U�? 6�' �� ��� 	

�G� � b� � * ��� . �� � � � ��� � � � �� ^1�G� ��� � �G� � b� #� &* � � �� �4
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�4
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�*� 4
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�!��" ,
 ��9= ,�0 �� 8/(�� ,

" >�6)�0 ?�� ��

f�*� �� &��-� (X, P ) �� �� /T�-�'�
 �� �-� �8� �� (��#�

(X, P ) = {(x1, p1), (x2, p2), · · · (xM , pM )}. V108W

f��#�
 ����# D*.�. �� (X̃, P̃ ) >� (X, P ) #� ��*
 �89��

(X̃, P̃ ) = {(x1, p1), (x2, p2), · · · (xM−2, pM−2), (xM−1,M , pM−1 + pM )}. V109W

/��	0 �� ����	� (*�#� �� xM 
 xM−1 (*� /
�P.  �G (�w� �� 4
� (������� ;4)*: xM−1,M #� ����� ��
(�
�0�-E� �� �� {p1, p2, · · · pM−1, pM} �0�-E� (������ � ��� �-�  �G �� 
 ���)� ��� /T�-�'� ���. �� �*�� �� ��� 

f��# /�J]B� �� ���� 4
 � (X̃, P̃ ) ���� �� ��*�� �� �� �*�� U�? 6�' ���� ! � L*j<. {p1, p2, · · · pM−1 + pM}

X̃ P̃ C̃ Ñ

x1 p1 w1 n1

x2 p2 w2 n2

· · · ·

xM−2 pM−2 wM−2 nM−2

xM−1,M pM−1 + pM wM−1,M nM−1,M

V110W
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X̃ P̃ C̃ Ñ

x1 p1 w1 n1

x2 p2 w2 n2

· · · ·

xM−2 pM−2 wM−2 nM−2

xM−1 pM−1 wM−1,M0 nM−1,M + 1

xM pM wM−1,M1 nM−1,M + 1

V111W

L_� ��� �� �*�� U�? ��*�� �� ! �P�
� 7jG 5����#� �4
� ��*�� +*� C !���� ���� ��*�� C̃ ��� �� �*�� �� 4��9 6�'
��������� C̃ #� �� 4G�
 C̃′ L_� ��� 5��. �� C′ �� #� ! �P�
��� /��@ (��� ����� ���� C �� #� �� ���� ����  �%
 C′

f4
� !�� ! � 5�B���# 6
�%� C′ ��

X P C′ N ′

x1 p1 w′
1 n′

1

x2 p2 w′
2 n′

2

· · · ·

xM−2 pM−2 w′
M−2 n′

M−2

xM−1 pM−1 w′
M−1 n′

M−1

xM pM w′
M n′

M

V112W

f��#�
 ����# 6
�% {��F� �� C̃′ �� 6�' ����� ^1�G� �����G� �b� � ���. +*� w′
M 
 w′

M−1 � n′
m = n′

M−1 �� (��� 
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X P C̃′ Ñ ′

x1 p1 w′
1 n′

1

x2 p2 w′
2 n′

2

· · · ·

xM−2 pM−2 w′
M−2 n′

M−2

xM−1,M pM−1 + pM w̃′
M−1,M n′

M−1
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�� 6�' �4
 � !�� ���� �� 5� �G� �b� �� 4
� w′
M−1 �� w′

M 5�-� w̃′
M−1,M 5�� ��

n − ñ = (pM1 + pM )(nM−1,M + 1 − nM−1,M ) = pM−1 + pM , V114W




n′ − ñ′ = (pM1 + pM )(n′
M − n′

M − 1) = pM−1 + pM . V115W

�E*��� 

n − ñ = n′ − ñ′ V116W

f4�� �*���G 5�#� ��

if n′ < n −→ ñ′ < ñ. V117W
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X P

x1 0.5

x2 0.35

x3 0.15
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X̃ P̃ C̃

x1 0.5 0

x2,3 0.5 1

V119W

�E��#�


X P C

x1 0.5 0

x2 0.35 10

x3 0.15 11

V120W
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