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  ي الكتروستاتيكي و شرايط مرزي ، انرژ پتانسيل   5

ميدان برداري را به تقريب با دانستن كرل و ديورژانس آن در تمام . ميدان الكتريكي يك كميت برداري است
) ديورژانس ميدان الكتريكي4در فصل .  به طور كامل حساب كردتواننقاط فضا مي )E r  به دست  را

0ρ:رديم و قانون گوس را در شكل ديفرانسيلي برحسب آن نوشتيمآو ε∇ ⋅ =E . به تنهايي  اما اين رابطه
) ميدان ،  كرلبايد كافي نيست، بلكه براي اين كه آن را حساب كنيم Eبراي يافتن ميدان )∇×E r را هم ،

پيش از آن كه اين محاسبه را انجام .  كرل ميدان الكتريكي را حساب خواهيم كرد5-2 در بخش .بشناسيم
  .اي جايگزيده در مبداء ترين وضعيت را بررسي كنيم، ميدان الكتريكي بار نقطهسادهدهيم ، بهتر است 

) ميدان الكتريكي ) تاو ( كرل  1-5 )E r ايبار نقطه  
    جايگزيده در مبداء مختصات بنا به قانون كولمب، عبارت است ازqاي الكتريكي بار نقطهميدان
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  بين بگذاريد انتگرال خط اين ميدان را . كرل اين ميدان بايد صفر باشددهد كه نشان مي) 4-1(نگاهي به شكل 

 حساب كنيم و نشان دهيم كه در واقع كرل آن bي و نقطهaينقطه
 Eصفر است منظور ما از انتگرال خط ، انتگرال ضرب داخلي ميدان

 q بارفرض كنيد) 5-1(در شكل  .  بين دو نقطه استdsوجزء طول
  rجون ميدان الكتريكي آن  فقط به. در مبداء مختصات قرار دارد

ترين چارچوب براي مناسببستگي دارد و بنابراين، مختصات كروي 
  عارت است از  dsطولء در مختصات كروي،  جز. محاسبه است

)2-5(  ˆˆ ˆsind dr rd r dθ θ φ= + +s r θ φ  
  ، داريمنبابراين 
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نهفته است ) 5-3(ي ي مهمي كه در رابطهنكته. ء مختصات اند از مبداb وaي نقاط فاصلهbr وarكه در آن
 از مسيري است مستقل از مبداء بستگي دارد و كاملا b وaي نقاطانتگرال فقط به فاصلهاين است كه پاسخ 

چين و مسير پررنگ  انتگرال بالا وري مسير نقطهبه بيان ديگر،. گيري روي آن انجام گرفته استكه انتگرال
فهميدن اين كه چرا انتگرال بالا به مسير بستگي ندارد ، آسان . انجامندهر دو به يك پاسخ مي) 5-1(در شكل 

 انتگرال بالا در واقع  انتگرال كار است و چون ميدان در جهت شعاعي است،  بنابراين،  كار حركت در : است
ي شود و از رابطه بر هم منطبق شوند، مسير بسته تشكيل ميb وaاگر نقاط.  صفر استφ وθراستاي

a (پيداست كه در اين صورت) 3-5( br r= (شودانتگرال صفر مي:  
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  و نقطهجايي بين د جابه5-1شكل 
 ايدر ميدان بار نقطه
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)4-5(  0d⋅ =∫ E s  

  گيريم كهنتيجه مي)  پيوست اين فصل را ببينيد-ي بنيادي كرلقضيه( ي استوكس با توجه به قضيه
)5-5(  0∇× =E  

 ما اين دو رابطه را. يكي بيان انتگرالي و ديگري شكل ديفرانسيلي است. ارز اندهم) 5-5(و ) 5-4(هاي رابطه
ي اما نتايح بالا به گزينه. اي به دست آورديم كه در مبداء مختصات قرار داشتفقط براي ميدان يك بار نقطه

اگر بيش از يك بار وجود داشته باشد، . هاي بالا برقرار اندمكان بار هر جا ك باشد، رابطه. مبداء كاري ندارد
  ها برابر است آنداري ميداننهي، ميدان كل اين بارها با جمع بربنا به اصل برهم

)6-5(  1 2 3= + + + ⋅⋅⋅E E E E  
  كرل دو طرف را حساب كنيم، خواهيم داشتو در نتيجه، اگر 

)7-5(  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 0∇× = ∇× + + + ⋅⋅⋅ = ∇× + ∇× + ∇× + ⋅⋅⋅ =E E E E E E E  
  

  E×∇ي مستقيم  محاسبه2-5** 
  :شودداده مي) 2-80(ي ترين حالت با رابطهميدان الكتريكي توزيع بار در عمومي
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=′. بستگي نداردr است و بهr′ فقط تابعي ازρتوجه كنيد كه −r R rي  برداري است از جزء بار تا نقطه
r چنينف توجه كنيد كههم.  ميدان = r خواهيم وقتي مي. مقدار ثابتي نسشت( )∇×E r ،را حساب كنيم 
  پس داريم.  استRبرحسب) مشتق(  ، تغييرات ∇عملگر
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  ، ديديم كه)1-36(ي ، رابطه) 1-4(ر مثال د
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  توان به صورت زير نوشترا مي) 5-9(ي  رابطهبنابراين،
)11-5(  

( ) ( )2
0 0

ˆ1 1 1( )
4 4

d d
r r
ρ τ ρ τ

πε πε
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′ ′ ′∇× = ∇× = − ∇× ∇⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫
rE R r r  

) صفر است، v  عددي و چون كرل گراديان هر تابع ) 0v∇× ∇   گيريم ، پس نتيجه مي=
)12-5(  0∇× =E  
)شود كه مي توان ميدان برداري الكتريكي ديده مي) 5-11(از رابطه   )E Rرا به صورت زير هم نوشت   
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)يعني ، ميدان برداري )E Rميدان . توان از گراديان يك تابع اسكالربه دست آورد را مي( )E R تابعي است   
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روشن است كه . برداري و به سه متغير وابسته است، در حالي كه تابع اسكالر فقط به يك متغير وابسته است
بنابراين، بهتر است بر . ه مولفه استتر از كار كردن با تابع برداري با سكارمحاسبه با  تابع اسكالر آسان

 با اعمال Eاگر بتوان تابع اسكالر را بد دست آورد، آنگاه يافتن ميدان برداري . تابع اسكالر تمركز كنيمروي 
  فصل ما در اين اصليهدف. بر روي آن  شدني است)  گيري ساده استكه يك مشتق( عملگر گراديان 

خوب است كه در . است و در بخش بعدي به آن خواهيم پرداخت تابع پتانسيليا  ي اين تابع اسكالرشناساي
 به آن پرداختيم،  به عنوان مثال به طور مستقيم حساب 5-1اي را كه در بخش اين جا كرل ميدان بار نقطه

  .كنيم
  

اي جايگزيده در مبداء مختصات نقطه ر كرل ميدان الكتريكي با:اي كرل ميدان الكتريكي بار نقطه 5-1مثال 
  .را حساب كنيد

  ميدان بار نقطه اي عبارت است از: حل
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   عبارت است ازE×∇، يعني ميدانكرل
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  است از  عبارت xيمولفه
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  . صفر اندz وyهاي و به همين ترتيب مولفه
) شان روي مسير بسته صفر استارز، انتگرال خطيا به طور هم( شان صفر است هاي برداري كه كرلميدان
  .  ميدان الكتروستاتيكي كه از اين ويژگي برخوردار است، يك ميدان پايستار استپس،.  اندپايستارهاي ميدان

  
  پتانسيل الكتريكي  نكاتي پيرامون   3-5

اين تابع عددي تابع . ردتوان از يك تابع عددي به دست آوديديم كه ميدان الكتريكي را مي) 5-13(ي در رابطه
  م دارد و عبارت است ازپتانسيل نا
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  ي   فاصلهr توجه كنيد كه. به دست آورديم3-3-2 ، بخش 3است كه در فصل ) 3-41(ي اين همان رابطه
به صورت زير در ) 5-13(ي پس، رابطه .شوداي است كه پتانسيل در آن نقطه حساب ميجزء بار تا نقطه

  .آيدمي
)19-5(  ( )( ) V R= −∇E R  

 به 3اي كه در فصل  نكته.به دست آورديم) 3-47ي رابطه  ( 3-4اي نيست و در فصلاين نتيجه هم چيز تازه
شود كه بار در آن قرار انتگرال روي تمام فضايي گرفته مي)  5-18(ي در رابطه آن نپرداختيم اين است كه

گيري هم به ي خاصي از فضا محدود باشد، قلمرو انتگرالاگر توزيع بار موضعي باشد و به ناحيه. دارد
  .شوداگر توزيع بار موضعي نباشد، انتگرال روي تمام بارهاي عالم گرفته مي. همان فضاي بار محدود است

اين كار در . توان مقدار ثابتي را افزودهمواره مي)  5-18(ي ي ديگر اين است كه به سمت راست رابطهنكته
ي مهمي كه در  نكته.بنابراين، مي توان گفت كه تابع پتانسيل يگانه نيست. كند تغييري ايجاد نميفيزيك مسئله

ي پتانسيل بايد  به آن توجه كرد اين است كه به طور مطلق، پتانسيل يك كميت فيزيكي نيست و بنابراين باره
)  5-18(ي رابطه  ) .گيري استبل اندازهاختلاف پتانسيل دو نقطه، اما فيزيكي و قا( گيري هم نيست قابل اندازه

دلبخواه ي مبداء  كاملا دهد و گزينه از مبداء مختصات به دست ميrياي به فاصلهمقدار پتانسيل را در نقطه
( انسيل  مبداء پتي گزينهدهد كه بهي فضا يك عدد نسبت ميپس، تابع پتانسيل به هر نقطه. اختياري استو 

  . بستگي دارد) جايي كه در آن نقطه پتانسيل مقدار معيني دارد
 در ميدان الكتريكي  V به پتانسيلcافزودن مقدار ثابت. كميتي كه واقعا فيزيكي است، ميدان الكتريكي است 

V  بهVكند، چونتغيير ايجاد نمي c+شود و گراديان مقدار ثابت همواره صفر است  تبديل مي .  
يك ( ي آن به سه معادله چگونه ممكن است ميدان الكتريكي را كه يك كميت برداري است و براي محاسبه

به دست آورد؟ )  يك معادله-فهيعني يك مول( از يك كميت عددي نيار است، ) ي ميدانمعادله براي هر مولفه
=V( را بدانيم، با گراديان گرفتن از آن Vگويد اگر كميت عددي مي59-19(ي رابطه −∇E ( مي توان
ي بينيد كه همه، ميبكنيدنظير است و اگر خوب فكرش را آورد بياين يك دست.  را حساب كردEميدان

خلاصه شده ) تابع پتانسيل( دهد، در يك معادله ي مستقل ميدان به دست مياطلاعات موجود كه سه رابطه
ي ميدان واقعا مستقل از يكديگر نيستند، بلكه ويژگي پاسخ اين پرسش چندان دشوار نيستك سه مولفه. است

×∇0خاص ميدان الكتريكي، يعني  =E ) مشتق )  مسير بسته هريا صفر بودن انتگرال خط آن در روي
  :كند را به هم وابسته ميE هايمولفه
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ري با ميدان الكتريكي يك تابع بردا. ي ميدان الكتريكي باشدتواند نمايندهبه بيان ديگر، هر تابع برداري نمي
y=Fبراي نمونه، تابع برداري. تابعي است كه كرل آن حتما بايد صفر باشد.  استخاصيويژگي  i  ميدان

1ˆتواند باشد؛ چون الكتريكي نمي 0∇× = ≠F kبه بيان ديگر، اگر تمام بارهاي الكتريكي عالم هم در .  است  
y=Fاشاز اين بارها آرايه اي ساخت كه ميدان الكتريكيتوان دسترس ما باشد، نمي iباشد  .  

×∇0ارز آن، يا هم) 5-4(ي رابطه =Eدهد كه تابع پتانسيل را به صورت زير تعريف كنيم، به ما اجازه مي  
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  ظاهرا. وابسته استPتنها به نقطه Vبينيم كه  مي، بنابراين .ي اختياري مرجع است يك نقطهOكه در آن

  : عبارتست ازb وa اختلاف پتانسيل ميان دو نقطه 
)22-5(  

( ) ( )
b a b b
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V b V a d d d d d
⎛ ⎞

− = − ⋅ − − ⋅ = − ⋅ − ⋅ = − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫E s E s E s E s E s
O �

O O O � �

  

 ) 5-10(منشاء آن در رابطه.  ارائه نشده استتوجيهي براي علامت منفي) 5-21(ي  در رابطه:نكته •

ي پتانسيل  جا كنيم، تابع عدد جابهbي به نقطهaي يك بار آزمون را از نقطهE اگر در ميدان الكتريكي.است
  Q به بار آزمونE ميدان الكتريكي.شودكند و علت علامت منفي هم مشخص ميمفهوم فيزيكي پيدا مي

Q=Fنيروي  E ينقطه خواهد بار را از مسير حركتش ازاين نيرو مي.  كند وارد ميaي به نقطهb  
بر عليه ميدان كار انجام ما براي اين كه بتوانيم بار آزمون را در روي اين مسير نگه داريم، بايد . منحرف كند

  مقدار اين كار  برابر است با . دهيم
)23-5(  [ ]( ) ( ) ( )

b b b

a a a
W d Q d Q V d Q V b V a= − ⋅ = − ⋅ = ∇ ⋅ = −∫ ∫ ∫F s E s s  

دهد ار را عامل خارجي براي چيره شدن به ميدان الكتريكي انجام ميپس، علامت منفي به اين معني است كه ك
  .دهدو نه اين كه ميدان الكتريكي اين كار را انجام مي

  در ميدان الكتروستاتيك توضيفQ را انرژي پتانسيل بار آزمونQVتوانمي) 5-23(ي با توجه به رابطه
×∇0به نقش كليدي) 5-21(ي در رابطه. كرد =Eيا مستقل از مسير بودن انتگرال خط ميدان Eتوجه كنيد  .

نيم؛ چون اين رابطه تعريف كتوانستيم با  را نميVبود، پتانسيلاگر انتگرال خط ميدان مستقل از مسير نمي
) مقدار،با عوض شدن مسير )V Pگنجيدكرد و اين رابطه ديگر در قالب تعريف نمي هم تغيير مي. 

 تغيير نقطه .آورد به وجود مي اختياري بودن نقطه مرجعكه يك ابهام اساسي وجود داردر تعريف پتانسيل 
 در نظر O′نقطه  ،Oمرجع پتانسيل را به جاي نقطه ؛ اگرمرجع معادل افزودن مقدار ثابتي به پتانسيل است

  :بگيريم خواهيم داشت
)24-5(  ( ) ( )

P P
V P d d d K V P

′ ′
′ = − ⋅ = − ⋅ − ⋅ = +∫ ∫ ∫E s E s E s

O

O O O
  

 تر گفتيم همان گونه كه پيش.استO′قطه مرجع جديد به نOاز نقطه مرجعEمقدار انتگرال خطKكه در آن
  كند وداريم  بين دو نقطه تغييري ايجاد نمياختلاف پتانسيلدر   V ، افزودن مقدار ثابتي به

)25-5(  [ ] [ ] )()()()()()( aVbVaVKbVKaVbV −=+−+=′−′  
لاف پتانسيل نستقل از اين است كه مرجع پتانسيل هم آشكار است، چون اخت) 5-22(ي يت از رابطهعاين واق

گذارد؛ چون گراديان مقدار ثابت   تاثير نميVابهام در گزينش مرجع روي گراديان. را در كجا انتخاب كنيم
  بنابراين. صقر است

)26-5(  V V′∇ = ∇  
به .  اندE كه فقط در يك مقدار ثابت باهم اختلاف دارند، مربوط به يك ميدان الكتريكيVي توابعيعني همه

 جا كردن گيري نيست؛ چون با جابهاين خاطر است كه گفتيم پتانسيل كميت فيزيكي و در نتيجه، قابل اندازه
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      . تغيير كندE، بدون اين كه ميدان به آن افزود يا از آن كاستدلخواهي ن مقدارتوا ، ميOي مرجعنقطه
  كنم كه تنها كميت با اهميت مربوط به پتانسيل، اختلاف پتانسيل بين دو نقطه است و البته باز هم تاكيد مي
   با وجود اين، در .ي مرجع پتانسيل استي نقطهنهدهد، مستقل از گزينشان مي) 5-22(ي رابطه همان گونه كه

اش از بار ي مرجع جايي است كه فاصلهاين نقطه. الكتروستاتيك يك مرجع پتانسيل طبيعي وجود دارد
rبه ما مي آموزد كه اگر در مخرج، ) 5-18(ي رابطه. بينهايت است اي كه در ي بار تا نقطهفاصله (  ∞→

0Vآنگاه  )خواهيم حساب كنيمآن پتانسيل را مي گوييم پتانسيل در به اين دليل است كه معمولا مي . →
اين قرارداد در يك حالت خاص غير قابل . . گزينيمبينهايت برابر صفر است و بينهايت را مبداء پتانسيل برمي

در چنين شرايطي پتانسيل . ر تا بينهايت ادامه داشته باشداستفاده است و آن هنگامي است كه توزيع با
  در نظر بگيريد كه xyي اي را در صفحه بينهايت گسترده؛ سطحبراي مثال . شود مي) نامعين ( بينهايت
 ميدان  .حساب كنيداز صفحه  zي در فاصلهپتانسيل ناشي از آن  را .  داردσ سطحي توزيع بارچگالي 
0و ديديم كه عبارت است   به دست آورديم 4ي بينهايت گسترده را در فصل صفحه

ˆ( 2 )σ ε=E k . ، پس  
ايت در نظر بگيريم آنگاه   بينهدر را O مبداء پتانسيل،تا بينهايت ادامه دارد اگر در اين مورد كه توزيع بار 

  آيدبه صورت زير در مياز صفحه  zاي به ارتفاع پتانسيل در نقطه
)27-5(  ( )

0 0

1 1( )
2 2

z
V z dz Zσ σ

ε ε=∞
= − = − −∞ = ∞∫O  

0zمانند( ي مرجع را در جاي ديگري گونه موارد، كافي است نقطهدر اين  در عمل، البته. انتخاب كنيم) =
ي بينهايت براي مبداء پتانسيل دشواري توزيع باري كه تا بينهايت ادامه داشته باشد، وجود ندارد و گزينه

  .كندايجاد نمي
ي مهم ديگري كه به جاست در اينجا آن را يادآوري كنيم، اين است كه همانند نيرو و ميدان الكتريكي، نكته

ان كل در يك نقطه ار فضا عبارت است از جمع برداري  ميد.كندنهي پيروي ميپتانسيل هم از اصل برهم
1:هاي جزءميدان 2 3= + + + ⋅⋅⋅E E E E .ياگر پتانسيل اين ميدان كل در نقطهP  را نسبت به يك مرجع 

  مشترك حساب كنيم، خواهيم داشت
  
)28-5(  

1 2

1 2

( )

( ) ( ) ( )

P P P
V P d d d

V P V P V P

= − ⋅ = − ⋅ − ⋅ − ⋅⋅⋅

⇒ = + +⋅⋅⋅
∫ ∫ ∫E s E s E s
O O O  

  .ايي بارهاي چشمههاي ناشي از كليه ، پتانسيل عبارت است از جمع پتانسيلPاي ماننديعني در نقطه
 ي با استفاده از رابطه) 1:  (را حساب كردتوان پتانسيل  به نطر مي رسد كه به دو صورت مي:نكته •

جويان در انتخاب يكي از اين دو ياري از مواقع دانشدر بس) . 5-21(ي با استفاده از رابطه) 2(و ) 18-5(
روش ) 5-18(ي اگر توزيع بار به صورت تابعي از مكان داده شود، رابطه. شوندمي يگمراهشيوه دچار 

 اگر ميدان الكتريكي را بشناسيم يا بتوانيم آن را براي توزيع بار به دست . مناسب براي يافتن پتانسيل است
  روش مناسب ) 5-21(ي  استفاده از رابطهآنگاه،) ه از قانون گوسمثلا با استفاد( به سادگي حساب كنيم 

  .كند دو مثال زير اين  نكته را روشن مي.ي پتانسيل استبراي محاسبه
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 aاي به شعاع در حجم كرهq بار كل):5-21(ي  پتانسيل توزيع بار كروي با استفاده از رابطه5-2مثال 
مبداء پتانسيل را .  را در درون و بيرون كره حساب كنيدVپتانسيل. به طور يكنواخت توزيع شده است

   .با استفاده از پاسخ، ميدان الكتريكي را دوباره حساب كنيد. بينهايت فرض كنيد
با استفاده از قانون گوس به دست  4  فصل 4-3  در درون و بيرون كره در مثال را ميدان الكتريكي:حل

  : آورديم
  
)29-5(  3

0

2
0

1 ˆ ;
4

1 ˆ ;
4

q r r a
a
q r a
r

πε

πε

⎧ <⎪⎪= ⎨
⎪ >
⎪⎩

r
E

r
  

  بنابراين پتانسيل عبارت است از
  
  
  
  
)30-5(  
  
)31-5(  

2 2

2 3 3
0 0 0

2

2
0

2
0 0 0

( )

1 1 1 1( )
4 4 4 2

1( ) 3 ;
4 2

1 1 1( ) ;
4 4 4

r

a r

a

rr

V r d

q q q r aV r a dr r dr
r a a a

q rV r r a
a a

q q qV r a dr r a
r r r

πε πε πε

πε

πε πε πε

∞

∞

∞ ∞

= − ⋅ ⇒

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−′ ′ ′< = − − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
⎛ ⎞

⇒ = − <⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′> = − = = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫ ∫

∫

E s

  

تر بود كه در راستاي شعاع آساني بالاف توجه كنيد كه چون انتگرال مستقل از مسير است، در محاسبه
dبه اين خاطر . حركت كنيم d=s r قرار داديم.  

=Vتوان دوبار ميدان الكتريكي را با استفاده ازاينك مي −∇Eبراي.  به دست آوردr a<داريم   
  
  
)32-5(  

2

2 2 3
0 0 0

3 3
0 0

1 1 2ˆ ˆ ˆ( ) 3
4 2 4 2 4

ˆ ˆ
4 4

q r q r q rV r a
a r a a a a

q r q rV
a a

πε πε πε

πε πε

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞∇ < = − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

= −∇ = − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r r

E r r
  

rبراي . است) 5-29(كه همان پاسخ  a>هم داريم   
)33-5(  

2 2
0 0 0

1 1 1ˆ ˆ ˆ( )
4 4 4

q q qV r a V
r r r rπε πε πε
∂ ⎛ ⎞∇ > = = − ⇒ = −∇ =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

r r E r  

  .است) 5-29(ي كه باز هم همان پاسخ رابطه
  

   aاي به شعاع در حجم كرهq بار كل):5-18(ي پتانسيل توزيع بار كروي با استفاده از رابطه 5-3مثال 
  . را در درون كره حساب كنيدVپتانسيل. به طور يكنواخت توزيع شده است

  خواهيم پتانسيل را در اي كه مي چنان انتخاب كنيد كه نقطه) 5-2( همانند شكل  محورهاي مختصات را:حل
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اين گزينه از عموميت .  باشدzآن جا حساب كنيم روي محور
  .كاهد، چون با چرخاندن كره، چيزي تغيير نمي كندمسئله نمي

  داريم
)34-5(  

0

1 ( )
4

rV d
r

ρ τ
πε

′
= ∫  

 مقدار ثابتي ρدر اين مسئله توزيع بار يكنواخت و بنابراين 
 در مختصات كروي عبارت است dτجزء حجم. است

2از sind r dr d dτ θ θ φ′= . ياندازهr )  فاصله از جزء بار
dq dρ τ=ي يا نقطهP(  عبارت است از با توجه به شكل  

  

)35-5                            (                   2 2 2 cosr z r r z θ′ ′= + −  
  بنابراين، داريم

)36-5(  2

2 2
0

sin
4 2 cos

r dr d dV
z r r z

ρ θ θ φ
πε θ

′ ′
=

′ ′+ −
∫  

  بنابراين، اين يك انتگرال. شود كه بار در آن وجود دارد، يعني حجم كرهانتگرال روي حجمي گرفته مي
dr و انتگرالπ  از صفر تاdθ، انتگرال 2π از صفر تا dφانتگرال. گانه است سه  گرفته z از صفر تا′
   .شوندمي

)37-5(  
  
  
  
  
  
)38-5(  
  
  
  
)39-5(  

( ) ( )
( )

2

0

2 2
0

2 2 2 2 2 2

0

2 2

0 0

3 2 2 2
2

0 0

2

sin
2 cos

1 12 cos 2 2

2 ;1
2 ;

1 1(2 )(2)
4

1
3 2 2 3

z a

z

d

d
z r r z

z r r z z r r z z r r z
r z r z

z r z
r z r z

r r zr z

V r dr r dr
z r

z a z za
z

π

π

π

φ π

θ θ
θ

θ

ρ π
πε

ρ ρ
ε ε

=

′ ′+ −

′ ′ ′ ′ ′ ′= + − = + + − + −
′ ′

′ <⎧′ ′= + − − = ⎨ ′ ′′ >⎩
⎧ ⎫

′ ′ ′ ′⇒ = +⎨ ⎬′⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎛ ⎞−

= + = −⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠

∫

∫

∫ ∫

  

)چون )34 4q aρ π=توان به صورت زير نوشترا مي) 5-39(ي  است، بنابراين، رابطه  
)40-5(  ( ) ( )

2
2 2 2 2 2

3
0 0 0

1 3( ) 3 ( ) 3
2 4 3 8 8

q z q qV z a z a V R R a
a a aε π πε πε

⎛ ⎞
= − = − ⇒ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  . است5-2مثال ) 5-30(ي كه همان رابطه
  

θ  

r  

φ  

r ′  
z  

P  

y

z

x  

 ي با توزيع بار حجمي كره5-2شكل 
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  به صورتaاي به شعاعچگالي بار در درون كره :ميدان و پتانسيل الكتريكي توزيع بار متعير 5-4مثال 
cr λρ r. مقدار ثابتي استλ است كه در آن=′  براي .اي در درون آن است فاصله از مركز كره تا نقطه′

 وجود داشته باشد؟ ميدان الكتريكي اين توزيع λاين كه بار درون كره متناهي باشد، چه شرطي بايد براي  
)پتانسيل. بار را بيابيد )V rمقادير ي را براي همهr برحسب بار Qكره حساب كنيد .  

  ز بار كل كره عبارت است ا:)  5-21(ي    با استفاده از رابطه1حل •
)41-5(  ( ) ( )

3
2 2

0

sin (2)(2 ) 4
3

a aQ d cr r dr d d r cr dr c
λ

λ λρ τ θ θ φ π π
λ

+

= = = =
+∫ ∫ ∫  

λ-3پس بايد شرط .  متناهي باشد بايد مخرج كسر مخالف صفر باشدQبراي اين كه   . برقرار باشد<
)42-5(  3

3

( 3)4
3 4

a QQ c c
a

λ

λ

λπ
λ π

+

+

+
= ⇒ =

+
  

   ازند كره عبارت ا و بيروننبا استفاده از قانون گوس، ميدان الكتريكي در درو
  
  
  
  
  
  
)43-5(  
  
)44-5(  

( )

( )

0 0

2 2 2 2

0 0 0
3

2

0

3 1

2 3 3
0 0

2
0

1

1 1(4 ) ( ) sin (2 )(2)

1(4 ) 4
3

31 4 ;
4 4 3 4

;
4

enc

S V

r

qd d

E r cr r dr d d cr dr

rE r c

Q r Q rE r a
r a a

QE r a
r

λ

λ

λ λ

λ λ

ρ τ
ε ε

π θ θ φ π
ε ε

π π
ε λ

λ
π

πε π λ πε

πε

+

+

+ +

+ +

⋅ = = ⇒

′ ′ ′ ′ ′⇒ = =

=
+

+
⇒ = = <

+

= >

∫ ∫

∫ ∫

E a

  

  پس، پتانسيل در درون كره عبارت است از
  
  
  
  
  
  
)45-5(  

1 1

2 3 3
0 0 0 0

1 2

3 3
0 0 0

2

3
0

( )

4 4 4 4

1 1 1 1
4 4 4 2 2

3 1 1 ;
4 2 2

a r

r a r a
a

aa r r

a a

r

a

V r a d d

Q Q r Q Q rdr dr dr
r a r a

Q Q r Q rdr
a a a a a

Q rV r a
a a

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ

λ

πε πε πε πε

πε πε πε λ λ

λ
πε λ λ

> <
∞

+ +

+ +
∞ ∞

+ +

+ +

+

+

< = − ⋅ − ⋅

= − = −

⎡ ⎤
= − = − +⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

⎛ ⎞+
⇒ = − <⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

E r E r

  

  در بيرون كره عبارت است ازتانسيل  پ) . خلاف يكديگر اندE وdrهايتوجه كنيد كه جهت ( 
)46-5(  

2
0 0

( ) ;
4 4

r a r

r a
Q QV r a d dr r a

r rπε πε

>

>
∞ ∞

> = − ⋅ = = >∫ ∫E s  

  داريم) 5-2(با توجه به شكل : )5-18(ي  با استفاده از رابطه2حل  •
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)47-5(  

( )

( )

2

2 2
0 0

2

2 2
0 0

1 1 sin
4 4 2 cos

1 sin2
4 2 cos

V

cr rV d c r dr d d
r z r r z

c r dr d
z r r z

λ λ

π
λ

τ θ θ φ
πε πε θ

θπ θ
πε θ

+

′ ′
′ ′= =

′ ′+ −

′ ′=
′ ′+ −

∫ ∫

∫ ∫
  

   است با و برابرحساب شده است) 5-38(ي  هماني است كه در رابطهdθانتگرال 
)48-5(  

2 2
0

2 ;sin
2 ;2 cos

z r z
d

r r zz r r z

π θ θ
θ

′ <⎧
= ⎨ ′ ′ >′ ′+ − ⎩

∫  

rبنابراين، براي  a<داريم :  
  
  
  
  
  
  
  
  
)49-5(  
  

( )

3 2
2 2

0 00 0

2 2 2 2 2 2

3
0 0

2 2

3
0 0

1 1 1
3 2

3 1
3 2 2 4 3 2 2

1 3 3
4 3 2 2 4

z az a

z z

c c r rV r dr r
z r z

Qc z a z z a z
a

Q z z Q z
a a

λ λ
λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ

λ λ λ

λ

ε ε λ λ

λ
ε λ λ λ π ε λ λ λ

λ λ
πε λ λ λ πε

+ +
+ +

+ + + + + +

+

+ +

+

⎧ ⎫⎧ ⎫ ′ ′⎪ ⎪′ ′ ′= + = +⎨ ⎬ ⎨ ⎬′ + +⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭
+⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= + − = + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬+ + + + + +⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎧ ⎫+ +

= + − =⎨ ⎬+ + +⎩ ⎭

∫ ∫

2

3

2

3
0

2

3
0

3 1 31
2 2

1 1 3 ;
4 2 2

1 1 3: ( ) ;
4 2 2

a a

Q z r a
a a

Q zz r V r r a
a a

λ

λ

λ

λ

λ

λ λ
λ λ

λ
πε λ λ

λ
πε λ λ

+

+

+

+

+

+

⎧ ⎫+ +⎛ ⎞− +⎨ ⎬⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞ +⎪ ⎪= − + <⎨ ⎬⎜ ⎟+ +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞ +⎪ ⎪⇒ → = − + <⎨ ⎬⎜ ⎟+ +⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

  

r( پتانسيل در بيرون كره .است) 5-45(ي  در رابطه1اين همان پاسخ حل  a> (عبارت است از  
  
  
  
)50-5(  

( )

( )

2 2

0 0 0 0

3

3
0 00

1 1 1sin (2 )(2)
4 4 4

31 1 1
4 3 4

a

V
a

cr r cV c r dr d d r dr
r r r

Q r Q
r a r

λ λ
λ

λ

λ

θ θ φ π
πε πε πε

λ
ε π λ πε

+

+

+

′ ′
′ ′ ′ ′= = =

+⎛ ⎞ ′
= =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
  

  . سازگار است1باز هم با پاسخ در حل 
  

  دهند و من بايد در اين جا هم به آنثال هاي بالا هم نشان مي متر گفتيم وگونه كه پيش همان:نكته  •

ي كنيد، انتگرال رو پتانسيل استفاده مييبراي محاسبه) 5-18(ي  اين است كه وقتي از رابطه،پافشاري كنم
كنيد يا در اي كه بار قرار دارد حساب ميمهم نيست كه پتانسيل را در بيرون ناحيه. شودتمام بارها گرفته مي

  .درون آن
  

 ، شكل aاي به شعاعچگالي بار سطحي در روي كره :  پتانسيل توزيع بار سطحي روي يك كره5-5ثال م
  پتانسيل را در درون و بيرون كره به دست  . استq بار كل روي كره. استa، يكنواخت و برابر) 3-5(
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  .مبداء پتانسيل را در بينهايت فرض كنيد. آوريد
 ميدان الكتريكي در درون و بيرون كره، از  قانون گوس :حل

24q (.قابل محاسبه است aπ σ= (داريم :  
  
)51-5(  2

0

1 ˆ ;
4

0 ;

q r a
r

r a
πε

= >

= <

E r

E
  

  

  

  پتانسيل در نقاط بيرون كره عبارت است از
)52-5(  

2
0 0 0

1 1 1( )
4 4 4

r r rq q qV r d dr
r r rπε πε πε∞ ∞

′= − ⋅ = − = =
′ ′ ∞∫ ∫E s  

به سوي به )  جايي كه پتانسيل در آنجا معلوم است( ها حتما از بينهايت توجه كنيد كه در اين گونه مسئله
  .مورد نظر حركت كنيد ي هنقط

r(براي نقاط درون كره : ي درون كرهدر ناحيهپتانسيل  a< ( انتگرال را بايد به دو بخش تقسيم كنيم؛ چون
يكي ميدان در بيرون كره و ديگري ( اي در درون كره، با دو ميدان الكتريكي در حركت از بينهايت به نقطه

  پس. شويمروبرو مي) ميدان در درون كره
  
  
)53-5(  ( )2

0 0 0

( )

1 1 10 0
4 4 4

r a a r

r a r aa

aa r

a

V r a d d d

q q qdr dr
r r aπε πε πε

≤

> <∞ ∞

∞∞

< = − ⋅ = − ⋅ − ⋅

= − − = + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

E s E s E s
  

اگرچه ميدان در درون كره صفر است، اما پتانسيل . پس، پتانسيل در درون كره مقدار ثابت غير صفر است
=0Vدر واقع،  از .صفر نيست −∇ =Eروشن است كه پتانسيل بايد مقدار ثابتي باشد .  

  .هم به دست آوريد) 5-18(ي بكوشيد اين مثال را با استفاده از رابطه
  

 يك قرص پتانسيل] ) 3-60(ي رابطه[  3-7 در مثال :ي باردار در روي محورش پتانسيل استوانه5-6مثال 

از مركز قرص ودر روي محور آن  zياي به فاصله را در نقطهσ و چكالي بار سطحيRار دار  به شعاع ب
  :را دست آورديم

)54-5(  2 2

02
V R z zσ

ε
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦  

 Rي، شعاع قاعدهρي توپري با چگالي بار حجمياز اين نتيجه استفاده كنيد و پتانسيل ناشي از استوانه
 . ميدان الكتريكي را در اين نقطه حساب كنيد. از وسط استوانه به دست آوريدzي را در فاصلهLوطول

  
  هاي تقسيم كنيد و با جايگريني) 5-4 ( همانند شكلdx به ضخامتهاي نازكي استوانه را به برش:حل

a  

P  

  پتانسيل سطح كروي باردار5-3شكل 
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z x→  و dxσ ρ→پتانسيل ) 5-54(ي  در رابطه
با .  ، را به دست آوريدdVحاصل از اين برش،

 Pي آنگاه پتانسيل كل در نقطهdVانتگرال گيري از
 نخست روشن توجه كنيد كه جايگزيني. آيدبه دست مي

dxσ جايگزيني.است  ρ→ هم پذيرفتني است، چون 
توان فرض كرد كه بار  ميخيلي كوچك باشد، dxاگر

با ) ي برشسطح قاعده= Adxρ )Aموجود در برش
  شود و در برابر ميAσبار موجود در سطح قرص

  

"نتيجه " dxσ ρ= . پس داريم  
  
  
  
  
  
  
)55-5(  

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
2 2

0 2

2
2 2 2 2 2 2

20

2 22 2

22
2

0
22

2

1
2 2

2 2 2 2

2 24 2
2 2

z L

z L

z L

z L

V dV R x x dx

x R x R n x R x x

z L R z L z L R z L

z L R z L
R n zL

z L R z L

ρ
ε

ρ
ε

ρ
ε

+

−

+

−

= = + −

⎡ ⎤= + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫+ + + − − + −⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤= ⎨ ⎬+ + + +⎢ ⎥+ −⎪ ⎪

⎢ ⎥⎪ ⎪− + + −⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫

  

=V را با استفاده ازPيميدان الكتريكي در نقطه −∇Eپتانسيل فقز تابع خوشبختانه . آوريم به دست مي
  )پس از اندكي عمليات جبري (  ، است و بنابراين داريمzيك متغير،

)56-5(  ( ) ( )2 22 2

0

ˆ ˆ2 2
2

VV L R z L R z L
z

ρ
ε

∂ ⎡ ⎤= −∇ = − = − + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦∂
E k k  

  
لي چگا.  استa كه ارتفاع و شعاع سطح قاعده اش  را در نظر بگيريد مخروطي: پتانسيل مخروط5-7مثال 

پتانسيل الكتريكي را در راس مخروط و در .  استσبار الكتريكي در روي سطح جانبي آن يكنواخت و برابر
  .اختلاف پتانسيل اين دو نقطه را بيابيد. ي آن حساب كنيدمركز سطح قاعده

 را در dr پهناي  باريكي به"روبان"  -P پتانسيل در راس:حل
 از راس آن در نظر zيروي سطح جانبي مخروط و به فاصله

 جزء . استz شعاع اين روبان هم .را ببينيد) 5-5(بگيريد، شكل 
)بار موجود در روي اين روبان  )2da z drσ σ π=با .  است

  داريم) 5-18(ي استفاده از رابطه
)57-5(  ( )

0 0

1 1( ) 2
4 4

V P da z dr
r r
σ σ π

πε πε
= =∫ ∫  

  

  

dx  
x

P  

2z L−  

L  

  پتانسيل استوانه در روي محور آن5-4شكل

a  

a  

r  

  پتانسيل الكتريكي مخروط5-5شكل 

r  

P

Q  

z  
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  گيريمي آن باهم برابر اند، نتيجه ميو اين كه ارتفاع مخروط و شعاع قاعده) 5-5( با توجه به شكل 
)58-5(  2 2 ; [0, ]r z dr dz z a= ⇒ = =  

  آيد در ميبا اين جايگزيني به صورت زير) 5-57(ي پس، رابطه
)59-5(  ( )

0 0 0 00 0

2 1 2 1 2( ) ( )( 2 )
4 4 4 22

a a aV P z dr z dz dz
r z

πσ πσ πσ σ
πε πε πε ε

= = = =∫ ∫ ∫  

 از zي در فاصلهdrروباني به پهناي: كنيمهنوز هم همان جزء بار را انتخاب مي:   Qيپتانسيل در نقطه
) نقاط روي روبان( ي جزء بار  اين بار قاصله.) استzبان همي روو بنابراين شعاع حلقه( راس مخروط 
  :rبرابر است با 

)60-5(  2 2 2 2 2 22 cos 45 ( 2 ) 2( 2 ) 2 2 2 2r a r ar a z z a a z az= + − = + − = + −  
  داريم) 5-18(ي بنابراين، با استفاده از رابطه

  
  
  
  
  
  
  
  
  
)61-5(  

2 2

0

2 2
0 00

2 2
0

2 2 2

0

1 2 2
22 2 2( )

4 22 2
2 2 2

2 2 2
2

a

a

a

a z az
z dzV Q

a dza z az
a z az

a a a

πσ σ
πε ε

σ
ε

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

= + −

∫
∫

2a− ( )

( )
( )

( )

2 2

0

2 2 2

2
0 0

2

2
0 0 0

1 2 2 2 2 4 2
2

2 2 2 2 2 4 2 2 2 22
4 82 2 2 22 2 2

2 12 12 2 2 1 2
8 8 42 1 2 1

a

a n a z az z a

a a a a a a a a an n
a aa a

a a an n n

σ σ
ε ε

σ σ σ
ε ε ε

⎧ ⎫
+ + − + −⎨ ⎬

⎩ ⎭
⎧ ⎫ ⎧ ⎫+ − + − +⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

−⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭
⎧ ⎫+⎛ ⎞+ ⎪ ⎪= = = +⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎪ ⎪−⎩ ⎭

  

   برابر است باQ وPيراين اختلاف پنانسيل بين دو نقطهو بناب
)62-5(  ( ) ( )( )

0 0

( ) ( ) 2 2 1 2 1 1 2
4 2

a aV P V Q n nσ σ
ε ε

⎡ ⎤− = − + = − +⎣ ⎦  

  
 از يك سيم راست بينهايت دراز با rپتانسيل را در فاصله : پتانسيل بار خطي بينهايت دراز5-8مثال 
  .گراديان پتانسيل را حساب كنيد و درستي پاسختان را بيازمائيد.  بدست آوريدλالي بار خطي يكنواختچگ
  به دست آورديم و برابر است با) 4-51(ي  ، رابطه4-7ي بار را در مثال ميدان اين آرايه :حل

)63-5(  
0

1 2 ˆ
4 r

λ
πε

=E r  

مبداء پتانسيل را در بينهايت  توان نمي) در بينهايت هم بار الكتريكي وجود دارد ( تا يالكتريك ي بارچون آرايه
ها در بينهايت بار وجود گمان نكنيد كه فقط در يك راستا بار تا بينهايت ادامه دارد و در ديگر جهت( پنداشت 

ar پتانسيل را درمبداء. )بينهايت، بينهايت است و يك نقطه بيش نيست. ندارد    داريم . فرض كنيد=
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)64-5(  ( )
0 0

1 2 1( ) 2
4 4

r
r

a
a

V r d dr n r a
r
λ λ

πε πε
= − ⋅ = − = −∫ ∫E s  

aاز اين نتيجه روشن است كه چرا = 0a و∞ در اين نقاط . هاي مناسبي براي مبداء پتانسيل نيستند گزينه=
  .يستيني نشود و پتانسيل مقدار معلگاريتم بينهايت مي

)65-5(  
0 0

1 1 1ˆ ˆ2 2
4 4

rV n
r a r

λ λ
πε πε

∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞∇ = − = − = −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
r r E  

  
  ي لاپلاسي پواسن و معادله معادله4-5** 

توان از گراديان يك تابع عددي به نام تابع پتانسيل به دست  را ميE ديديم كه ميدان الكتريكي5-1در بخش 
=V:آورد −∇E . ه چوندانيم كچنين ميهمEي آن بايد هر دوي  يك تابع برداري است، براي محاسبه

 را به Eميدان الكتريكي قانون گوس در شكل ديفرانسيلي ديورژانس.  آن را بدانيمEديورژانس و كرل
 همواره صفر است و اين Eشان دهيم كه كرل ميدان الكتريكي توانستيم ن5-2در بخش . دهددست مي

  بنابراين، داريم. ويژگي ميدان الكتروستاتيكي است
)66-5(  

0

, 0ρ
ε

∇ ⋅ = ∇× =E E  

ن دو رابطه را برحسب تابع اگر اي.  لازم و كافي استEاين دو رابطه براي به دست آوردن ميدان برداري
  :  بنويسيم، خواهيم داشتVپتانسيل

)67-5(  2

0

( )V V ρ
ε

∇ ⋅ = ∇ ⋅ −∇ = −∇ =E  

  آيدبنابراين، شكل ديفرانسيلي قانون گوس، برحسب پتانسيل به صورت زير در مي
)68-5(  2

0

V ρ
ε

∇ = −  

ي دو پارمشتقي با طرف ي ديفرانسيلي مرتبهي پواسن يك معادلهمعادله.  استي پواسنمعادلهاين رابطه، 
اگر اين معادله را در . ي رياضي نياز داردهاي به نسبت پيچيدهحل آن آسان نيست و به روش. دوم است

0ρدر جاهايي كه از توزيع بار موضعي فاصله دارند و در آن نقاط( اي كه بار وجود ندارد ناحيه )  است=
  آيدتري در ميبه كار ببريم به صورت ساده

)69-5(  2 0V∇ =  
تر و شناخته شده ي پواسن آسانحل كردن آن در مقايسه با معادله.   استي لاپلاسمعادلهاين معادله، 

  .است
×∇0اگر قانون =Eبرحسب پتانسيل بنويسيم، خواهيم داشت  

)70-5(  ( )( )V V∇× = ∇× −∇ = −∇× ∇E  
. ؛ چون كرل گراديان صفر استاره صفر استهمو) 5-70(ي اما سمت راست رابطه. و اين برابر صفر باشد

×∇0البته ما از قانون. كند اعمال نميVاي بر در نتيجه، اين رابطه هيچ شرط تازه =Eو كرديم استفاده  
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بنابراين شگفت انگيز نيست كه كرل . صورت گراديان يك تابع عددي نوشته توان ب را ميEداديم كهنشان 
×∇0 . برابر صفر باشدVگراديان =Eصورته بدهد تا ميدان الكتريكي را  به ما اجازه مي V= −∇E 

×∇0كند كه  بنويسيم و اين تضمين مي =E براي يافتن: نتيجه آن كه. باشدVي   تنها به يك معادله
به دو E براي يافتندر حالي كه ؛تابع عددي است يك V؛ چوننياز داريم ) ي پواسن معادله(ديفرانسيل 

 .نيازمنديم،  Eكرل و ديورژانس، ) 5-66(ي هاي رابطه ، معدلهي ديفرانسيل معادله

  
   انرژي الكتروستاتيكي5-5

. اي را به دست آورديماي از بارهاي نقطه انرژي لازم براي آرايش مجموعه،3-3-1 ،  بخش3در فصل 
1ن كه بارهايانرژي لازم براي اي 2,, , ,iq q q⋅⋅⋅ 1هاي  از بينهايت به مكان⋅⋅⋅ 2, , , ,ir r r⋅⋅⋅  بياوريم در ⋅⋅⋅

  :داده شده است) 3-28 (يرابطه
)71-5(  ( )

1

1
2

N

i i
i

W q V r
=

= ∑  

)كه در آن  )iV r ناشي از تمام بارها به جز بار پتانسيلi-ام در مكان بارi-براي توزيع بار . ام است
dρ را باiqي بالا، علامت جمع را به انتگرال و پيوسته كافي است كه در رابطه τ ) براي توزيع حجمي ( ،

daσ ) وزيع سطحي باربراي ت (و يا باdsλ ) 5-71(ي رابطهبنابراين، . جليگزين كنيم) براي توزيع خطي (
  آيدزير در مي براي توزيع حجمي بار الكتريكي به صورت

)72-5(  1
2

W Vdρ τ= ∫  
گونه كه علامت جمع در ؛ همانشود كه بارهاي الكتريكي را در بر دارداين انتگرال روي حجمي گرفته مي

   هم داريم براي توزيع بارهاي سطحي و خطي. ي بارها بسته شده استروي همه) 5-71(ي رابطه
)73-5(  1 1,

2 2S L

W da W dsσ λ= =∫ ∫  

 .روي آن سطح و خم قرار دارندشوند كه بارها در  محاسبه ميL و خمSها روي سطحباز هم انتگرال
.  نوشتE را برحسبV وρيعني  . بازنويسي كردEتوان برحسب ميدان الكتريكيرا مي) 5-72(ي رابطه

 انرژي الكتريكي به طور طبيعي با اين كار،. توان انجام دادهم مي) 5-73(ي هاي رابطهاين كار را براي معادله
 ديديم كه ميدان الكتريكي تنش 4در فصل .  و اين رويكرد خوبي استشودبه ميدان الكتريكي نسبت داده مي

نرژي تبادل ي باردار و ميدان الكتريكي اچنين، بين ذرههم. كندي باردار فشار وارد ميكند و به ذرهايجاد مي
   .كنداش را از كجا فراهم مياينك به جاست كه ببينيم ميدان انرژي. شودمي

  توان از قانون گوس در شكل ديفرانسيلي آن مي. برحسب ميدان آسان است) 5-72(ي  در رابطهρجايگزيني
  استفاده كرد و نوشت

)74-5(  0 0ρ ε ρ ε∇ ⋅ = ⇒ = ∇⋅E E  
  آيدبه صورت زير در مي) 5-72(ي پس، رابطه
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)75-5(  0 ( )
2

W Vdε τ= ∇ ⋅∫ E  
   :اتحاد رياضي زير نياز داريم براي اين كه بتوانيم كار را ادامه دهيم، به

)76-5(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V V V V V V∇⋅ = ∇⋅ + ⋅ ∇ ⇒ ∇⋅ = ∇⋅ − ⋅ ∇E E E E E E  
∇Vي آخر سمت راست اين معادله قرار دهيماگر در جمله = −Eآيدي بالا به صورت زير در ميه، رابط  

)77-5(  2( ) ( ) ( ) ( )V V V V E∇⋅ = ∇ ⋅ − ⋅ ∇ = ∇⋅ +E E E E  
  را مي توان به صورت جمع دو انتگرال نوشت) 5-75(ي و در نتيجه، رابطه

)78-5(  20 ( )
2

W V d E d
τ τ

ε τ τ
⎡ ⎤

= ∇ ⋅ +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫E  

با . ستتر ني، ساده) 5-72(ي اي كه با آن آغاز كرديم، رابطهآيد و اصلا از رابطهاين رابطه زشت به نظر مي
ي بالا روي حجمي گرفته هاي رابطههر دوي انتكرال .هاي آن به زودي آشكار خواهد شدوجود اين، زيبايي

  ) 5-6( در شكل τ فرض كنيد بار الكتريكي موضعي و محدود به حجم.شوند كه بار در آن قرار داردمي
گاه كنيد به پيوست فصل ن( ي ديورژانس با استفاده از قضيه. است

  .توان به انتگرال سطح تبديل كردانتگرال اول را مي) 4
)79-5(  20

2 S

W V d E d
τ

ε τ
⎛ ⎞

= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫E a  

از سوي .   استτاي است كه مرزهاي حجم سطح بستهSسطح
 حجم را به انتگرال ي ديورژانس، انتگرالديگر،  با استفاده از قضيه

 . ميدان الكتريكي وجود داردسطحي تبديل كرديم كه در آن سطح
اما ميدان الكتريكي معمولا به يك حجم خاصي محدود نيست و 

  هايبه ياد بياوريد كه خط(  هم محدود نيست Sبنابراين، به سطح

  

( در واقع، انتگرال سطح .) يابد ختم شود و يا تا بينهايت ادامه ميميدان يك توزيع بار يا بايد به بار ديگري
 در بينهايت قرار  مرزهاي آناي گرفته شود كهبايد بر روي سطح بسته) 5-79(ي در رابطه) انتگرال نخست

-در فاصله)  جايگزيده استτاما بار هنوز در حجم محدود(  را به بينهايت ببريم Sهاي سطحاگر مرز. دارد

هاي بسيار ي دوري از توزيع بار قرار خواهيم گرفت و براي توزيع بار دلخواهف ميدان الكتريكي در فاصله
21دور از آن به صورت r ) پتانسيل. كندكاهش پيدا مي) ترو يا سريعV 1مربوط به آن هم با r كاهش 

-79(ي در نتيجه، انتگرالنده در انتگرال نخست رابطه. كند افزايش پيدا مي2r به صورتSاما سطح. يابدمي
)به صورت) 5 )( )2 21 1 1r r r r=گامي كههن. كند رفتار ميr شود  ميل كند، انتگرال اول صفر مي∞→

rدر حد) 5-79(ي و رابطه   آيد به صورت زير در مي∞→
)80-5(  20

2
W E dε τ

∞

= ∫  

 با بردن مرزهاي  چرا؟ چون.است) تمام عالم(گيري در اين رابطه تمام فضا ي انتگرالگسترهتوجه كنيد كه 
به : توان بيان كردي ديگري هم مياين نتيجه را به گونه. دهيم به بينهايت، حجم آن را افزايش ميSسطح

ρ  
τ  

S  

τ ′  

0ρ =  

  سطح و حجم انتگرال گيري5-6شكل 
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ي آغاز ما بود و انتگرال روي حجمي گرفته شده است كه بار را  نقطهاز اين رابطه. برگرديد) 5-72(ي رابطه
τاما مي توان حجم بزرگتري را در نظر گرفت، مانند حجم)) . 5-6(در شكل  τحجم(در بر دارد   در شكل ′

تغييري به وجود ) 5-72(ي رابطه آيد در مقدار انتگرالفضاي اضافي كه با افزايش حجم به وجود مي). 6-5(
0ρن در اين فضاي اضافي .؛ چآوردنمي فقط ) 2Eانتگرال( انتگرال دوم ) 5-79(ي اما در رابطه.  است=
  مقدار ثابتي Wاما سمت چپ اين رابطه، يعن. ) يك كميت مثبتي است2Eچون(تواند افزايش پيدا كند مي

  .  جربان كند  بايد انتگرال سطح با افزايش فضا كاهش پيدا كند و بزرگ شدن انتگرال حجم رااست، پس

ماند آنچه باقي مي. گرايد، به ناگزير، انتگرال سطح به صفر ميگيري به تمام عالمبا افزايش حجم انتگرال
   .است) 5-80(ي رابطه
2كميت 

0 2Eε ستاتيكي نام دارد الكتروچگالي انرژي.  
)ي انتگرالنده شايد استدلال كنيد كه:نكته • ) ( )22 2 31 1E d r r rτ ∝   هم با دور شدن از توزيع ∝

ي درست است كه اندازه.  يك كميت مثبتي است2Eاين سخن نادرستي است؛ چون. كند بار به صفر ميل مي
 در تمام فضا 2Eانتگرال.مانديابد، اما همواره مثبت باقي ميره كاهش ميآن با دور شدن از توزيع بار هموا

-هايش مثبت است و بخواهيم جملهي جملهمانند اين است كه يك سري نزولي نامنتاهي داشته باشيم كه همه

  .شودروشن است كه مقدار آن هرگز صفر نمي. هاي آن را جمع ببنديم
    

بطور يكنواخت Rاي به شعاع روي سطح كره در  q بار كل:اي با توزيع بار سطحيانرژي كره  5-9ل مثا
با استفاده از رابطه ) 2 ( و) 5-73(با استفاده از رابطه ) 1 (: انرژي اين آرايه را به دو روش.توزيع شده است

  .بدست آوريد) 80-5(
  داريم) 5-52(ي از رابطه. پتانسيل روي سطح كره مقدار ثابتي است:  )5-73(با استفاده از رابطه ) 1(   حل

)81-5(  
0

1( )
4

qV R
Rπε

=  

  بنابراين، انرژي عبارت است از
)82-5(  2

0 0 0

1 1 1 1 1
2 2 4 8 8S

q q qW V da da da
R R R

σ σ σ
πε πε πε

= = = =∫ ∫ ∫  

r(فضاي درون كره . شده است تمام عالم به دو ناحيه نقسيم :) 5-80( يبا استفاده از رابطه) 2( R< ( و
r(فضاي بيرون كره  R> . (بنابراين، داريم. ميدان در اين دو ناحيه با هم فرق دارند  

)83-5(  2 2 20 0 0

2 2 2r R r R
r R r R

W E d E d E dε ε ετ τ τ< >
∞ < >

= = +∫ ∫ ∫  

0r( اما ميدان در درون كره صفر است  RE <   يرون كره عبارت است ازو در ب) =
)84-5(  2 2

2
2 4

0 0

1 1ˆ
4 4r R r R

q qE
r rπε πε> >

⎛ ⎞
= ⇒ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
E r  

  :آيد صورت زير در ميبه) 5-83(ي پس، رابطه
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)85-5(  

( )

2 2
20 0

4
0

2
2

2 2
0 0

10 ( sin )
2 2 4

1 1 10 4
32 8R

qW d r dr d d
r

qq dr
r R

ε ετ θ θ ϕ
πε

π
π ε πε

∞

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + =

∫ ∫

∫
  

   .پس، مي بينيم كه هر دو روش به يك پاسخ مي انجامند
  

 توزيع شده Rاي به شعاع طور يكنواخت در حجم كره بهq بار:ي با بار حجمي   انرژي كره5-10مثال 
 با استفاده ):ب(،  )5-73(ي  با استفاده از رابطه:)الف( .انرژي اين آرايه را به سه روش به دست آوريد. است

 انتخاب كنيد و aعاي به شعادر روش سوم، كره) . 5-79(ي  با استفاده از رابطه):پ( و ) 5-80(ي از رابطه
aاگر. ها را براي سطح و حجم آن به دست آوريدانتگرال   آيد؟ چه پيش مي∞→

ي با بار حجمي را به ، پتانسيل كره) 5-40(ي  ، رابطه5-3در مثال  . )5-73(ي  استفاده از رابطهبا )الف (: حل
  داريم. كنيمين جا از آن استفاده ميدر ا. دست آورديم

  
  
  
  
  
  
  
)86-5(  

( )

( )

2
2

2
0

2 3 5
2

2 2
0 00 0

3 2
3 2 2

3
0 0 0 0

1 1 1 3 4
2 2 4 2

1 1 13 4 3
2 4 2 4 3 5

1 3
4 5 5 5 4 3 4 5

RR

q rW V d r dr
R R

q r q r rr dr
R R R R

q R q q q qR R R
R R R

ρ τ ρ π
πε

ρρ π
πε ε

ρ ρ
ε ε ε π πε

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= − = −⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫

∫  

بار هم ، همانند مثال پيش، تمام فضا به دو ناحيه تقسيم شده است، ) . 5-80(ي  استفاده از رابطه با) :ب(  
r(درون كره  R< ( و بيرون كره)r R> . ( و 4-3، مثال 4ميدان الكتريكي در اين دو ناحيه در فصل 

  : حساب شدند، ) 4-32(و ) 4-30(هاي رابطه
  
)87-5(  2

0

2
0

1 ˆ ;
4
1 ˆ ;

4

q r R
r
q r r R
R

πε

πε

⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪ <
⎪⎩

r
E

r
  

  داريم) 5-80(ي بنابراين، از رابطه
  
  
  
)88-5(  

( ) ( )
2 2

2 2 2 20 0
3 4

0 0

2 5 2 2

6
0 0 00

1 14 4
2 2 4

1 1 1 1 1 1 1 3
4 2 5 4 2 5 4 5

R

R

R

R

rW E d q r dr r dr
R r

q r q q
R r R R R

ε ετ π π
πε

πε πε πε

∞

∞

∞

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪ ⎪⎛ ⎞= = +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭

⎧ ⎫
⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫ ∫
  

  .است) الف(كه همان پاسخ بخش 
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  داريم) : 5-79(ي بطه با استفاده از را)پ(
)79-5(  20

2 S

W V d E d
τ

ε τ
⎛ ⎞

= ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫E a  

اي به شعاع اجازه دهيد كره.  هر حجم دلخواهي است كه توزيع بار را در بر داردτدر اين رابطه حجم 
a R>در اين صورت.  را برگزينيم( )04V q rπε=داريم و   

  
  
  
  
  
  
  
)89-5(  

( )

2
2

0 020 0
2

: 2 2
2

00

2 2 2
20

0 0 0

1 1 sin
4 4

2 2 1 4
4

4 4 1 14
2 4 4 5 4

1
4

R a
S S r a

r R
R

a

R

q q r d d
r r

W V d E d
qE d r dr
r

q q q
a R r

τ

θ θ φ
πε πεε ετ

τ π
πε

ε π π π
πε πε πε

=

<

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞
⎪ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪= ⋅ + = ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎪ ⎪+ + ⎜ ⎟⎪ ⎪
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞= + + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

=

∫ ∫ ∫
∫ ∫

E a

2 2

0 0

1 1 1 1 1 3
2 5 4 5

q q
a R a R Rπε πε

⎧ ⎫+ − + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

  

aدر حد. هايي كه با دو روش پيشين به دست آمد، يكسان استباز هم پاسخ با پاسخ  سهم انتگرال ∞→
)سطح،  ) ( )2

01 4 q aπεشودكند اما ، سهم انتگرال حجم بزرگ مي ، به صفر ميل مي.  
  

 گفتيم كه در يك رسانا، بارهاي اضافي در سطح آن ) 4-112(ي  ، پس از رابطه4 در فصل :نكته •

و ) 5-9(هاي از مثال. كنددر آنجا گفتيم كه يك چنيم آرايش بار انرژي رسانا را كمينه مي. شوندجمع مي
اش كمتر از حالتي است كه همين مقدار بار در  در سطح كره توزيع شود انرژيqپيداست كه اگر بار) 10-5(

  .حجم همان كره توزيع شود
  

) به صورتRاي به شعاعتوزيع بار حجمي در كره  : انرژي توزيع بار نا يكنواخت5-11مثال  )r krρ = 
) 5-80(ي  و رابطه )5-72(ي به دو روش، با استفاده از رابطهژي اين آرايه راانر.  مقدار ثابتي استk. است

  .حساب كنيد
  داريم. كنيممينخست ميدان الكتريكي را در درون و بيرون كره حساب  از قانون گوس    حل

  
  
)90-5(  

2 2
0 0

4
2 3

0 40

4 ( )

;
4 4

;

enc

r

d r E q d kr r dr d d

kr r R
r E k r dr

kR r R

ε ε π ρ τ θ θ ϕ

π
ε π π

π

′ ′ ′⋅ = = = =

⎧ <
′ ′⇒ = = ⎨

>⎩

∫ ∫ ∫

∫

E a

  

  بنابراين، ميدان در درون و بيرون كره عبارت اند از
)91-5(  4

2
2

0 0

ˆ ˆ; , ;
4 4r R r R
k kRr r R r R

rε ε< >= < = >E r E r  
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  ):5-80(ي  با استفاده از رابطه):الف(
  
  
  
  
  
  
)92-5(  

2 20

2 22 4
2 20 0

20
0

2
6 80

20
0

2 7 2 7 2 7
8 7

0 0 0

2

4 4
2 4 2 4 0

14
2 4

1
8 7 8 7 7

r R r R

R

R

R

R

W E d E d

kr kRr dr r dr
r

k r dr R dr
r

k R k R k RR R
Rr

ε τ τ

ε επ π
πε πε

επ
ε

π π π
ε ε ε

< >

∞

∞

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎧ ⎫= +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭⎝ ⎠

⎧ ∞⎫ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + − = + =⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
  

rينخست بايد پتانسيل را براي ناحيه  :)5-73(ي رابطه  استفاده از  )ب( R<اين كار ساده .  حساب كنيم
  :است

  
  
  
)93-5(  

4 2 3
4

2
0 0 0

3 3 3
3 3

0 0

1( )
4 4 4 3

4 3 3 3 4

rRr R r

R R

kR kr k rV r R d dr dr R
r r

k r R k rR R

ε ε ε

ε ε

∞ ∞ ∞

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎪ ⎪⎛ ⎞′ ′< = − ⋅ = − − = − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫E s
  

  :پس
  
  
)94-5(  

3 2
3 2 3 3 6

0 0
0 0

2 4 7 2 7 2 7
3

0 0 0

1 2 1( ) ( ) 4 ( )
2 3 4 3 4

2 1 6
3 4 4 7 6 7 7

R Rk r kW kr R r dr R r r dr

k R R K R k RR

ππ
ε ε

π π π
ε ε ε

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎧ ⎫ ⎛ ⎞= − = =⎨ ⎬ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭

∫ ∫
  

  .هاي دو روش باهم سازگارندباز هم پاسخ
  
  اي هستهشكافت:   يك كاربرد عملي6-5

) 5-10( در مثال .اي را تخمين بزنيمانرژي گداخت هسته) 5-10(در اين بخش مي خواهيم با استفاده از مثال 
اي و  هستهشگافتي  نخست گفتار كوتاهي در باره.  را حساب كرديمانرژي توزيع بار در درون يك كره

  .اييزيك هستهف
بيش از تعداد پروتون هاي سنگين تعداد نوتروندر هسته.  توترون داردN پروتون وZي اتم سنگينهسته
    شعاع هسته به تقريب برابر است با. است

)95-5(  ( )15 1 31.2 10 mR A−= ×  
Aكه در آن Z N= نوكليون نام ( گويد كه حجم هسته با تعداد نوكليون ي بالا ميرابطه.  عدد اتمي است+

ها ي هستهچگالي هسته براي همهبنابراين، . هاي هسته متناسب است) عمومي براي  پرون و نوترون است
 وجود داشته باشد كه بر اين اينيروي ربايشي هستهرانند، بايد ها يكديگر را مي چون پروتون.يكسان است
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اين نيرو براي نوترون و پروتون يكسان است و برد . رانش چيره شود و هسته را از متلاشي شدن حفظ كند
1510كوتاهي در حدود  m−د بودن اين نيرو و ثابت بودن چگالي هسته بر كوتاههايآمديكي از پي.   دارد

 به تقريب A ، به تنهايي با عدد اتميNUاي، ها اين است كه انرژي پتانسيل نيروي هستهي هستهبراي همه
  برابر است با) 5-10(ي مثال  برعكس، انرژي الكتروستاتيكي هسته، بنا به نتيجه.متناسب است

)96-5(  2 2 2

0 0

1 3 3
4 5 5 4E

q Z eU
R Rπε πε

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

كنشي انرژي الكتروستاتيك  چون ، بخش برهم.  بار الكترون يا پروتون استe.يابد اقزايش ميZو با مربع
ي  ار رابطه2Zeاي كه متناسب با جملهبايدمورد توجه ماست، )  هاانرژي پتانسيل رانشي بين پروتون( 
). 5-7نگاه كنيد به بخش بعدي ، بخش (  پروتون مربوط است Zانرژي-اين جمله به خود. كم كنيم) 96-5(

  پس، داريم
)97-5(  2

0

3 ( 1)
5 4E

Z Z eU
Rπε

−
=  

)توجه كنيد كه . پروتون دارد، صفر استاي كه فقط يكاين انرژي براي هسته 1) 2Z Z  تعداد جفت −
  .هاي هسته استپرتون

-ي اورانيوم ناپايدار ميي اورانيوم به دام بيفتد، هستهي هستهبه وسيله) نوترون گرمايي( ند اگر نوترون كُ

چون در اين واكنش،  عدد اتمي كل . شودهاي به فقريب يكسان شكافته ميي با اندازهشود و به دو هسته
هاي انرژي الكتروستاتيك فراوردهاما . آيد به وجود نميNUايماند، تغيير چنداني در انرژي هستهپايسته مي

 نام را  در اين واكنشاي بارهاي همشود؛ چون  شكافت هستهاي كمتر از انرژي الكتروستاتيك اوليه ميهسته
  .شودشود و به انرژي جنبشي تبديل ميانرژي الكتروستاتيك  آزاد مي. كنداز هم جدا مي

ي اورانيوم  را تخمين بزنيم، انرژي پتانسيل الكتروستاتيكي را براي هستهبراي اين كه انرژي آزاد شده
92Zي اورانيومدر هسته. كنيمحساب مي 235A و=   داريم) 5-97(ي با استفاده از رابطه.  اند=

  
)98-5(  ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

219
92 9

235 1 1 39 15

3 5 92 1.6 10
J 10 eV

9 10 1.2 10 235
EU U

−

− −

×
= ≈

× ×
  

191eV(در گام آخر، يكاي انرژي را از ژول به الكترون ولت تبديل كرديم  1.6 10 J−= شكافت دو پاره ). ×
  كنند و انرژي الكتروستاتيكي آنها برابر است با اوليه را حمل ميA وZواكنش، به تقريب هر يك نيمي از 

90.6 10 eV=    و در نتيجه ، انرژي آزاد شده عبارت است از EU)شكافت هاپاره (×
)99-5(  ( )92 9

235( ) Fragments 0.4 10 eVE E EU U U UΔ = − ≈ ×  

هايي كه در ي نوكليونهيي كه در سطح هسته قرار دارند به اندازه؛ چون نوكليونبالا استاين تخمين دست
ي ديگري، اين مانند هر شاره. ت نميكنندكنش الكتروستاتيكي شركفضاي دروني هسته قرار دارند در برهم

، ايدر واكنش شكافت هسته.  نام داردكشش سطحيانجامد كه انرژي ويژگي به انرژي در واحد سطح مي
تغيير كشش سطحي در اثر . كند اما كشش سطجي افزايش پيدا ميكند،اي تغيير نميي هستهجم مادهح

  بنابراين، انرژي خالص آزاد شده كه به طور تجربي اندازه . شكافت، حدود نصف انرژي الكتروستاتيكي است
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  گرفته شده است، برابر است با
)100-5(  90.2 10 eVUΔ ≈ ×  

مانند سوزاندن (  برابر انرژي واكنش شيميايي 810اي  انرژي آزاد شده حدودهستهاين، در هر شكافت بنابر
  است...) چوب و نفت و 

  
  اتي پيرامون انرژي الكتروستاتيكينك  7-5 

  
 اين .  استمثبت كميتي  همواره ،يك توزيع بار ساكن الكتروستاتيكي انرژي ) 5-80(بنا به رابطه  •

شود كه هر دو به يك  ديده مي5-11 تا 5-9هاي از مثال. دست آورديمه  ب)5-72(ي  رابطه را ما از رابطه
در . مثبت بودن نتيجه را تضمين كند  وجود ندارد كه )5-72( رابطه  در اما هيچ شرطي.انجامندپاسخ مي

اي از دو بار  براي مثال انرژي آرايه(منفي باشد تواند مثبت يا  مي)  5-72( يرابطه واقع، پاسخ انتگرال در
،يا همزاد ) 5-72( ي بنا به رابطه قرار دارندديگر از هيكrي  فاصلهكه در هاي مخالف علامتاما باا مساوي 

)  برابر است با )5-71(ي آن براي بارهاي گسسته ، رابطه )2
04 0q rπε− اين . ري منفي استمقدا كه  >

ست كه هر دو  اكدام يك از اين دو رابطه درست است؟ واقعيت اين ؟ ناشي شده است از كجا ناسازگاري
نار هم چيدن كار لازم براي ك) 5-72(ي  در رابطه.  استها متفاوترابطه درست است ولي توجيه فيزيكي آن

ها چه مقدار انرژي هزينه شده  توليد آنبراي اين كه بارها چگونه توليد شده اند و.بارها حساب شده است
ما بارهاي . شود ناميده ميخود ـ انرژيي  اكار لازم براي خلق بار نقطه.  ، به حساب نيامده استاست
كار لازم براي كنار هم هاي مورد نظر آورديم و، آنها را از بينهايت به مكاناي را در اختيار داشتيم  نقطه

  .ديمچيدن آنها را حساب كر
   برابر است باqاي  ميدان بار نقطهچون ،  بينهايت استاي انرژي يك بار نقطه- خود) 5-80(ي  بنا به رابطه

( )2
0 ˆ4q rπε=E rو در نتيجه، انرژي آن عبارت است از   

  
  
  
)101-5(  

( )
2 2

2 20 0
4

0

2 2

2
0 00 0

1 sin
2 2 4

1
8 8

qW E d r dr d d
r

q dr q
r r

ε ετ θ θ φ
πε

πε πε

∞ ∞

∞∞

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞= = − = ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

∫
  

ي بالا به طور نتيجه.  ي به راستي بايد به طور كوانتومي انجام بگيردا انرژي بار نقطه-ي خودمحاسبه 
اي نقطه انرژي بار -ي الكتروديناميك كوانتومي خودبا وجود اين، محاسبه. كلاسيكي به دست آمده است
جود اي و يك راه فرار از اين فاجعه اين است كه بگوييم بار الكتريكي نقطه.دهدمقدار بينهايت را به دست مي

تر را بكاويم، اگر الكترون بعد هم داشته باشد، كمتر از توانيم ابعاد كوچك و ميدانيماما تا جايي كه مي. ندارد
1810 m−اين كه چگونه . هرگز ساختاري براي الكترون ديده نشده است. اي استالكترون بار نقطه.  است

هايي يافتيكي از ره. دارد، رازي ناگشوده استرت جرم، متناهي نگه مياش را به صو انرژي-الكترون،  خود
   ∞−ستاتيكي الكترون با يك انرژي الكترو∞+كه براي اين راز پيشنهاد شده است، اين است كه انرژي 
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ي كند، اما درك ما از مسئلهاه پشتيباني ميهاي نطري از اين ديدگبرخي پژوهش. شودگرانشي حذف مي
  .ي معتبري دست بيابيم انرژي در حدي نيست كه به نتيجه-خود

مقدار ثابت ) 5-101(ي  انرژي در رابطه-بختانه، در عمل چندان نگران اين مسئله نيستيم، چون خودخوش
توانيد به اين موضوع اين گونه مي. توان آن را ناديده گرفتافزودني به انرژي است و مي) البته بينهايت(

 بخش از  آن. ي بينهايت دارد و همه چيز بر روي اين تشك نرم انرژي قرار دارديك انرژي زمينهبينديشيد كه 
  . كندانرژي براي ما اهميت دارد كه با تغيير مكان بارها، تغيير مي

qبار در مبداء مختصات و qفرض كنيد بار ي بارها در ميدان الكتريكي اين آرايه.  قرار دارندr′ در مكان′
  عبارت است ازاز مبداء   rي فاصلهبهاي نقطه

)102-5(  ( )
33

0 0

1 1( )
4 4

qq
rπε πε

′ ′−
= +

′−

r r
E r r

r r
  

  است باانرژي اين بارها برابر  چگالي انرژي 
  
)103-5(  

( )2 2
20

4 3 34

1 2
2 8

q qE qq
r

ε
π

⎡ ⎤′⋅ −′
′= + +⎢ ⎥

′ ′− −⎢ ⎥⎣ ⎦

r r r
r r r r r

  

  :ي بالا روي تمام فضابنابراين، انرژي شامانه عبارت است از انتگرال رابطه
)104-5(  ( )2 2

4 3 34

1 1 2
8 8 8

q q qqW d d d
r

τ τ τ
π π π

′⋅ −′ ′
= + +

′ ′− −∫ ∫ ∫
r r r

r r r r r
  

 و q بار انرژي- خود است؛ يعني qاي منزوي انرژي الكتروستاتيكي   بار نقطهي اول سمت راستجمله
qاي انرژي بار نقطه-ي دوم، خودجمله. همان گونه كه ديديم بينهايت است س سوم است فقط جمله.  است′

  بنابراين، مي توان نوشت. كه به مكان بارها بستگي دارد
)105-5(  ( )

3 3
1

4
qqW C qq d C
r

τ
π

′⋅ − ′
′= + = +

′′−∫
r r r
r r r

  

  . انرژي بارهاست- مقدار ثابت افزودني مربوط به خودCكه در آن
لخت ) اي يا بار الكتريكي نقطه( اينست كه هرگز الكترون ،ي ديگري كه اشاره به آن شايد جالب باشد نكته
در   الكترون، آن راميدان الكتريكي.  است به همراه ميدان الكتريكي  خود الكترون همواره !توان داشت نمي

 پاد - الكترون جفت معادل بينهايتهاي كوانتوميي ميدان همراه در واژگان نظريهاين ميدان. پوشاندخود مي
   .است) پوزيترون(الكترون 

ما هاي اين تناقض ظاهري چگونه در محاسبه): 5-80(و ) 5-72(هاي ي ظاهري بين رابطهبرگرديم به ناسازه
به درون بحث ) 5-72(ي به رابطه) 5-71(ي شود؟ تناقض در گدار از رابطهخزيده است و از كجا ناشي مي

)( پتانسيل)5-71(در رابطه  .خزيد iPVپتانسيل حاصل از تمام بارها به جز بار iq است در حالي كه در 
 يك چنين براي توزيع پيوسته بار ،  چون استي بارها  همه ناشي از  پتانسيلPV)( پتانسيل)5-72(رابطه 

كند و سهم آن در پتانسيل صفر  سمت صفر ميل ميه  بPي  مقدار بار درست در نقطه. تمايزي وجود ندارد
  .است



 24

 گيري روي  اولي يك انتگرال. ند ايز يك چي محاسبهروش برايدو ) 5-80(و ) 5-72(هاي  رابطه •

گيري در دو حالت  حدود انتگرال. گيري روي ميدان الكتريكي است توزيع بار است و دومي يك انتگرال
 ي كه حال، در محدود است كره بار الكتريكي به سطح5-9در مثال .  باشنديهاي كاملاَ متفاوت تواند ناحيه مي

 انرژي در خود )5-72(بنابراين از ديد رابطه .  اين سطح حضور داردميدان الكتريكي در تمام فضاي بيرون
به راستي .  انرژي در ميدان ذخيره شده است،)5-80( اما از ديد رابطه .ذخيره شده است) سطح كره(بارها 

 در چارچوب .دهد ما نميه ي اين پرسش را ب انرژي در كجاست؟ سطح اين كتاب مجال بحث كردن درباره
  ذخيره شده است و چگاليميدان به جاست كه بگوئيم انرژي در ،ي نسبيت عام ابش و نيز نظريه تي هنظري

   برابر است باميدان الكتروستاتيكي انرژي
)106-5(  2 000

2Eu E Tε
= ≡  

خيره شده  الكتريكي ذخود بار در 2Vρتوان گفت كه انرژي با چگالي  همچنين مي، در الكتروستاتيك 
در اين كتاب به آن نخواهيم . به كار برديم ميدان را براي چگالي انرژي  00Tنماد) 5-106(ي در رابطه .است

 -كنند، از تانسور انرژيرفته بررسي ميهايي كه الكتروديناميك را در سطحي پيشاما در كتاب. پرداخت
Tتكانه  μν 00چگالي انرژي. شودنام برده ميTي اين تانسور است يك مولفه.  
  از اصل برنهش پيروي و بنابراين، انرژي الكتروستاتيك بر حسب مجذور ميدان الكتريكي است •

   مجموع انرژي عناصر آن نيست،يعني انرژي يك سامانه ي تركيبي.  كند   نمي
  
  
)107-5(  

2 20 0
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W E d d
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ε ετ τ
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∫ ∫

∫ ∫

E E
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چهار   كلمعني اين حرف اين است كه براي مثال، اگر در همه جا بارهاي الكتريكي را دو برابر بكنيم، انرژي
  .شودبرابر نمي

  شرايط مرزي الكتروستاتيكي  8-5
   شرايط مرزي ميدان الكتريكي1-8-5

 را بايد Eشود و ميدان الكتريكي، داده ميρهاي الكتروستاتيك، معمولا توزيع بارهاي چشمه،در مسئله
قانون گوس  شكل انتگرالي توان از  را ميEاگر توزيع بار تقارن داشته باشد، ميدان الكتريكي. محاسبه كرد
) 5-18(ي  را با استفاده از رابطهVانسيلاگر مسئله تقارن نداشته باشد، بهتر است نخست پت. به دست آورد

=Vبه دست آورد و سپس ميدان را از −∇Eحساب كرد  .  
. E و ميدان الكتريكيV، پتانسيلρدر الكتروستاتيك سه كميت بنيادي وجود دارد كه عبارتند از چگالي بار

قانون ) 2(نهي و اصل برهم) 1(ها را ما با پذيرش دو اصل ارتباط بيان آن. اين يه كميت به يكديگر مربوط اند
اي به جز اين دو اصل در پروراندن مصالب اين كتاب تا اينجا در در واقع، چير تازه. كولمب به دست آورديم

هاي محاسباتي را هم آموختيم، اما اين همه فقط بر اين دو درست است كه برخي روش. يده استآن نخز
با وام گرفتن از ديويد گرفيتس در كتاب  .اصل استوار اند
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ndDavid J.Griffiths,"Introduction To Electrodynamics" 2 Ed., Prentice Hall,1989. ارتباط 
جا را تا اينهاي ما ي آموختهاين شكل همه. توان در شكل زير خلاصه كرد را ميبين اين سه كميت بنيادي

  .در بر دارد
  
  
  
براي نمونه، ( كه در گذار از يك سطح باردار ميدان الكتريكي گششته است چنين، بارها مشاهده كرديم هم

ميدان  σ با چگالي بار سطحيaاي به شعاعدر درون كره ). 4-6-4 و 4-6-2هاي نگاه كنيد به بخش
)الكتريكي صفر و در بيرون آن  ) ( )2 2 2

0 0ˆ ˆ4q r a rπε σ ε=r rاگر از بيرون، يعني از سوي.  استr a> 
rبه سطح كره نزديك شويم،در  a= ميدان الكتريكي ( )0 ˆr a σ ε= =E rاما اگر از درون بهشوي . شود مي

حد بالا و حد پايين ميدان الكتريكي در روي يعني . ماندويم، ميدان كماكان صفر باقي ميسطح نزديك ش
ي ديگري از نمونه. در روي سطح باردار ميدان الكتريكي ناپيوسته است. سطح باردار باهم برابر نيست

الاي سطح ميدان درست در ب. گسسته بودن ميدان الكتريكي، ميدان يك سطح باردار بينهايت گسترده است
0 ˆ( 2 )σ ε n0 و درست در زير سطح ˆ( 2 )σ ε− nاست  ) n̂ي عمود بر سطح و به سوي بيرون  بردار يكه

0Eي ميدان در دو سوي سطح باردار برابر است بادر هر دو نمونه، اختلاف اندازه) . سطح است σ εΔ =.  
 همانطور كه ديديم، ميدان در .آيداي كه بار در حجم آن توزيع شده است پيش نمياين وضعيت براي كره
   عبارت است ازρ و با چگالي بار حجميaاي به شعاعبيرون و در درون كره
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r از سمت rاگر a>به aميل كند  ميدان الكتريكي به ( )0 ˆ3aρ ε rاگر. كند ميل ميr از سمت r a< 
) ميل كند بازهم ميدان الكتريكي بهaبه )0 ˆ3aρ ε rهنگام گذار از درون كره به  در اين جا ،پس. كند ميل مي 

r در ميدان الكتريكيايين هاي بالا و پبيرون آن ميدان گسستگي ندارد و حد a=اين گونه هم . باهم برابر اند 
  .ي بار آن به حجم كره محدود است سطح كره بار ندارد و همهبايد باشد، چون

سطحي را در نظر بكيريد كه . ي گسستگي ميدان الكتريكي در گدار از سطح باردار دشوار نيستيافتن اندازه
 كه نيمي سطح گوسي به صورت قوطي كبريت رسم كنيد) 5-8(همانند شكل .   استσچگالي بار سطحي آن

به اين ترتيب، سطح گوس بخشي از سطح . از آن در بالاي سطح باردار و نيم ديگرش در زير سطح باشد
ي ميدان درست در بالا و درست در زير سطح چون فقط به اندازه. گيردباردار در درون سطح گوس قرار مي

  از قانون گوس داريم. كنيمرا خيلي كوچك فرض مي) طي كبريتقو( سطح گوس εباردار علاقمنديم، ارتفاع 
)109-5(  

0 0

1 1
enc

S

d q Aσ
ε ε

⋅ = =∫ E a  
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ي ديگر تغيير كند اي به نقطه از نقطهσتوجه كنيد كه اگر ( ي قوطي كبريت است  مساحت رويهAكه در آن
  .) را خيلي كوچك انتخاب كنيمAي خميده مانند سطح كره، باشد بايد  صفحهسطح باردار يكيا 

شار گذرنده ) 5-109(ي انتكرال سمت چپ در رابطه
0εبه ازاي. از سطح گوس است  از سطح جاني →

سطح جانبي هم به ( گذردقوطي گبريت شار نمي
 درست در ي عمودي ميدانمولفه). دكنصفر ميل مي
nE هم باردار ،بالاي سطح   در زير  درست و هم↑

nEسطح باردار،  بنابراين، شار فقط .  رو به بالاست↓
-از رويه هاي بالا و رويه هاي پايين سطح گوس مي

رسطح ي عمود ببردارهاي يكه) 5-8(در شكل . گذرد
  بنابراين. اندبالا و پايين قوطي كبريت نشان داده شده

  

  گذرنده از سطح گوس عبارت است ازشار 
)110-5(  

0 0

1 1
n n n nE A E A A E Eσ σ

ε ε↑ ↓ ↑ ↓− = ⇒ − =  

0σي  به اندازهEي عمودي ميدان الكتريكي شود كه هنگام گذار از سطج باردار، مولفه ديده ميپس، ε نا 
   .پيوسته است

ي مماسي ميدان درست در بالاي سطح باردار، يعني مولفه. ي مماسي ميدان الكتريكي، اما، پيوسته استمولفه
tE tE ، و درست در زير سطح باردار،↑ براي اثبات . ردب پيوسته است و از هيچ گونه گسستگي رنج نمي↓

مستطيل مسير را چنان . كنيمحساب مي) 5-9( مستطيل شكل ي بستهانتگرال خط ميدان را روي مسيرآن 
فرض كنيد، طول . انتخاب كنيد كه نيمي از آن بالاي سطح و نيم ديگرش در زير سطح باردار قرار گيرد

به پايين سطح علاقمنديم، اجازه  چون فقط درست به بالا و درست باز هم،.  استε و پهناي آنمستطيل
0εدهيم كه مي   داريم . ميل كند→
  
  
  
  
)111-5(  

( ) ( )
( )

0 t t
L

t t

t t

t t

d E ds E ds

E E

E E

E E

↑ ↓

↑ ↓

↑ ↓

↑ ↓

⋅ = = +

= −

= −

⇒ =

∫ ∫ ∫E s

  

توجه كنيد كه پنهاهاي مستطيل سهمي در انتگرال 
0εبسته ندارند؛ چون نشان ) 5-111(ي رابطه . →

  ي مماسي ميدان درست در بالاي دهد كه مولفهمي

  

  .سطح باردار و درست در زير آن باهم برابر اند و گششتگي ندارد
  : نوشتEرا در يك معادله خلاصه كرد و براي ميدان كل) 5-111(و ) 5-110(هاي رابطه

ε  
A  

σ  

E

nE ↓  

nE ↑  

 Eي عمودي ميدان سطح كوس و مولفه5-8شكل

n̂  

n̂  

ε  
tE ↑  

tE ↓  

σ  

ي مماسي ميدان و مسير انتگرال  مولفه5-9شكل
 خط ميدان
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)112-5(  
0

ˆσ
ε↑ ↓− =E E n  

  .) ببينيدگزيندي عمودي ميدان را بر ميي عمود بر سطح باردار است و مولفه بردار يكهn̂كه در آن
دهد كه وقتي از يك نشان مي)  5-112(ي رابطه

 Eهاي ميدان الكتريكي ، خطگذريمسطح باردار مي
شوند و جهت ميدان الكتريكي در يك كسته ميش

سوي سطح باردار با جهت ميدان در سوي ديگر آن 
  .)  را ببينيد5-10شكل ( متفاوت اند 

شود كه ميدان به سطح نا پيوستگي ميدان سبب مي
 4اين موضوع را در فصل . باردار فشار وارد كند

   .كنيمبررسي كرديم و در اين جا تكرار نمي

  

 گراديان پتانسيل است Eدانيم كه نوشت؟ ميهم V را بر حسب پتانسيل) 5-112(ي توان اين رابطه آيا مي
 آيا تابع پتانسيل در .  نقطه پيوسته باشد آن بايد در،باشد) گراديان( كه تابعي در يك نقطه مشتقو براي اين

براي . خوشبختانه تابع پتانسيل هنگام گذار از يك سطح باردار پيوسته استسته است؟ روي طيح باردار پيو
   درست در بالاي Qي درست در زير سطح باردار و نقطهPينقطه) 5-11(اين كه آن را ثابت كنيم در شكل 

  طه عبارت است ازاختلاب پتانسيل اين دو نق. آن باشند
)113-5(  Q

Q P
P

V V d− = − ⋅∫E s  

ي باردار  به سوي صفحهQ وPدر حدي كه نقاط
اين چيزي است كه به آن علاقمنديم ؛ ( كنند ميل مي

  چون به رفتار پتانسيل درست  دربالا و درست در 

  

0ds)كنيمر را بررسي ميپايين سطح باردا صفر ) 5-113(ي كند و انتگرال سمت راست رابطه ميل مي→
  بنابراين،  تابع پتانسيل در گذار از سطح باردار پيوسته است و داريم. شودمي

)114-5(  
0

Q

Q P
P

V V d V V↑ ↓− = − ⋅ → ⇒ =∫E s  

  سيل به صورت زير نوشتمي توان برحسب پتان) 5-112(ي سرانجام اين كه رابطه
)115-5(  

0

ˆV V σ
ε↑ ↓∇ −∇ = − n  

  يا 
)116-5(  

0

V V
n n

σ
ε

↑ ↓∂ ∂
− = −

∂ ∂
  

  كه در آن 

↓E  

↑E  سطح باردار 

σ  

 شكست ميدان الكتريكي در گذار 5-10شكل 
 از سطح باردار

Q  

P  

σ  

  پتانسيل الكتريكي پيوسته است5-11شكل 



 28

)117-5(  ˆV V
n

∂
≡ ∇ ⋅

∂
n  
  . مشتق تابع پتانسيل در راستاي همود بر سطح است

 براي هر سطحي، باردار يا بدون بار و تخت يا خميده درست اند V و پتانسيلEهاي بالا براي ميدانشرط
×∇0ي مستقيم قانون گوس و و نتيجه =Eاند  .  

  
  هامسئله

  توزيع بار كروي به صورت زير داده شده است :انرژي توزيع بار شعاعي  1-5
  
)118-5(  0 ;

0 ;

r r a
a

r a

ρ
ρ

⎧ ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

  

rييعني براي ناحيه(  جاي فضا  را در همهE ميدان الكتريكي):الف( a<و r a> (حساب كنيد.  
  . را در همه جا به دست آوريدV تابع پتانسيل الكتريكي):ب(
  . رسم كنيدrرا به صورت تابعي از) ب(بع پتانسيل قسمت   نمودار تا):پ(

با استفاده از ):ت(
0

1 ( ) ( )
4 V

U V dρ τ
πε

= ∫ r r  انرژي لازم براي سامان دادن اين آرايه را به دست آوريد .  

20 انرژي ذخيره شده در ميدان ):ج(

2
W E dε τ

∞

= توان بدون هيچ  پاسخ را مي:هنماييرا. (   را حساب كنيد∫

  .)گيري به دست آوردگونه انتگرال
   چگالي بار .  قرار دارند)5-12 (دار برابر شكل بارسه صفحه ي بينهايت گسترده :ي باردار  سه صفحه2-5

1 الكتركي هر صفحه عبارت است از 0σ σ=2  وσ 
 بين صفحه هاي با θ و زاويه ي0σ فقط .  است3σو

  . داده شده اند2σ و1σبار
ن بيابيد كه ميدان الكتريكي در  را چنا3σ و2σ ):الف(

  . صفر شودBدرون مثلث
ميدان ) انرژي در واحد حجم( چگالي انرژي ):ب(

  . بيابيدAالكتريكي را در ناحيه ي 
 پايين Y در امتداد محور 2σ اگر صفحه ي با بار):پ(

آورده شود، انرژي كل سامانه افزايش مي يابد يا 
  كاهش پيدا مي كند؟

  

   اگر صفحه ها را از موقعيتي كه دارند رها كنيم، حركتشان چگونه خواهد شد؟):ت(
  L و طولaبه شعاع) 5-13(ي شكل  توزيع بار حجمي در استوانه:اي و كار  توزيع بار استوانه3-5
)L a  ( به صورت( ) ,r Ar r aρ = 2 و  مقدار ثابتي استA است كه در آن> 2r x y= +  

A  

B
θ

Y

1σ  

X
3σ

2σ

 ي باردار سه صفحه5-12شكل 
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  .اي انددر مختصات استوانه
) ميدان الكتريكي):الف( )rE اين توزيع بار را در همه جاي فضا 

  .ي مختلف را در نظر بگيريدشما بايد دو ناحيه. بيابيد
) : فرض كنيد پتانسيل در سطح استوانه صفر است):ب( ) 0V a = . 

  .هاي فضا بيابيدي ناحيهتابع پتانسيل اين توزيع بار را در همه
) ب( نشان دهيد كه پتانسيلي را كه در قسمت   در يك گام):پ**(

  .حساب كرديد، با توزيع بار داده شده سازگار است
r ( وقتي ميدان را در بيرون استوانه):ت( a>(كنيم، گيري مي اندازه

)بينيم كه به صورت مي )3
0 ˆAa rε=E rآيا اين نتيجه با .  است

  . اگر نيست، توضيح دهيدسازگار است؟) لفا(پاسخ قسمت 
  داده شده است) ت( را كه در قسمت E درستي ابعاد ميدان):ج(

  

  .بيازماييد
rيپتانسيل را در ناحيه) ت( با توجه به قسمت ):چ( a>به دست آوريد .  
) با مختصات كارتزيAي ار نقطهqجايي بار براي جابه):ح( )3 ,0,0aي به نقطهB با مختصات كارتزي 

( )0,2 ,0aچه مقدار كار لازم است .  
) با مختصات كارتزيCينقطه ار qجايي بار براي جابه):خ( )2 ,0,0aي به نقطهD با مختصات كارتزي 

( )0, 2 ,0aچه مقدار كار لازم است؟   
  بارت است از در فضاي سه بعدي  پتانسيل يك توزيع بار الكتريكي ع :  پتانسيل توزيع بار4-5

0 0
2

coscos( , ) 1 ; 0 , ( , ) ;
3 3

Q Q ar aV r r a V r r a
a a r r

θθθ θ⎛ ⎞= − − < < = − >⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

E با محاسبه ي):الف( V=     نشان دهيد كه ميدان مربوط به اين پتانسيل به صورت زير است∇−
2

0 0
2 2 2

0 0
3 3

sincos ˆˆ ; 0
3 3

2 cos sin ˆˆ ;
3 3

Q Qa r a
a r a
aQ Q a r a

r r

θθ

θ θ

⎛ ⎞
= − − − < <⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − − >

E r θ

E r θ

  

   به پرسش هاي زير پاسخ دهيد):ب(
r  درV آيا پتانسيل -1 a=پيوسته است؟ آيا انتظار داريد كه پتانسيل پيوسته باشد؟   
r آيا ميدان در-2 a=سته ي كروي به شعاع . پيوسته است؟ براي پوaاز پاسختان چه برداشتي داريد؟    
r در ناحيه ي-3 a< چگالي بار حجميρرا حساب كنيد .  
r در ناحيه ي-4 a>چگالي بار حجمي ρرا حساب كنيد .  
R موجود در درون پوسته ي كروي به شعاع1Q بار كل-5 a<ساب كنيد را ح.  
   در كجا جايگزين است؟1Q سازگار است؟ بار3 با پاسخ پرسش 5 آيا پاسخ پرسش -6

x  

y  

z  

 اي  توزيع بار استوانه5-13شكل 
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R كره اي به شعاع -7 a>2 را در نظر بگيريد و بار كلQ3بار.  درون آن را بيابيد 2 1Q Q Q= را حساب  −
  .كنيد

   كجاست؟3Q ، مكان 4 و 3 با توجه به پاسخ پرسش هاي -8
  . حساب كنيدa چگالي بار سطحي را در روي كره اي به شعاع-9

r جمله هاي مختلف توزيع بار را به پتانسيل در-10 a<و r a>نسبت دهيد .  
  ميدان الكتريكي زير را در نظر بگيريد:   انرژي و پتانسيل5-5

4

3

(3 4 ) ;
7 ;

A r R r R
AR r R
r

= + ≤

= ≥

E r

E r
  

ˆكه در آن ˆ ˆx y z= + +r x y z و Aمقدار ثابتي با يكاي مناسب  است .  
  . را براي همه ي نقاط فضا به دست آوريدρ چگالي بار):الف(
   ، وجود دارد؟tQ و به مركز مبداء مختصات چه مقدار بار،or در درون كره اي به شعاع):ب(
  . ، را در همه ي نقاط  فضا حساب كنيدV پتانسيل الكتريكي ،):پ(
, نمودارهاي):ت( ,tV Q ρرا برحسب orرسم كنيد .  
  . را به دست آوريدρ انرژي لازم براي اين آرايش بار با چگالي):ج(
  .)   محاسبه را در مختصات كروي انجام دهيد:راهنمايي( 
  
  
  


