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   قانون گوس- 4
  هاي ميدان الكتريكي خط1-4

ميدان . ي بار را حساب كرد، بايد رياضيات مربوط به آن را آموخت ناشي از يك آرايهEبراي اين كه بتوان ميدان الكتريكي
آن را ) تاو(و كرل ) واگرايي(انس هاي برداري بايد ديورژهاي ميدانالكتريكي يك ميدان برداري است و براي شناختن ويژگي

 فصل   اين در.شودي ديورژانس و كرل آن آغاز مي از محاسبهEدر واقع، دانش رياضي مربوط به ميدان الكتريكي. شناخت
از آنكه به  پيش . كنيم واگذار مي5 را به فصل E كرليمحاسبه .دست خواهيم آوردهب) 2-10(ي ه از رابطرا مستقيمديورژانس 

 از آن rي  در فاصلهq ايميدان الكتريكي بار نقطهبنا به قانون كولمب، : كنيم  با يك مشاهده كيفي آغاز مياين محاسبه بپردازيم،
  :ست از اعبارت

)1-4(  ˆ( ) q
rπε

=E r r2
1

4  

دهد كه جهت ي بالا نشان ميرابطه. ي ميدان الكتريكي بايد مشخص شود از بار، جهت و اندازهrيي فضا، به فاصلهدر هر نقطه
rبه صورتي آن  و در نتيجه شعاعي است و اندازهr همواره در راستايEميدان با دور . كند با فاصله از بار تغيير مي21

  يدر هر نقطه .نشان داده شده است )4-1(الكتريكي در شكل  اين رفتار ميدان. يابدي ميدان هم كاهش ميشدن از بار، اندازه
ي  شيوه.  نشان داده شده استطول بردار در آن نقطه با E ميداني اندازه،فضا

كه به هر نقطه برداري با طول به جاي اين: بهتري براي نمايش اين ميدان وجود دارد
به يكديگر وصل ) 4-2( همانند شكل ، در هر راستايي بردارها رادهيدب نسبت معين
 ميدان يرسد كه در يك چنين نمايشي اطلاعات مربوط به اندازه به نظر مياما . كنيد
با طول بردار در آن نقطه مشخص شده بود، از  ) 4-1( كه در شكل r فاصلهدر

ي ميدان در چون، حالا اندازه . استبي مورددر واقع اين نگراني . دست رفته است
البته، در فضاي دو .  در آن فاصله داده شده استهاچگالي خط با rيهر فاصله

است و حتي اندكي اين وضعيت به درستي نشان داده نشده) 4-2(عديِ شكل ب
   را قطع rاي به شعاع هايي كه محيط دايرهخط زيرا، چگالي. گمراه كننده است

)تقسيم بر محيط دايره) n(ها  تعداد خطبرابركنند مي )rπ2؛ يعنيn rπ2 است .
تواند نمايش   نميدر نتيجه كند و   تغيير ميr1با ها صورت چگالي خط در اينپس،

rصورته شدت ميدان الكتريكي با فاصله بچون  ؛شدت ميدان الكتريكي باشد 21 
 ها آنگاه خط،دي تصور كنيدرا در فضاي سه بع) 4-2( شكل  اما اگر.كند تغيير مي
nهاو چگالي خط  را قطع خواهند كردrاي به شعاع سطح كره rπ  شد، خواهد 24

rصورته كه ب  هايخط  وندانمايش ميدان  پيوستههاي  اين خط.كند  تغيير مي21
خط مماس طوطي در فضا هستند كه در هر نقطه،  ميدان خهايخط. ناميممي يدانم

  .است Eبر آنها در راستاي ميدان

  

  
   شار ميدان الكتريكي2-4

 ي ميدان  نمايش اندازه4-1شكل

 هاي ميدان نمايش خط4-2شكل 
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اهيم ديد كه به زودي خو. توان نشان دادي آن را با روشي بسيار ساده ميي توليد كنندي بين ميدان الكتريكي و چشمهرابطه
   .كنيمميتعريف  را  *شارنام  نخست كميتي بهبراي توصيف روش مورد نطر،. اين روش بسيار سودمند است

ميدان . اي از فضا را در نظر بگيريد كه در آن ميدان الكتريكي وجود داردناحيه
اي مانند سطح سطح دلخواه بسته. الكتريكي با چند خط ميدان نشان داده شده است

) 4-3(هاي ميدان در شكل سطح بسته و خط. بادكنك را در اين فضا تجسم كنيديك 
ها به اين بخش. هاي كوچكي تقسيم كنيدسطح بسته را به بخش. شوندديده مي
 ،در اين صورت. توان سطح تخت فرض كرداند كه هر يك را مياي كوچكاندازه

يگر تغيير چنداني نخواهد ي دميدان برداري در سطح هر بخش از يك نقطه به نقطه
هر جهت . كند دارد و جهت معيني را تعريف ميaهر بخش مساحتي برابر. داشت
 ازآن بيرون و به سوي  آنبا برداري عمود بر سطح) 4-4(برابر شكل  بخش

توانيد درون و بيرون سطح را به  سطح بسته است، ميچون. (شودتعريف مي
 . وجود ندارد"سوي بيرون"ي به بنابراين، ابهامي در واژه. ز هم تميز دهيدسادگي ا

ي اندازه .)  هم براي آن استفاده خواهيم كرد"سوبرون"اي ما از تركيب واژه
jˆيعني.  نشان دهيدja را با برداربخش امين -jمساحت و جهت j ja=a n است 

ˆكه در آن jnي عمود بر سطح بردار يكهj-  سطح و به سوي بيرون ازامين جزء  

  

   بستگي به اين ja تا زماني كه جزء سطح كوچك است،.دهددست مي ام را به-jي جزء سطحگيري و اندازه جهتja.آن است
بخشي از سطح بسته ) 4-5(در شكل . .شده است بنديسطح چگونه تقسيمندارد كه 

امين جزء سطح  -jفرض كنيد ميدان الكتريكي در مكان. نشان داده شده است
jضرب داخلي .  استjEبرابر j⋅E aاين عدد را شار گذرنده از آن .  يك عدد است

گذاري را بفهميد، جريان آب ي اين نامبراي اين كه ريشه. (ناميمجزء سطح مي
هر مولكول آب سرعتي دارد كه از مكاني به مكان ديگر . رودخانه را در نظر بگيريد

ي مجموعه. ما در هر مكان سرعت مولكول نسبت به زمان ثابت استكند، اتغيير مي
 يا ميدان vتوان با ميدان برداريهاي آب رودخانه را ميهاي مولكولسرعت

v⋅.  در رودحانه فرو ببريدaگيري قابي را با جهت. سرعت نشان داد a آهنگ 
  سطحي را در نظر بگيريد. آب از درون است) رمكعب بر ثانيهبا يكاي مت(شارش 

  

A=Aˆ" بردار سطح" Aبه سطح. نشان داده شده است) 4-6(كه در شكل  n ياندازه.  نسبت بدهيدراA سطح با مساحتA 
 Eاگر اين سطح درميدان الكتريكي يكنواخت.  بر سطح عمود استn̂ بردار يكهاست، چونبرابر و جهت آن بر سطح عمود 

  برابر گذرنده از سطح Φقرار گيرد شار)  باشدn̂ي در جهت بردار يكهEيعني(عمود بر سطح 
)2-4(  ˆE A EAΦ = ⋅ = ⋅ =E A E n  

  .گذرندي از آن سطح ميهايي است كه به طور عمودپس، شار گذرنده از يك سطح تعداد خط. است
   بسازد، آنگاه شار گذرنده از سطح برابر θي ، زاويهn̂با خط عمود بر سطح، يعني با) 4-6(ند شكل  همانEاگر ميدان الكتريكي

                                                 
* Flux 

   سطح بسته و خط ميدان4-3شكل 

n̂  

n̂  n̂  

n̂  
 هاي سطحگيري بخش جهت4-4شكل

 

ja  

  سطح
 هاي ميدان و جزء سطح  خط4-5شكل

E
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)3-4(  cosE nEA E AθΦ = ⋅ = =E A  
nEˆكه در آناست  = ⋅E nي عمود بر سطح ميدان الكتريكي مولفهEاست  .

 ، شار ميدان الكتريكيn̂ي عمود بر سطحتوجه كنيد كه بنا به تعريف بردار يكه
EΦهاي اگر خط. شوندهاي ميدان از سطح خارج مي هنگامي مثبت است كه خط

 همواره n̂يبه بيان ديگر، بردار يكه.  منفي استEΦميدان به سطح وارد شوند،
  . شودبه سطح عمود و به سوي بيرون از سطح تعريف مي

  ازEميدان الكتريكيجهت اي خميده باشد و به طور كلي، سطح ممكن است رويه
)براي هر ميدان برداري. سطح تغيير كندي ديگر در روي  نقطه به نقطهيك )u r ،

  شود به صورت زير تعريف ميSگذرنده از سطح) uΦ(شار ميدان

)4-4(  ( ) ( )u
S

dΦ = ⋅∫u r a r  

dˆكه در آن da=a nر جزء سطح بردار سطح عمود بdaكنم كه تاكيد مي.  است
  .جزء سطح استسوي بيرون از   عمود و بهda بر جزء سطحn̂يبردار يكه

  گذرد مي) 4-7( در شكل iAΔ كه از جزء سطحEشار ميدان الكتريكي
)5-4(  cosE i i i iE A θΔΦ = ⋅Δ = ΔE A  

هاي سطح را جمع كنيم، شار گذرنده از كل اگر شارهاي گذرنده از بخش. است
    نشانΦ يك كميت اسكالر است و ما آن را با نماد كهآيددست ميسطح به

  . دهيممي
 از جمع شارهاي گذرنده از هر جزء سطح به Sشار كل گذرنده از تمامي سطح

  . آيددست مي

)6-4(  j j
j

Φ = ⋅Δ∑E A  

تر و تعدادشان بسيار زياد باشد،  روي سطح كوچكiAΔهايي بخشاگر اندازه
نتگرال بر روي رسيم و علامت جمع گسسته به ااز گسستگي به پيوستار مي

i جزء سطح بهدر اين صورت. شودسطح تبديل مي dΔ →A aكند ميل مي .
  خواهيم داشت

)7-4(  0
limE i iA

S

d
Δ →

Φ = ⋅Δ = ⋅∑ ∫E A E a  
  

                    
                

  
  
  

                

شود، بنابراين، شار تعيين مي) ها در واحد سطحتعداد خط(هاي ميدان ه با چگالي خط در هر نقطE چون شدت ميدان:1 نكته

S
d⋅∫ E aهاي ميدان كه از سطحخط  ميدان الكتريكي با تعدادSضرب داخلي ) 4-7(ي در رابطه. گذرند، متناسب است مي
d⋅E aگزيندي عمودي بر سطحِ ميدان را برمي مولفه.♣   

d⋅E را مشخص كنيم و سپس بر رويSبراي اين كه بتوان انتگرال بالا را حساب كرد، نخست بايد سطح aها جمع ببنديم  .  
  يرويه براي مثال،. داردبر ، سطحي است كه حجمي را درطح بستهس.  ما با سطح بسته سروكار خواهيم داشتهاوقتبيشتر 

هاي ميدان و بردار سطح  خط4-6شكل
 سازند ميθيكه با هم زاويه

A  
θ  

E

 

A  

  سطح
 هاي ميدان گذرنده از سطح  خط4-5شكل 

θ  

iΔA  
E  

 ميدان الكتريكي گذرنده از جزء 4-7شكل 
ميدان با خط عمود بر سطح .  AΔسطح
 سازد ميθيزاويه
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  . يك سطح بسته استهكر
ي به ، كره ناشي شده است و سطحq منزوي وايفرض كنيد ميدان الكتريكي از بار نقطه: ترين حالت را در نظر بگيريدساده
اي كه در مركز مختصات قرار دارد، شار گذرنده از سطح  براي يك بار نقطه . استqمكان بار است كه مركزش در rشعاع
  عبارت است از اي كره

)8-4(  ˆ ˆ( sin )
S S

q qd r d d
r

θ θ ϕ
πε ε

⎛ ⎞
⋅ = ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫E a r r2

2
1

4  

 و با  اي كره هراند از سطح  آغاز شدهqاز بار ميدان كه هايهمان تعداد خط.  بستگي ندارد و مقدار ثابتي استrاين پاسخ به
 كه شكلهر سطحي با  هر  ،) 4-8( همانند شكل  بلكه، باشدوياين سطح كر  لازم نيست كه،در واقع. شعاعي خواهند گذشت هر
   ايبسته سطح شار گذرنده از هر، بنابراين .خواهد داد ر را در برداشته باشد  همان تعداد خطوط ميدان را از خود عبوqبار

q را احاطه كرده باشد برابرqكه بار ε است .  
 است كه از آن هاي ميدانخطتعداد  ،گذرنده از يك سطح شارميدان:  2نكته 

  ♣.دنگذرسطح مي
ميدان .  كنش از راه دور سخن گفتيمي ميدان و در باره1در فصل   3ي نكته

فرايندهاي الكتريكي  به  تادهد  اجازه ميچون ،الكتريكي مفهوم مهمي است
 ،به بيان ديگر. هاي تماسي بنگريمهاي موضعي يا كنش صورت كنشبه
 تغيير حالت فضاي ينتيجه را  آزمونتوان نيروي الكتريكي وارد به بار مي

به اين ترتيب نيازي . كنندارهاي ديگر ايجاد ميكه ب بدانيم  آزموناطراف بار
راه دور با تئوري نسبيت  كنش از. براي توصيف نيرو نيستاز راه   كنشبه

 توانست بر روي بار  اگر باري مي:  پذيرفتني نيستگار است و بنابراين،ناساز

            

 احساس آنياي ديگر به طور ديگري در نقطه بار را ي فضاطه يك نق آنگاه حضور هر بار الكتريكي در،ديگر مستقيماَ اثر بگذارد
اما اگر كنش ميان دو بار توسط ميدان . اين بدان معني است كه انتشار خبر با سرعت فراتر از سرعت نور ممكن است. كرد مي

كند و اين اختلال  يجاد مي اختلال افضاي پيرامون خودهر بار الكتريكي در .  نيست آنانتقال يابد ديگر نيازي به انتشار آني
حمل انرژي و تكانه ها همانگونه كه خواهيم ديد ميدان. رسد  ميبه بار الكتريكي ديگريابد و  همانند موج با سرعت نور انتشار مي

  ♣.اند از ماده  شكلي...) جامد، مايع، گاز، پلاسما و (  در نتيجه مانند حالتهاي ديگر مادهكنند ومي
             

+

da  
E  

 +q سطح كروي شامل بار4-9شكل 

 سطوح مختلف، اما  شار خروجي 4-8شكل 
 يكسان

  جزء سطح در مختصات كروي4-10شكل 
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sinrˆ را برابرdaجزء سطح) 4-8(رابطه در  d dθ θ φ r2جزء . اين كميت، جزء سطح در مختصات كروي است.  قرار داديم
sinrˆبرابر) 4-9(سطح كوچكي درروي كره در مختصات كروي، همانند شكل  d dθ θ φ r24-10(جزييات آن در شكل .  است (

  .شود ميديده
اي جايگزيده در مركز مختصات،  اگر به جاي يك بار نقطه . كرديمحساب) 4-8( رابطه با اي را شار ميدان الكتريكي يك بار نقطه

 ت بابرابر اسبنا به اصل برنهش P مانندايي بارها در نقطه اي از بارها در اطراف پراكنده باشند، ميدان اين مجموعه مجموعه
   بنابراين،  داريم.Pيهاي هر يك از بارها در نقطهجمع برداري ميدان

)9-4(  
1

n

i
i =

= ∑E E  

   است از عبارتشته باشد، و شار گذرنده از هر سطحي كه اين بارها را در بردا

)10-4(  
n n

i i
i iS S

d d q
ε= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫E a E a

1 1

1  

. كنند  را قطع ميS كه سطح بسته استي ميدانها خطيهمهتعداد انتگرال بالا 
 الكتريكي بارهايي كه در بيرون اين سطح بسته قرار دارند سهمي در شار ميدان

 از يك سوي وارد سطح و از سوي اين بارها ميدان هايخطنخواهند داشت؛ چون 
   بارهاي ) 4-11(در شكل . دكنن و در نتيجه يكديگر را حذف ميشوند ديگر خارج مي

  

, , , ,q q q⋅ ⋅1 2 q,سطح سهيم اند؛ اما بارهاي  قرار دارند و در شار گذرنده ازSي در درون سطح بسته5 q7  در بيرون q8 و6
  . سهمي ندارندSي شار گذرنده از سطح، در محاسبهدر نتيجهد و  انSسطح

  
  :  در مركز يك مكعب واقعايشار بار نقطه  4-1مثال 

شار . رار دارد  قd در مركز مكعبي به ضلعqايبار نقطه) 4-12(در شكل 
  .دست آوريد با استفاده از تعريف شار بهي مكعب راده از يك رويهگذرن

 دوباره 4-3 -2 هم قابل حل است و در بخش يتر سادهاين مسئله با روش (
  .)آن را حل خواهيم كرد

z( واقع در ي بالاييبه تعريف شار، شار گذرنده از رويه با :حل d= 2  (
  .كنيمرا حساب مي

)11-4(  cos ( )cosd Eda E dx dyθ θ⋅ = =∫ ∫ ∫E a  
)روي سطح بالايي مكعب در ميدان در نقطه اي  )( ) q rπε 21    كه  است4

  

)در آن  )r x y d= + +2 2 2  مي خواهيم ميدان را حساب اي است كه در آنجا فاصله ي بين بار و نقطهrدر اينجا.  است22
  داريم)  4-12( هم چنين، با توجه به شكل . يمكن

)12-4(  cos
( )

d d
r x y d

θ = =
+ +2 2 2

2 2
2

  

  توان نوشتبنابراين، مي

q1  
q2  

q3  

q4  
q5  

q6  

q7  

q8  S  
   بارهاي درون سطح در شار4-11شكل

 سهيم دارند، اما S گذرنده از سطح
 .سهمي در شار ندارند بارهاي بيرون

  ي  شار گذرنده از يك رويه4-12شكل 
 اي واقع در مركز آنمكعب در اثر بار نقطه

θ  

q  
d  
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)13-4(  

cos ( )cos

( ) ( )

d d

d d

d E da E dx dy

q ddx dy
x y d x y d

θ θ

πε − −

⇒ ⋅ = =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⇒ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫

E a

2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 2
4 2 2

  

d را از صفر تانتگرالتوان ا ميبراي هر يك از متغيرها . استy وxانتگرالنده تابع زوجي از  2 در  سپس وحساب كرد 2
xبهتر است از كميت هاي بدون بعد. ضرب كرد x d≡ y و2 y d≡   : استفاده كنيم2

  
  
  
  
  
)14-4(  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( )

( )

tan

dd q d dx d dy
d x y d x y

q d qdx dy dx
d x xx y

q q q

πε

πε πε

π
πε πε ε

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠ + +

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

E a
1 1

2 2 2 2 2

3 1 1 1

3 3 2 2 22 2

1

1 1 22 2 2 24 2 1 2 1
4 21 1 4 1

4 42 1 21
1

6 63

  

  
شار گذرنده از .   قرار داردdي مكعبي به ضلعدر يك گوشه) 4-13( برابر شكل q بار4-2مثال 
d⋅∫E يعني .كعب را به دست آوريدي روبروي مرويه aحساب ي خاكستري را  گذرنده از رويه 
  .كنيد
در اينجا با توجه به تعريف . به دو روش حل كردتوان ي پيش، اين مسئله را هم مي مانند مسئله:حل

روش ديگري را براي حل آن به كار خواهيم ) 4-13مثال  (4-3-2در بخش . كنيمشار آن را حل مي
  شار گذرنده از يك سطح).  را ببينيد4-14(شكل ( را مبداء مختصات فرض كنيد q مكان بار.برد

  

zسطح گذرنده ازدر اين جا شار ( d= ( كنيمرا حساب مي:  

)15-4(  
d d q qd dx dy

x y d x y dπε
⎛ ⎞

⋅ = ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠
∫ ∫ ∫E a 2 2 2 2 2 2

1
4  

dي پيش است و تنهاتوجه كنيد كه اين رابطه همانند انتگرال مسئله .   شده استdجايگزين 2
  ر متغيري به كميت هاي بدون بعد بدهيم خواهيم داشتي بالا اگر تغييمانند مسئله

  
  
)16-4(  

( )

tan

d q dx dy
x y

q qq

πε

π
πε πε ε

−

⎛ ⎞
⋅ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∫E a
1 1

3 22 2

1

1 1
4 1

1 1
4 4 6 243

  

  

  

  
  قانون گوس   3-4
   شكل انتگرالي قانون گوس1-3-4

   بيان قانون گوس ،ي كوتاهاين گزاره.  مقداربار كل موجود در درون سطح متناسب استشار كل گذرنده از يك سطح بسته با

d  d  

q  

d  

  بار در يك 4-13شكل 
 ي مكعبگوشه

q  θ  

 q مختصات بار4-14شكل 
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  رياضي آن هم ساده استبيان . است

)17-4(  enc
1

E
S

d q
ε

Φ = ⋅ ≡∫ E a  

encqي بار كل درون سطح بستهSسطح گوس يك سطح واقعي نيست بلكه، . سطح بسته را سطح گوس خواهيم خواند.  است
S1، Sهر يك از سطوح) 4-8(در شكل . يك سطح پنداري است S و2 هاي درستي قانون يكي از توجيه.  يك سطح گوس است3

 ند، مستقل از شكلي است كه براي سطح گوس پنداريشو بار الكتريكي آغاز ميهاي ميدان كه ازاست كه تعداد خطگوس اين 
. ي فضايي آشنا شويم نخست بايد با مفهوم زاويه اين كه قانون گوس را ثابت كنيم،براي .احاطه كندگزينيم تا بار را برمي
 همان r به شعاع با نسبت طول كماني از دايرهφΔي معموليزاويه. ي معمولي استي سه بعدي زاويهي فضايي مانستهزاويه
s:شوده تعريف ميداير rφΔ ≡ Δ .چون طول پيرامون دايرهs rπ= rي مركزي مربوط به آن است، زاويه2

r
πφ π= =2 2         

 جزئي از سطح .شودجايگزين مي rاي به شعاع از سطح كرهΔAسطح جزء  از يك دايره، باsΔجزء كماندر سه بعد،. است
Sيكره AΔˆ برابرr1 با شعاع1 = ΔA r1 Sيكره را بر روي ΔA1جزء سطح) 4-15(در شكل . است 1   در ) r1 )13-4 به شعاع1

 در  كه سطح با راسي مربوط به اين جزءΔΩفضاييي زاويه. نظر بگيريد
  قرار دارد، عبارت است ازمركز كره 

)18-4(  ˆ
Ω

r
Δ ⋅

Δ ≡
A r1

2
1

  

)با يكاي استرادياني فضايي كميتي بدون بعد زاويه )Srچون سطح .  است
Sيكره rπ برابر1 2

   كرهي فضايي  زاويهي اندازه، پس است 14

)19-4(  r
r
π

πΩ = =
2

1
2

1

4 4  

Sيحال كره. است   در نظر بگيريد كه با ) 4-15( را در شكل r2 به شعاع2

  

Sيكره Sي كرهاز ΔA2جزء سطح. مركز استهم 1 يي مربوط ي فضا زاويهپس .سازد ميθيي شعاعي زاويه با بردار يكه،2
Sياين جزء سطح در روي كرهبه     عبارت است از2

)20-4(  ˆ cos nA A
r r r

θΔ ⋅ Δ Δ
ΔΩ = = =

A r2 2 2
2 2 2

2 2 2
  

cosnAكه در آن A θΔ = Δ2 AΔجزء سطح  تصوير2 ) 4-15(همان طور كه از شكل .  كره عمود است بر شعاع است كه2
AΔهاي فضايي مربوط بهيهپيداست، زاو AΔ و1    باهم برابرند2

)21-4(  cosA A
r r

θΔ Δ
ΔΩ = =1 2

2 2
1 2

  

AΔشدت ميدان الكتريكي در مركز جزء سطح. ها قرار دارد در مركز اين كرهQحال، فرض كنيد بار  و شدت ميدان E1 را1
AΔالكتريكي در مركز جزء سطح E را2   اين دو شدت ميدان با قانون كولمب به يكديگر مربوط اند.  بناميد2

)22-4(  i
i

rEQE
r E rπε

= ⇒ =
2

12
2 2

1 2

1
4  

AΔطحس  جزءشار الكتريكي گذرنده از Sي كره1    برابر است با1
)23-4(  E AΔΦ = ⋅Δ = ΔE A1 1 1 1 1  

 ي فضايي آن جزء سطح و زاويه4-15شكل 
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AΔو شار الكتريكي گذرنده از جزء سطح Sي كره2    عبارت است از2

)24-4(  cos
r r

E A E A E A
r r

θ
⎛ ⎞⎛ ⎞

ΔΦ = ⋅Δ = Δ = ⋅ Δ = Δ = ΔΦ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E A
2 2

1 2
1 2 1 2 2 1 1 1 1 12 2

2 1
  

گيري ي فضايي يكسان، مقداري ثابت و مستقل از شكل و جهتهاي با زاويهابراين، مي بينيم كه شار گذرنده از جزء سطحبن
  .  جزء سطح است

كولمب و اصل  افزون بر آنچه كه از قانون ، اين قانون البته اطلاعات جديدي در. استقانون گوسبيان انتگرالي ) 4-17(رابطه 
r رفتاركرداي كه بايد به آن توجه  نكته.  ولي توان محاسباتي آن فوق العاده استندارد،وجود  برنهش آموختيم  قانون 21

شعاع كره حذف و انتگرال  )4-8(در رابطه . امكان پذير نبود) 4-8(ي كليدي در رابطه  بدون اين رفتار محاسبه. كولمب است
  پيدا  به بار كل درون سطح بستكي نه تنها E الكتريكيشار ميدان شد،اگر اين حذف شدن شعاع ميسر نمي . شدrمستقل از

  .شد ، به شكل سطح بسته انتخابي نيز وابسته ميكردمي
 هايتصور كرد كه در آنها خطتري را  ي پيچيده هاي بسته با هندسه توان سطح مي. يك سطح ساده است) 4-8(سطح بسته شكل 

توان  مي ترين حالت  در كليچون ؛درست استها هم  براي اين گونه رويهقانون گوس . دنميدان بيش از يك بار سطح را قطع كن
 هاي خط تعداد دفعاتي كه واست فرد كنند،آن را قطع مي خطوط ميدان بارهاي درون يك سطح  تعداد دفعاتي كهنشان داد كه

   . استزوجكنند،  ميرهاي بيرون سطح آن را قطعميدان با
. توزيع بار پيوسته باشداي و يا هر  اي از بارهاي نقطه تواند مجموعه مي، encq، بار كل درون سطح بسته،)4-17(در رابطه 

  اي، خطي، سطحي تا حجمي باشد، داريمبنابراين، بسته به اين كه توزيع بار نقطه

)25-4(  
1

, , ,
n

enc i enc enc enc
i L S V

q q q d q da q dλ σ ρ τ
=

= = = =∑ ∫ ∫ ∫  

الكتروديناميك به نام  بنيادي ي از چهار معادلهاين رابطه يكي. ي انتگرالي است يك معادله ) 4-17(قانون گوس در رابطه 
  . به شكل ديفرانسيلي هم نوشت و ما در بخش    به آن خواهيم پرداخت آن راتوانمي .معادلات مكسول است

   
   گوسهاي قانون كاربرد2-3-4

كم در شكل  دستبا وجود اين،. يدان الكتريكي استي مقانون گوس همواره درست و روش مناسب و سودمندي براي محاسبه
اين .  داشته باشدي مورد بررسي تقارنتوان از آن استفاده كرد كه سامانهفقط هنگامي مي. انتگرالي، هميشه قابل استفاده نيست

تر از  بسيار آسانEهايي يافتن ميدان الكتريكيدر چنين وضعيت. اياي و صفحهكروي، استوانهها عبارت اند از تقارن تقارن
ي ميدان الكتريكي نشان هاي زير تقارن سامانه و سطح گوس مناسب با تقارن و سرانجام محاسبهدرمثال. هاي ديگر استشيوه

  .اندداده شده
  تواند سودمند باشدهاي زير مينون گوس در شكل انتگرالي آن، دنبال كردن گام قاهنگام استفاده از

  .با توجه به توزيع بار، تقارن مربوط به آن را مشخص كنيد) 1(
جهت  .ي ميدان الكتريكي ثابت استندازها) هايي از آنبخشدر روي يا (كه در روي آن چنان برگزينيد  را " سطح گوس") 2(

  .ا در روي سطح گوس مشخص كنيدميدان الكتريكي ر
  . ، را حساب كنيدencq هر ناحيه، بار موجود در درون سطح گوس،در. هاي متمايز تقسيم كنيدفضا را به ناحيه) 3(
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  .يددست آوري فضا به در هر ناحيه ، گذرنده از سطح گوس راEΦشار ميدان الكتريكي،) 4(
encq را مساويEΦشار ميدان الكتريكي) 5( εي ميدان الكتريكي را حساب كنيد قرار دهيد و اندازه.  

  گيريمها را پي ميهاي زير اين گامدر مثال
   

 و چگالي بار حجمي يكنواخت aاردار به شعاعميدان الكتريكي حاصل از يك كره ب:  ميدان الكتريكي توزيع بار كروي4-3مثال 
ρرا در بيرون كره ( )r a> و در درون كره( )r a< دست آوريده ب.  
اي خت است، جهت ميدان در روي كرهچون توزيع بار يكنوا) 2. (توزيع بار الكتريكي تقارن كروي دارد روشن است كه )1( :حل

  . ي ميدان الكتريكي مقدار ثابتي استدر روي اين كره، اندازه.  ، همواره در راستاي شعاع و به سوي بيرون استrبه شعاع
ركز با مهم و rشعاع اي بهكره) 4-16(بنابراين، سطح گوس را همانند شكل 

rهايناحيه)  3. (گيريمتوزيع بار در نظر مي a≤و r a≥ بررسي  را جداگانه
  . كنيممي

  ي شار ميدان الكتريكي گذرنده از سطح گوسمحاسبه)  4(
r)الف( a≤ :  عاعكره اي به ش)  الف4-16(سطح گوس، همانند شكلr a< 

  ر گذرنده از اين سطح برابر شا. است

)26-4(  E
S

dΦ = ⋅∫ E a  

در اين .  در زير علامت انتگرال قرار داردE هستيم، اماEما در پي يافتن. است
دهد تا آن را ازه ميآيد و اجند و به ياري ميكتقارن مسئله اهميت پيدا ميجا، 

ي نقاط روي سطح ي ميدان در همهچون اندازه. از زير انتكرال بيرون بياوريم
 daچنين، بردارهم. گوس مقدار ثابتي است و جهتش در راستاي شعاعي است

  بنابراين.  استEسو با در راستاي شعاع و هم

)27-4(  ( )E
S S S

d da E da E rπΦ = ⋅ = = =∫ ∫ ∫E a E 24  
  

  

  چون توزيع بار يكنواخت است، بنابراين، مقدار بار در درون سطح گوس عبارت است از: بار موجود در درون سطح گوس) 5(

)28-4(  enc
V

q d rρ τ ρ π⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 34

3  

  داريم. آيددست ميي ميدان الكتريكي بهاندازه) 4-28(و ) 4-27(هاي حال با استفاده از قانون گوس و از برابري رابطه

)29-4(  ( ) ;enc
E

q rE r r E r aρπ ρ π
ε ε ε

⎛ ⎞Φ = = = ⇒ = ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 31 44 3 3  

)توان به صورتچگالي بار را مي باشد، Qاگر با كل برابر )Q aρ π= 34   ست بابرابر ا برحسب بار كل E ميدان ونوشت3

)30-4(  ;r QrE r a
a

ρ
ε πε

= = ≤33 4  

  ي بالا در شكل برداري آن عبارت است از، رابطهون جهت ميدان در راستاي شعاع استچ

a  ρ  
r  

 سطح گوس

E  

 سطح گوس

a  ρ  

r  

E  

  ي سطح گوس براي كره4-16شكل
 با توزيع بار يكنواخت

r):الف( a< 

r): ب( a> 
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)31-4(  ( )ˆ ˆ ;
ar Qr Q r a

a a a
π ρρ ρ

ε πε πε πε ε
= = = = = ≤E r r r r r

3

3 3 3
4 3

3 4 4 4 3  

r)ب( a≥ :  اي به شعاع كره) ب4-16(در اين حالت سطح گوس، همانند شكلr a>چون شعاع . مركز با توزيع بار است و هم
 بار كل محصور در حالتپس، در اين .  دربر دارد راQتر از شعاع توزيع بار است، سطح گوس تمامي بارسطح گوس بزرگ

encqسطح گوس  Q aπρ= = 34   ست ازشار گذرنده از اين سطح گوس عبارت ا.  است3
)32-4(  ( )E

S S

d E da E rπΦ = ⋅ = =∫ ∫E a 24  

encq وEΦ از برابري،در نتيجه. يم را از زير انتگرال بيرون آوردEاستفاده كرديم و  مسئلهتقارناز  هم در اينجا ε داريم:  
)33-4(  ( ) ;Q QE r E r a

r
π

ε πε
= ⇒ = ≥2

2
14 4  

  يا در شكل برداري آن 

)34-4(  ˆˆ ;Q a a r a
r r r

ρ ρ
πε ε ε

= = = ≥
r rE r

3 3

2 2 3
1

4 3 3  

rيعني( توجه كنيد كه در بيرون توزيع بار a> ( ميدان همانند ميدان بار
نمودار ) 4-15(در شكل .   است كه در مركز كره قرار داردQاينقطه

  . نشان داده شده استrسب فاصلهرفتار ميدان برح
 ρ  و ياگزيديمبرميكروي ح گوس را غير اگر سط)4-3(در مثال  :نكته

encqبرابرE باز هم شار ميدانداشتنميتقارن كروي  ε ولي شد، مي
ديگر  چون .را از زير علامت انتگرال خارج كنيمEتوانستيم ديگر نمي

در راستاي شعاع است و يا اندازه آن در Eتوانستيم مطمئن باشيم كه نمي
   كاربرد قانون برايتقارن. تمام نقاط روي سطح گوس مقدار ثابتي است

  

  ♣. استكليدي شكل انتگرالي درگوس 
  

ي كروي بسيار نازكي به  در سطح پوسته+Qر با:ي كروي پوسته4-4 مثال
ميدان الكتريكي را در بيرون و در . طور يكنواخت توزيع شده است بهaشعاع 

  .درون پوسته حساب كنيد
. مب آن را حل كرديم است كه با استفاده از قانون كول2-16اين همان مثال  (:حل

توزيع بار تقارن كروي ). تر استحل آن با بهره گرفتن از قانون گوس بسيار ساده
Qچگالي بار سطحي. دارد aσ π= ميدان الكتريكي بايد شعاعي و همانند .  است24

rيفضا را به دو ناحيه. سو باشدبرون) 4-17(شكل  a≤و r a≥ تقسيم و هر 
 .كنيميك را جداگانه بررسي مي

r :)الف( a≤)   الف4-18(مانند شكل در اين حالت سطح گوس را ): پوستهدرون   (
rاي به شعاعكره a< صفرمقدار بار موجود در درون اين سطح گوس. برگزينيد     

        

ي  نمودار ميدان الكتريكي كره4-15ل شك
 باردار برحسب فاصله از مركز آن

Inside

E=
Q

4 p e0 a3
E=

Q

4 p e0 r 3

Outside

r

E

a  

a  

E  

ي  ميدان الكتريكي پوسته4-17شكل 
 كروي با توزيع بار يكنواخت

=E  
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encq :است  سطح گوس هيچ . در بيرون سطح گوس استكهي كروي قرار دارد روي سطح پوستهدر ي بار  ؛ چون همه=
encE، قانون گوسابراين، با استفاده از بن.باري را احاطه نكرده است q εΦ   ، داريم=

)35-4(  ( )enc ;E
S

qd E r E r aπ
ε

Φ = ⋅ = ⇒ = ⇒ = <∫ E a 24  

r): ب( a≥ اي به شعاع كره،) ب4-18( در اين حالت، سطح گوس همانند شكلr a≥تر ازسطح گوس بزرگ  شعاعحالا.  است   
    

encq:ي بار در درون سطح گوس قرار دارد همهدر نتيجه،. شعاع پوسته است Q=.  ،بنابه قانون گوس داريم  پس  

)36-4(  ( ) ˆ ;enc
E

S S

q Q Qd E da E r r a
r

π
ε ε πε

Φ = ⋅ = ⇒ = = ⇒ = ≥∫ ∫E a E r2
2

14 4  

  چنين توجه كنيد هم.  است كره جايگزيده در مركزQايتوجه كنيد كه ميدان الكتريكي در بيرون پوسته همانند ميدان بار نقطه
كيفي رفتار . است) 2-129(ي  در رابطه2-16اين همان پاسخ مثال كه 

 ميدان در گذار از سطح در. شودديده مي) 4-19(در شكل ميدان 
r a=گسسته است :

x a x a
im E im E

− +→ →
هاي اين پديده را در بخش  . ≠

rي ها وقتي از ناحيه.آينده در همين فصل بررسي خواهيم كرد a< 
rو a>يشويم، ميدان به اندازه به سطح باردار پوسته نزديك مي  

)37-4(  QE E E
a

σ
πε ε+ −Δ = − = − =24  

  

  

  كندتغيير مي
  

   دو كره اين. اند −ρو +ρ  چگالي بار الكتريكيباR به شعاعيك هر، دو كره: پوشي دو كرهي هم ميدان در ناحيه4-5 مثال
برداري كه مركز كره منفي . با هم تداخل كرده اند) 4-20(مطابق شكل 

ميدان الكتريكي را در ناحيه .  استsكند را به مركز كره مثبت وصل مي
  پوشي حساب كنيد و نشان دهيد كه مقدار ثابتي استهم
بنابه . حساب كرديمي باردار ا در درون كره ميدان ر4-3 درمثال :حل

  ي باردار عبارت است ازميدان در درون كره) 4-31(ي رابطه

)38-4(  ˆrρ ρ
ε ε

= =E r r3 3  
  

  

 سطح گوس
r  

a  

a )الف(  

rسطح گوس 

 )ب(

r) الف: ( ي كروي  با بار يكنواخت سطح گوس براي پوسته4-18شكل  a< ب( و (r a> 

 پوشي دو كرهي هم  ميدان در ناحيه4-20شكل 

ρ+  
ρ−  O+  

O−  
P  

r+  
r−  

 r برحسبEيي ميدان الكتريك  اندازه4-19شكل 

Inside

E=0

E=
Q

4 p e0 r 2
Outside

r

E
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. شودمي ناشي ي منفي مثبت و كرهي  از هر دو كرهPاي مانند بخشي از هر دو كره است و ميدان در نقطهپوشي هم يناحيه
دست ه كره منفي بميدان در درونكره مثبت و  ميدان در اين نقطه از جمع برداري ميدان در درون، به اصل برنهشبنابه پس،
   برابر ) را ببينيد4-31ي رابطه (ي مثبتميدان در درون كره. آيد مي

)39-4(  ρ
ε+ +=E r3  

  نفي ي مهمين ترتيب، ميدان در درون كرهبه. است

)40-4(  ρ
ε− −

−
=E r3  

  پس،.  اندPيي منفي تا نقطهي مثبت و مركز كره به ترتيب بردارهايي از مركز كرهr− وr+. است
)41-4(  ( )ρ ρ ρ

ε ε ε+ − + − + −= + = − = −E E E r r r r3 3 3  

+شود كهيده ميد) 4-19(با توجه به شكل  −− =r r s بنابراين داريم. است:  

)42-4(  ( )ρ ρ
ε ε+ −= − =E r r s3 3  

ي نقاط درون اين ناحيه ميدان با يعني در همه. پوشي ثابت استي هم در ناحيه هم، در نتيجه ميدان بردار ثابتي استsچون
  .ودشداده مي) 4-42(ي رابطه

  
)صورت نايكنواخت و بهRاي به شعاع چگالي بار حجمي كره: با توزيع بار نا يكنواختي كره4-6مثال  )r Rρ ρ=است  .
ρمقداري ثابت و rست فاصله از مركز كره ا.  

  .حساب كنيد) در درون و بيرون كره( ميدان الكتريكي را در همه جا ) :ب(      ر كل درون كره چيست؟ با):الف(
 dr و ضخامتr به شعاعويكري پوسته) 4-21( برابر شكل  جزء حجم را)الف: (حل

d حجم اين پوسته. در نظر بگيريد r drτ π= dqآن برابربار  و 24 r drρ π= . است 24
  مركز است، پس، بار كل درون كره برابر است باهاي هماي از پوستهچون كره مجموعه

  
  

)43-4(  

( )
RR Rr rQ d r dr r dr

R R R

R R
R

ρ π ρ πρ τ ρ π

ρ π ρ π

⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

∫ ∫ ∫
4

2 3

4
3

4 44 4
4

4

  

  

  

rيناحيه:  فضا دو ناحيه دارد):ب( R<) و) درون توزيع بارr R>) ي بيرون كره
. بريمكار ميطور جداگانه بهها بهاز اين ناحيهپس، قانون گوس را براي هر يك ). باردار

I) rيبراي ناحيه R<  (ي با شعاعصورت كرهسطح گوسي را بهr R< برابر شكل 
ي ميدان در روي سطح اين كره ثابت و جهتش در راستاي اندازه. برگزينيد) 22-4(

d، است و در نتيجهda در جهت بردارEبه بيان ديگر ميدان. شعاع است Eda⋅ =E a 
   است باشار گذرنده از اين سطح برابر. است

  

  

r  
dr  

  ي  جزء حجم دركره4-21شكل 
 با توزيع بار نايكنواخت

r  

    سطح گوس در4-22شكل 
rيناحيه R< 

  سطح
 گوس
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) 44-4(  2(4 )E d E da E da E rπΦ = ⋅ = = =∫ ∫ ∫E a  

چون توزيع بار يكنواخت نيست، بايد در حجمي كه .  ، را حساب كنيمencqاينك بايد مقدار بار موجود در درون سطح گوس،
  : انتگرال بگيريم، از چگالي بارسطح گوس مرزهاي آن است

)45-4(  ( )enc sin
V V

rq d r d d dr
R

ρ τ ρ θ θ φ
′⎛ ⎞ ′ ′= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ 2  

sinr d d drθ θ φ2چون.  جزء حجم در مختصات كروي استsin d
π

θ θ =∫ d و2
π
φ π=∫

2 ي  در نتيجه، رابطه،است2
  شودصورت زير ساده ميبه) 45-4(

)46-4(  ( )sin ( )( )
r

enc
V V

r rrq d r d d dr r dr
R R R R

ρ πρ πρρ τ ρ θ θ φ π
′⎛ ⎞ ′ ′ ′ ′= = = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ ∫
4 4

2 3 42 2 4  

encEبنابراين، از برابري q εΦ   آيددست ميبه =

)47-4(  ( ) ;I
r rE r E r R

R R
ρ π ρπ
ε ε

= ⇒ = <
4 2

24 4  

rي مربوط به ناحيهEبراي اين كه تاكيد كنيم R<است آن را با IEعبارت است از ميدان نمايش برداري.  نشان داديم  

)48-4(  ˆ ;I
r r R

R
ρ
ε

= < <E r
2

4  

II) rناحيه R>  :(اي است كه شعاع آنسطح گوس باز هم كرهr R> قانون گوس، داريم بنا به). 4-23شكل (  است  

)49-4(  enc
II

S

qd
ε

⋅ =∫ E a  

بر ي بار را درهمهيع بار است، چون شعاع سطح گوس بزركتر از شعاع توز
encq :استحساب شده ) 4-43(ي  در رابطهآنمقدار . دارد Q Rρ π= = 3 .

روشن است كه به خاطر تقارن كروي توزيع بار، ميدان الكتريكي در روي 
) 4-49(ي در نتيجه، رابطه.  استي آن مقدار ثابتيسطح گوس شعاعي و اندازه

  آيديصورت زير در مبه

  

 )50-4(  ( ) II II ˆ ˆ ,enc
II II

S

q R Rd E r E r R
r

ρ π ρπ
ε ε ε

⋅ = ⇒ = ⇒ = = >∫ E a E r r
3 3

2
24 4  

rشود، در اين ناحيه ميدان به صورتهمان طور كه ديده مي اين را از قانون كولمب هم انتظار داشتيم، چون . كند تغيير مي21
  .كند رفتار مي كره در مركزاي  جايگزيدهحالادر بيرون توزيع بار قرار داريم و توزيع بار مانند بار نقطه

  
 گونه كه ديديد، در اينهمان.  هايي بودند كه توزيع بار الكتريكي از تقارن كروي برخوردار بودبالا نمونههاي مثال •

 را در Eدهد تا ميدان الكتريكيوجود تقارن به ما اجازه مي. مركز با توزيع بار استاي همها، سطح گوس مناسب، كره وضعيت
  . شودبديهي مياين كار انتگرال گوس با . قانون گوس، از زير علامت انتگرال خارج كنيم

  اي داشته اگر توزيع بار الكتريكي تقارن استوانه. اي استتوانيم آن را بررسي كنيم، تقارن استوانهتقارن ديگري كه اينك مي

r  

rي   سطح گوس درناحيه4-23شكل  R> 

 سطح گوس
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  .كنندهاي زير اين نكته را روشن ميمثال. محور با توزيع بار استاي همتوانهي مناسب براي سطح گوس، اسباشد، گزينه
  

 قرار λ يكنواخت با چگالي، بار خطيناچيز بر روي سيم بينهايت درازي با شعاع : ميدان سيم باردار بينهايت دراز4-7مثال 
  .  دست آوريد از سيم بهrيميدان الكتريكي سيم را در فاصله. دارد
سيم بينهايت دراز تقارن )  1( :ها را برخواهيم شمرددر اين مثال هم گام : حل

 ،طور يكنواخت روي سيم توزيع شده استبار الكتريكي به) 2. (ارداي داستوانه
 بيرون از بايد به سوي) 4-24( ل همانند شكEبنابراين، جهت ميدان الكتريكي

در ). ي كاغذ عمود استدر اين شكل، سيم بر صفحه(محور تقارن سيم باشد 
ي ميدان محور با سيم، اندازه و همrي به شعاعروي سطح جانبي استوانه
 و اي به طولبنابراين، سطح گوس را استوانه. الكتريكي مقدار ثابتي است

سطح گوس نشان داده ) 4-25(در شكل . گزينيممحور با سيم برمي و همrشعاع
 و rاي به شعاعاستوانه(دار بار موجود در درون سطح گوس مق) 3. (شده است

encqبرابر) با سيممحور  همو طول λ=گونه كه در شكل همان) 4 (. است
Sيدو سطح قاعده: شود، سطح گوس سه قسمت داردديده مي) 25-4( S و1    و2

  

Sسطح جانبي   شار گذرنده از سطح گوس برابر  . 3
  
  

)51-4(  ( )

dSE
d d dS S S

E A E rπ

Φ = ⋅∫

= ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫

= + + =

E a

E a E a E a
1

1 1 2 2 3 31 2 3
23 3

  

Eدر اينجا. است E≡3ست، از گونه كه از شكل پيداهمان.  قرار داديم
 بر da2 وda1گذرد؛ چون جزء سطحي استوانه شاري نميسطوح قاعده

با استفاده از قانون ) 5. (است، عمود اند شعاعي ميدان كه در راستاي
  گوس داريم

)52-4(  ( )encq
E r EE r

λ λπ
ε ε πε

Φ = ⇒ = ⇒ =
1 22 4  

  

   

از قانون كولمب به ) 2-95(ي  و با رابطه2-9اي كه براي مثال اين پاسخ ، با نتيجه
ي سطح كه پاسخ نهايي به طول استوانهتوجه كنيد. دست آورديم كاملا يكسان است

اين رفتار . كند از محور تقارن تغيير ميr ي ندارد و با عكس فاصلهگوس بستگي
  .شودديده مي)4-26( در نمودار شكل

  

                    

  
  متناسب  فاصله از محور استوانه با R به شعاع درازيي بسياراستوانه چگالي بار حجمي در :اي توزيع بار استوانه4-8مثال 

E  

 جهت ميدان الكتريكي سيم 4-24شكل 
 بينهايت دراز

 سطح گوس براي سيم بينهايت    4-25شكل 
 نواختدراز با توزيع بار يك

E1  

+ + +  +++  
r  

da1  S1  

da2  

E2  

S 2  

da3  
E3  

S 3  

 سطح گوس 

  ميدان سيم بينهايت دراز4-26شكل 
r

E
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   .آوريد دسته ميدان الكتريكي را در درون و بيرون اين توزيع بار ب  داده شده است). مقدار ثابتي استkr=ρ )k  و بااست
 rاي به شعاعدر روي استوانه. اي داردتوزيع بار تقارن استوانه :حل

بنابراين، سطح گوس را . اش مقدار ثابتي استميدان شعاعي و اندازه
:  شده استفضا به دو ناحيه تقسيم. كنيم انتخاب ميrاي به شعاعاستوانه
I) rيناحيه R<(يو ناحيهII) r R>.( ميدان الكتريكي دو ناحيه را

  .كنيمجداگانه حساب مي

  

rاي به شعاعاستوانه) 4-27( سطح گوس را برابر شكل :Iناحيه R<داريم.  انتخاب كنيد و به طول  

)53-4(  enc
I

1

S V

qd dρ τ
ε ε

⋅ = =∫ ∫E a  

 صورته اي جزء حجم ب در مختصات استوانه.  حجمي است كه سطح گوس مرزهاي آن استVدر انتگرال سمت راست
d r dr d dzτ φ′   بنابراين .  است=′

)54-4(  . ( )( )
r

سѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧطح

d d kr r dr d dz lk r dr k rρ τ φ π π
ε ε ε ε

′ ′ ′ ′ ′= = = =∫ ∫ ∫ ∫E a 2 21 1 1 22 3  

  . است مساويdz و انتگرال رويπ2 برابϕdرال روي توجه داشته باشيد كه انتگ
 سطح يدهيعني شار خالص گذرنده از دو سطح قاع. بايد در راستاي شعاع و به سمت بيرون باشدEآموزد كه تقارن مسئله مي
  كنيمجانبي را حساب مي ، فقط شار گذرنده از سطحدر نتيجه. گوس صفر است

  
  
)55-4(  

( )

ˆ ;

d E da E r k r E kr

kr r R

π π
ε ε

ε

⋅ = = = ⇒ =

= <

∫ ∫E a

E r

3 2

2

1 2 12 3 3
1

3

  

rمحور با توزيع بار و به شعاع هماي استوانه را هم سطح گوسباز :IIناحيه R>ياستوانه(كنيد  انتخاب   و به طول   
چين ي نقطهبار كل در درون اين استوانه). ببينيد  را4-28شكل چيننقطه

  برابر 
  
)56-4(  

( )( )

R

Q d kr r drd dz

k r dr kR

ρ τ φ

π π

′ ′= =

′ ′= =

∫ ∫

∫ 2 322 3
  

  در نتيجه داريم. است

  

  در نتيجه داريم

)57-4(  enc
سѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧطح

d q kRπ
ε ε

⋅ = =∫ E a 31 1 2
3  

  :ي يكساني داردجاي روي سطح گوس، شعاعي است و اندازهميدان الكتريكي در همهپس، . اي دارداستوانه تقارن ي بارآرايه

)58-4(  ˆ( )
سѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧطح

k Rd da k R r k R
r

π π π
ε ε ε

⋅ = = = ⇒ =∫ ∫E a E E E r
3

3 32 223 3 3  

rي سطح گوس براي ناحيه4-27شكل  R< 

R  
r R<  

 

rي سطح گوس براي ناحيه4-28شكل  R> 

R  

 

r R>  
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محور با توزيع بار اي هماي داشته باشد، سطح گوس مناسب همواره استوانهاگر توزيع بار الكتريكي تقارن استوانه •
  .است

  .كنيمميدر مثال زير اين وضعيت را بررسي . اي است مهم است، تقارن صفحهكار بردن قانون گوسآخرين تقارني كه در به
  

  xyيدر صفحه σاي با چگالي بار سطحي يكنواختي بينهايت گسترده صفحه:ي باردار بينهايت گسترده صفحه4-9مثال 
  . دست آوريدكتريكي صفحه را در همه جا بهدان ال مي).4-29( شكل .قرار دارد

چون توزيع بار )  2. (اي داردي بينهايت گسترده تقارن صفحهصفحه)  1  (:حل
 صفحه عمود و به  بايد برEدر روي صفحه يكنواخت است، ميدان الكتريكي

E=Eˆبنابراين. سوي بيرون از صفحه باشد k هاي در روي صفحه .است
سطح گوس را . ي ميدان مقدارثابتي استي باردار، اندازهموازي با صفحه

 در نظر بگيريد كه نيمي از آن " قوطي كبريتي" يااستوانه)  4-30(همانند شكل 
اين سطح گوس . ي باردار و نيم ديگرش در زير آن قرار گيرددر بالاي صفحه

Sهايسطوح قاعده: از سه سطح تشكيل شده است 1،S S و سطح جانبي2 3.  

                             

  در اين صورت شش سطح خواهيم داشت كه دو. مكعب مستطيل، فرض كنيم، يك انستيم سطح گوس را يك قوطي كبريتمي تو(
 جانبي را چهار سطحي ديگر  و چهار رويهي و پايينييهاي بالاهتاي آنها روي
چون توزيع بار يكنواخت است، بار موجود در درون ) 3.) (دهندتشكيل مي
encqسطح گوس Aσ= توجه كنيد كه. استA A A= =1 ي  سطح قاعده2

    با استبرابرگذرنده از سطح گوس شار كل ) 4( . اندي استوانه و پايينييبالا

)59-4(  
1 2 3

1 1 2 2 3 3E
S S S S

d d d dΦ = ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫E a E a E a E a  

⋅d : همواره بر سطح باردار عمود است، پسEچون ميدان  =E a3   و 3
  آيدصورت زير در ميبه) 4-59(ي در نتيجه رابطه

  
)60-4(  

( )

E
S S S S

d d d d

E A E A E E A

Φ = ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅

= + + = +

∫ ∫ ∫ ∫E a E a E a E a
1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 1 2

  
  

      
       

 هايي ميداني باردار به يك اندازه اند، بنا به تقارن، اندازهي بالايي و پاييني سطح گوس از صفحهي دو سطح قاعده فاصلهچون
E1و E E: بايد برابر باشند2 E E= ≡1   صورت زير نوشتتوان بهده از اين سطح گوس را ميبنابراين، شار كل گذرن. 2

)61-4(  E AEΦ = 2  
encE،با استفاده از قانون گوس) 5( q εΦ    ، داريم=

)62-4(  enc
E

q AAE Eσ σ
ε ε ε

Φ = = = ⇒ =2 2  

ي باردار بستگي  است و به فاصله از صفحهي نقاط فضا يكنواختي باردار بينهايت گسترده در همهپس، ميدان الكتريكي صفحه
   تراين همان رفتاري است كه پيش .نشان داده شده است) 4-31(ي باردار در شكل رفتار ميدان نسبت به فاصله از صفحه. ندارد

 ي باردار بينهايت گستردهصفحه 4-29شكل 

+ + + + + + + + + +  

++ + + + + + + + + +
+ + + + + + + + + + +  

+ + + + + + + + + +  

E  

E  

x  

y  

E1  
E3  da1  

da3  

E2  
da2  

 سطح گوس

 سطح گوس براي توزيع بار 4-30شكل 
 ي بينهايت گستردهصفحه
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با ) 2-37(و شكل ) 2-116(ي با رابطه  ديديم و2-14در مثال 
  .استفاده از قانون كولمب به دست آورديم

 .ي ميدان به صورت زير استشكل بردار

  

)63-4(  
ˆ ;

ˆ ;

z

z

σ
ε
σ
ε

⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪− <
⎪⎩

k
E

k

2

2

  

  توجه كنيد كه بازهم در اينجا گسسته بودن ميدان را در گذار از 

  

  ي باردار و درست در بالاي صفحه عبارت است ازتفاوت ميدان الكتريكي درست در زير صفحه. بينيمسطح باردار مي

)64-4(  z z zE E E σ σ σ
ε ε ε+ −

⎛ ⎞
Δ = − = − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠2 2  

   
 از يكديگر در dي به فاصله)4-32(برابر شكل  ي بينهايت گسترده دو صفحه:ي باردار ميدان الكتريكي دو صفحه4-10مثال 
  .ي نقاط فضا حساب كنيدميدان الكتريكي را در همه.  است−σ و+σها چگالي بار سطحي صفحه. . قرار دارندxyيصفحه

  ها يكسان است؛ ي چگالي بار صفحهچون اندازه. دست آورديم به4-9ينهايت گسترده را در مثال ي ب ميدان يك صفحه:حل
  :ميدان آنها عبارت اند از

)65-4(  E E σ
ε+ −= = 2

  

ي با بار مثبت به سوي بيرون از  صفحهافزون براين، ميدان
  .ي با بار منفي به سوي صفحه استصفحه و ميدان صفحه

  هاي الكتريكي آنها عبارتند ازميدان پس، ). را ببينيد4-33شكل (
  
)66-4(  

ˆ ;

ˆ ;

z d

z d

σ
ε
σ
ε

+

⎧+ >⎪⎪= ⎨
⎪− <
⎪⎩

k
E

k

22

22

  

  و
  
)67-4(  

ˆ ;

ˆ ;

z d

z d

σ
ε
σ
ε

−

⎧− > −⎪⎪= ⎨
⎪+ < −
⎪⎩

k
E

k

22

22

  

  

  

  

  
  

  دو صفحه به صورت زير خواهد بود ، اگر آنها را با هم جمع برداري كنيم، ميدان4-9ي مثال نتيجهبا استفاده از اصل برنهش و 
  

  

)68-4(  
( )

ˆ ,
ˆ ,

ˆ ,

z d

d z d

z d

σ ε

⎧ >
⎪⎪= − > > −⎨
⎪ < −⎪⎩

k

E k

k

2
2 2

2
  

ي باردار  نمودار ميدان الكتريكي صفحه4-31شكل 
 بينهايت گسترده برحسب فاصله از صفحه

σ
ε2  

σ
ε− 2  

z

zE  

  دو صفحه با بارهاي ناهم علامت4-32شكل 

 ي با بار مثبت و منفيها ميدان الكتريكي صفحه4-33شكل

+ + ++ + + + + + + +  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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هاي يعني در ناحيه(ها بينيم كه ميدان در بيرون فضاي بين صفحهمي
z d> z و2 d< − ي ميدان اندازهو در فضاي بين آنها  صفر است) 2

Eو برابردو برابر ميدان هر صفحه  σ ε=اين ) 4-34(در شكل ..  است
  توان ديدوضعيت را مي

      

  
 z وxدر راستاي محورهاي را در نظر بگيريد كه d2برشي به ضخامت) 4-35(برابر شكل :   ميدان برش باردار 4-11مثال 

y بهyتا بينهايت گستره است و در راستاي محور d= y  و− d=   اين برش يكنواخت و   چگالي بار حجمي.  محدود است+
  )فاصله از مركز(  y ميدان الكتريكي را به صورت تابعي از.  استρبرابر

  .دست آوريدهب
اي كه صفحه( xzصفحهدر ) اي داردمسئله تقارن صفحه(رن  بنابه تقاحل

  سطح گوسابراين، بن.ميدان صفر است) كندضخامت برش را به دو نيم تقسيم مي
 در نظر بگيريد كه يك قاعده آن در )4-36( شكل  مانندي يا قوطي كبريت  استوانهرا

روشن است كه از .  از مركزاستyي فاصله ديگر آن دري و قاعدهxzصفحه
بنا به . فر استجا صگذرد، چون ميدان در آني سمت چپ شار الكتريكي نميقاعده

 شار گذرنده از  فقط بايدپس،. تقارن، شار گذرنده از سطح جانبي هم صفر است
 Aفرض كنيد مساحت سطح قاعده. ي سمت راست را حساب كنيمسطح قاعده

  :است از قانون گوس داريم
  
  
)69-4(  

enc

ˆ ;

d q Ay EA Ay

y y d

ρ ρ
ε ε ε

ρ
ε

⋅ = = ⇒ =

⇒ = <

∫ E a

E j

1 1 1

  

yي ناحيهدر  d>بارموجود در درون سطح گوس برابر encq Adρ=  و است
  در نتيجه ميدان در اين ناحيه عبارت است از

  
  
)70-4(  ˆ ;

enc
Ad Add q EA

d y d

ρ ρ
ε ε ε

ρ
ε

⋅ = = ⇒ =

⇒ = >

∫ E a

E j

1

  

  
اي  اي و صفحه هاي استوانه تقارنوقتي با  دهند كه نشان ميي بالاهامثال : نكته

تا بينهايت ادامه داشته بايد اي  اي و صفحه ه توزيع بار استوانسروكار داريم،
  البته اين شرايط  فراهم نيست ولي در عمل . دنها برقرار باشباشند تا اين تقارن

   

        ♣.دست آوردهتقريبي ب  هاي گسترده استفاده كرد و پاسخ هاي دراز و صفحه توان از آنها براي استوانه مي

x  

y  

z  

ρ  

d−  d+  

 نماي روبرو ازبرش 4-36شكل
  بينهايت گسترده

y d<  

y d>  

 سطح گوس

_ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

+ + + + + + + + + + + + + + +  

 ي موازيدان دو صفحه مي4-34شكل 

ĵ  

  برش بينهايت گسترده4-35شكل 

d2  
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 ناشي از توزيع بار با  براي يافتن ميدان الكتريكيتوان از شكل انتگرالي قانون گوسنه مي اين بخش نشان داديم كه چگودر
  .در جدول زير، اين روش براي توزيع بار خطي، سطحي و حجمي جمع آوري شده است. هاي معين استفاده كردتقارن

  تكره با بار حجمي يكنواخ  توزيع بار سطحي بينهايت  توزيع بارخطي بينهايت  سامانه
  
  
  

  شكل

  
  

  

  

  
  

                   

  
  

  كروي  اي صفحه  اياستوانه  تقارن
  
  

تعيين 
  Eجهت

  
  

  

 

  

  
هاي ناحيه
  فضا

r >  z z   و< <  r a≥  وr a≤  

  
سطح 
  گوس

 

 
 

  

 

)   شار )E E rπΦ = 2  E EA EA EAΦ = + = 2  ( )E E rπΦ = 24  
encq  encqبار λ=  encq Aσ=  ( )

enc
;

;
Q r a r aq
Q r a

⎧ ≤⎪= ⎨
>⎪⎩

3
  

انون ق
  :گوس 

E enc
q εΦ =  

  

E
r

λ
πε

= 2  

  

E σ
ε

= 2  
;

;

Qr r a
a

E
Q r a

r

πε

πε

⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ ≥
⎪⎩

3

2

4

4

  

E  

 سطح گوس

E  E

E

2
da  

1
E  

2
E  

1
da  

3
da  3

E  

 سطح گوس

 وسگسطح
3

da  

2
da  

3
E  1

da  

2
E
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  بار: حل كنيد قانون گوس دوباره  را با استفاده از4-1مثال :  در مركز يك مكعب واقعايشار بار نقطه  باز هم4-12مثال 
شار .  قرار داردdدر مركز مكعبي به ضلع) 4-37(  برابر شكل qاينقطه

  .ي مكعب را به دست آوريدگذرنده از يك رويه
d⋅∫Eشاربراي يافتن  استفاده از قانون گوس، :حل a گذرنده از هر سطح 

 كه شار دانيمه به تقارن مكعب، ميبا توج. شيوه استمكعب ساده ترين 
ي شار كل گذرنده از سطح بسته. ها باهم برابرندگذرنده از هر يك از رويه

∫⋅dمكعب  E aبرابر q ε ي، يك بنابراين، شار گذرنده از يك رويه. است
q كه برابراستششم سار كل  ε6است4-1اين همان پاسخ مثال .  است   

  

  

  
 را با 4-2 مثال : مكعبي گوشه در يك واقعايشار بار نقطه باز هم 4-13مثال 

ي در يك گوشه) 4-37( برابر شكل qبار: استفاده از قانون گوس دوباره حل كنيد
ي روبروي مكعب را به دست شار گذرنده از رويه. قرار دارد  dمكعبي به ضلع

  .  آوريد
 كه بار در  نياز داريم  در قانون گوس همواره به يك سطح بسته ، سطح گوس،:حل

  اما . گويدي شكل سطح گوس نميقانون گوس چيزي در باره. درون آن قرار دارد

  

  از اين نكته .شودميي نقاط روي سطح گوس مقدار ثابتي ميدان در همههمان طور كه ديديم، اگر مسئله تقارن داشته باشد، 
 مكعب يكسان را 8اگر ) 4-39(برابر شكل . كنيمبراي حل مسئله استفاده مي

 در qآيد كه باردست ميي مكعبي بهار دهيم، يك سطح بستهكنار هم  قر
 d سطح مربع شكل به ضلع24 از اين سطح بسته. مركز آن قرار دارد
q، شار گذرنده از سطح بستهبنا به قانون گوس. تشكيل شده است ε 

1گبنابراين، شار گذرنده از يك سطح مكعب بزر. است  ،پس.   آن است24
qپاسخ مسئله ε24  به دست 4-2همان پاسخي است كه در مثال است؛ 

  .آورديم

           

  
   شكل ديفرانسيلي قانون گوس3-3-4**  
 بنا به :نوشت ديفرانسيلي را به شكل قانون گوس توان مي) پيوست اين فصل نگاه كنيد به (ي ديورژانس با استفاده از قضيه 

)تاررفرژانس، براي هر ميدان برداري خوشقضيه ديو )A rكه در حجم V تعريف شده باشد، داريم  

d  d  

q  

d  

 ي مكعب  بار در گوشه4-38شكل 

  شار گذرنده از يك سطح 4-37شكل 
 اي در مركز مكعب ناشي از بار نقطه

q  

 ي مكعباي در گوشه بار نقطه4-39شكل 
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)71-4(  ( )
S V

d dτ⋅ = ∇ ⋅∫ ∫A a A  

)ميدان برداري.  استV مرزهاي حجمSسطح. شود گرفته ميSيروي سطح بسته) 4-71(ي انتگرال سمت چپ رابطه )A r 
  . باشدEتواند، ميدان الكتريكيمي

  داريم) 4-25(و ) 4-17(هاي از رابطه. حال قانون گوس را براي توزيع بار حجمي در نطر بگيريد
)72-4(  enc

S V

d q dρ τ
ε ε

⋅ = =∫ ∫E a 1 1  

  آيددست ميبه. كار ببريدبه) 4-72(ي  انتگرال سمت چپ رابطهدر، را )4-71 (يبطه، راي ديورژانساينك، قضيه
)73-4(  ( ) ( )enc

S V V V V

d d q d d dτ ρ τ τ ρ τ
ε ε ε

⋅ = ∇ ⋅ = = ⇒ ∇⋅ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫E a E E1 1 1  

  براي هر جزء حجمي برقرار است، در نتيجه ) 4-73(ي ي بالا، ما جزء حجم خاصي را برنگزيديم و بنابراين، رابطهدر رابطه
  توان نوشتمي

)74-4(  ρ
ε

∇ ⋅ =E 1  

 شده باشد و بخواهيم توزيع بار ايي كه ميدان الكتريكي دادههدر مسئله. شكل ديفرانسيلي قانون گوس است) 4-74(ي رابطه
، در بيشتر با وجود اين. شود گوس سودمند ميدست آوريم ، شكل ديفرانسيلي قانوني ميدان را بهكي به وجود آورندهالكتري
ها كار كردن با در اين مسئله. روستاتيك، توزيع بار الكتريكي معلوم است و هدف يافتن ميدان الكتريكي آن استهاي الكتمسئله

  براي يافتن آن دانستن ديورژانس وچون ميدان الكتريكي يك كميت برداري است. شكل ديفرانسيلي قانون گوس آسان نيست
 ،بنابراين.  داده شودميدان هم بايد يا كرل تاو بلكه ، كافي نيست تنهايي به)شودديده مي) 4-74(آنگونه كه در رابطه  (ميدان
، )4-17(ي ها شكل انتگرالي قانون گوس، رابطه در اين گونه مسئله.بسنده نيست Eبه تنهايي براي يافتن) 4-74 (يرابطه

هاي تر از كاركردن با كميت، آسانمانند شار ميدان الكتريكي عددي، هايتر است؛ چون كار كردن با كميتمناسب و اقتصادي
تري ظاهر  صورت طبيعيه اي، خطي، سطحي و حجمي ب در شكل انتگرالي قانون گوس بارهاي نقطهافزون بر اين، . برداري است

  .شوند مي
  شويمهاي الكتروستاتيك آشنا ميدر مسئله) 4-74(ي هاي زير با روش استفاده از رابطهدر مثال

  
kr=Eˆصورت بهدر مختصات كروي اي از فضا در ناحيهميدان الكتريكي  :ي بار از ميدان الكتريكي  محاسبه4-14مثال  r3 

  .  مقدار ثابتي استkكه در آن داده شده است
  .دست آوريده را بρچگالي بار ):الف(
) 2 (قانون گوس وبا استفاده از ) 1 (ي به مركز مبدا مختصات را با دو شيوهوRاي به شعاع بار كل موجود در درون كره  ):ب(

  .حساب كنيد به طور مستقيم،
  ي شعاعي دارد،  داريمو اين كه ميدان الكتريكي فقط مولفه) 4-74(ي با توجه به رابطه : )الف(  :حل

)75-4(  ( ) ( )r kr kr kr
r r r r

ρ ε ε ε ε∂ ∂
= ∇⋅ = = =

∂ ∂
E 2 3 5 2

2 2
1 1 5  

  توان نوشت  با استفاده از  شكل انتگرالي قانون گوس مي:)1(روش  )ب(
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)76-4(  ( )( )Q d kR R kRε ε π πε= ⋅ = =∫ E a 3 2 54 4  
  :آيددست مي به)4-75(ي با استفاده از رابطه. گيري مستقيمبا انتگرال  ):2(روش 

)77-4(  ( )( )
R R

Q d kr r dr k r dr kRρ τ ε π πε πε= = = =∫ ∫ ∫2 2 4 5
05 4 2 4  

  
 فضايي اي از مختصات  متناهي و تابع پيوستهρ كهتوان استفاده كردمييلي قانون گوس تنها هنگامي شكل ديفرانس از: نكته
اي  طههاي نقبار كه  وضعيتي يا  و گسسته استاي كه بار به صورت نقطهوضعيتيمانند (اشد اگر اين شرط برقرار نب. باشد

فيزيكي اين بدان معني است كه از نظر . كند سمت بينهايت ميل ميبه  Eديورژانس)  استگسسته روي  خط يا سطح توزيع شده
 در نظر بگيريم با را اگر توزيع بارهاي نقطه ،پس. شود  واگرا مي والكتريكي محدودي از جزء حجم بسيار كوچكي خارجشار 

  م داشتاي خواهي ميل كردن و نزديك شدن به مكان بار نقطه

)78-4(  1lim
r

dρ ε ε
τΔ →

= ∇ ⋅ = ⋅ →∞
Δ ∫E E a  

  يعني.  بينهايت نيست بلكه مقدار آن محدود استايدانيم كه شار ناشي از بار نقطهاما مي

)79-4(  enclim
r

q qd
ε εΔ →

⋅ = =∫ E a  

 دريك آنپاسخ . س ميدان آن را حساب كرد توزيع پيوسته نوشت و ديورژانايبراي بار نقطه توانشايد بپرسيد كه چگونه مي
 در qاياگر بار نقطه. در اينجا مجال پرداختن به آن نيست.  است◊تابع دلتاي ديراكي فني نهفته است و نيازمند آشنايي با نكته
r=′مكان rت زير نوشت باشد، آنگاه با توجه به تعريف تابع دلتاي ديراك مي توان چگالي آن را به صور  

)80-4(  ( ) ( )qρ ′= −r δ r r  
)تابع )δ ′−r rبه ازاي تمام نقاط ′≠r rصفر و براي ′=r rتابع دلتاي ديراك با انتگرال آن تعريف .  مقدارش بينهايت است
  :شودمي

)81-4(  ( )dτ
+∞

−∞

′− =∫ δ r r 1  

  هاي تابع دلتاي ديراك عبارتند ازمهم از ويژگيي دو نمونه. هاي خاصي برخوردار استو از ويژگي
)82-4(  
)83-4(  

( )
( ) ( )

( ) ( )f f

δ

′− =

′ ′− = −
∫ r δ r r r

r r δ r r
  

  ب تابع دلتا نوشتصورت زير برحستوان به، چگالي توزيع بار را ميirهاياي در مكاناي از بارهاي نقطهبراي مجموعه
)84-4(  ( ) ( )i i

i

qρ ′ ′= −∑r δ r r  

  نوشترا به صورت زير   ixهاي در مكانهاي گسستاي از بارهاي نقطهتوان توزيع خطي مجموعهاز اين رابطه مي
)85-4(  ( )( ) i i

i
x q x xλ δ′ ′= −∑  

   توزيع شوند، چگالي آن عبارت است ازxyاي در روي سطحو اگر بارهاي نقطه

                                                 
◊ Dirac’s Delta Function 
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)86-4(  ( )( ) ( )i i i
i

q x x y yσ δ δ′ ′ ′= − −∑r  

)اي در مكانپس، چكالي بار براي يك بار نقطه ),x y1 ) عبارت است از1 )( ) ( )q x x y yσ δ δ′ ′ ′= − −r 1 ي  رابطهبنابراين، .1
r=′كان در م جايگزيدهاي براي يك بار نقطه) 78-4( rآيدصورت زير درمي به  

)87-4(    ( )
0

q δ
ε

′∇ ⋅ = −E r r                                           ♣  

  
)انتگرال  : انتگرال تابع دلتا4-15 مثال )x x dxδ −∫

3 3   . را حساب كنيد2

)داريم ) 4-82(ي  با توجه به رابطه:حل )x x dxδ − = =∫
3 3 32 2  صفر بود پاسخ انتگرال 3اگر حد بالاي انتگرال به جاي  . 8

  . شدصفر مي
  

يا بار وجود  (ي فضا كه چگالي بار صفر استشود كه در هر ناحيه، ديده مي) 4-74(ي  قانون گوس، رابطهاز شكل ديفرانسيلي
  . ديورژانس ميدان الكتريكي هم صفر است) ندارد

 .دست آمدانس و شكل انتگرالي قانون گوس بهي ديورژ، با استفاده از قضيه) 4-74(ي ، رابطهنسيلي قانون گوسشكل ديفرا
ويژگي سرشتي ديگر آن با كرل (كند هاي سرشتي ميدان الكتريكي را توصيف ميديورژانس ميدان الكتريكي يكي از ويژگي

دست آورديم و ل از يك توزيع بار را با استفاده از قانون كولمب بهيدان الكتريكي حاص م2در فصل  ). شودميدان توصيف مي
 و ويژگي انجامدمي) 4-74(ي هم به نتيجه) 2-80(ي پرسش اين است كه آيا ديورژانس رابطه. نشان داديم) 2-80(ي با رابطه

بگذاريد . است) 2-80(ي ژانس رابطه ديوري مستقيمودن آن محاسبه؟ بهترين راه آزمكندسرشتي ميدان الكتريكي را نمايان مي
 توجه كنيد كه بررسي الكتروستاتيك را ما با .يمدست آورا به و دوباره شكل ديفرانسيلي قانون گوس رهمين كار را انجام دهيم

زمون بنابراين، آ. در واقع، هيچ چيز ديگري تاكنون بر اين دو اصل نيفزوديم. آغاز كرديم دو اصل قانون كولمب و اصل برنهي
  . تواند بر اعتبار رويكرد ما به الكتروستاتيك بيفزايدرو ميپيش

   بنويسيمتر بيشرا يك بار ديگر و اندكي با جزييات) 2-80(ي  اجازه دهيد رابطه

)88-4(  ˆ
( ) ( )dρ τ

πε ∞

′= ∫E r r2
1

4  

≡′كه در آن −r r كنم كه برداريادآوري مي. استrخواهيم ميدان را حساب كنيم ودهد كه در آنجا مي مكاني را نشان مي′r 
روي حجمي بود كه توزيع گيري انتگرال)  2-80 (ي رابطه در. آورندبردار مكان بارهاي چشمه است كه ميدان را به وجود مي

را ) 2-80(ي اين جايگزيني رابطه. جايگزين شده است) ∞( فضا محجم با حجم تمااين ) 4-88(ي در رابطه. بر داشتبار را در
ρ، وراي حجمي كه بار را احاطه كرده است،دهد، چون در فضاي اضافيتغيير نمي چنين، توجه كنيد كه وابستگي هم.  است=

  بنابراين ، داريم.   نهفته است در بردارr بهEميدان

)89-4(  2

ˆ1 ( )
4

dρ τ
πε ∞

⎛ ⎞ ′∇ ⋅ = ∇ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫E r  

)ي، مسئله به محاسبهپس )ˆ∇⋅ است و در نتيجه   وابستهي شعاعيي ديورژانس فقط به فاصلهشناسه. يابد كاهش مي2
  داريم. تر استي آن در مختصات كروي سادهمحاسبه
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)90-4(  ( )ˆ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ⋅ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2

2 2 2 2
1 1 1 1  

قدارش بينهايت  تكينه است و م= تفسيم شده است، در2چون به: اين محاسبه اگرچه ساده بود، اما يك ايراد جدي دارد
ˆبه بيان ديگر، ديورژانس. شودمي  با وجود اين، انتگرال. بينهايت است كه مقدارش = دربه جز صفر است  در همه جا2

ˆ اين درست همان شرايطي است . )4-88(ي نگاه كنيد به رابطه (قدار ثابتي است را دربر دارد، م=  روي هر حجمي كه2
  نويسيمصورت زير ميدر نتيجه، براي اين كه اين رفتار را به حساب بياوريم، آن را به. كندابع دلتاي ديراك را تعريف ميكه  ت

)91-4(  ˆ
( )π⎛ ⎞∇ ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
δ r2 4  

  پس، 
)92-4(  ( ) ( ) ( )dπ ρ τ ρ

πε ε
′ ′ ′∇ ⋅ = − =∫E δ r r r r1 144  

  .و شكل ديفرانسيلي قانون گوس است) 4-74(ي كه همان رابطه
  

  :هاي الكتريكي زير را حساب كنيدتوزيع بار مربوط به هر يك از ميدان : ي توزيع بار باز هم محاسبه4-16مثال 
)                                    ):الف( )ˆ ˆ ˆk x y z= + −E i j k2 3)    kمقدار ثابتي است (  

                                          ):ب(
ˆ ;

ˆ ;

C r a
r
C r r a
a

⎧ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ ≤
⎪⎩

r
E

r

2

3

 )   Cمقدار ثابتي است  (  

  )الف(   :حل

)93-4(  ( ) ( ) ( )k x y z
x y z

ρ ε ε
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

= ∇ ⋅ = + − =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
E 2 3  

  )ب(
  
  
)94-4(  
  
)95-4(  

( )

( )

( )

( ) ;

;

rr E
r r

Cr C r a
r r r r r

CC r C rr r a
r r a r r a a

ρ ε ε

ρ ε ε

ερ ε ε

∂
= ∇ ⋅ =

∂
∂ ∂⎛ ⎞⇒ = = = >⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= = = <⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r E

r

2
2

2
2 2 2

3
2 0

2 3 2 3 3

1

1 1

31 1

  

  
با  ميدان الكتريكي در بالاي سطح زمين  است عاديروزهايي كه هوادر  : بار الكتريكي هواي بالاي سطح زمين4-17 مثال
)ˆيرابطه )z zae beα β− −= − +E z  كه در آن شودميدادهαβ,,,ab ند وا مقادير ثابت و مثبتzارتفاع از سطح زمين است . 

zاز A مقطع با سطحبار كل موجود در يك ستون عمودي. دست آوريدهصورت تابعي از ارتفاع به را بzρ)(بارچگالي    تا =
∞=z را ببينيد) 4-40( شكل .را حساب كنيد.  
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ρاريم از شكل ديفرانسيلي قانون گوس د:حل ε= ∇ ⋅E . ،بنابراين            
)96-4(  ( ) ( )z zz ae b eα αρ ε α β− −= +  

   شود كه در روي ديده مي)4-40(با استفاده از شكل انتگرالي قانون گوس و با توجه به شكل 
⋅dسطح جانبي =E a )هاي ن در روي سطحگذرد، شار ميداهاي ميدان از سطح جانبي نميخط
ي سطح در روي آنها برهم  و بردار يكهEصفر است، چون ميدان الكتريكي) 4-40(جانبي شكل 

  چون ميدان به طور نمايي با ارتفاع  (E= ميدان هوا،در روي سطح بالايي ستون.) عمودند

  

  پس،. است) كندفروافت مي

)97-4(  enc
enc( ) ( ) ( )

S

qd E z A a b A q a b Aε
ε

⋅ = − = = + = ⇒ = +∫ E a  

  
تر  توجه كنيد كه پيش( . را با استفاده از شكل ديفرانسيلي قانون گوس حل كنيد4-8 مثال :ي باردار   ميدان استوانه4-18مثال 
 مثال چون  ايناما در . بلكه كرل ميدان را نيز بايد بدانيم؛ديورژانس ميدان برداري به تنهايي براي يافتن ميدان كافي نيست گفتيم

  ).ميدان الكتريكي همواره در يك جهت است اين نگراني موردي ندارد و ما آن را بدهكار تقارن مسئله هستيم
  :صورت زير استهاي ب ديورژانس در مختصات استوانه :حل

)98-4(  1 1( ) z
r

z

E ErE
r r r

ϕ

ϕ
∂ ∂∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

E  

zEبا توجه به تقارن مسئله.  نظر بگيريد را در امتداد محور استوانه درzمحور Eφ= ميدان تنها در راستاي شعاعي ( اند =
  .شود  در نتيجه مشتق جزيي به مشتق كل تبديل مي؛ استr تابعي از فقطrEو) است

)99-4(  1 1 1( ) ( ) ( )r r
drE rE r

r r r dr
ρ

ε
∂

∇ ⋅ = + + ⇒ =
∂

E  

  :گيري مستقيم حل كرد توان با انتگرال يل را مياين معادله ديفرانس
  
  
)100-4(  

( ) ( ) [ ] ( )

[ ] ( )

r r r

r r r r
r r r

r
r r

r

r rd rE r rE rE r dr

rE
E r kr dr

r r

ρ ρ
ε ε

ε

=
= = =

=

′ ′
′ ′ ′= ⇒ − =

′ ′ ′⇒ = +

∫ ∫ ∫

∫

0

1
  

r درچگالي بار الكتريكي چون ] صفر است، شرط مرزي= ]r r
rE

=
) در اين صورتزيرا مناسب است، = )rE r تابعي 

  : پس. ندارداست كه تكينگي
)101-4(  ( )

r

rE r kr dr kr
rε ε

′ ′= =∫ 2 21 1
3  

  . دهددست ميبهي درون استوانه  در ناحيه است و ميدان الكتريك را)4-55(ي  كه همان پاسخ رابطه
  

   پالايشگاه الكترواستاتيك :يمليك كاربرد ع 4 -4

A  

E  

  ستوني از هوا4-40شكل 
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اين . زدودهاي ريز   از آلايندهها راوا و برخي شاره، ه گاز با استفاده از آنتوان اي است كه مي پالايشگاه الكترواستاتيك وسيله
از اين وسيله . كند  جدا مييا شارهو ، هوا  و سپس آنها را توسط ميدان الكتريكي از گازكند مي ذرات آلاينده را باردار،دستگاه

   يك نمونه از )4-41(در شكل  .شود  و در معيارهاي كوچكتر براي پالايش هواي منازل استفاده مي هواپالايش براي ها در كارگاه
از يك استوانه بيروني   وسيلهاين .اين دستگاه نشان داده شده است

متصل به زمين تشكيل شده است و يك سيم با ولتاژ زياد محور آن 
شود و ذرات آلاينده  مي گاز آلوده از يك انتها وارد. را تشكيل ميدهد

د و بالاخره گاز نشو نشين مي  ته استوانهدر بدنه متصل به زمينِ
اين وسيله به گونه زير . شود پالايش شده از انتهاي ديگر خارج مي

اي از ذرات در اطراف سيم مركزي  با افزايش ولتاژ هاله: كند عمل مي
 يون. شوند هاي مثبت و منفي توليد ميدر هاله يون. شود تشكيل مي

مت با علاهاي شوند و يون مي  به سمت سيم جذبهاي با يك علامت
هاي رانده شده به ذرات يون .شوند  بيرون رانده ميسوي به مخالف

ولتاژ بايد به . برند چسبند و آنها را به سوي استوانه مي آلاينده مي
 قدر اما نبايد آن ،اندازه كافي زياد باشد تا بتواند هاله را حفظ كند

 يا ثبتتوان با اعمال ولتاژ مهاله را مي. كند  ايجاد كه جرقهباشدزياد 
اش منفي است، هاي رانده شدهاي كه يوناما هاله. منفي ايجاد كرد

   تشكيل.ي جرقه زني آن بالاتر استكارايي بيشتري دارد و آستانه

  

  مركزياعمال ميدان الكتريكي قوي در نزديكي سيم .شود سيم مركزي آغاز مي اطرافدر هاي آزاد ي منفي توسط الكترون هاله
برخورد سبب . كنند هاي گاز برخورد ميها با مولكولالكترون. كندراند و از سيم مركزي دور مي اي آزاد را ميهاين الكترون
هاي  الكترون،برخورد آنها با سيم. شوند هاي مثبت جذب سيم مييون. شود  ميبيشتريهاي آزاد هاي مثبت و الكترونتوليد يون

هاي تر است، به مولكول كه ميدان الكتريكي ضعيف اي  يعني ناحيه،ها به سمت بيرونكند و با حركت الكترون بيشتري را آزاد مي
شوند و حركت آنها به سمت  هاي منفي در ناحيه بيرون هاله انباشته مياين يون. دهند مي هاي منفي تشكيلچسبند و يون گاز مي
  . كند اي ايجاد مي  جريان هاله،استوانه

 به توان مي، له كه تنها يك نوع يون وجود دارد در ناحيه بيرون ها راميدان الكتريكي، اي يك استوانهالكترواستات براي پالايشگاه
   كهديديم) 4-99( و در رابطه 4-18در مثال . آساني  حساب كرد

)102-4(  ( )( )r
d rrE

r dr
ρ
ε

=
1  

حركت .  تنها در راستاي شعاع استهماند و ميدان الكتريكي  آوردهوجود هها ب چگالي بارهاي حجمي است كه يونrρ)(در اينجا
، طور تجربي به.شود كند مي، مسيرهاي گاز در طول  با مولكول شانپيدر ميدان الكتريكي در اثر برخوردهاي پيها دريون

  :ها با شدت ميدان متناسب است ميانگين يونسوقسرعت 
)103-4(  v bE=  
  . استسوقثابت  bكه در آن 

)برابر dr و ضخامتrشعاع، طوله ب اي بار موجود در يك پوسته استوانه )dq rdrρ π=                                                 .است 2

 منبع ولتاژ قوي

 گاز خروجي

 وزنه

گاز 
 ورودي

 آلاينده

 هاي جمع آوريĤلايندهكيسه

 الكترود تخليه

 عايق

  شماي پالايشگاه الكتروستاتيك4-41شكل 
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 جريان  استوانهدر واحد طول گذرند و  ميrاي به شعاع طور شعاعي از سطح استوانهه اين مقدار بار بdtدربازه زماني
iدر آينده خواهيد ديد كه جريان الكتريكي با (كندتوليد مي iالكتريكي dq dt≡پس،). شود تعريف مي  

)104-4(  dq dri r r v r bE
dt dt

π ρ π ρ π ρ≡ = = =
1 2 2 2  

  داريم. حذف كرد) 4-102( را از رابطه ρتوان  مي، بنابراين. استr ثابت و مستقل ازي مقدارi، براي جريان يكنواخت بارها

)105-4(  ( ) ( ) ( )d i irE rE d rE rdr
r dr b rE bπε πε

⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1
2 2  

) است هاله پسِ دردرست  كهي اگيري از نقطه با انتگرال , )r r E E= =1   :خواهيم داشت، r تا فاصله1

)106-4(  r riE E
r b rπε

⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2 2 1 1

1 212  

   .دهددست مي به تقريب بسيار خوبي براي مقاصد عمليوكند  كي به مقدار ثابتي ميل ميميدان الكتري، بزرگ i وrازايبه

)107-4(  E
Bπε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 21
2  

  
  ♦نشاوي ارِ قضيه 5-4

  :صورت زير بيان كردهتوان آن را ب  از قانون گوس است و ميسودمندياي  قضيه ارنشاو نتيجه
  درينيروهاي الكترواستاتيك  فقط با يك بار آزمون را توان نمي،استلي بار صفر چگاكه  از فضااي   در ناحيه: 4-1 قضيه

  .  داشت پايدار نگهترازمندي
اين . توان براي بار آزمون شرايط ترازمندي پايدار ايجاد كردبا پيكربندي الكتروستاتيكي نمي: ارز اين است كه بگوييمبيان هم

اي را در نظر بگيريد كه بار نقطهيك براي مثال، . اي را در ترازمندي ناپايدار نگه داشتتوان يك بار نقطهبدان معني است كه مي
  البته به باري كه در اين مكان است، نيروي خالص صفر وارد .  دو بار الكتريكي برابر ساكن قرار داردراه بين نيمست دردر
شود كه بار اندك اختلال در اين ترازمندي سبب مي. دار استاين ترازمندي ناپاي. شود و در نتيجه، در حالت ترازمندي استمي

   . اش برنگرددديگر به مكان ترازمندي اوليه
يعني  .خواهيم كرد را ثابت آندر اينجا با استفاده از برهان خلف .  بيان خواهيم كردهم را به زبان پتانسيل ي ارنشاوقضيه

  :است خلاف قضيه درست ، شرايط زير باPدر نقطه كنيم فرض مي
 . وجود ندارد،جز بار آزمون به، هيچ بار الكتريكيPي همسايگي نقطهي كوچكي در ناحيهدر) 1(

در آنجا نيروي الكتريكي خالص صفر ( است ترازمندي يطه نقPي نقطه؛ چوناست E=ميدان الكتريكيPيدر نقطه) 2(
 ).است

   جهت ميدان همانند Pيي اندكي از نقطهدر فاصله.  بار آزمون مثبت در ترازمندي پايدار استPيدر نقطه   فرض كنيد-3
  .اگر بار آزمون منفي باشد جهت ميدان برون سو است.  استPيبه سوي نقطه) 4-41(شكل 
 لازم  )3(و ) 2 (هاي شرط،بريمبكار ه بPي نقطهي كوچكي در همسايگي ناحيه  اگر شكل انتگرالي قانون گوس را براي :اثبات
   قضيه،بنابراين .كند نتيجه شرط نخست را نقض مياين  اما .الكتريكي وجود داشته باشدبار دارند كه در درون سطح گوس  مي

                                                 
♦ Earnshaw’s Theorem 
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در همه جا را در نظر E=كنيد كه ما حالت بديهي توجه (.شود اثبات مي
 Pاي در خطوط ميدان بار نقطه) 4-42( ميدان در شكل هايخط). نگرفتيم
توجه داشته باشيد كه بار آزمون ( باري وجود ندارد Pياما در نقطه. است

كه جائيكند بنابراين، تا  اختلالي در ميدان حاصل از بارهاي ديگر ايجاد نمي
ايجاد  Pي بار آزمون در نقطهرا Eشود ميدان به اين قضيه مربوط مي

توانند وجود داشته   ميدان اين آرايه نميهاي خطو در نتيجه، ). استكردهن
 هايت و در جهPسويبه هات بايد در بعضي جهميدان الكتريكي. باشند

    . باشدPديگر بدور از

  

Vصورت  بهV ديديم كه پتانسيل3در فصل . توان بيان كردي ارنشاو را به زبان پتانسيل هم ميقضيه d= − ⋅∫E s تعريف  
 Pيبسته به اين كه در چه سويي از نقطه(كند  افزايش يا كاهش پيدا ميV پتانسيلPيچون با دورشدن از نقطه.  شودمي

  :توان نتيجه گرفت كهي، م) دور شويم
  .اي از فضا كه تهي از بار الكتريكي است، پتانسيل بيشينه يا كمينه ندارددر ناحيه

  .ي ارنشاو به زبان پتانسيل استكه بيان قصيه
  

ي تخت بينهايت گسترده با چگالي بار سطحي  بالاي يك صفحه از dدر فاصلهQ بار مثبت:  ترازمندي پايدار بار4-19مثال 
  . قرار دارد σيكنواخت و مثبت

),,(حسب مختصاتاي برداري بر رابطه):الف( zyxمكان بار. ( اين آرايه بيابيدبراي ميدان الكتريكيQ را درx y=  و =
z d=برگزينيد  ..(  

),,(مختصات ):ب( zyx اين نقطه پايدار در ترازمنديآيا . ترازمندي است يك بار آزمون در  نقطهاي را پيدا كنيد كه در آن نقطه 
  است يا ناپايدار؟

هاي بنابراين، ميدان الكتريكي جمع برداري ميدان. آورند به وجود ميQي باردار و بار ميدان الكتريكي را صفحه:)الف( حل
)ˆصفحه،  )σ ε=E z2و ميدان بار Qپس داريم.  است  

)108-4(  
  
)109-4(  

( )( )

ˆ

ˆ ˆ ˆ( )
Q

z
Q Q x y z d

R x y z d

σ σ
ε ε

πε πε

= =

+ + −
= =

+ + −

zE z

R x y zE 3 23 22 2

2 2

4 4
  

    نيروي وارد به بار آزمون عبارت است ازبنابراين،
  
)110-4(  

( )( )
( )

( )( )
ˆ ˆ ˆQ

z dQ x y Q

x y z d x y z d

σ
πε ε πε

⎫
−⎧+ ⎪= + = + +⎨ ⎬

⎩ ⎪+ + − + + −
⎭

x yE E E z3 2 3 22 22 2 2 24 2 4  

  :، بايد داشته باشيمدر نتيجه.  استE= در حالت ترازمندي):ب(

P  

  شرط ترازمندي پايدار بار مثبت4-42شكل 
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)111-4(  

( )

;

;

x y

z

E x E y

Q Q QE z d d
d z

σ
πε ε πσ πσ

= ⇒ = = ⇒ =

= ⇒ = ⇒⇒ = − >
−

2
2

1
4 2 2 2

  

dازاي به.  ترازمندي بار در اين نقطه ناپايدار استي ارنشاو،بنابه قضيه Q πσ<2   .دي وجود نداردي ترازمننقطه  2
  
  
    رساناها6-4  
   تعريف1-6-4

جسم سخت بر . بندي كردهايشان دستهتوان برحسب ويژگيمواد را مي. ها ساخته شده اندها و مولكولمواد پيرامون ما از اتم
ي د و فاصلها ندار شاره اين ويژگي ر ،در مقابل. تي استي آن همواره مقدار ثابي دو نقطهشود كه فاصلهاين اساس تعريف مي

بندي شان دستهتوان اجسام را بر اساس رسانندگي گرماييمي. ثابت نيست) ي محيط شارهبين دو نقطه(هاي آن بين مولكول
بندي دسته شان در برابر ميدان الكتريكيي ساختار اتمي و مولكولي آنها و واكنشخواهيم مواد را بر پايهدر اين درس مي. كرد
  .كنيم

   است كه الكترون ايگونهبههاي پيوند ميان اتم و الكترون. ها وابسته اندها به اتمادي مانند شيشه يا كاغذ، الكتروندر مو
هاي جزيي  نوسانتوانند داشته باشند،ها، بدون جدا شدن از اتم خود،ميثر حركتي كه الكترونحداك. تواند آزادانه حركت كندنمي

در مقابل، گروه ديگري از مواد وجود دارد كه ساختار اتمي و . نامنديا عايق مينارسانا د را مواد گونه موا اين.حول اتم است
اين . دهد تا به ازاي هر اتم يا مولكول يك يا دو الكترون از آن جدا و آزادانه در گوشت ماده حركت كنندشان اجازه ميمولكولي
اين دسته ).  آزادند تا حركت كننداهيون ،در رساناهاي مايع مانند آب نمك(ها به اتم و مولكول خاصي وابسته نيستند الكترون

 تحت تاثير ميدان الكتريكي بيروني قرار گيرند در آنها جريان بار الكتريكي ي رساناهااگر اين محيط. نامند ميرسانااز مواد را 
 وجود آرمانيچه در واقعيت رساناي اگر. داردآزاد  محيطي است كه بينهايت الكترون كاملاَ آرمانيرساناي . آيدبه وجود مي

 را آرمانيهاي رساناي توانيم ويژگي با اين تعريف رسانا، مي. اند نزديك بسيار آرمانيندارد ولي بعضي مواد به رساناي 
  باانا هنگامي كهبالا از رس تعريف . برخواهيم شمردهاي الكتريكي خاصي دارند كه در زير آنها رارساناها ويژگي .بررسي كنيم

  .تعريف درستي خواهد بود شود همراه  ها ويژگياين
  

  هاي الكتريكي رسانا ويژگي2-6-4
  .ميدان الكتريكي در درون رسانا صفر است  :1

يك  در درونفضايي كه . رساناست و نه فضايي كه توسط يك رسانا احاطه شده است" گوشت" درون رسانامنظور ما از 
صفر باشد ولي حتماَ ميدان در  و لزومي ندارد كه ميدان در آنجا  نيست"رسانا درون"طه شده است سطح كروي فلزي احا

لازم نيست (دهيد قرار Eميدان الكتريكي خارجيي رساناي توپري را در  كرهاگر چرا؟ .پر صفر است توفلزي درون يك گوي
ي كره در اينجا گزينه. دهد همان رفتار را از خود نشان مي رسانا، با هر شكل،يروي داشته باشد، هر قطعهكه رسانا شكل ك

 اين نيرو .دوارد خواهد شهاي الكتريكي آزاد رسانا نيرو باربه  Eميدان الكتريكي.) براي نشان دادن برخي نكات آشناست
واهد كرد و آنها را به سمت راست و بارهاي منفي را به سمت چپ بارهاي آزاد مثبت را در راستاي ميدان وادار به حركت خ

 بار خالص در ،شوند ولي با نبود بار منفي در سمت راست جا ميبهها ـ جادر عمل تنها بارهاي منفي ـ الكترون. (خواهد راند
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كه اين هنگامي.)  آن سمت استبه عبارت ديگر نبود بار منفي در سمت راست معادل وجود بار مثبت در. شود  مثبت ميجا جاآن
  ي سمت  ي سمت راست و بارهاي منفي در لبه بارهاي مثبت در لبه: شوند  در آنجا انباشته مي،رسند هاي رسانا مي بارها به لبه
، E1شان،خودميدان  †پيونديبارهاي  يا  *القايي اين بارهاي. گيرند چپ قرار مي

با . ) را ببينيد4-43شكل  (آورند وجود ميهب Eميدان خارجيرا در خلاف جهت 
 برابر Eشود تا اين كه باتر مي قويE1، ميداندو سوانباشته شدن بارها در 

انباشت .  را حذف كندEي كوشد تا ميدان اوليه  يعني ميدان بارهاي القايي مي.شود
كامل و ميدان ها  شدن ميدان حذف تا اين كهيابدميادامه   در دو طرف رسانابارها

.  خيلي سريع استاين فرآيند. الكتريكي برآيند در درون رسانا دقيقاَ صفر شود
آرايش خود را ،سانا هاي مثبت و منفي آزاد ربار E در حضور ميدان خارجي،پس

در .  كه از نفوذ ميدان الكتريكي به درون رسانا جلوگيري كنند دهند چنان تغيير مي
in ،گوشت رسانا ترازمندي الكتروستاتيكي، ميدان الكتريكي در = + =E E E1 ،

   از بارهاي القايي مانند  ناشيE1 رسانا ميدان الكتريكي در بيرون.  بايد صفر شود

                          
  

Outبرابر رسانا "گوشت"ميدان يك دوقطبي الكتريكي است و ميدان كل در بيرون از  = +E E E1  كه صفر نيستاست.  
  .  در درون رسانا صفر است خالصچگالي بار الكتريكي  :2

ρچون . استي مستقيم قانون گوس   اين گزاره نتيجه ε∇ ⋅ =Eدر درون رسانا اگر، است  =E  باشد آنگاهρ .  است=
ي  در هر نقطه بلكه به اين معني است كه،توجه داشته باشيد كه اين ويژگي بدان معني نيست كه در درون رسانا بار وجود ندارد

 .درون رسانا صفر است  درخالصاي مثبت و منفي دقيقاَ با هم برابرند و در نتيجه چگالي بار  مقدار بارهدرون رسانا

  .شوند ميپخش  بارهاي اضافي در سطح رسانا : 3
ي يك رسانا مانند هر ماده.  توضيح دهيم"بار اضافي"پيش از اين كه به دليل اين گزاره بيردازيم بهتر است منظور خود را از 

:  هاي گوناگون باردار كردتوان آن را به روشاما مي. بار است، چون اتم از نظر باري ختثي استر بار الكتريكي بيمعمولي از نظ
  در گوشت رسانا  صفر بايدچون چگالي بار الكتريكي خالص. هاي آن را يونيده كردتوان بار الكتريكي به آن افزود يا اتممي

كه ممكن است مثبت يا منفي (مانده آنگاه هر بار اضافي باقيوضعيت به وجود آمد،  پس از آنكه در گوشت رسانا اين باشد،
  .  شود ميپخشدر سطح رسانا ) باشد
  اما اين . تواند باقي بماند، جايي جز سطح آن وجود نداردرسانا نمي) يا گوشت(يل ساده اين است كه چون بارها در حجم يك دل

فرض كنيد در . ل بهتري را بيان كردتوان دليدليل چندان خوبي نيست، مي
سطح گوسي در درون رسانا . خالص اضافي وجود دارددرون رسانا بار 

  بنا به قانون گوس. را در نظر بگيريد )4-44(برابر شكل 

)112-4(  enc

S

qd
ε

⋅ =∫ E a  

encq(چون سمت راست اين رابطه صفر نيست    دان هم در بنابراين، مي) ≠

  

                                                 
* induced charges 
† bound charges 

 Sسطح گوس

  سطح گوس در درون رسانا4-44شكل 

  گوي رسانا در ميدان 4-43شكل 
 الكتريكي خارجي

E1  

= +E E E1  
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اضافي به ناگزير بايد در سطح  در نتيجه بارهاي. درون رسانا صفر نخواهد بود واين با ويژگي نخست رسانا ناسازگار است
اش در  وقتي پايدار است كه انرژيديناميكي  آزاديهر سامانه. آيددست ميربندي انرژي بهدليل ديگر از پيك. رسانا توزيع شوند

كند اين است كه انرژي  بيان مي3 آنچه را كه ويژگي .كندتوزيع بار در سطح رسانا اين حالت را فراهم مي. شدي ممكن باكمينه
  و با شكل خاصي وقتي كمينه است كه بارها به طور يكنواخت در روي سطح آن توزيع Qالكتروستاتيكي جسمي با بار كل

  و بار كلrاي به شعاع نشان خواهيم داد كه در كره5 در فصل  را آموختيم،يي بارآرايه انرژي ي محاسبهپس از آنكه. شوند
Q كره توزيع شود  اگر تمامي بار در سطح آن توزيع شود انرژي كمتر از وقتي است كه همان بار درحجم.  

ي مماسي ميدان در به بيان ديگر مولفه.  بر سطح رسانا عمود استEح رسانا ميدان الكتريكي  در تمام نقاط روي سط4
  سطح رسانا صفر است

 اگر ميدان در آغاز .نشان داده شده است) 4-45(اين وضعيت در شكل 
شود كه بارهاي  داشته باشد، اين مولفه سبب ميي مماس بر رسانامولفه

ي مماسي را در روي  مولفهتا آرايش خود را تغيير دهند  رساناتريكيالك
 با اين كار از نفوذ ميدان به درون رسانا جلوگيري .سطح رسانا حذف كنند

 اگر ميدان بر سطح رسانا .كنند تا در درون رسانا ميدان صفر باقي بماندمي
 رسانا توانند شارش داشته باشند؛ چون به جسمعمود باشد، بارها نمي

   .محدود اند
ي مماسي ميدان در سطح رسانا صفر اينك بگذاريد نشان دهيم كه مولفه

   صفر است و بنا  رساناي منزوي گوشت در ميدان الكتريكيديديم كه. است

     

خط انتگرال  .شونددر سطح رسانا توزيع مي) مانند بارهايي كه به آن تزريق شده باشند(به قانون گوس، بارهاي اضافي 

L
d⋅∫ E s چون ميدان الكتريكي يك ميدان پايستار است، انتگرال خط آن . در نظر بگيريد) 4-46(ي شكل روي خم بستهدر  را

  : صفر استabcdaيروي خم بسته

)113-4(  ( ) ( ) ( ) ( )t n n
abcda

d E E x E x′ ′⋅ = Δ − Δ + Δ + Δ =∫ E s  

nEمودي وي ع مولفهtEي مماسي ميدان اند و قسمت مولفهabرا موازي با tEضريب . برگزيديم ′Δي بالا به  در رابطه  
ون رساناست و در آنجا ميدان  در درcdاين دليل صفر است كه پاره مسير

  .صفر است
xΔدر حالت حدي x و→ ′Δ هاي دوم و جمله) يعني در سطح رسانا  (→

):شوندچهارم صفر مي ) ( )n nE x E x ′Δ = Δ  طولي محدود و Δچون. =
، بايد در سطح tE،ي مماسي ميدانريم كه مولفهگينتيجه ميغير صفر است ، 
اين نتيجه بدان معني است كه سطح رسانايي كه در ترازمندي . رسانا صفر باشد

 يبراي اثبات اين ادعا، دو نقطه.  استپتانسيلهم  تيك است، يك سطحالكتروستا
Aو Bي مماسي در چون مولفه.  را در روي سطح يك رسانا در نظر بگيريد  

  

tEسطح رسانا صفر است،    يعني داريم.  هم صفر است، اختلاف پتانسيل بين اين دو نقطه=
  

 

   ميدان الكتريكي بر سطح رسانا4-45شكل 
 عمود است

E  

  هاي مماسي و عمودي مولفه4-46شكل
       ميدان در بيرون رسانا

x ′Δ

xΔ  

a  

Δ  

b  

c  

′Δ  

d  
  رسانا

tE  nE  
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)114-4(  
B

B A
A

V V d− = − ⋅ =∫E s  

Aو بنابراين،.)  عمود استds برEچون( BV V=و دو نقطه در پتانسيل يكسان قرار دارند .  
 كه ميدان در گوشت رسانا صفر است و مقدار آن در بيرون نشان داديمتاكنون 

ميدان الكتريكي . رسانا به شكل جسم رسانا و بارهاي روي آن بستگي دارد
توان  مي از شكل انتگرالي قانون گوسر روي رسانا چگونه است؟ درست د
 سطح گوس :رد ميدان الكتريكي را درست در بيرون رسانا حساب كاستفاده و
بخشي از اين سطح گوس در . ريددر نطر بگي) 4-47(اي را در شكل استوانه
 شار گذرنده از اين سطح.  ميدان صفر استدر آنجا. قرار دارد رسانا درون

  داريم. گوس را حساب كنيد

)115-4(  ( )E n n
S

Ad E A A Eσ σ
ε ε

Φ = ⋅ = + ⋅ = ⇒ =∫ E a  

  . اين نتيجه به شكل جسم رسانا بستگي ندارد

                          

 ميدان در روي ي عموديمولفهشود كه در اينجا هم ي كروي، ديده ميي بينهايت گسترده و پوستههاي صفحههمانند مثال
σدرست در زير سطح صفر و درست در بيرون آن ي ميدان الكتريكي اندازهاست؛ يعنيسطح رسانا گسسته  εاست :  

)116-4(  ( ) ( )
n n nE E E σ σ

ε ε
+ −Δ = − = − =  

ي افقي ميدان درست در زير و درست در بالاي سطح رسانا صفر مولفه. بردي افقي ميدان از اين گسستگي رنج نمياما مولفه
  .است
با ايم، كه تاكنون آموخته را )قانون كولمب، قانون گوس(ابزار محاسباتي ميدان الكتريكي تمامي . هاي رسانا بودندها ويژگياين

  .هاي رسانا هم صادق انددر محيط، ها ويژگي ايندر نظر گرفتن
  
   بارهاي القايي3-6-4

  . پوسته از نظر بار الكتريكي خنثي است.  را در نظر بگيريدb و شعاع بيرونيaي كروي كلفت رسانا به شعاع دروني يك پوسته
در  +qبار. )4-48شكل  (قرار دهيد) كاكاو(ي كروي   را در مركز پوسته+qاي بار نقطه

 رسانا در اين ميداني د و در نتيجه، پوستهكنريكي ايجاد ميك ميدان الكتادرون كاو
بارهاي منفي موجود در بخشي از  شود كهسبب مي ميدان الكتريكي. دارد قرار الكتريكي

شوند تا از نفوذ  روي آن انباشته  درگوشت رسانا به سمت سطح دروني پوسته حركت و
دروني تا هنگامي البته انباشت بار در روي سطح (گيري شود ان به درون رسانا جلوميد

بنابراين، در گوشت رسانا مقداري بار مثبت ). يابد كه ميدان در رسانا صفر شودادامه مي
ρ چون در گوشت رسانا ).بارهاي اضافي(آيد خالص پديد مي بارهاي مثبت ،  است=

  ين ترتيب بارهايي كه به ا. روي سطح بيروني پوسته انباشته شوند مجبورندهمخالص 

  

  بارهاي القايي نشان داده ) 4-49(شوند در شكل ناميده مي بارهاي القايي،  شوندمي  در سطح دروني و بيروني رسانا  جمع

q+  

a  
b  

  ي رسانا و ه پوست4-48شكل 
  در مركز آن+qبار

ي  سطح گوس براي محاسبه4-47شكل 
 ميدان درست در بيرون سطح رسانا  
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  وجود دارد؟ چه مقدار بار القايي  ي رساناي كرويهاي دروني وبيروني پوستهدر روي هر يك از سطح:  پرسش .شده اند
aعاگر يك سطح گوس كروي به شعا r b<    +q بارعبارت از موجود در درون آن هايبينيم كه بار را در نظر بگيريم، مي>
qكه در مركز است و بارهاي القايي   .    كه در سطح دروني رسانا انباشته شده اند′

  شتتوان نوبا توجه به قانون گوس مي

)117-4(  ( )enc
1 1d q q q
ε ε

′⋅ = = +∫ E a  

qكه در آن چون ميدان در گوشت رسانا .  بار كل القايي در سطح دروني پوسته است′
  ي بالا هم برابر صفر است و در نتيجهصفر است، انتگرال سمت چپ رابطه

)118-4(  ( )enc
1 1d q q q q q
ε ε

′ ′= ⋅ = = + ⇒ = −∫ E a  

  پوسته برابر است با) aاي به شعاعكره( لقايي در روي سطح دروني و چگالي بارهاي ا

  

)119-4(  a
q
a

σ
π

= − 24  
ه گوشت  ب+qجا و در سطح دروني آن توزيع  شده است تا از نفوذ ميدان الكتريكي باراين مقدار باري است كه در پوسته جابه

سطح در اين بارهاي اضافي . شود كه به همين اندازه بار مثبت در پوسته پديد بيايداين فرايند سبب مي. رسانا جلوگيري كند
  ي رسانا عبارت است از پس، چگالي بارهاي القايي در سطح بيروني پوسته. شوندبيروني پوسته توزيع مي

)120-4(  b
q
a

σ
π

= + 24  

  

) 4-50( رسانايي همانند شكل : رساناي باردار و كاواك4-20ل مثا
دارد و در رسانا كاواكي وجود  در اين.  است+Qداراي بار خالص
چه مقدار بار در سطح بيروني رسانا .  قرار داردqدرون كاواك بار

  ؟وجود دارد
بنابراين، بار كل .  گوشت رسانا بايد صفر باشد ميدان الكتريكي در:حل

اين بدان معني . هم بايد صفر شود) 4-50(درون سطح گوس در شكل 
 رسانا چون بار.  هاي كاواك القاء شده است در ديواره−qاست كه بار

Qرسانا، پس بار كل در روي سطح بيروني است Qبرابر q+است .  

  
  

  
هاي شگفت انگيز رساناها اين است كه اگر در درون رسانا كاواك يكي از ويژگي

هم در درون  Eميدان الكتريكي)) 4-51(مانند شكل ( وجود داشته باشد، خالي
 چگونه و رسانا كا كاوكلشاين است كه اين واقعيت مستقل از  .كاواك صفر است

توان با استفاده از قضيه  اين ويژگي را مي.  و رسانا چگونه باردار شده استاند
  .كافي است قضيه را در مورد كاواك به كار ببريم . نشان دادارنشاو

  تواند گويد در اين ناحيه پتانسيل نميي ارنشاو ميچون كاواك تهي است ؛ قضيه

  

+  
− −

−
−

 −  

−  

−  
−  −−  

−  
−  q

+  +  +  + +  

++  

+  +  
+  
+  
+  
+  
+  
+  
+  

+  +  
+  +  ++  

+  +  +  +  

+  +  
+  
+  
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+  
+  
+  
+  
+  
+  

 سطح گوس

   رسانا و كاواك4-50شكل 

  رسانايي با كاواك تهي4-51شكل 

q+  

a  
b  

  ي رسانا و  پوسته4-49شكل 
  در مركز آن+qبار

+  
+  
+  

+
+

+
+

+

+  

+  
+  +  +  +  +  +  +  +  

+  
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بنابراين، اگر پتانسيل . است E=پتانسل اند، چون در گوشت رساناهاي كاواك سطح همديواره. ه باشدبيشينه يا كمينه داشت
اما اين وضعيت با . ي خود برسداي به بيشينه يا كمينهها باشد، بايد در نقطهدر فضاي كاواك متفاوت از مقدار آن در ديواره

ميدان در درون بنابراين، . پس، پتانسيل بايد در همه جاي كاواك مقدار ثابتي باشد. گيردرار ميي ارنشاو در تناقض ققضيه
=V كاواك خالي −∇ =Eتواند وجود داشته هاي كاواك هم توزيع بار سطحي نميبديهي است كه در روي ديواره.  است

، از تا ميدان الكتريكي در همه جاي آنروي سطح بيروني رسانا توزيع شوند اگر رسانا باردار باشد، اين بارها بايد در . باشد
 هايدر مثال. توجه كنيد كه اين وضعيت فقط براي كاواك خالي از بار الكتريكي درست است. جمله در درون كاواك، صفر شود

 بگذاريد اين نكته را اندكي بيشتر . اين وضعيت وجود نداشت و در سطح دروني رسانا هم بار القايي وجود داشت4-20 و 19-4
صورت ميدان الكتريكي   در اين؛را قرار داده باشيمA رساناي باردار)4-51(ك شكل افرض كنيد در درون كاو. توضيح بدهم
دروني رساناي سطح (ك ا كاوهايديوارهگونه كه در آغاز اين بخش ديديم در روي ك ديگر صفر نيست و همانادر درون كاو

ميدان درون . شود طور كه روي سطح بيروني رساناي اصلي بار سطحي القاء مي همانشود،ميمقداري بار سطحي القاء ) اصلي
 از جمله بارهاي القايي روي سطح بيروني ،كا كاو از تمام بارهاي خارجكه extE)1: (توان تركيب دو ميدان دانست ك را مياكاو
كه بارهاي موجود  intE)2. (آورند، به وجود مي داشته باشند و ساير بارها كه ممكن است در خارج رسانا وجودي اصليسانار

 صفر است extEهمواره ، چون اما. كنند ايجاد ميك و بارهاي القايي روي سطح كاوكا در داخل كاو واقعAدر روي رساناي
كنيم كه ميدان در درون كاوك دقيقاَ همانند  پس مشاهده مي) ك برسداتواند از گوشت رسانا گذشته و به كاو زيرا اين ميدان نمي(

. هاي خارجي حفاظت شده استميداناز اثر بارها و Aيعني رساناي. استAروي رساناي  درميدان حاصل از بارهاي موجود 
 دليلدقيقاَ به اين . است هاي بيروني الكتريكي ميداناثرهاياز A به بيان ديگر رساناي اصلي سپري براي محافظت رساناي

امپيوترهاي شخصي ي ك براي نمونه جعبه. شوند  سازي ميهاي فلزي جا است كه ابزار حساس الكتريكي و الكترونيكي در جعبه
 صاعقه  از خطر، بهتر است كه خود را در درون اتومبيل، وجود داردآذرخشكه هائيدر مكان. كنند را از جنس فلز انتخاب مي

ي اتومبيل برخورد كند ممكن است آن را تا حد سوزان  البته اگر صاعقه به بدنه(محافظت كنيم تا اينكه در فضاي آزاد باشيم 
  .) خطر سوختگي و كباب شدن وجود دارداما ، گرفتگي نخواهيم داشتگرم كند ولي برق

مربع  قفس فلزي با سطح چهار متروا.  با آزمايشي وجود سپر الكتروستاتيك را به نمايش گذاشت1838 در سال ♦مايكل فاراده
  بالا،ي با ولتاژا   جرقهي اد تخليهسپس فاراده در درون قفس قرار گرفت و با ايج. هاي عايق قرار داد ساخت و آن را بر روي پايه

 ها  جنس رساناي ديوارهبادرون قفس . فاراده در درون قفس ميدان الكتريكي نيافت، حتي با چنان ولتاژ بالا .  باردار كرد راقفس
 . ها و بارهاي الكتريكي بيروني در امان مانده استاز اثر ميدان

 
ي رسانا ي كره)  4-52( در شكل   :ي رسانا با كاواك ناتهُي  كره4-21مثال 

 كي به شكل دلخواها كاودر درون كره، .شده است نشان داده بدون بار الكتريكي
در ( در بيرون كره  راميدان الكتريكي.   قرار داردqك بارادرون كاو. وجود دارد

  ؟ حساب كنيد)Pينقطه
 +qك ومكان بارا نخست شايد به نظر برسد كه پاسخ به شكل كاودر نگاه :حل

)ˆپاسخ. است اما اين نظر نادرست. در درون آن بستگي دارد )q rπε r24است .   

  

                                                 
♦ Michael Faraday 

q  

q−  

q+  

r  
P  

  ميدان رسانا  با كاواك ناتهي4-52شكل 
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براي بيرون (ا از ما ك راماهيت كاو مربوط بهرسانا تمام اطلاعات . بستگي نداردك و مكان بار درون آن ا شكل كاواين پاسخ به
ي  ديواره  را روي−qبار دردرون كاواك  +q چگونه؟ بار. كندآشكار ميك را اپوشاند و تنها بار كل درون كاو مي) كره
 اثر ) درون رسانايعني در(وك  تمام نقاط بيرون كادرشود كه ميدان آن،  اين بار القايي چنان توزيع مي. كند ك القاء مياكاو

طور يكنواخت ه مجبورند در سطح بيروني كره ب+qچون رسانا بار خالص ندارد، بارهاي اضافي. را از بين ببرد +qميدان بار
ك از بين ا در سطح كاو−q توسط بار القايي+qاي  است زيرا آثار غير تقارني بار نقطهيكنواختاين توزيع . توزيع شوند

گونه كه گفته  ميدان آن همانكه در روي سطح بيروني كره است +qماند ميدان بارهاي اضافي  آنچه باقي مي،بنابراين. رود مي
)ˆبرابر آيد،  برمي و از قانون گوسشد )q rπε r24 است.  

  
  شعاع دروني و بيروني. را در نظر بگيريد) 4-53(ي كروي شكل   پوسته:ي رساناي كروي ميدان الكتريكي پوسته4-22مثال 

دان الكتريكي را در ناحيه مي. ارد قرار د+qدر مركز پوسته بار.  استb وaآن به ترتيب
r :)الف(  هاي a< ، )ب(: a r b< r :)پ( و > b>حساب كنيد .  
  :آيددست ميسئله با استفاده از قانون گوس به پاسخ م:حل
)121-4(  
  
)122-4        ( 
)124-4  
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ˆ ;

,

ˆ ,

q r a
r
a r b

q r b
r

πε

πε

= <

= < <

= >

E r

E

E r

2

2

1
4

1
4

  

  

  

  
  ي كروي يك پوستهبا اين كره .  استqداراي بارRاي فلزي به شعاع كره: ي كُلُفتهي رساناي توپر و پوست كره4-23مثال 

). 4-54شكل( در برگرفته شده است b و شعاع بيرونيaفلزي ضخيم به شعاع دروني
  .ي فلزي بدون بار است پوسته

  .دست آوريد ميدان الكتريكي را در همه جا به):الف(
Ra را درσ  چگالي بار سطحي):ب(   . حساب كنيد b و,
rيدر ناحيه  :)الف (حل  R< ،)ميدان صفر است) ي رسانا درون كره.  

Rيدر ناحيه r a< )ˆ  بنا به قانون گوس داريم> )q rπε r24.   
aدر درون پوسته، r b< و .  است، چون اين ناحيه گوشت رساناستE= ، باز هم >

rينجام، ميدان الكتريكي در ناحيهسرا b>قانون گوس بنابه  ˆ( )q rπε=E r24است .  

  

Rبنابراين. شود توزيع ميRي به شعاع به طور يكنواخت روي سطح كرهqبار  ):ب( q Rσ π=  استفاده از قانون با. است24
    بارهاي القايي در سطوح دروني و بيروني پوسته عبارتند از4-20 و 4-21هاي گوس و با توجه به مثال

)125-4(  ,a b
q q
a b

σ σ
π π

= − =2 24 4  
  ابر در اين مثال، بار كل القايي در روي سطح داخلي پوسته بر.  توجه كنيد كه جمع كل بارهاي القايي همواره صفر است:نكته

q+  

a  
b  

  ي رسانا و  پوسته4-53شكل 
  در مركز آن+qبار

a  
b  

  ي باردار   كره4-54شكل 
  ي رساناو  پوسته

R  
q  
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( )24a aq a qσ π= = )و بار القايي كل در روي سطح بيروني پوسته برابراست  − )24b bq b qσ π= = ، در نتيجه. است +
a bq q+   ♣. است=

   
  دو ) 4-55( برابر شكل R به شعاعAباري رساناي بي در درون كره:ي رسانا دو كاواك باردار در درون كره4-24مثال 

در مركز هر يك اين .  ايجاد شده استc وbهايكاواك كروي با شعاع
  . قرار دارد cq وbqاينقطه ها بارهايكاواك

  .دست آوريد را بهRσ وbσ،cσهاي سطحيچگالي بار): الف( 
   ميدان الكتريكي در بيرون رسانا چيست؟):ب(
  . حساب كنيدها را در درون هر يك از كاواك ميدان الكتريكي):پ(
  شود؟ وارد ميcq وbq به  چه نيرويي):ت(
هاي بالا تغيير  را به رسانا نزديك كنيم كدام يك از پاسخaq اگر بار):ج(

  خواهد كرد؟

  

r (rي دور  فرض كنيد در فاصله):چ( R (ايبار نقطهdqي كرهچه نيرويي به.   قرار داردAو هر يك از بارهاي bq،  cq 
  دارد ؟ خيلي دور است بستگي rكهكدام نيرو تقريبي است و به اين . شود وارد ميdqو

در روي ) فرض كنيد هر دو مثبت اند (cq وbq  بارهاي:)الف(حل 
چون .  كنند مي القاء−cq و−bqهاي خود بارهايهاي كاواكديواره
bي، در سطح بيروني آن هم به اندازه بي بار استAرساناي cq q+ 

. شوندديده مي) 4-56(اين بارهاي القايي در شكل . شودبار القاء مي
  الي بارها عبارتند ازراين، چگبناب
  
)126-4(  2 2

2

,
4 4

4

b c
b c

b c
R

q q
b c

q q
R

σ σ
π π

σ
π

= − = −

+
=

  

  

  

  داريم. هاي الكتريكي از قانون گوس قابل محاسبه اند ميدان:) پ( و )ب(

)127-4(  2 2 2
0 0 0

1 1 1ˆ ˆ ˆ,
4 4 4

b c b c
r R b b c c

b c

q q q q
r r rπε πε πε>

+
= = =E r E r E r  

اي در ها تا نقطه بردارهايي از مركز كاواكcr وbr . استاي در بيرون آني رسانا تا نقطه برداري از مركز كرهrتوجه كنيد كه
  . استدرون آنها

 ميدان به درون  تادهد نمياجازهشود، چون رسانايي كه آنها را احاطه كرده است  نيرو وارد نميcq و bq به بارهاي):ت(
  .  كندنفوذها كاواك

r.كنند تغيير نميcσ وbσكند اما تغيير ميRσ):ج( R>Eكند اما تغيير ميbEو cEنيروي وارد به. كنند تغيير نميbqو cq 
  .هنوز هم صفر اند

bq  
cq  

b  
c  

R  

A  

dq  

r R  

  دو كاواك در يك رساناي كروي4-55شكل 

  بارهاي القايي4-56شكل
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 ، به بارهاي)ت(همانند بخش . كند، چشم پوشيد القاء ميAي روي كرهdqتوان از بارهايي كه خيلي بزرگ باشد، ميr اگر):چ(
bq و cqشود؛ چون در درون رسانا ميدان صفر است و ميدان بار نيرو وارد نميdq  رسانا بارهاي. تواند در آن نفوذ كندنمي 
bqو cqاز اثر  را از يكديگر و نيز آنها را dqدارد در امان نگه مي .  

ي اندازه.   با هم برابر و در جهت عكس يكديگر اندdq وAنيروي وارد به. اگر رسانا آرماني و كامل باشد اين پاسخ دقيق است
  آن عبارت است از

)128-4(  ( )
d

d b c
A q

q q q
F F

rπε
+

= = 2
1

4  

ي  در سطح كرهشود كه باعث ميdq، بارrهاي كوتاهدر فاصله.  خيلي بزرگ باشدrاين پاسخ فقط هنگامي درست است كه
Aتوزيع بار تغيير كند .  
  

   . در نظر بگيريد  را)4-57( شكل aي فلزي كروي شكل به شعاع پوسته:ي كروي رسانا پتانسيل الكتريكي پوسته4-25مثال 
  . استQبار الكتريكي پوسته

  . پتانسيل الكتريكي را در همه جا حساب كنيد):الف(
  .دست آوريد به انرژي پتانسيل آرايه را):ب(

r( ميدان الكتريكي در بيرون پوسته : )الف(حل  a> ( با استفاده از قانون گوس به
ي درون ميدان الكتريكي در ناحيه. ايمدست آوردهتر بهآيد و ما آن را پيشدست مي

r(پوسته  a< ( هم بنا به قانون گوس صفر است)چون در اين ناحيه بار وجود ندارد . (
  بنابراين، داريم

  
)129-4(  

ˆ ;

;

Q r a
r

r a
πε

⎧ >⎪= ⎨
⎪ <⎩

r
E 24

0
  

  

                             

  دست آوردمي توان به) 3-9(ي  رابطهپتانسيل الكتريكي را با استفاده از

)130-4(  
B

B A
A

V V d− = − ⋅∫E s  

) :مبداء پتانسيل(نسبت به بينهايت  )V ∞ rبراي) = a>داريم   

)131-4(  
2

1( ) ( )
4 4

r Q QV r V d r
r rπε πε∞

′− ∞ = − =
′∫  

rي درون پوسته،پتانسيل در ناحيه a<عبارت است از ،   

)132-4(  ( ) ( )
a

r a r aV r V dr E dr E> <
∞

− ∞ = − −∫ 2
0

1
4 4

r a

a

Q Qdr d r
r aπε πε∞

= − =∫ ∫  

  شده استنمودار تغييرات پتانسيل رسم ) 4-58(در شكل 
ي كروي را باردار براي اين كه پوسته .توان همانند كار لازم براي سامان دادن اين آرايه انديشيد ميU به انرژي پتانسيل):ب(

  وجود درم فرض كنيد در يك لحظه، مقدار بار. كنيم، بايد يك عامل خارجي بارها را از بينهايت به روي سطح پوسته منتقل كند

ي كروي با  پوسته4-57شكل 
 a و شعاعQبار

=E o  
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tVدر اين لحظه، پتانسيل در روي سطح كره.  استqروي پوسته q aπε= 4  
 كه جزء پس، براي اين. اي است لحظه نهايي نيست، بلكه پتانسيلاين پتانسيل. است

   كارل كنيم، عامل خارجي بايد  را از بينهايت به سطح پوسته منتقdqبار بعدي

)133-4(  
04t

qdW V dq dq
aπε

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

 Qاشدر نتيجه، كار كل لازم براي اين كه پوسته را به بار نهايي. را انجام بدهد
  برسانيم، برابر است با

       

)134-4(  Q q QW dq
a aπε πε

= =∫
2

4 8  

Vته،چون  پتانسيل نهايي پوس Q aπε= Wو  4 U=  تر نوشتسادهتوان ميي بالا را اند، رابطه:  

)135-4(  U QV=
1
2  

.  است، جالب استVسيل درآن نقطهاي كه پتان از بينهايت به نقطهQايي بالا با كار لازم براي انتقال بار نقطهي نتيجهمقايسه
Wبرابر،  استVاي كه پتانسيل ساير بارها در آن نقطه از بينهايت به نقطهQاي بار نقطهĤوردنكار لازم براي QV= است. 

Uاي انرژي پتانسيل، براي بار نقطهپس QV=است  .  
  

    بين اين دو .اند با سيم نازكي به هم وصل) 4-59( را در نظر بگيريد كه همانند شكل r2 وr1هاياععي فلزي به شحال دو كره
يل  ترازمندي برقرار شود و پتانسكنند تا اين كهشارش پيدا ميبار دو كره 

طح رسانا يك سطح وجه كنيد كه ست(در روي هر دو كره يكسان شود 
V:)پتانسيل استهم V V= =1 فرض كنيد در حالت ترازمندي، بارهاي . 2

  پتانسيلاز شرط هم. وشي كنيدپاز اثر سيم چشم.  اندq2 وq1هاروي كره

  

  گيريم كه نتيجه مي سطح رساناهابودن

)136-4(  q qq q
V

r r r rπε πε
= = ⇒ =1 12 2

1 2 1 2

1 1
4 4  

  صورت زير نوشتتوان بهرا مي ميدان الكتريكي آنها .شودميتوزيع بار روي آنها يكنواخت باشند، ها از هم دور كرهاگر

)137-4(  ,
q q

E E
r r

σ σ
πε ε πε ε

= = = =1 1 2 2
1 22 2

1 2

1 1
4 4  

σ وσ1 آنكه در   :آيددست ميبه) 4-137(هاي از رابطه. هاست چگالي يار سطحي روي كره2

)138-4(  E r
E r

σ
σ

= =1 1 2

2 2 1
  

هاي با شعاع  در ناحيهσگيريم كه چكالي بار سطحيچون چگالي بار سطحي به طور وارون با شعاع متناسب است، نتيجه مي
گير بر ي برقطراحي ميله. تر است تيز روي سطح رسانا قوينابراين، ميدان الكتريكي در نقاطب. تر استتر، بزرگخمش كوچك

  .شودهاي با نوك تيز، گرد و خاك بيشتري جمع ميبه همين دليل است كه در روي برگ درخت. اين اساس است
  

 پتانسيل الكتريكي پوسته 4-58شكل
a  r  

V  

r
∝

1  a
∝

1  

 ي رساناي متصل به هم  دو كره4-59شكل 

r1  r2  q2  q1  
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   و فشار الكتروستاتيكي روي رسانا دروارد بر بار سطحيالكتريكي روي  ني4-6-4
ي مماسي ، مولفهσديديم كه در روي سطح رسانايي با چگالي بار سطحي يكنواخت) 4-116(ي  و در رابطه4-6-2در بخش 

يعني درست در بالا و درست  ( پيوسته استي ميدانولفهطح رسانا، اين م در گذار از س و بنابراين، استميدان الكتريكي صفر
ي عمودي ميدان الكتريكي رفتار ؛ در حالي كه مولفه)ي مماسي ميدان يكسان و برابر صفر استپايين سطح رسانا مولفهدر 

nE رسانا برابر درست در زير سطح و درست در بالاي سطح عمودي ميدانيمولفهف ختلا ا.گسسته دارد σ εΔ   . است=
ي رابطه (σ با توزيع بار سطحيي كروي ميدان پوسته آن را در هنگام بررسي. محدود نيستهااين وضعيت فقط به رسانا

  .هم ديديم))  4-64(ي رابطه(ي تخت گسترده و در بررسي ميدان حاصل از صفحه)) 37-4(
تر ديديم، ميدان  گونه كه پيشهمان.  استσ را در نظر بگيريد كه توزيع بار سطحي آنrبه شعاعي كروي براي مثال، پوسته

σميدان درست در بيرون آني اندازه. در همه جاي درون اين پوسته صفر است ε اختلاف . ستاو جهتش عمود بر سطح كره
)ميدان درست در زير توزيع بار و درست در بالاي آن  )nE σ ε σ εΔ = −   .  است=

)ميدان الكتريكي در بالاي صفحه.  هم همين طور استσي بينهايت گسترده با چگالي بار سطحيدر مورد صفحه ) ˆσ ε k2 و 
)در زير صفحه ) ˆσ ε− k2بازهم اختلاف ميدان در دو طرف صفحه برابر.  است( ) ( )ˆ ˆ ˆσ ε σ ε σ εΔ = − − =E k k k2 2 

nEدانيم كهبنابراين، مي. ي عمودي داردروشن است كه در اين حالت، بنا به تقارن، ميدان فقط مولفه. است σ εΔ   .  است=
 در گذار از يك Eميدان الكتريكي: ي گسترده و سطح رسانا، قانون گوس برقرار استحهي كروي، صفدر هرسه مورد، پوسته
σيي باردار به اندازهسو به سوي ديگر لايه εكند تغيير مي.    

شود؟ در نگاه  اند چه نيروي الكتريكي وارد ميي و يا سطح رسانا نوزيع شدهي كروي، يا صفحهبه بارهايي كه در روي پوسته
  .  را همين بارها توليد كرده اندEميدان الكتريكيكننده به نظر بيايد، چون نخست، اين پرسش شايد گيج

   چه نيرويي وارد Sي كوچك به اين وصله.نظر بگيريددر) 4-60(ي كوچكي را برابر شكل ناحيه ي بارداردر روي سطح رسانا
 است و بار موجود در روي آن dA فرض كنيد كه مساحت وصلهشود؟مي
dqرا dAσ=نيروي وارد به بار.  بناميدdq ي نيرويي كه بقيه:  داردمنشاء دو

كنند و نيرويي كه بارهاي  وارد ميSيح رسانا به وصلهبارهاي روي سط
. عامل دوم البته صفر است. كند وارد ميdq بهSيموجود در خود وصله

   ومي ديگري از قانون سنام وصله نمونهنيروي رانش كولمبي بين بارهاي هم

  

 Eدهد تا ميدان الكتريكيكند و اجازه ميساده ميي ما را اين، مسئله. تواند به خودش نيرو وارد كندنيوتون است؛ وصله نمي
  وارد بر بارdFي نيرويدر محاسبه) از جمله، ميدان ناشي از بارهاي وصله را(ناشي از تمامي بارهاي روي سطح رسانا را 

dqيپس، نيروي وارد بر بارهاي وصله.  به كار ببريمSصورتتوان به را ميd dq dAσ= =F E Eاما براي.  نوشتE چه 
يا در (ميدان يك مقداري دارد و در درون رسانا ) ي كروييا در بيرون پوسته( رسانا مقداري را بايد به كار ببريم؟ در بيرون

  .مقدار آن صفر است) درون پوسته
 صورت جمع برداري ميدانبه Sي در روي وصلهبراي اين كه به اين پرسش پاسخ بدهيم، ميدان الكتريكي را در مكان دلخواهي

  نويسيمي بارهاي روي سطح رسانا مي و ميدان الكتريكي بقيهSياي روي وصلهبارهناشي از 
)139-4(  S ′= +E E E  

SEي ميدان بارهاي روي وصلهSو ′Eيسوم نيوتون، وصله بنا به قانون. رهاستي با ميدان بقيهSتواند به خودش نمي  

σ ε2  

σ ε2  

′E  

  نيروي در روي رسانا4-60شكل 

 Sيوصله



©Firooz  Arash  2007-2012 

 40

  اي كوچك است كه  به اندازهSيفرض كنيد وصله.  فراهم كندE′وارد بر آن را بايد ميدان بنابراين، نيروي. نيرو وارد كند
   ميدان الكتريكي وصله درست در بالا و درست در زير آن عبارت است از،بنا به قانون گوس. ن را تخت فرض كردتوان آمي

  
  
)140-4(  

ˆ ;

ˆ ;
S

z

z

σ
ε
σ
ε

⎧+ >⎪⎪= ⎨
⎪− <
⎪⎩

k
E

k

2

2

  

  ميدان الكتريكي در بالاي سطح رسانا عبارت است ازنهي، بنابراين، با توجه به اصل بر

)141-4(  ˆ
z

σ
ε>

⎛ ⎞
′= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
E k E2  

  ، ميدان الكتريكي برابر است باچنين در زير سطح رسانامه

)142-4(  ˆ
z

σ
ε<

⎛ ⎞
′= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
E k E2  

 يكند و اين ميدان در روي سطح وصله گسستگي ندارد؛ اگر وصله به وصله وارد ميE′ي مهم اين است كه نيرو را ميداننكته
Sريم و دور بيندازيم، ميدان رابب ′E چون در ايجا ديگر بار سطحي وجود ندارد تا (سوراخ به وجود آمده گسسته نيست  در

  ، خواهيم داشترا با هم جمع كنيم) 4-142(و ) 4-141(هاي اگر رابطه.) گسستگي ايجاد كند

)143-4(  ( ) avgz z> <′ = + =E E E E1
2  

avgEيگيري در واقع به معني حذف ميدان وصلهيانگينم.  ميدان ميانگين استSميدان الكتريكي يك رسانا در بالاي .  است
)سطح آن ) ˆ

z σ ε> =E kو در زير سطح  z < =Eاست و در نتيجه داريم   

)144-4(  avg
ˆ ˆσ σ

ε ε
⎛ ⎞

= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

E k k1
2 2  

  برابر Sي، نيروي وارد به وصلهپس

)145-4(  ( )avg
ˆ ˆAq A σ σσ

ε ε
= = =F E k k

2

2 2  

پايان اين  را در 1 ينكته) 4-145(ي رابطهتر  واقعي فيزيكي وبراي اثبات(.  استSي مساحت سطح وصلهAكه در آناست 
   .)بخش ببينيد

جا كند و آن را به حالت اين نيرو درست همان چيزي است كه لازم است تا بارهاي الكتريكي روي سطح رسانا را جابه
σ برابردر اين حالت ترازمندي است كه ميدان الكتريكي درست در بيرون رسانا. ترازمندي برساند ε و در گوشت آن صفر 

 را به Sيكوشد وصلهمي)  در روي سطح رسانا چيستσو مستقل از اين كه علامت بار(توجه كنيد كه اين نيرو همواره . است
  .سوي ميدان الكتريكي براند
 با Pدانيم كه فشارمي: صورت زير تعريف كرد را بهSيوصله ي وارد بهتوان فشار الكتروستاتيكبا استفاده از اين نتيجه مي

  ،پس. شود تعريف مينيرو در واحد سطح

)146-4(  FP E
A

σ σ ε
ε ε

⎛ ⎞
≡ = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

22
21 1

2 2 2  
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  .شودي ميدان الكتريكي منتقل ميفشار به وسيله. ي وصله استي ميدان الكتريكي درست در بالا اندازهE.است
  

 "ي شماليكرهنيم"نيروي رانش بين .  استQ داراي بار كلR به شعاعرسانااي  كره:هاكره نيروي رانش بين نيم4-26مثال 
  .يد آن را حساب كن"ي جنوبيكره نيم"و

   ميدان در درون كره صفر است و در بيرون آن برابر :حل

)147-4(  ˆr R
QE
rπε> = r2

1
4  

  بنابراين، ميدان ميانگين در روي سطح آن عبارت است از. است

)148-4(  avg ˆQ
Rπε

=E r2
1 1
2 4  

Q و چگالي بار سطحي برابر Rσ π=  ئله، نيروي واردبنا به تقارن مس . است24
نيرو در  . ) را ببينيد4-61 شكل(  استzي شمالي در راستاي محوربر نيمكره

)برابر zfواحد سطح )avgzf Eσ=يكرهدر نتيجه، نيروي كل كه به نيم.  است  

  

   برابر است باشود،وارد مي شمالي
  
  

)149-4(  

( )cos sin

sin cos sin

z z
Q QF f da R d d
R R

Q Q Q Qd
R R R R

ππ

θ θ θ φ
π πε

π θ θ θ θ
ε π πε πε π ε

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫

2
2 2

22 2 22 2
2

2
0 00

1 1
4 2 4

1 1 1 122 4 4 2 2 4 32

  

  
ها درست در بالا و توان با ميانگين ميداننشان داديم كه ميدان در روي يك سطح باردار را مي) 4-144(ي  در رابطه:1ي نكته

 در نظر بگيريد تري راگيري را توجيه كنيم، حالت عموميبراي اين كه بتوانيم عمل ميانگين.  درست در زير سطح جايگزين كرد
   بارها ممكن است در . صفر نيست،ي بار واقعيضخامت لايه. دهددست ميتري هم از سطح باردار بهكه تصويري واقعي

 هاي لايه ي بخش، در همهσكل در واحد سطح،  بارگون توزيع شده باشد، اما هنوز همهاي گونا به شكل لايههاي مختلفبخش
ي  پوستهمثلا در درونبه جاي اين كه ( بناميد E1ي باردار واقعيبنابراين، ميدان الكتريكي را در يك طرف لايه. يكسان باشد
Eي باردار، ميدان رادر طرف ديگر لايه). ، ميدان را صفر فرض كنيدنازك كروي ، شرطي σازاي هرت، بهدر اين صور. بناميد2

Eكند، عبارت ازكه قانون گوس اعمال مي E σ ε− =2   . است 1
ي باردار، ميدان از يك سو به سوي ديگر، به طور پيوسته از در درون لايه. تر به درون لايه نگاه كنيمحال بگذاريد با دقت بيش

E1به E xي لايه دراگر يك رويه. در درون لايه توزيع بار حجمي وجود دارد. كند تغيير مي2 ي ديگرش در       و رويه=
x x=تواند تابع باشد، چگالي بار حجمي هم ميxآن را. اشد ب( )xρتري به ضخامت ي بسيار نازكحال زيرلايه.  بناميد

dx xي بسيار نازكلايه زيربار در واحد سطح موجود در اين. ي باردار اصلي در نظر بگيريد را در درون لايهdxρاست  .
  ي بسيار نازك عبارت است ازلايهزير باشد، نيروي وارد به Aاگر سطح آن

)150-4(  dF E dx Aρ= ⋅  
  نيروهاي جزيي كه به) تر، انتگراليا درست( جمع برابر است باشود، وارد ميي باردار  لايه بهدر واحد سطحكه پس، نيروي كل 

θ  

E  

  و ميدان الكتريكيz محور4-61شكل

z  
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  :شودي اصلي وارد ميي لايهي سازنده هر زيرلايه

)151-4(  xF E dx
A

ρ= ∫  
Eبا (اما قانون گوس  E σ ε− =2 dxρ، برابر dE در زيرلايه، يعنيE ميدانگويد كه تغييرمي) 1 εبنابراين، در .  است

  آيدبا اين جايگزيني انتگرال بالا به صورت زير درمي.  جايگزين كردdEε را باdxρتوانمي) 4-150(ي لهمعاد

)152-4(  ( ) ( )( )
E

E

F EdE E E E E E E
A

ε εε= = − = + −∫
2

1

2 2
2 1 2 1 2 12 2  

Eچون E σ ε− =2   توان به صورت زير نوشتمي) 4-152(ي  است، نيرو در واحد سطح را در رابطه1

)153-4(  ( )F E E
A

σ= +1 2
1
2  

ي باردار با ميانگين  معيني نيرو در واحد سطح وارد به لايهσبند بوديم و نشان داديم كه به ازاي هرما به پيمان خود پاي
 مورد نظر در مقايسه با مساحت كل كوچك است، مستقل از شود و تا زماني كه سطحدو سطح لايه تعيين مي ها درميدان

)ضخامت لايه و تغييرات چكالي بار )xρدر درون لايه است .♣  
. شودزيع مياين بار البته در روي سطح كره تو.  بودQي رسانا را در نظر گرفتيم كه بار كل آن كره4-26در مثال  :2ي نكته

چه مثبت و  (نيروي وارد به جزء بار در روي كره، پس.) را نگاه كنيد) 4-148(ي رابطه(سو است جهت ميدان در روي كره برون
بنابراين، انتظار داريم بارها از روي كره كَنده و در هوا . دانيممي) 4-149(ي اين را از رابطه.  هم به سوي بيرون است)چه منفي

سو را خنثي سو وجود داشته باشد كه نيروي برونشوند، بايد نيرويي درونچون بارها از سطح كره كنده نمي. پخش شوند
 گفتن اين كه اين نيرو از .هايمان وارد نكرديم در معادلهدارد،هاي بار را در جايشان نگه مي كه حاملما يك چنين نيرويي را. كند

ها و به چون نيروهاي ربايشي و رانشي الكتريكي نيروهاي چيره در ساختار اتم. ت است، گمراه كننده اس"غيرالكتريكي"نوع 
هاي ي فاصلههاي كوتاه، از مرتبهتفاوت آنها در اين است كه اين نيروها فقط در فاصله. هم چسباني ماده استتر در بهطور كلي

بگذاريد با مثالي اين را . شودبه داستان تك ذره تبديل ميدر اين مقياس فاصله، فيزيك . بين اتمي و بين مولكولي، اثر گذار اند
,بادكنك پلاستيكي با شعاع. روشن كنم m1را در نظر بگيريد كه C−81  بار الكتريكي به طور يكنواخت در روي سطح بيروني 

) اين سطح  الكتريكيچگالي بار. توزيع شده است ) ( )C , m C mσ π− −= = ×28 8 21 4 1 8 سو در نيروي برون.  است1
,با توجه به مقدار(آيد دست ميبه) 4-145(ي واحد سطح باردار از رابطه C N mε −= × 12 2 28 85   و برابر است با) 1

)154-4(  ( )
( )

C m
, N m

, C N m
dF
dA

σ
ε

−
−

−

×
= = = ×

×

28 22
4 2

12 2 2
8 1 3 6 12 2 8 85 1  

,اگر اندكي دقت كنيد و توجه كنيد كه بار هر الكترون C−× 191 6 2  بار كه بر روي بادكنك قرار C−81بينيد كه است، مي1
×دودحداديم، معادل  16  ميليون الكترون اضافي در هر 50اين تعداد الكترون، يعني . ايم الكترون است كه بادكنك چسبانده1

اما، اگر . ناصافي در توزيع بار قابل مشاهده نيست، اين فشردگي انباشت الكترونبه خاطر . متر مربع پلاستيك بادكنكسانتي
در . يافتيماش ميترين همسايه از نزديكm−61يهاي اضافي نگاه كنيم، آن را در فاصلهتوانستيم به يكي از اين الكترونمي

دامي كه . افتداين الكترون در يك مولكول موضعي پلاستيك به دام مي.  بسيار زيادي استي فاصلهm−61مقياس اتمي
اگر بخواهيد الكترون . مولكول پلاستيك هم به مولكول بعدي  چسبيده است و اين زنجيره ادامه دارد. سرشت آن الكتريكي است

البته، اگر نيروي كشش شما خيلي بزرگ . كندتقال پيدا ميان را بكشيد و از مولكول جدا كنيد، نيرو به تمامي بخشي از پلاستيك
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براي اين كار به ميدان الكتريكي نياز داريد كه هزاران بار .  الكترون را از مولكولي كه به آن جسبيده است جدا كندتواندمي ،باشد
  ♣. تر از ميدان الكتريكي اين آزمايش استقوي

         
   كشش و فشار الكتريكي7-4

تر، سطح در حالت عمومي. دست آورديمكند، بهي فشاري را كه ميدان الكتريكي به يك سطح رسانا منتقل م4-6-4 در بخش
   فرض كنيد ميدان الكتريكي .كنيد  ميدان الكتريكي تصور يكرا در) 4-62(مانند شكل ) ي فلزي پندارييك جعبه(اي رساناي بسته

بينيد كه پنداري نگاه كنيد، ميي اين جعبه لايياگر به سطح با. يكنواخت و به سوي بالاست
در .  به سوي بيرون از سطح است جهتش و عمود استدر آنجا ميدان الكتريكي بر سطح

ي ميدان فاراده، گوييم ميدان كششي را در راستاي خود به اين سطح منتقل واژگان نظريه
اني بسته مه اين سطح ريس كه ب استدرست مثل اين. كشدسوي بالا ميكند و آن را به مي

  . ان به بالا بكشيمم با ريس آن راباشيم و
چنين، اگر به سطح پاييني جعبه نگاه كنيم، مي بينيم كه در روي اين سطح ميدان هم

 گوييم كه  باز همدر واژگان فاراده،. اد موازي استالكتريكي با بردار عمود بر اين سطح پ
كند و آن را به سوي پايين به اين سطح منتقل ميميدان الكتريكي كششي در راستاي خود 

  درست مانند اين كه ريسماني به اين سطح بسته باشيم تا آن را به پايين بكشيم . كشدمي
تعيين واقعي جهت نيرو به اين سادگي نيست و نيازمند شناختن تانسور تنش مكسول (

  پس،. ح پايين جعبه است با بردار عمود بر سطموازي يكششتوجه كنيد كه اين هم  ).است

  

در سطح . كشش در يك سو استدر هر دو حالت، . كند كه ميدان موازي يا پادموازي با بردار عمود بر سطح باشدفرق نمي
يم ميدان فشاري به  گويدر زبان واژگان فاراده. عمود استسو  بر بردار عمود بر سطح برون الكتريكيسمت چپ جعبه، ميدان

به همين ترتيب، ميدان الكتريكي در سطح سمت راست جعبه در راستاي . دهد ميسوي راست هلند و آن را به كسطح منتقل مي
  .دهد ميهل  چپويسكند و آن را به  منتقل ميچپسو است و به اين سطح فشاري در جهت عمود بر بردار سطح برون

   برون سوي عمود بر  بردار، موازي يا پادموازيتقالي ميدان را براي حالتي به كار برديم كه تنش انكششي توجه كنيد كه واژه
ي اندازه. سوي سطح عمود استرا براي حالتي استفاده كرديم كه تنش انتقالي ميدان بر بردار برونفشار ي  واژهاز .بودسطح 

Eεهاي مختلف جعبه برابر ها در روي سطحاين فشارها و كشش 2 اين . ي اين كميت نيرو بر سطح يا فشار استيكا. است2
، چون يكاي انرژي در واحد حجم هم يكاي ) را ببينيد5فصل (يره شده در ميدان الكتريكي است چنين چگالي انرژي ذخكميت، هم
  .فشار است

را ي باردار م، حركت ذرهاي براي تنش انتفالي ميدان الكتريكي و تبادل انرژي بين ميدان و ذرات آورده باشيبراي اين كه نمونه
  . كنيمبررسي ميدر ميدان الكتريكي يكنواخت 

   
  ي باردار در ميدان الكتريكي يكنواخت حركت ذره8-4

qاي با بارذره =Eˆفرض كنيد ميدان الكتريكي. كند را در نظر بگيريد كه در ميدان الكتريكي يكنواخت حركت مي< −E k 
ˆبه ذره نيروي ثابت و رو به پايين.  و رو به بالا آغاز كندzاست و ذره حركت خود را در راستاي محور

e q qE= = −F E k 

  ي پنداري در  جعبه4-62شكل 
                ميدان الكتريكي

E  

E  E  

E  
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z سرعت ذره درفرض كنيد(كند   ذره را وادار به توقف ميشود و سرانجاموارد مي ، به حركت و سپس) رسد به صفر مي=
هاي انتقالي با زبان تنش .نشان داده شده اند) 4-63(هاي هاي همراه آن در شكلحركت ذره و ميدان. دهدرو به پايين ادامه مي

  توان توصيف كرد؟از سوي ميدان، حركت ذره را چگونه مي
  يك: يابد، بايد از اين قرار باشدنمود مي)  ب4-63(ود و شكل شتوصيف فاراده از نيروي روبه پايين كه به بار وارد وارد مي

  
  
  
  
  
  )الف(

  
  
  
  
  

  )ب(          

  ينيمه هاي ميدان كهخط). 4-64(ي باردار تصور كنيد كه بار در مركز آن است، مانند شكل  سطح كروي مجازي پيرامون ذره
شي موازي گذرند، به سطح تنشكافند و از آن ميپاييني اين سطح را مي

. كشداين تنش، ذره را از طرف پايين به زير مي. كنندميدان منتقل مي
ي فرضي، فشاري را به سطح منتقل هاي ميدان در سمت بالاي كرهخط
اين تنش، بار را از طرف بالا به . كنند كه بر خودشان عمود استمي

يين اثر برآيند اين دو تنش، نيرويي به سوي پا. دهدسوي پايين هل مي
پيداست كه وقتي بار )  ب4-63(از شكل  .شوداست كه به بار وارد مي

تر هاي ميدان در پيشاپيش بار فشردهحركت مي كند، خطبه سوي بالا 
اين آرايش ميدان، به بار متحرك . سر نامتراكم اندشوند و در پشتِمي

  .كند و در شكل پيداستنيرويي در جهت پايين منتقل مي

        

ما آن را در شكل . كندمنتقل مي  نيرويي در جهت بالا به بارهايي كه ميدان يكنواخت را توليد كرده اند،چنينش ميدان، همآراي
اي در يك محيط مقاوم مانند آب يا ي نقطهركت ذرهبار در اين آرايش ميداني، مانند ححركت برآيند روبه بالاي . بينيمنمي

  .آيندره پديد ميروي ذها در اثر پيش تنش.هواست
 كاهش متحركي جنبشي بار كند، انرژار به سوي بالا حركت ميوقتي ب: توان وضعيت را توصيف كردبه زبان انرژي هم مي

كند، وارون اين وقتي كه ذره رو به پايين حركت مي. شود انرژي در ميدان الكتروستاتيكي فشرده انباشته مياين مقدار .يابدمي
هاي ميدان در جهت شارش حركت خط. كنندهاي ميدان هم با گذشت زمان حركت ميافزون بر اين، خط. ددهفرايند روي مي

شود، انرژي الكترومغناطيسي از بار به شود كه وقتي حركت بار كند ميبه روشني ديده مي)  ب4-63(از شكل . انرژي است
شود و شارش انرژي الكترومغناطيسي از كند، شتابيده ميوقتي بار در جهت رو به پايين حركت مي. كندمحيط شارش پيدا مي

  .كنددر اين حالت، ميدان انرژي خود را آزاد مي. محيط به سوي بار است
  دهد و شود، پس از مدتي جهت خود را تغيير مي هاي منفي وارد ميدان ميzيشود؟ وقتي بار از ناحيهپايستگي تكانه چه مي

 و −z آرايش ميدان كل وقتي كه بار در روي محور)الف(: ي باردار در ميدان الكتريكي يكنواخت حركت ذره4-63شكل 
 .آيد مي آرايش ميدان كل، وقتي كه ذره پيش از حركت به سوي پايين، در مبداء به حال سكون در):ب(. دور از ديد است

ي باردار در ميدان  حركت ذره4-64شكل 
 يكنواخت رو به پايين
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  ماند؟در اين فرايند، تكانه چگونه پايسته مي. گردد هاي منفي برميzيناحيه  به سوي
 از بار در حال حركت به بارهايي كه ميدان يكنواخت الكتريكي را به وجود +zي در جهتالبته تكانه پايسته است؛ چون تكانه

تنش . اين وضعيت به روشني پيداست) 4-63(از آرايش ميدان در شكل . شودمنتقل مي) شوددر شكل ديده نميو (ند اآورده
  ي ميدان يكنواخت را به سوي بالادهد، همراه با تنش ديگري است كه بارهاي به وجود آورندهميدان كه بار را به پايين هل مي

  . دهد هل مي

  نام نام و ناهمآونگ بارهاي هم •
فرض كنيد دو بار  . تنش  توصيف كردواژگان با توان آن را مين مثال ديگري از فرايند هاي الكترومغناطيسي است كهاي

نخست، حالتي را در نظر . توان به يكديگر نزديك و يا از هم دور كردها را ميي آويز آونگنقطه. انندالكتريكي از دو آونگ آويز
  وضعيتي  نشان داده شده است كه عاملي خارجي ) 4-65(در شكل . رانندبراين، يكديگر را مينام اند و بنابگيريد كه بارها هم

نيروي گرانش بارها را به . ها را به هم نزديك كندكوشد نقاط آويز آونگمي
نها را در كوشد آكشد و نيروي رانش الكتروستاتيكي ميسوي پايين مي

هاي ، رفتار ميدان وضعيت در اين.شان از هم دور كندراستاي خط واصل
ان است كه تنش الكتروستاتيكي در جهت عمود بر ميدان منتقل نالكتريكي چ

اما فشار كوشد بارها را به هم نزديك كند، عامل خارجي مي. شودمي
  خواهيموقتي مي.  را از هم دور نگه داردكوشد بارهاالكتروستاتيكي مي

 ميدان منتقل شي كه عمود بركنيم، تنها را به هم نزديك  آونگهاي آويزنقطه
  خط هاي  در شكل بالا. (كوشد بارها را دور از هم نگه داردشود، ميمي

     

  نام اند و عامل خارجي حال به وضعيتي توجه كنيد كه بارها ناهم .)ميدان را آگاهانه ادامه نداده ايم تا تصوير گوياتر باشد
  اين وضعيت در . كوشد بارها را به هم نزديك كندعامل خارجي با اين كار مي.  نزديك كندها را به همكوشد نقاط آويز آونگمي

نيروي .  ربايندنام اند، يكديگر را ميچون بارها ناهم. شودميديده ) 4-65(شكل 
نيروي الكتروستاتيك بارها را در راستاي . كشدگرانش آنها را به سوي پايين مي

هاي الكتريكي در اين رفتار ميدان. راند ميبه سوي يكديگرشان صلخط وا
كشش مي كوشد . شوداي از تنش است كه موازي ميدان منتقل ميوضعيت، نمونه

ها را به هم نزديك وقتي نقاط آويز آونگ .نام را به يكديگر نزديك كنددو بار ناهم
م شود، بارها را به سوي هكنيم، كشش كه موازي ميدان الكتريكي منتقل ميمي
  .راندمي

  

   

   انرژي ميدان الكتريكي9-4
تاكنون با ميدان الكتريكي چندين نوع  .  و تكانه داردتوان حالتي از ماده پنداشت كه انرژيفتم كه ميدان الكتريكي را ميتر گپيش

ر بخش پاياني اين فصل د. كم در بنياد، ميدان الكتريكي هر توزيع بار را حساب كنيمتوزيع بار آشنا شديم و آموختيم كه، دست
تر بررسي اين موصوع را با گستردگي و جزييات بيش 5پرسيم، انرژي مربوط به يك ميدان الكتريكي چيست؟  در فصل مي

هاي با اين حال، ما ادعا كرديم كه قانون كولمب به همراه اصل برنهش تنها ابزاري هستند كه براي بررسي پديده. خواهيم كرد

 نام آويزان از دو آونگ دو بار هم4-64شكل 

 نام دو آونگ يا بارهاي ناهم4-65شكل
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البته، از اين دو مفهوم استفاده كرديم و قانون گوس را هم به جعبه ابزار خود . لازم داريم) ، الكتروستاتيكيكمدست(الكتريكي 
اثبات عمومي . جا پرسش را به ياري يك مثال پاسخ خواهيم داد در اين.است كه پرسش بالا را بپرسيمجپس، كاملا به. افزوديم

  . كنيم واگذار مي5را به فصل 
  .  فشاريدفرض كنيد پوسته را اندكي مي. يكنواخت است  وσ را در نظر بگيريد كه بار سطحي آنrكروي به شعاعي يك پوسته

rشعاع آن به) 4-66(همانند شكل  dr−در اين كار، براي چيره شدن به . كند كاهش پيدا مي
σروي رانشيني ε2  است، drجاييچون مقدار جابه. مترمربع بايد كار انجام دهيم در هر 2

)قشردن پوستهكار لازم براي  )( ) ( )r dr r drπ σ ε π σ ε=2 2 2 24 2 اين بدان .  است2
منظور (فته است معني است كه انرژي لازم براي چيدمان بارها در اين وضعيت، افزايش يا

انرزي لازم براي اين كه بارها را از .  به آن پرداختيم3 است كه در فصل Uمن همان انرژي
  پس، داريم  .) بينهايت بياوريم و در جايشان قرار دهيم

)155-4(  rdU drπ σ
ε

=
2 22  

  

  

E صفر بود، اما حالاdrي به ضخامتز فشردن، ميدان در درون پوستهپيش ا: به تغيير ميدان الكتريكي توجه كنيد σ ε= 
در عمل، . ميدان تغيير نكرده است، همان است كه پيش از فشرده شدن پوسته وجود داشتrدر فضاي بيرون. شده است

Eميداني به شدت σ ε=اي با حجم توليد كرديم كه ناحيهr drπ ي  اين كار با هزينه كردن انرژي رابطه.  را پر كرده است24
Eσ قرار دهيمσجايبه) 4-155(ي اگر در رابطه. انجام گرفت) 155-4( ε= داشت، خواهيم  

)156-4(  ( )r E EdU dr r dr
π ε ε π

ε
= =

22 2
22 42  

انرژي : كنمدر اينجا فقط آن را بيان مي.  آن را ثابت خواهيم كرد5ي كلي است كه در فصل اي از يك قضيهاين رابطه، نمونه
)را با نسبت دادن انرژي) يعني كار لازم براي سامان دادن بارها(اي از بارهاي الكتريكي پتانسيل مجموعه )E dε τ2 به هر 2

  . دست آوردتوان از ميدان الكتريكي به ميگيري بر روي تمام فضايي كه ميدان وجود دارد، و انتگرالdτجزء حجم

)157-4(  
allspace

U E dε τ= ∫ 2
2  

Eكه در آن = ⋅E E2چون ميدان الكتريكي يك . شودقدار انرژي در ميدان الكتريكي ذخيره مياين م.  يك كميت اسكالر است
Eεتوان به مي. توان باز يافتي اين انرژي را ميميدان پايستار است، همه 2 Jبا يكاي( همانند چگالي انرژي 2 m3 (انديشيد .  

  
 چقدر.  به طور يكنواخت توزيع شده استRاي به شعاع در حجم كرهQ  بار كل : همگني انرژي پتانسيل كره4-27مثال 

   در كره ذخيره شده است؟انرژي 
) 4-157(ي دلهبنابراين، معا.  حساب كرديم4-3 ما آنها را در مثال.  ميدان الكتريكي در درون و بيرون كره غير صفر است:حل

rي درون،ميدان در ناحيه. ي درون كرهبيرون كره و ديگري براي ناحيهيكي براي : شامل دو دو انتگرال است R< برابر ،
( ) Qr

R
πε 31 )ي بيرون كره و در ناحيه4 ) Q

r
πε 21   :داريم) 4-157(ي نابراين، از رابطهب).  را نگاه كنيد4-3حل مثال ( است 4

r  

r dr−  dr  

  ي فشرده پوسته4-66شكل 
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)158-4(  R

R

Qr Q Q Q QU r dr r dr
R r R R R

ε π π
πε πε πε πε πε

∞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫

2 2 2 2
2 2

3 2
1 34 42 4 4 5 8 8 5 4  

  
 را در مبداء مختصات قرار qبراي ديدن اين نكته، بار. اي به كار بردتوان براي يك بار نقطهرا نمي) 4-157(ي  معادله:نكته
)در نزديكي مبداء. دهيد )E q rπε= 22 2 dچون.  است44 r drτ π= E است، رفتار انتگرالنده به صورت24 d dr rτ ∝2 2 
rشود و در حدمي  در qگويد كه براي انباشتن باراين به ما مي. شودبينهايت مي) 4-157(ي ، مقدار انتگرال در رابطه→

هاي مانند الكترون و پروتون در دنياي واقعي با ذره. اين درست است، اما سودمند نيست.  انرژي لازم استحجم صفر بينهايت
كنش كنيم و وقتي برهمپوشي مياي كوچك اند كه براي خيلي از منظورها از ابعاد آنها چشمها به اندازهاين ذره. سروكار داريم

ها چه مقدار انرژي براي ساختن اين ذره. كنيماي فرض ميي نقطهكنيم، آنها را به صورت ذرهرسي ميآنها را با يكديگر بر
  پيش ساخته فرض ها را ما ذرهدر اينجا، . توان با الكترومغناطيس كلاسيك دادهزينه شده است؟ پاسخ اين پرسش را نمي

    .  كنيمها را حساب ميجايي آنكنيم و فقط كار لازم براي جابهمي
  

         
  ي ديورژانساثبات قضيه:  1 پيوست 9-4
   تعريف ديورژانس1-9-4

  .كنيماندازيم و قضيه ديورژانس را اثبات ميدر اين پيوست نگاه ديگري به ديورژانس مي
) 4-67( در شكل Sيي اين ميدان را از سطح بستهگذرنده Φخواهيم شار داده شده است و ميFفرض كنيد ميدان برداري

  :حساب كنيم 
)159-4(  

S

dΦ = ⋅∫ F a  

  دو بخش را اين) 4-68(تر، در شكل براي روشني بيش(به دو بخش تقسيم كنيم )4-68(اجازه دهيد اين سطح را همانند در شكل 
  .) ن داده ايم اما، در واقع، آنها به هم چسبيده اندجدا از هم نشا

پيش از اين كه چيزي را حساب كنيم، بهتر است مطمين شويم كه معني سطوح مختلف را 
OS وOS1دو سطح) 4-67(در شكل  .فهميمها ميدر اين شكل هاي بالايي  را داريم كه نيمه2

OS وOS1توجه كنيد كه سطوح. اند) 4-67( در شكل Sپاييني سطحو  هاي بسته  سطح2
OS وOS1افزون بر سطوح. نيستند ) 4-69(ل  وجود دارند كه در شك دو سطح ديگر هم2
Sآنها را با مساحت اين دو سطح يكسان است اما جهت آنها مخالف . ايم نشان داده′

Sهايسطح. يكديگر است S و1   . اندSي سطح اند كه مركزهاي دو نيمهبستههاي  سطح2
  .را حساب كردΦتوان شارحال مي

     

  يك سطح بسته4-67شكل 

S  
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)160-4(  ( )

O O

O O

O O

S S S

S SS S

S SS S

S S

d d d

d d d d

d d d d

d d

′ ′

′ ′

Φ = ⋅ = ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= ⋅ + ⋅ ≡ Φ +Φ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

F a F a F a

F a F a F a F a

F a F a F a F a

F a F a

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

  

OS وOS1 را به دو سطحSتوجه كنيد كه در سطر اول، سطح Sر دوم انتگرال روي سطحدر سط. ايم تقسيم كرده2  را يك بار ′
Sيهاي بستهافزوديم و يك بار كم كرديم و در سطر سوم آنها را چنان دسته بندي كرديم كه سطح S  و1 در سطر .  را بسازند2

Sيهاي بستهآخر شار گذرنده از سطح S و1   .  را تعريف كرديم2
S وS1يهاي بستهسطح هايي را كهتوان اين كار را ادامه داد و حجممي تر تر و كوچكهاي كوچك احاطه كرده اند به حجم2

Sهايي مانندكار را انجام دهيم، زوج  سطحهر بار كه اين . تقسيم كرد با . كندگيريشان يكديگر را حذف ميآيد كه جهت پديد مي′
   :گذرندهاي كوچك ميشود كه از سطح اين حجماي از شارها تقسيم مي به مجموعهSاين كار، شار كل گذرنده از سطح اصلي

)161-4(  
S

k
i =

Φ = Φ∑
1

  

 ،  Sتر تقسيم كرد و شار گذرنده از سطحهاي كوچكبه حجم)  مرزهاي آن استSيكه سطح بسته( را Vتوان حجمپس، مي
 متناسب Vگيريم كه شار كل بايد با حجمبنابراين، نتيجه مي.  جزيي برابر استهايبا جمع شارهاي گذرنده از سطح  اين حجم

  : را مي توان به صورت زير تعريف كردFاز اين رو، ديورژانس ميدان. باشد

)162-4(  lim S

V

d

V→

⋅
∇ ⋅ = ∫ F a

E  
Vبه بيان ديگر، در حد    .V است تقسيم برV كه مرزهاي حجماست  ، ديورژانس عبارت از شار گذرنده از سطحي→

  
  ي بنيادي ديورژانس  قضيه2-7-4

  ي قضيه: هاي مختلفي داردقضيه ناماين . پردازيمي بسيار مهمي ميحال كه ديورژانس را تعريف كرديم، اينك به اثبات قضيه

  Sي سطح دو نيمه4-69شكل

1
OS  

2
OS  

S ′  

S ′

S1  

S 2  

OS 1

OS 2  

  به دو نيمS  تقسيم سطح4-68كلش
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   خواهيم كرداستفاده ي ديورژانسقضيه   نامازما  . ي ديورژانسقضيه و يا ي گرينقضيه، گوس
اي كه مرزهاي در سطحي بسته  با انتگرال تابع Vاي به حجم در ناحيهF انتگرال ديورژانس تابع برداري مانند :4-2 قضيه
  :  است، برابر استVحجم

)163-4(  ( )
V S

d dτ∇ ⋅ = ⋅∫ ∫F F a  

dτجزء حجم و daبردارجزء سطح اند  .  
  .است) 4-152(ي ي آغاز ما رابطه نقطه:اثبات

  
  
  
  
)155-4(  

( )

( )

i

i

S N

k i
i iS S

iN
S

i
i i

N

i
i

V

d d

d
V

V

V

dτ

= =

=

=

Φ = Φ ⇒ ⋅ = ⋅

⋅

=

= ∇ ⋅

= ∇ ⋅

∑ ∑∫ ∫

∫
∑

∑

∫

F a F a

F a

F

F

1 1

1

1

  

كند، برابر  احاطه ميS روي حجمي كه سطحF⋅∇ با انتگرال Sي گذرنده از سطح بستهFبه بيان ديگر،  شار  ميدان برداري
  است
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  اي چند گزينههاي كوتاهآزمون
  
ي دلخواهي خواهيم ميدان الكتريكي ناشي از آن را در نقطهمي.  و بتوزيع بار سطحي يكنواخت داريمR قرص تختي به شعاع-1

مركز ي استفاده كنيم كه قرص را دربردارد و با آن همكند كه از سطح گوسي به شكل كرهكسي پيشنهاد مي. در فضا بيابيم
  كدام گزاره در اين مورد درست است؟.  است

  .اي حساب كرد را در هر نقطهEسادگي ميدانتوان با استفاده از آن بهقانون گوس براي كره درست است و مي  ):الف(
  .اي استفاده كرد را در هر نقطهEميدان توان از آن براي يافتنقانون گوس براي كره درست است، اما نمي   ):ب(
  .  قانون گوس براي كره درست نيست  ):پ(
  مركز (ي قيف  در مركز قاعدهqبار. وشانده شده استاي پكرهقيفي برابر شكل با نيمي قاعده -2

 شار الكتريكي گذرنده از قيف برابر .  استRي آن و شعاع قاعدهh ارتفاع قيف.قرار دارد) كرهنيم
  است با

q): ب     ( صفر  ):  الف( πε2    )        پ :(q ε2) ت :(q ε       )ج:(       R h R q
R

π
π ε

+2 2

22  

  

  .در شكل نشان داده شده است) در جهت عمود بر صفحه(، به طول بينهايت دراز و كلفتي ناچيز bروباني از بار به پهناي -3
كدام يك .  از روبان قرار داردbي به فاصلهPينقطه.  استσچگالي بار سطحي روبان

  . كند توصيف ميPيهاي زير ميدان را در نقطهاز گزينه

)): الف( )nσ
ε

) ):ب(                     2 )b nσ
πε

2
)):   پ(                   2 )n

b
σ

πε
2

2  

)):    ت( )b nσ
πε

2 2
)):    ج                 (2 )n

b
σ

πε

2 2
2  

  

Rبا (R2 وR1هاي و شعاعLمحور به طولي همي استوانه  دو پوسته-4 R L<1 σ وσ1 و بچگالي بارهاي سطحي)2  را 2
  ها در پتانسيل يكسان قرار دارند؟هاي زير پوستهدر كدام يك از حالت. در نظر بگيريد

σ): الف( σ=1 σ): ب         (2 σ= −1 R):   پ      (       2 Rσ σ=1 1 2 σ):   ت           (2 σ):   ج              (1= =2  
) بار حجمي نايكنواخت -5 )r R rρ ρ= اي به شعاعدر كرهRي و دربازهr R≤كدام گزاره رفتار .  توزيع شده است

r(ميدان الكتريكي را در درون كره  R< (كند؟به درستي توصيف مي  
)): الف( )E r r∝ )): ب   (                       21 )E r r∝1                      )    ثابتمقدار):   پ ( )E r =                              
)): ت( )E r r=)                                 ج :(( )E r r= 2  
R. ي خيلي دور از هم قرار دارندله به قاصR2 وR1هايي كروي به شعاع دو پوسته -6 R>2 ها اگر بار روي پوسته.  است1

ها  را درست در بيرون پوستههاي الكتريكيباهم برابر باشند، ميدان) نسبت به بينهايت(ها اي باشند گه پتانسيل پوستهبه گونه
  .مقايسه كنيد

  تر است ي بزرگ، ميدان بزرگدر همسايگي پوسته):    ب(               ها برابرند                   ميدان):الف(
  . براي پاسخ دادن به پرسش به اطلاعات ديگري نياز است):ت(تر است            ي كوچك ميدان بزرگ در همسايگي كره):پ(

q  R  

h  

b  

b  
P  

σ  



©Firooz  Arash  2007-2012 

 51

  اي از فضا به صورت زير است ميدان الكتريكي در ناحيه-7
  

( )
ˆ ;

;

a r r R
r r R

r R

⎧ ⎛ ⎞
− ≤⎪ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠

⎪ >⎩

r
E

3

2 31  

  انجامد؟تر توزيع باري است كه به اين ميدان ميهاي زير توصيف دقيقكدام يك از گزاره.  مقدارهاي ثابت اندR وaكه در آن
qاي منفي  بار نقطه):الف( aπε=4به شعاع كروييپوستهي  جايگزيده در مبداء مختصات بعلاوه R با توزيع بارسطحي 

qيكنواخت Rσ π= − 24.  
qاي مثبتبار نقطه ):ب( aπε=4ي كروي به شعاعي پوسته جايگزيده در مبداء مختصات بعلاوهR با توزيع بارسطحي 

qيكنواخت Rσ π= − 24.  
qاي مثبت بار نقطه):پ( aπε=4اي به شعاعي كروه جايگزيده در مبداء مختصات بعلاوهRبا بار منفي q Rρ π= − 33  كه 4

  .شده است توزيع در حجم كرهبه طور يكنواخت 
qنفياي م بار نقطه):ت( aπε− = q با بار مثبت Rاي به شعاعي كروهبعلاوه جايگزيده در مبداء مختصات 4− Rρ π= 33 4 

  .كه به طور يكنواخت در حجم كره توزيع شده است
  .ين كردي ميدان را تعيتوان بار توليد كننده با اصلاعات داده شده نمي):ج(
 در فضاي qپوسته بدون بار است و بار) 2(و ) 1(هاي در وضعيت. ي رسانا در هر سه وضعيت زير يكسان است پوسته-8

E1،Eاگر.  بر روي رسانا قرار داردqبار) 3(در وضعيت . تهي آن جاسازي شده است E و2 هاي الكتريكي در ي ميدان اندازه3
   باشند، كدام گزاره درست است؟Pينقطه

E):  الف( E E> >1 2 3  
E):    ب( E E< <1 2 3  
E):    پ( E E= >1 2 3  
E):    ت( E E= <1 2 3  
E):     ج( E E= =1 2 3  

  

  گوشت رسانا در شكل با رنگ خاكستري نشان داده شده (ي كلفت رسانا قرار دارد  در فضاي تهي درون يك پوستهq بار-9
چين اي با نقطهصفحه.  هر دو مثبت اندQ وqبارهاي.  استQبار كل رسانا.) است

  : شار الكتريكي گذرنده از اين سطح باشدΦاگر. در گوشت رسانا رسم شده است
Φ  ): الف( q): ب         (= ε< Φ q):پ               (> ε   
)):   ت( )q q Qε ε< Φ < )):   ج(                           + )q Q εΦ = +    
  هر دو) ج(و ) ت():   ح (هر دو                                  ) ب(و ) الف     ():چ(

  

  
  
  

q

P ( )E1  

( )1  
q  

P  ( )E 2  

( )2  

q  
P  ( )E 3  

( )3  

q  

Q  
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  هامسئله
) b وaهايي هم مركز بسيار دراز به شعاع دو استوانه1-4 )b a>و طول Lبار.  را در نظر بگيريدQ+ طور يكنواخت دربه  

ي بيروني  بر روي سطح استوانه−Qي دروني و بارحجم استوانه
aيناحيه. توزيع شده است r b<   .را ببينيد) 4-70( شكل . تهي است>

     اين آرايش چه تقارني دارد، جهت ميدان الكتريكي چيست؟):الف(
rهاي براي هر يك از ناحيه):ب( a<، a r b< r و > b> چه سطح 

  گزينيد و از چه متغيري براي پارامتري كردن سطح گوسگوسي برمي

  

  كنيد؟ حدود تغييرات اين متغير براي هر ناحيه چيست؟انتخابي خود استفاده مي 
rي براي ناحيه):پ( a<پاسخ شامل ميدان الكتريكي در آن ناحيه هم . ، شار گذرنده از سطح گوس انتخابي را حساب كنيد

  .شناسيماست كه هنوز نمي
rي بار كل كه در درون سطح گوس انتخابي شما براي ناحيه):ت( a<وجود دارد چقدر است؟   
rي براي ناحيه) :ج( a<ميدان الكتريكي ،Eرا حساب كنيد .  
aي گام هاي بالا را براي يافتن ميدان الكتريكي در ناحيه) :چ( r b<   . تكرار كنيدr به صورت تابعي از>
  .سب پارامتري كه براي سطح گوس برگزيده ايد، براي هر سه ناحيه رسم كنيد نمودار تغييرات ميدان الكتريكي را برح) :ح(
r اختلاف پتانسيل بين) :خ( a=و r ) ؛ يعني = ) ( )V V a VΔ =   . را حساب كنيد−
r اختلاف پتانسيل بين) :د( a=و r b= ؛ يعني ( ) ( )V V b V aΔ =   . را حساب كنيد−
 ياي در فاصلهدايره.  در مبداء مختصات قرار داردqاي بار نقطه: شار گذرنده از يك دايره2-4

 گشوده شده θ2ي نسبت به مبداء مختصات با زاويه)4-70(د و برابر شكل  قرار دارq از بار
 واقع در مبداء باري ديگري qچون به جز بار.  را در نظر بگيريدشار گذرنده از دايره. است

ست مبداء مختصات قرار دارد وجود ندارد، شار هر سطحي كه با دايره مقيد است و در سمت را
  .اين شار را براي دو سطح زير حساب كنيد. بايد يكسان  باشد

  

   سطح تخت دايره):الف( 
  ).  مركز مره در مبداء مختصات است(اش دايره است چين كروي كه قاعدهعرق): ب(
xهاي و در مكانx در روي محورqاي دو بار نقطه)الف( :ايوس و دو بار نقطه  قانون گ3-4 = در نقاط .  قرار دارند±

ت و در سپس در نقاط نزديك به ميداء مختصا.  ميدان را حساب كنيدxEي مولفهxنزديك به مبداء مختصات و در روي محور
  كار ببريد هاي مناسبي را به تقريبy وxبراي .  ميدان را بيابيدyEي مولفهyروي محور

شعاع .  منطبق استxت و محورش بر محوري كوچكي را در نظر بگيريد كه مركزش در مبداء مختصات اساستوانه ):ب(
. ، نشان دهيد كه شار گذرنده از استوانه صفر است)الف(ي بخش با استفاده از نتيجه.  استx2 و طول آنrي استوانهقاعده

  .  كندرا ديكته مياي است كه  قانون گوس آن اين نتيجه
هايت درازي به ي بيناستوانه) 2( ، Rاي به شعاعكره) 1(اي بر روي سطح ميدان الكتريكي را در نقطه :ي سه جسممقايسه  4-4

چگالي بار .   است، حساب و با هم مقايسه كنيددو بعد ديگرش تا بينهايت گسترده  كهR2برشي به ضخامت)  3( و Rشعاع
  اي از نظر فيزيكي توضيح دهيد كه چرا نسبت بزرگي ميدان الكتريكي به گونه.  استρحجمي هر سه جسم  يكسان و برابر

q   θ  
θ  

 4-70شكل 

 ي تودرتو دو استوانه4-70شكل 

a  b  
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  .آوريددست ميي خود بهمحاسبهاست كه از 
 و با چگالي بار xگي به ضخامتي تخت بسيار بزرصفحه  :ي روي كرهصفحه 5-4

 ρ و چگالي بار حجميRاي به شعاعاين صفحه با كره.  را در نظر بگيريدρحجمي
 مقابل Bينقطه.  را محل تماس بناميدAي نقطه.در تماس است)4-71 (برابر شكل

) اگرنشان دهيد كه.  در روي بالايي صفحه استAينقطه )ρ ρ> 2  ميدان  باشد،3
 بزرگتر از B يدر نقطه) يعني ميدان ناشي از صفحه و كره (بالاالكتريكي كل روبه

xفرض كنيد كه.  استAينقطه Rاست .  

  

  ت گسترده به ضخامت و برشي بينهايRيي بينهايت دراز با شعاع قاعده، استوانهRاي به شعاع كره: برنهي سه جسم6-4
R2 حجمي چگالي بار . در نظر بگيريد) 4-72( را برابر شكل

محور استوانه .  بناميدρ3 وρ1،ρ2ها را به ترتيبآنيكنواخت 
 zبرش بينهايت گسترده بر محور.  استzدر راستاي محور

zعمود است و ضخامت آن از R= z تا− R=بنابراين، .  است
پوشاني داشته باشند، چگالي بارها هرجا كه اين سه جسم هم

جاي كره  در همه الكتريكي براي اين كه ميدان.شوندباهم جمع مي
    اي بايد باهم داشته باشند؟صفر باشد، چگالي بارها چه رابطه

  

  .)هاي آن كار كنيد ميدان الكتريكي يك كميت برداري است، بهتر است با مولفه:راهنمايي(
 در اين كره كاواكي كروي به . است نشان داده شدهρ چگالي بار يكنواخت با Rاي به شعاعكره) 4-73(در شكل :  دو كره7-4

R شعاع   . حساب كنيدB وAميدان الكتريكي را در نقاط.  ايجاد شده است2
 6ي با زاويه) 4-74( برابر شكل σترده هر يك با چگالي بار سطحي سه صفحه بينهايت گس:ي بينهايتسه صفحه 8-4

   .ي نقاط فضا بيابيدميدان الكتريكي حاصل را در همه. يكديگر را قطع كرده اند
    

  اما تمرين خوبي براي حسابان برداري . تر همراه استتر و شايد پيچيدهي طولانياين مسئله با محاسبه: داري موج صفحه9-4
 خيلي كوچك b خيلي كوچك، يا aهاي حديتوان با توابع معمولي حساب كرد، اما با بررسي حالتانتگرال نهايي را نمي. است

  .ي جالبي خواهيد رسيدو يا هر دو به نتيجه
)ي را در نقطهσدار با چگالي بار سطحي يكنواخت ي موجبينهايت گستردهن الكتريكي حاصل از يك صفحهميدا ), ,P   

R  
A  

B  
x  

ρ  

avgρ  
 4-71شكل 

ρ3  

ρ2  

ρ1  

R2  

  برنهي سه جسم 4-72شكل

6  σ  

 سه صفحه : 3-74شكل 

R

B

A

ρ  

  دو كره4-73شكل 
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)ي سطح بامعادله. دست  آوريدبه )cosz a by= 4-75( داده شده است و در شكل (
  : رسم شده استMathematica  سطح با دستور زير دراين. نشان داده شده است

  

 به طور  را در نظر بگيريد كه با بار منفيaي به شعاعاكره :مرباي الكترون 10-4
در اين . مقدار بار معادل بار دو الكترون است. يكنواخت در حجم كره توزيع شده است

 ها توزيع بار منفي در فرض كنيد با وجود پروتون. في دو پروتون قرار داردي بار منژله

  

 آرايش به طور اين(ها در كجا بايد قرار گيرند تا نيروي وارد به هر يك از آنها صفر باشد؟ پروتون. ماندميكره يكنواخت باقي  
ها را فقط با ت نرمبيدن ابر الكتروني بر روي پروتونعل. دهددست مياتور واقعي از مولكول هيدروژن بهكانگيزي، كاريشگفت

  !) توان توضيح دادمكانيك كوانتومي مي
  در وسط وB در بالا،Aيصفحه.. داريمC وA،B  موازي نارساناييصفحهسه :  نيروهاي وارد به سه صفحه11-4

ي اندازه.  استσ−3 وσ−4 ،σ7، ترتيببه C وA،Bيهاچگالي بار صفحه . استBي در زير صفحهCيصفحه
  .نيرويالكتريكي وارد به هر صفحه را بيابيد

ي كرهنيرويي كه بارهاي نيم. طور يكنواخت توزيع شده است بهRاي به شعاع در حجم كرهQيكره  :كرهنيروي دو نيم 12-4
  چيست؟كند ي شمالي وارد ميكرهجنوبي به نيم

   آن حلرا براي گيري مستقيم انتگرال 2در فصل .  است2-26ي  اين مسئله همان مسئله:ي سوراخ، دوباره پوسته13-4
هاي با آموزهتوانيد اينك مي .هاي ديگري هم وجود داردفتيم كه روشگو   كرديمپيشنهاد

  .همين فصل هم آن را حل كنيد
  و با چگالي بار سطحيaه شعاعبي كروي يك پوسته) 4-76(در شكل   :ي سوراخپوسته

σاز اين پوسته، بخش كوچكي به شكل دايره و به شعاع. نشان داده شده است b a 
 اين .اندازه و جهت ميدان الكتريكي را در مركز اين سوراخ  حساب كنيد. ه استبريده شد

  . توان حل كردمسئله را با چند روش مي

  

  آنضخامت  xاستايردر  . استبينهايت گسترده  z وyدر راستاي مستطيل شكل شيبر) الف(: ميدان توزيع بار  14-4
ρز ا.ستا ρ آنيكنواختبا چگالي بار . است ε∇ ⋅ =E به  در درون برشميدان الكتريكي و نشان دهيد كه  استفاده كنيد

xEصورت x Aρ ε=    چيست؟Aمفهوم فيزيكي .  است+
ρاز.  استRرابرب ρكنواختي ر حجميچگالي بااي با شعاع كره  ):ب( ε∇ ⋅ =E دهيد كه ميدان  استفاده كنيد و نشان

rEي درون آن به صورتالكتريكي در ناحيه r B rρ ε= + Bي جملهتوصيف فيزيكي.  است23 r    چيست؟2
ρي يكسان رابطههر دو ازدر يكسان بود و چگالي بار  دو چيدمان بالابا توجه به اين كه در   ):پ( ε∇ ⋅ =E شد،  استفاده

   دست امد؟اين دو چيدمان بهچرا دو پاسخ متفاوت براي 

  داري موج  صفحه4-75شكل 

Plot3D@Cos@xD, 8x, −3 Pi, 3 Pi<, 8y, −0.1, 0.1<,
Mesh −> None, Ticks → None, Boxed → True,
ImageSize → 200, Axes → NoneD

   پوسته با سوراخ4-76شكل 


