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  ي بارانرژي آرايه  - 3
  
   پتانسيل و انرژي پتانسيل1-3

شان را بدانيم، نيروهاي ي بارها و مكان اگر اندازه. اساسا تمام آن چيزي است كه در الكتروستاتيك وجود داردقانون كولمب
توانيم آرايش گر حركت كنند، مي تحت اثر نيروهاي از نوع دي تاچنين، اگر بارها آزاد باشندهم. توانيم پيدا كنيمالكتريكي را مي

ي آن چيزي است كه هاي حركت نيوتون هم همهدر اين نگاه، قانون. ترازمندي را بيابيم كه در آن توزيع بارها ساكن بمانند
. مدهي، توان محاسباتي و فهم خود را افزايش ميهاي ديگردر مكانيك و الكتروستاتيك، با شناساندن مفهوم. سازندمكانيك را مي
  . ها، انرژي استترين مفهوميكي از مهم

وقتي بارها را در ميدان الكتريكي به . انرژي در الكتروستاتيك مفهوم سودمندي است، چون نيروهاي الكتريكي پايستار اند
     . پذير استهمه چيز كاملا برگشت.  كنيد بازيافتيدتوان مصرف شده را مي، انرژيآوريدحركت درمي

ي همگن در اگر زمين را كره.  قرار دارد، نيروي گرانش وارد مي كندآن از مركز rي كه در فاصلهm به جرمزمين به جسمي
  اين نيرو عبارت است ازنظر بگيريم، 
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MmG
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= −F r2  
,كه در آن N.m kgG −= × 11 2 26 67 1Dبت جهاني گرانش و ثاMيبردار يكه.  جرم زمين استr̂برون   و در راستاي شعاع

   واحد جرم و برابر است بادر اين نيرو عبارت است ازنيروي گرانش gميدان گرانش.  استسو
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هاي سطح در نزديكي .بستگي دارد )Mفاصله از( r و،آورد ، جرمي كه ميدان را به وجود ميM فقط بهgتوجه كنيد كه

,اش به تقريب ثابت و اندازهgزمين ميدان گرانشي m sEg GM r= ≈2 29     حالا. شعاع زمين استEr است كه در آن81
از  ) 3-1( برابر شكل در ميدان گرانش زمينجسمي را در نظر بگيريد كه 

كار نيروي گرانش براي اين . شودجا ميجابه Bي به نقطهAينقطه
  برابر جايي جابه
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 مستقل از مسير است و فقط به نقاط gWدهد كهاين نتيجه نشان مي. است
  تمايز بين كاري كه ميدان گرانش انجام .  بستگي داردB وAانتهايي

دهيد  ، و كاري كه عامل خارجي مانند شخص شما  انجام ميgWدهد،مي
 كار در يك اين دو.  ، در اينجا اهميت داردExtWكنيد،ميجا و جسم را جابه

g:علامت منفي اختلاف دارند ExtW W= −   

         

  دهد برابر انجام مي)  3-2شكل  ( By تا ارتفاعAyجايي جسمي از ارتفاعكاري كه گرانش در جابه

 جايي در ميدان گرانش زمين   جابه3-1شكل 
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)4-3(  cos cos ( )
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W d mg ds mg ds mg dy mg y yθ φ= ⋅ = = − = − = − −∫ ∫ ∫ ∫F s  

)تابعي از تغيير ارتفاع،بينيم كه نتيجه مستقل از مسير حركت است و تنها بازهم مي. است )B Ay y−در مثال بالا اگر . ، است
 يمسيري دوباره به همان نقطهغاز به حركت كند و پس از پيمودن  آAياي باشد، يعني جسم از نقطهمسير حركت مسير بسته

Aاگر انتگرال خط: تربه طور عمومي. پايستار است شود و گوييم نيروي گرانشي گرانش صفر مي بازگردد، كار كل نيرو 
   به بيان رياضي، اگر:  استپايستار F، گوييم نيروي روي مسير بسته صفر شودFنيروي

)5-3(  d⋅ =∫ F s Dv  
  در سه بعد، اگرچه اين شرط لازم . اين تعريف از نيروهاي پايستار براي منظور ما بسنده است.  نيروي پايستار استFآنگاه

] در جاي خود ما به اين موضوع خواهيم پرداخت. است اما كافي نيست ]1 . 
 بهتر است از مفهوم انرژي پتانسيل،وقتي با نيروهاي پايستار سروكار داريم، 

Uنيروي پايستارتغيير انرژي پتانسيل جسمي كه تحت تاثير .  ، استفاده كنيم 
Fي از نقطهAي به نقطهBشودر تعريف ميشود به صورت زيجا مي جابه  
)6-3(  

B

B A
A

U U U d WΔ = − = − ⋅ = −∫F s  

Wبراي نيروي .  مقدار كاري است كه نيرو بر روي جسم انجام داده است
gWگرانش W= توان انرژي پتانسيل را مي) 3-3(ي با توجه به رابطه.  است

  به صورت زير نوشت
)7-3(  0g

GMmU U
r

= − +  
  

          

U Dي مرجع را همواره چنان برگزيد كه بهتر است نقطه. ي مرجع بستگي داردي نقطه ثابت دلخواهي است كه مقدارش به گزينه
Uدر آنجا D داري مرجع را جايي انتخاب كنيد كه مقيا نقطه( صفر استU Dاگر در بينهايت (در گرانش .) دانيد را در آن نقطه مي

):گزينيم ي مرجع برميبينهايت را نقطه) ،در الكتروستاتيك همبار الكتريكي وجود نداشته باشد )U r = ∞ =D D .چونgU به 
در نزديكي . ، معني فيزيكي دارد و كميت اندازه پذير استUΔدارد، فقط اختلاف انرژي پتانسيل،ي مرجع بستگي ي نقطهگزينه

اش به ي پتانسيلجا شود انرژ جابهh به تقريب ثابت است، اگر جسمي از سطح زمين تا ارتفاعgسطح زمين كه ميدان گرانشي
gUياندازه mghΔ = gWجايي برابركند و كار نيروي گرانش در اين جابه تغيير مي− mgh=    .  است−

توان پتانسيل مي gUΔاز اختلاف انرژي پتانسيل گرانشي.  است"پتانسيل"مفهوم ديگري كه به انرژي پتانسيل نزديك است، 
  . گرانشي را به صورت زير تعريف كرد
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  .Bي به نقطهAينقطه جايي جسم از برابر است با منهاي كار در واحد جرم گرانش در جابهgVΔاز نظر فيزيكي،
  شود و به نيروي الكتروستاتيك با قانون كولمب داده مي. نيرو و ميدان الكتروستاتيكي بسيار شبيه نيرو و ميدان گرانشي است

                                                 
[   .1391يكِ يك، فيروز آرش، انتشارات نوپردازان، فيز: براي توضيح بيشتر براي مثال نگاه كنيد به 1[

 Bه بA ازmجايي جرم جابه3-2شكل 
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  . پايستار استهم  eF، نيروي الكتروستاتيكيافزون براين. كس مجذور فاصله استصورت ع
 را به B وAيتوان اختلاف پتانسيل الكتريكي بين دو نقطه هم ميEميدان الكتروستاتيكيبراي ، gيهمانند ميدان گرانش

  .صورت زير تعريف كرد
)9-3(  ( )

B B

e
A A

V q d dΔ = − ⋅ = − ⋅∫ ∫F s E sD  

  ي   از نقطهqDجايي بار آزموندر واحد بار است كه براي جابه  مقدار كارVΔاختلاف پتانسيل. زمون است بار آqDكه در آن
Aي به نقطهB، بازهم توجه كنيد كه پتانسيل الكتريكي با انرژي پتانسيل . شودزينه ميبدون تغيير انرژي جنبشي آن، ه  

  .ي زير به هم مربوط انداين دو كميت با رابطه. الكتريكي فرق دارد
)10-3(  U q VΔ = ΔD  

) يكاي پتانسيل الكتريكي ولتSIدر يكاهاي )V است  
)11-3(  J CV =1 1   

مقياس سودمند در .  و به كار بردنش دشوار است استهاي اتمي سروكار داريم، ژول يكاي بسيار بزرگيهنگامي كه با سامانه
)اين مواقع الكترون ولت )eVپتانسيل يك ولت به ز اختلاف  كه الكترون در گذار ا است مقدار انرژييك الكترون ولت.  است

  ). دهديا از دست مي(آورد دست مي
)12-3(  ( ), C ( V) , JeV − −= × = ×19 191 1 6 1 1 1 6 1D D  

rگويد نيرو به صورت  قانون كولمب مي - و جرم فوتونپتانسيل الكتريكيدرستي قانون كولمب، : نكته از . كند تغيير مي21
rدقيقا به صورتكجا بدانيم كه قانون كولمب  r, است و ، مثلا،21 2 11 DDDيا ,r 1 دانيم كه اگر يزيك مقدماتي مي نيست؟ از ف99911

rنيرو به صورت  در قالب پتانسيل طرح توان مي پرسش راپس،.  استr1 باشد، انرژي پتانسيل مربوط به آن به صورت21
1صورته از كجا معلوم كه انرژي پتانسيل ب: كرد rصورت زير استهانرژي پتانسيل براي نيروي كولمب ب. كند  تغيير مي.  

)13-3(  
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4

qQU r
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=  

  صورت هرژي پتانسيل بايد بها ان ميدانينظريه نسبيت وينظريه  بنابه كهنيد توجه ك،كنيم پيش از آنكه نتايج تجربي را بازگو

)14-3(  
0

1( )
4

kreU r qQ
rπε

−

=  

kاگر.  نام دارد*پتانسيل يوكاوا) 3-14(ي رابطه. عدد مثبت است يك  صفر و يا kكه در آن  ثابتباشد  = Dاي ه باشد رابطه
]   صفر است؟ نتايج آزمايش ويليامز، فالرو هيلk آيااين است كهبنابراين پرسش ما . شونديكي مي )3-14( و )13-3( بر  2[

r,ان داد كه پتانسيل باروي رساناها نش
−± × 161 1 5 11 D متناسب است.  

صورت هبايد ب r1 از در رفتار پتانسيلهر انحرافي  كه بايد بگوئيم،تر نگاه كنيم  اگر دقيق. سازگار استr1اين نتيجه كاملا با
  هاي تجربي و بازنويسي  يل داده با تحلشويليامز و همكاران. rد و نه تغيير در توانباش) 3-14(ي يك تابع نمايي همانند رابطه

cmkي  را از مرتبهk حد بالاي ثابت،صورت نماييخطاي آزمايش به − −< × 1 13 1 DDحال اگر.  يافتندk > Dاصله فدر،  باشد   

                                                 
* Yukawa potential 
  [ ]2 E. R. Williams, J. E. Faller, and H. A. Hill, Phys. Rev. Lett. 26 (1971) 71. 
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kre(  كوتاههاي − ≈ kre يعني (بزرگهاي  واقعيت است ولي براي فاصلهقانون كولمب تقريب بسيار خوبي براي ) 1 − ديگر ) �1
−−1كه هنگاميبراي مثال، . ه كار بردتوان آن را مانند يك اصل ب و نمي نيست تقريب خوبي ≈ ee kr  فاصله(استr k≈ 1 

r بزرگتر ازهاياصله ف براي. ديگر قابل استفاده نيست قانون كولمب ،)باشد k≈  افت به) 3-14( ي، عامل نمايي در رابطه1
rي كه در فاصله طوريه  بانجامد،ميسريع تابع پتانسيل  k=  برد پتانسيل k1كميت. شود  تابع پتانسيل تقريباَ صفر مي3

kپتانسيل كولمب برايبرد  كه توجه كنيد. نام دارد = D كمتر هاياصلهدهد كه براي ف هاي تجربي نشان مي  يافته.بينهايت است 
cmاز cm− −× ≈1 1 91 3 1 1DD D ميدان ،آزمايش ديگري، با استفاده از ماهواره در. قانون كولمب تقريب خوبي براي واقعيت است 

قانون كولمب چه ربطي به ميدان مغناطيسي دارد؟ اگر قانون كولمب تعديل . (اند گيري كرده همغناطيسي زمين و مشتري را انداز
گيري ميدان مغناطيسي مشتري توسط سفينه  اندازه). شود لازم است كه نيروي مغناطيسي نيز به همان اندازه تعديل شود

cmkدهد كه  نشان مي10-پايونر − −< × 11 12 1Dي آزمايش ويليامز و همكاران بهتر است مراتب از نتيجهاين نتيجه به .  است .
گيري  ي چندين هزار سال نوري هنوز قابل اندازه اگر به ميدان مغناطيسي كهكشان راه شيري توجه كنيم اين ميدان در فاصله

cmk : بگيريم دهد كه نتيجه ما اجازه ميه است و ب − −< × 22 11 1Dمقدار. پنداشتر توان آن را صف   كه البته ميkفوتون  جرم  به
)مربوط است )m k c= grm را مقدار جرم فوتونkي و حد بالا= −< × 63 10 D دهدنشان مي!♣  

  
  
    پتانسيل الكتريكي در ميدان يكنواخت2-3

) درميدان الكتريكي يكنواخت+qذره اي با بار الكتريكي )ˆE= −E jD چون مسير .)3-3(، شكل كندحركت مي در راستاي ميدان  
 و Aيبين نقطه موازي است، اختلاف پتانسيل E با ميدانBي تا نقطهAيذره از نقطه

    عبارت است ازBينقطه
)15-3(  B B

B A
A A

V V V d E ds E dΔ = − = − ⋅ = − = − <∫ ∫E s D D D  

ت در واقع، جه .تري قرار دارد در پتانسيل پايينBي ، نقطهAييعني در مقايسه با نقطه
تغيير انرژي . تر استتر به پتانسيل كمهاي ميدان الكتريكي هميشه از پتانسيل بيشخط

Bپتانسيل AU U U qE dΔ = − = − Dچون.  استq > Dاست ، پس UΔ < Dانرژي :ت اس 
 تا Aيمسير ذره از نقطهاگر . يابدپتانسيل بار مثبت با حركت در جهت ميدان كاهش مي

  θي با آن زاويه)3-4 ( با جهت ميدان الكتريكي موازي نباشد، بلكه همانند شكلBينقطه
  آيدبسازد، چه كنيم؟ در اين حالت اختلاف پتانسيل به صورت زير در مي

)16-3(  cos
B

B A
A

V V V d E s E yθΔ = − = − ⋅ = − ⋅ = − = −∫E s E s D D  
  

               

 پتانسيل را كاهش Eبينيم كه حركت در جهت ميدانبازهم مي.  روبه پايين استyجهت افزايش) 3-4(توچه كنيد گه در شكل 
Aاگر مسير  حركت به صورت. دهدمي C B→   حالت دو كرد؟ اختلاف پتانسيل در اينشد، پتانسيل بار چقدر تغيير مي مي→

  بخش دارد
)17-3(  CA BCV V VΔ = Δ + Δ  

   درq   حركت بار3-3شكل 
 E           جهت ميدان

+  

+  

d  

A  

B  

E  



 5

CAVرويم، تغيير پتانسيل برابر ميC بهAوقتي از E yΔ = − Dاست؛ امادر حركت از Cبه B چون مسير حركت به ميدان    
Eعمود است، تغيير پتانسيل CBVΔ = Dي  نتيجه همان است كه در رابطهپس،.  است

 Eپايستار بودن ميدانيعني، نتيجه مستقل از مسير است و اين با . حساب شد) 16-3(
Aدر مسير. سازگار است C B→   كه موازي خط AC فقط دربخشE  كارميدان→

B: در پتانسيل يكسان قرار دارندC وBهاينقطه. ميدان است، غير صفر است CV V= . 
 كاري انجام Cي به نقطهBي از نقطهqجايي بار براي جابهبدان معني است كه اين 
Uگيرد، چوننمي q VΔ = Δي نقاط خط راستي كه در واقع همه. استBرا به C وصل 
 3-5 را به بخش "پتانسيلهم"تر توصيف كامل.  قرار دارند"پتانسيلخط هم"كند، روي مي

  .كنيمواگذار مي

  

  
  اي  پتانسيل الكتريكي بار نقطه3-3

)اين بار ميدان الكتريكي.  را در مبداء مختصات تصور كنيدQاينقطهبار الكتريكي  ) ˆE Q rπε= r24 Dكند توليد مي.r̂ بردار 
  نقطه را در اين ميدان  خواهيم اختلاف پتانسيل بين دومي.  نگاه كنيد)3-5( شكل ؛ بهي ميدان است از بار به سوي نقطهاييكه

ˆپيداست كه) 3-5(از شكل.  حساب كنيم cosd ds drθ⋅ = =r sداريمپس . است   
  
  
)18-3(  

ˆ
B

B A
A

B

B AA

QV V V d
r

Q Qdr
r r r

πε

πε πε

Δ = − = − ⋅

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

r s2

2

4
1 1

4 4

D

D D

  

 فقط به نقاط انتهايي بستگي دارد و VΔبينيم كه اختلاف پتانسيلباز هم مي
  .مستقل از مسير است

از نظر فيزيكي معني  گرانش، در اينجا هم فقط اختلاف پتانسيل الكتريكيهمانند 
   پتانسيل را ي مرجعي انتخاب و است نقطهكافي. دارد و كميت اندازه پذير است
  كنند وي مرجع انتخاب ميدر عمل بينهايت را نقطه. در آن نقطه صفر فرض كرد

  

 Pيبنابراين، پتانسيل الكتريكي در نقطه.) يت بار الكتريكي وجود نداشته باشداگر در بينها(كنند پتانسيل آن را صفر فرض مي
  آيدصورت زير در ميبه

)19-3(  1( )
4

QV P
rπε

=
D

  

  . استPي تا نقطهQي بار فاصلهrكه در آن
نهي  با استفاده از اصل برهمكند و هر باري پتانسيل مربوط به خود را توليد مياي وجود داشته باشد،اگر بيش از يك بار نقطه

  آيددست ميهاي بارها در آن نقطه بهپتانسيلجمع ي فضا از پتانسيل در يك نقطه

)20-3(  1( )
4

i

i i

qV r
rπε

= ∑
D

  

 اختلاف پتانسيل دو نقطه در 3-5شكل 
 ايميدان يك بار نقطه

 اختلاف پتانسيل در  3-4شكل 
 ميدان يكنواخت

s  
θ  

A  

C  B  

y  

E
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irي بار فاصلهi-شوداي است كه پتانسيل در آن نقطه محاسبه مي تا نقطهام.  
  

x در+qايبار نقطه) 3-6( در شكل :اي  پتانسيل دو بار نقطه3-1مثال a= 
x در−qايوبار نقطه a= پتانسيل الكتريكي اين سامانه را در . قرار دارند −

  .دست آوريد و نمودار آن را بكشيد بهxي دلخواهي در روي محورنقطه
در . دست آوردتوان به پتانسيل الكتريكي را با استفاده از اصل برنهي مي:حل
   داريمxي روي محورانقطه

  
  

)21-3  (  

( )( ) q qV x
x a x a

q
x a x a

πε πε

πε

−
= +

− +

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥− +⎣ ⎦

1 1
4 4

1 1
4

D D

D

  

  

       

               توان به صورت زير نوشتي بالا را ميرابطه
  توان به صورت زير نوشتي بالا را ميرابطه

  
)22-3(  

( )V x
x xV
a a

= −
− +

1 1
1 1D

  

0كه در آن 04V q aπε=3-7(نمودار آن در شكل .  است (
شود، همان طور كه از شكل پتانسيل ديده مي. شودديده مي

( )V x1 درx a = اينها نقاطي اند كه بارها . شود واگرا مي±
  . در آنجا قرار دارند

  

   

  
  ي بارها انرژي پتانسيل مجموعه1-3-3

ين كه بارها  بدون ا ،براي اين كار.  كنيمحساباي را  اي از بارهاي نقطه خواهيم كار لازم براي ايجاد آرايه  ميدر اين بخش
  هاي مورد  مكانبهاز بينهايت  يك به يك، آنها را )جايي بارها در حال سكون انديعني در پايان فرايند جابه(شتاب داشته باشند 

كنيم و سپس آنها رابا هم جمع حساب مي هر بار را جايي جابهكار لازم براي. آوريممينظر 
 كار لازم P1اي مانند  نقطهبه ،q1، بار نخستآوردن براي .دست بيايدكنيم تا كار كل بهمي

 كار انجام  آنشدن بهبراي چيره   باشيممجبور ميداني وجود ندارد كه صفر است زيرا هنوز
W:دهيم =1 D  .حال بارq2ي  را از بينهايت به نقطهP2يم  مجبوراينك). 3-8شكل (آوريم   مي
    درq2 بار وايجاد كرده استميدان ضاي پيرامون خود در ف q1 باردهيم، چون انجام كار

  

) منتقل كنيم برابر P2ي را از بينهايت به نقطهq2براي اين كه بار مقدار كار لازم .شود جا مياين ميدان جابه )W q V P=2 2 1 2 
Vاست كه در آن   .است)  را قرار دهيمq2خواهيم بارجايي كه مي (P2ي در نقطهq1 پتانسيل حاصل از بار1

q1  

q2  

q3  

r12  

r13  

r23  

   آرايش بار3-8شكل 

  دوقطبي الكتريكي3-6شكل 

  انسيل  نمودار پت3-7شكل 
 دوقطبي در راستاي آن
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)23-3(  q
U W q

rπε
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
12 2 2

12

1
4 D

  

r12ي بين بارهاي فاصلهq1و q2اگربارهاي.  استq1و q2 هم علامت باشند، كار انجام شده براي چيره شدن به نيروي رانشي 
Uبين آنها مثبت است؛ بنابراين در اين حالت >12 Dشند، به خاطر نيروي ربايشي بين آنهانام بااگر بارها ناهم.  استU <12 D 

   ، را به سامانه اضافه كنيم، كار لازم عبارت است ازq3براي اين كه بار سوم،. است

)24-3(  ( ) qq q
W q V V

r rπε
⎛ ⎞

= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

13 2
3 3 1 2

13 234 D

  

   برابر ي باربراين، انرژي پتانسيل اين آرايشبنا
)25-3(  q q qq q

U W W W U U U
r r rπε πε

⎛ ⎞
= + + = + + + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 2 13 2

1 2 3 12 13 23
0 12 13 23

1
4 4 D

D  

  .هاي جفت بارهاستدهد كه انرژي كل، جمع انرژياين رابطه نشان مي. است
)26-3(  ( .... .... ....)i

i

q q q q q q q q q q q qU W
r r r r r rπε

= = + + + + + + + +∑ 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

12 13 14 23 24 34

1
4 D

  

  :تري نوشتتوان به صورت كوتاهي بالا را ميرابطه
)27-3(  N N

i j

i j ij
j i

q q
W

rπε = =
>

= ∑∑
1 1

1
4 D

  

jشرط i>در صورت . توجه كنيد) 3-26(ي براي اين كه اين شرط را بفهميد، به رابطه.  استارش دوباره براي دوري شم
qو بنابراين، مثلا(اند ه ترتيب افزايشي نوشته شده ها بq زيرنويسآني هاكسر q3 افزون بر اين، هيچ دو زيرنويسي ) .   نداريم2

iيعني( كسر يكسان نيستند در يك iq qشرط).  وجود نداردj i>چون . كندها جلوگيري مي از به حساب آوردن اين گونه جمله
iهايها دشوار است، بهتر است هر دو نوع جملهنگهداشتن حساب ترتيب jq qو j iq q) مانندq q2 q و3 q3   ) 3-27(را در جمع ) 2

  ، خواهيم داشتنتيجهدر . پس بايد جمع را به دو تقسيم كنيم. شماريمبا اين كار، هر جمله را آگاهانه دو بار مي. به حساب آوريم
  
)28-3(  ( )

N N N N N
i j j

i i i
i j i j iij ij

j i j i

q q q
U W q q V r

r rπε πε= = = = =
≠ ≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
4 2 2 4 2D D

  

)رانتز،كميت درون پ )iV r3-28(ي  ، در رابطه(مكان در كل پتانسيل ir) مكان بارi-به جز باري بارهااست كه همه) ام ،i- ،ام
  .كننددر آن نقطه توليد مي

ji شرطما هنوزا. نيست ترتيب افزايشي را در نظر بگيريم ديگر لازم )3-28(ي در رابطه  هاي مانند ملهچون ج .باقي است =
i i iiq q rكنش بار به برهمiچونو مقدار آن بينهايت است (است مربوط ام با خودش ،iir = Dانرژيخود ـ و به آن )  است* 

است و افزودن مقدار ثابت به انرژي را ) بينهايت( ثابت يـ انرژي مقدارخود.  ما نگران اين موضوع نيستيمدر عمل. گويندمي
  . كه با تغيير مكان بارها تغيير كننداندهايي در انرژي مهم   زيرا تنها جمله،توان ناديده گرفت مي

 همين مقدار اگر آرايه ازهم پاشيده شود،.  استاياي از بارهاي نقطه ادن به آرايهمقدار كار لازم براي سامان د، )3-28(ي رابطه
  .گويند  مي آرايهذخيره شده است و آن را انرژي پتانسيل  در آرايه است كهاين مقدار انرژي. كار را باز پس خواهيم گرفت

                                                 
* self-energy 
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  وQ−2، Q−2، Q چهار بار:ي مربع چهار بار در چهار گوشه3-2مثال 

Q− ي مربع به ضلعدر چهار گوشه) 3-9( برابر شكلaينقطه.  قرار دارند 
Pدر مبداء مختصات است   
  . پيدا كنيدPي را در نقطهE ميدانy وxهاي مولفه):الف (
فرض كنيد پتانسيل در .  حساب كنيدPي را در نقطهV پتانسيل الكتريكي):ب(

0Vبينهايت، صفر است ∞ =  
  در Pي به نقطه را به آرامي از بينهايتQ+9ي بار ديگري به اندازه):پ(

  چه مقدار كار لازم است؟ . آوريموسط قاب مي

  

  ): الف(حل  
  
)29-3(  
  
  
)30-3(  

( ) ( )

( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( )

ˆ ˆ ˆ( )

x

y

Q Q QE
aa a

Q Q QE
aa a

πε πε

πε πε

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥= + − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

− −⎢ ⎥= + − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

i i i

j j j

2 2 2

2 2 2

1 2 6
4 42 2

1 2 2
4 42 2

D D

D D

  

  ): ب(

)31-3(  [ ]ii

i

qq QV Q Q Q Q
r a aaπε πε πε πε

−
= = = − − − + =∑∑ 1 1 2 4 22 24 4 4 42D D D D

  

  ): پ(

)32-3(  ( ) QW qV Q V
aπε

−
= = ⋅ =

236 29 4 D

  

  قاببينهايت تا صفحه ي تسبيحي كه در روي سيمي ازدرست مانند دانه. رودبه خود به مبداء ميكار منقي است، چون بار خود
  .اي بازگرداندنش به بينهايت بايد كار انجام دادجايي كار لازم نيست، بلكه بربراي اين جابه. غزدلمي

  
 برابر شكل q چهار بار يكسان با مقدار:اي  بازهم چهار بار نقطه3-3مثال 

  . قرار دارندxyيدر صفحه) 10-3(
) مبداء را درVالكتريكي پتانسيل):  الف( , ) ( , )x y = D Dفرض كنيد .  حساب كنيد

  .پتانسيل در بينهايت صفر است
) فرض كنيد):ب( )V zدر روي محوراي نقطه پتانسيل zبا مختصات ( , , )zD D 

zبراي. است > Dپتانسيل تابع ( )V zرا حساب كنيد .  
  . براي سامان دادن اين آرايه را حساب كنيد لازم كار كل):پ(

  

( , )a− D  ( , )a D  

( , )aD  

( , )a−D  

q  

q  

q  

q  

 xyي  چهار بار در صفحه3-10شكل

Q−  

Q  Q−2  

Q−2  

x  

y  

 ي مربع  چهار بار در چهار گوشه3-9شكل 

P  
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  نهي داريم با استفاده از اصل برهم)الف(  :حل

)33-3(  i

i

q qV
a aπε πε=

= =∑
4

1

1 1 4
4 4D D

  

)يي هر بار تا نقطهفاصله): ب( , , )zD D برابرr z a= +2   نهي داريم اصل برهم بنابراين، با استفاده از.  است2

)34-3(  i

i i

q qV
r z aπε πε=

= =
+

∑
4

2 21

1 1 4
4 4D D

  

  ):پ(
  
  
  
)35-3(  

i j

i j ij
j i

q q qq qq qq qqW
r a aa a

q q q q
a aa a

πε πε πε πε πε

πε πε

= =
>

= = + + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑∑
4 4

1 1

2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1
4 4 2 4 4 4 22 2

1 2 1 42 24 2 42 2

D D D D D

D D

  

  
)ي در نقطهQ3 بار:  انرژي و پتانسيل سه بار3-4مثال  , )aDبار ،Q−در ( , )a− Dو بار Q22Qي در نقطه( , )a D قرار
  .دارند

  . كنيدي باري را حساب ، اين آرايهU، انرژي پتانسيل الكتريكي):الف(
)ي ، را در نقطهV پتانسيل الكتريكي،):ب( , )D Dاستپتانسيل صفر فرض كنيد در بينهايت . دست آوريد به.  
)ينقطه  را به آرامي از بينهايت بهQ3ي به اندازهي بار چهارم):پ( , )D Dبراي اين منظور چه مقدار كار بايد انجام . آوريممي

  گيرد؟ 
  ) الف: (حل

)36-3(  ( )( ) ( )( ) ( )( )Q Q Q Q Q Q QU
a a aπε πε πε πε

⎛ ⎞− −
= + + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

0

1 2 1 3 1 2 3 3 14 2 4 4 42 2 2D D D

  

  ):ب(
)37-3(  ( ) ( ) ( ) Q Q Q QV P V V P

a a a aπε πε πε πε
−

− ∞ = = + + =
0

1 1 3 1 2 1 4
4 4 4 4D D D

  

  ): پ(
)38-3(  

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) Q QW U Q V P V Q
a aπε πε

⎛ ⎞
= Δ = − ∞ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

21 4 1 123 3 4 4D D

  

  
  ي بار  پتانسيل توزيع پيوسته2-3-3

ي مورد نقطه  تقسيم كرد و پتانسيل هر جزء  بار را درdq با بارتوان آن را به اجزاء كوچك مياگر توزيع بار پيوسته باشد،
توزيع بار . جا حالت عمومي توزيع حجمي بار را در نظر خواهيم گرفتما در اين. نظر حساب و سپس بر روي آنها جمع بست

ي معيني از فضا محدود است و تا ، يعني بار به ناحيهين يك توزيع بار موضعي استا. ريدرا در نظر بگي) 3-11(حجمي شكل 
   Pي در نقطهdqبار پتانسيلي را كه جزء. توان پتانسيل را در بينهايت صفر پنداشتبنابراين، مي .بينهايت ادامه ندارد
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  كند، عبارت است از از آن توليد ميr يبه فاصله
)39-3(  dqdV

rπε
=

1
4 D

  

  دست  بهPي پتانسيل كل حاصل از توزيع بار در نقطهdVگيري ازبا انتگرال
  .آيدمي

)40-3(  
0

1( )
4

dqV P dV
rπε

= =∫ ∫  
  

  

. ثابتي نيست است و بنابراين، مقدار Pيي هر جزء بار تا نقطه  فاصلهrشود و گرفته ميdqتوجه كنيد كه انتگرال روي بار
dqبراي توزيع بار حجمي dρ τ=جايگزين كنيم خواهيم داشت) 3-40(ي  است كه اگر در رابطه  

)41-3(  ( )
V

dqV P dV d
r r

ρ τ
πε πε ′

= = =∫ ∫ ∫
1 1

4 4D D

  

ي اگر توزيع بار سطحي يا خطي باشد رابطه. شود كه بار در آن حجم توزيع شده استانتگرال اينك روي حجمي گرفته مي
  آيدبه صورت زير در مي) 41-3(
)    توزيع خطي(  )42-3(

0

1( )
4 L

V P d
r
λ

πε
= ∫ A     توزيع سطحي       (و     ( 

0

1( )
4 S

V P da
r
σ

πε
= ∫          

  
  دست آوردن ميدان الكتريكي از پتانسيل الكتريكي  به4-3

:  برقرار شدV و پتانسيل الكتريكيEارتباطي بين ميدان الكتريكي) 3-9(ي در رابطه
B

A

V dΔ = − ⋅∫E s .يي دو نقطهاگر فاصله 

Aو Bكوچك و برابر ds،آيدبه شكل ديفرانسيلي زير درمي) 3-9(ي  رابطه باشد .  
)43-3(  dV d= − ⋅E s  

ˆدر مختصات كارتزي ˆ ˆ
x y zE E E= + +E i j kو ˆ ˆ ˆd dx dy dz= + +s i j kجايگزين كنيم، ) 3-43(ي  رابط اند كه اگر در

  خواهيم داشت 
)44-3(  ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

x y z x y zdV E E E dx dy dz E dx E dy E dz= − + + ⋅ + + = − − −i j k i j k  
  آيد كهاز اين رابطه برمي

)45-3(  , ,x y z
V V VE E E
x y z

∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂
  

  زير تعريف كنيم در مختصات كارتزي به صورت  راگرادياناينك به جاست كه عملگر 
)46-3(  ˆ ˆ ˆ

x y z
∂ ∂ ∂

∇ ≡ + +
∂ ∂ ∂
i j k  

  توان به صورت زير نوشت را ميEبا اين تعريف، ميدان الكتريكي
  
)47-3(  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ
x y z

V V VE E E V V
x y z x y z

V

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = − + + = − + + = −∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ = −∇

E i j k i j k i j k

E
  

dq  r̂  

P
dE  

r  

 ي بار توزيع پيوسته3-11شكل 
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. كندتوليد مي) E(كند و  كميت برداري ميدان الكتريكي ر مياث )  Vپتانسيل(توجه كنيد كه عملگر گراديان روي كميت اسكالر 
از نظر فيزيكي معني  . V برابر است با منهاي گراديان پتانسيل الكتريكيEتوان گفت كه ميدان الكتريكياز نظر رياضي مي

جايي افزايش يابد  با اين جابهVجا كنيم و جابهxاين است كه اگر بار الكتريكي مثبتي را در جهتي مانندعلامت منها 
)V x∂ ∂ > D(صفر است كتريكي در خلاف جهت حركت بار غيري ميدان المولفه)xE− ≠ D( . در مورد گرانش هم همين طور

كند، نيروي گرانش بايد به سوي  از سطح زمين دور كنيم و پتانسيل گرانشي افزايش پيدا hياگر جرمي را به اندازه: است
 ، از توزيع بار خواهد شد؛ rاعي،ي شعاگر توزيع بار تقارن كروي داشته باشد، ميدان الكتريكي آن تابعي از فاصله. پايين باشد

rE=Eˆيعني r . در اين صورتrdV E dr= )اگر.  است− )V rتوانيم ميدان را بدانيم، ميEدست آوريم را به صورت زير به  

)48-3(  ˆ ˆr
dVE
dr

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

E r r  

)برابر qايپتانسيل الكتريكي بار نقطهديديم كه براي مثال،  )V r q rπε= 4 D بالا، ميدان اين بار يبا استفاده از رابطه. است 
) و برابرآيددست مياي بهنقطه )2

0 ˆ4q rπε=E rاست .   
  

   نظر در) 3-12 ( را برابر شكلλالي بار خطي يكنواخت با چگAاي به طول  ميله:ي باردار  پتانسيل و ميدان ميله3-5مثال 
 از وسط ميله به yي به فاصلهPيپتانسيل اين توزيع بار را در نقطه. بگيريد

 Pي ميدان الكتريكي ميله را در نقطه،ي خودبا استفاده از نتيجه. دست آوريد
  .حساب كنيد

dx جزء طول:حل بار موجود در . برگزينيددر روي ميله ) 3-12( همانند شكل  را′
dqاين جزء طول dxλ )ي بار درمكان اين چشمه.  است=′ , )x ′ Dيه و مكان نقط 

Pدر ( , )yDيفاصله.  استdx )برابر P تا′ )r x y′ ′= +
1 22 پتانسيل .  است2

   عبارت است ازPياين جزء بار در نقطه

)49-3(  ( )1 22 2
0 0

1 1
4 4

dq dxdV
r x y

λ
πε πε

′
= =

′ +
  

  

      

   برابر است باPياگر بينهايت را جايي فرض كنيم كه پتانسيل صفر است، پتانسيل كل ميله در نقطه
  
)50-3(  

( ) ( )
( ) ( )

ydxV dV n x x y n
x y y

λ λ λ
πε πε πε−−

⎡ ⎤+ +′ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥′ ′= = = + + =⎣ ⎦ ⎢ ⎥′ + − + +⎣ ⎦
∫ ∫

2 22 2
2 2

2 2 2 222

2 2
4 4 4 2 2

A A

AD D DA

A A
A A

A A
  

  ي زير استفاده شدي انتگرال بالا از قاعدهدر محاسبه

)51-3(  ( )dx n x x y
x y

′
′ ′= + +

′ +
∫ 2 2

2 2
A  

)نمودار پتانسيل )V y V D برحسب تابعي از)  3-13( در شكلy Aنشان داده شده است كه در آن V λ πε= 4D Dدر .  است 
yAحد   :آيد پتانسيل بالا به صورت زير در مي�

  توزيع بار خطي روي ميله3-12شكل

P  
y  

y  
θ ′  

r ′  

O  dx ′  
A  

x  
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)52-3(  
  
)53-3(  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

y y
V n n

y y

n n n
y y y

λ λ
πε πε

λ λ λ
πε πε πε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≈ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 1 2 1 1 2
4 42 2 1 2 1 1 2

2
4 2 4 2

D D

D D D

A A A A
A A

A A A A

A AA A A
A

  

  آيددست مي، به صورت زير به) 3-50(ي رابطهميدان الكتريكي مربوط به پتانسيل 

) 54-3(  
( )2 20

2
2 2

y
VE
y y y

λ
πε

∂
= − =

∂ +

A

A
  

دست آورديم  به2-9اي مثال  بر2 اين همان ميداني است كه در فصل
  ). را ببينيد2-93ي رابطه(
  

 با Rاي به شعاع  حلقه: پتانسيل حلقه در روي محور آن3-6مثال 
. در نظر بگيريد) 3-14( را برابر شكل λچگالي بار خطي يكنواخت 

   از مركز حلقه و در روي محور آن به دست zيپتانسيل را در فاصله

    

=Vبا استفاده از .آوريد −∇Eي مولفهzميدان الكتريكي را حساب كنيد  .  
d جزء طول:حل Rdφ′=Aبار .  را برابر شكل در روي حلقه برگزينيد

dqموجود در اين جزء طول  d Rdλ λ φ′= =A پتانسيل آن در . است
   عبارت است ازPينقطه

)55-3(  
2 2

0 0

1 1
4 4

dq R ddV
r R z

λ φ
πε πε

′
= =

+
  

) 3-55(ي  با انتگرال گيري از رابطهPيپتانسيل الكتريكي كل حلقه در نقطه
  آيددست ميبه

  
  
)56-3(  

RV dV d
R z

R Q
R z R z

λ φ
πε
πλ

πε πε

′= =
+

= =
+ +

∫ ∫2 2

2 2 2 2

1
4

1 2 1
4 4

D

D D

v
  

  

  

Qكه در آن Rπ λ= zدر حد.  بار كل حلقه است2 Rاي حلقه همانند بار نقطه�Q پتانسيلبا ( ) ( )01 4 Q zπε خواهد بود. 
Rكافي است كه در مخرج كسر از. يابدبه اين مقدار كاهش مي) 3-56(ي  رابطهشود كهبه روشني ديده مي zمقايسه با در2 2 

  آيددست مي به.پوشي كنيمچشم

)57-3(  
0

1
4

QV
zπε

≈  

  عبارت است از) 3-56(ي  به پتانسيل رابطه ميدان الكتريكي مربوطzيمولفه

)58-3(  
( )z

V Q QzE
z z R z R zπε πε

⎛ ⎞∂ ∂
= − = − =⎜ ⎟∂ ∂ + +⎝ ⎠

3 22 2 2 2
1 1

4 4D D

  

-4 -2 2 4

y

1

2

3

4

V  H y L
V0

 نمودار 3-13شكل 
 تغييرات پتانسيل

   : 3-14شكل 
 Rي با بار خطي يكنواخت و شعاع حلقه

φ′  R  

z  

dq  

r  

P  

z  

x  

y  
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  .خواني كامل داردهم) 2-108ي رابطه ( 2 در فصل 2-12كه با پاسخ مثال 
  

 برابر σ و چگالي بار سطحيR قرصي به شعاع:  پتانسيل قرص باردار3-7مثال 
 از مركز zيپتانسيل الكتريكي را در فاصله.  قرار داردxyيدر صفحه) 3-15(شكل 

  . دست آوريدآن بهقرص و در روي محور 
rاي به شعاعصورت حلقه جزء بار را به:حل dr و ضخامت′ ) 3-15( همانند شكل ′

)بار موجود روي اين حلقه. در نظر بگيريد )2dq da r drσ σ π ′ ′=  ينقطه. است =
Pي در روي محور به فاصلهzاي در روي ي نقطهفاصله. ي قرص است از صفحه

)برابر Pيي جزء بار تا نقطهحلقه )r r z′= +
1 22    حلقهبنابراين،  پتانسيل. است 2

   عبارت است ازPيدر نقطه

)59-3(  ( )r drdqdV
r r z

σ π
πε πε

′ ′
= =

′ +2 2

21 1
4 4D D

  
  

       

  دست ها، پتانسيل كل قرص را بهي حلقههاشود، بنابراين، جمع پتانسيلمركز تودرتو ساخته ميهاي همچون قرص از حلقه
  پس، داريم. دهدمي

)60-3(  
R Rr drV dV r z R z z

r z
σ π σ σ
πε ε ε

′ ′ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′= = = + = + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ +
∫ ∫ 2 2 2 2

2 2
2

4 2 2DD D DD

  

zدر حالت حدي Rتوان نوشت مي�  
)61-3(  R RR z z z

z z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ = + = + + ⋅⋅⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 22 2
2 2

2 21 1 2  

  آيدميصورت زير درو پتانسيل به
)62-3(  ( )R R QV

z z z
σ σ π
ε πε πε

≈ = =
2 21 1

2 2 4 4D D D

  

Qكه در آن Rσπ= هاي دور از قرص، همانگونه كه انتظار داشتيم،  پتانسيل الكتريكي در فاصله.  بار كل روي قرص است2
  اي باهم مقايسه شده قرص و بار نقطهپتانسيل ناشي از ) 3-16(در شكل . شود ميQايهمانند پتانسيل حاصل از بار نقطه

0. است 04V Q Rπε=.  ،توجه كنيد كه پتانسيل در مركزقرص
0zيعني به ازاي    عبارت است از =

)63-3(  c
R Q R QV V

R R
σ

ε π ε πε
= = = =2

1 2 22 2 4 D
D D D

  

 را Qاي بار نقطهكه برابر است با مقدار كار لازم براي اين كه
توان ميدان الكتريكي اينك مي. قرص بياوريماز بينهايت به مركز 

   دست آورد بهPيرا در نقطه

)64-3(  
2 2

02z
V z zE
z z R z

σ
ε

⎡ ⎤∂
= − = −⎢ ⎥∂ +⎣ ⎦

  
  

  

ي پتانسيل ناشي از قرص باردار و  مقايسه3-16شكل 
 ايبار نقطه

 σ قرص باردار با چگالي3-15شكل
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Rدر حد.  يكسان است2-14در مثال ) 2-110(ي كه با نتيجه Zي بالا بهطه راب�σ ε2 Dيابد كه ميدان الكتريكي  كاهش مي
  .ي بينهايت گسترده استصفحه

   
 به ع بار الكتريكي در مختصات كارتزيتوزييك  فرض كنيد پتانسيل ناشي از  : مبدان الكتريكي از پتانسيل الكتريكي3-8مثال 

  صورت زير داده شده است
)65-3(  ( , , )V x y z Ax y Bxyz= +2 2  

  .دست آوريدان الكتريكي اين توزيع بار را بهميد.  مقادير ثابت اندB وAكه در آن
  داريم. به دست آورد) 3-45(ي توان با استفاده از رابطه ميدان الكتريكي را مي:حل

)66-3(  , ,x y z
V V VE Axy Byz E Ax y Bxz E Bxy
x y z

∂ ∂ ∂
= − = − − = − = − − = − = −

∂ ∂ ∂
2 22 2  

  بنابراين، ميدان الكتريكي عبارت است از
)67-3(  ( ) ( )ˆ ˆ ˆAxy Byz Ax y Bxz Bxy= − − − + −E i j k2 22 2  
  

 Uانرژي پتانسيل.  انباشته شده استρ با چگالي بار حجمي يكنواختaاي به شعاعحجم كره:   انرژي پتانسيل كره3-9مثال 
ي نازك بسازيد و از اين  لايه با برهم چيدني توپر راكره. كه براي ساختن آن لازم استيعني مقدار كاري . كره را بيابيد

اي جايگزيده در مركز كره كروي با ميدان ناشي ازيك بار نقطه واقعيت استفاده كنيد كه ميدان الكتريكي در بيرون يك توزيع بار
  صورتتوان انرژي آن را به بناميد و نشان دهيد كه ميQبار كل كره را. و با مقدار بار برابر بار كل كره برابر است

( )Q aπε23
5 4 D نوشت.  

) برابرrاي به شعاعجود در كره.و بار م:حل )q rπ ρ= 34 يكي بار ميدان الكتريكي آن در بيرون كره با ميدان الكتر.  است3
بار اين . بيافزاييد كه به اين كره drي بعدي به ضخامتپوسته. اي به همين مقدار كه در مركز كره قرار دارد يكي استنقطه

)پوسته برابر )dq r drπ ρ= ) تانسيل پوسته در اثر وجود كره استكه انرژي پ (dqكار لازم براي آوردن اين بار.  است24
  برابر است با

)68-3(  ( ) ( ) ( )r rq dqdW r dr
r r

π ρ π ρ πρ
πε πε πε

⋅⋅
= = =

23 2
44 3 4 41 1

4 4 4 3D D D

  

rبراي تكميل كره و رساندن شعاع آن از = Dبه r a=كار لازم براي آن. افزاييمهاي بعدي را به آن مي پوسته  

)69-3(  ( ) ( )a aW r dr
πρ πρ

πε πε
= =∫

2 2 5
44 41 1

4 3 4 3 5D
D D

  

Qوقتي كره تكميل شد، بارش برابر aπ= 34 Qبنابراين،. شود مي3 aπρ = 34  W راكه همان كارUانرژي پتانسيل.  است3
)توان به صورتاست مي )Q aπε23

5 4 Dكنيد كه بعد كميتتوجه .  نوشتQ aπε2 4 Dتوجه كنيد كه ما نگران .  بعد انرژي است
)شود كه اين انرژي با ها نازك نيستيم، چون با استفاده از تحليل ابعادي ديده ميپوسته انرژي -خود )dq  متناسب است و در 2

    . توان آن را ناديده گرفت ميي دوم است ونتيجه، كميت كوپكي از مرتبه
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 در نظر بگيريد و پتانسيل yرا در راستاي محور) 3-17( دوقطبي الكتريكي شكل : پتانسيل دو قطبي الكتريكي3-9مثال 
ميدان الكتريكي متناطر را به دست  ي خود استفاده كنيد وار نتيجه.  پيدا كنيدxyيدر صفحه واقع  Pيالكتريكي آن را در نقطه

   .آوريد
توان به صورت زير پتانسيل را با استفاده از اصل برنهش مي  :حل

  نوشت

)70-3(  1
4i

i

q qV V
r rπε + −

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

D

  

cosrكه در آن r a ra θ± = +2 2 2 rحدي حالت در .  اند2∓ a� داريم 
  داريم

  
  
)71-3(  

cos

cos

a a
r r r r

a a
r r r

θ

θ

−⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠± ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − ± + ⋅⋅⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1 221 1 1 2

21 11 2

∓  

  توان با اين تقريب بهو در نتيجه، پتانسيل دوقطبي الكتريكي را مي

  

  صورت زير نوشت
  
  
)72-3(  

cos cos

ˆcos cos

q a a a aV
r r r r r

q a p
r r r r

θ θ
πε

θ θ
πε πε πε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + + ⋅⋅⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅
≈ = =

p r

2 2

2 2

1 11 14 2 2
2

4 4 4

D

D D D

  

aq=pˆكه در آن j2ي شعاعيشود كه اين پتانسيل تابعي از فاصلهميبه روشني ديده .   گشتاور دوقطبي الكتريكي استr و 
 در عملگر گراديان .هاي مختصات كروي نوشته شده استبه بيان ديگر، اين پتانسيل برحسب متغير.  استθي قطبيزاويه

  به صورت زير استمختصات كروي 
)73-3(  ˆˆ ˆ

sinr r rθ θ φ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂
r θ φ1 1G  

=Vبا استفاده از.  خواهد داشتθ̂ وr̂هايي در راستاي است، ميدان الكتريكي هم مولفهθ وrچون پتانسيل تابعي از −∇E
JJJJG

 
  داريم

)74-3(  cos sin, ,r
V p V pE E E
r r r rθ φ

θ θ
πε θ πε

∂ ∂
= − = = − = =

∂ ∂3 3
2 1 04 4D D

  

  .به دست آورديم) 2-50(ي  و در رابطه2اين همان ميدان است كه در فصل 
  
  :هاپتانسيل گراديان و هم 5-3

)اي در دو بعد فرض كنيد پتانسيل الكتريكي سامانه , )V x yهايي كه باخم.  است( , )V x yشوند، خم  تعريف مي هاي ثابت
   ها نمايشاين خم. نشان داده شده است) 3-18(پتانسيل در شكل هاي هماي از اين خمنمونه. پتانسيل نام دارندهاي هم

   پتانسيل و ميدان دو قطبي الكتريكي3-17شكل 
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( , ) iV x y c=اند كه در آن icدر سه بعد،  هاي هم پتانسيلخم.  مقادير ثابت اند
)تانسيل اند كه با تابع ثابتهاي هم پصفحه , , )V x y z  چون. شوندتعريف مي =

V= −∇E
JJJJG

 همواره در آن Eتوان نشان داد كه در هر نقطه، جهت ميدان است، مي
تعميم . كنيماين قضيه را در زير براي دو بعد ثابت مي. پتانسيل عمود استنقطه بر هم

  . سه بعد سرراست استبهآن 
  .پتانسيل در آن نقطه عمود است در هر نقطه بر همE  ميدان الكتريكي3-1ي قضيه
)ي، فرض كنيد در نقطه) 3-19( با توجه به شكل :اثبات , )P x y پتانسيل( , )V x y 
)ي همسايهانسيل در نقطهپت. است , )P x dx y dy+ ) را+ , )V x dx y dy+ +   

  

  ي همسايه برابر است باتغيير پتانسيل بين اين دو نقطه. بناميد
  
)75-3(  

( , ) ( , )

( , ) ( , )

dV V x dx y dy V x y

V V V VV x y dx dy V x y dx dy
x y x y

= + + −

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= + + + ⋅⋅⋅ − ≈ +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

  

ˆجايي را بااگر در دوبعد بردار جابه ˆd dx dy= +s i jتوان نشان دهيم، مي dVرا به صورت زير نوشت   
    

)76-3                           (( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆV VdV dx dy V d d
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= + ⋅ + = ∇ ⋅ = − ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

i j i j s E s  

)يپتانسيلي باشد كه از نقطه در امتداد همdsجايياگر جابه , )P x yگذرد، آنگاه ميdV = Dجايي روي  است؛ چون جابه
d⊥Eپتانسيل،يعني در امتداد آن هم. ي نقاط مسير يكسان استگيرد كه پتانسيل در همهمسيري انجام مي sدر شكل .  است

-76(ي از رابطه.  خواهند بودها سطوحپتانسيلدر سه بعد، هم. پتانسيل ها و ميدان نشان داده شده اندهايي از همنمونه) 20-3(
∇Vشود كه وقتيديده مي) 3

JJJJG
   بيشينه مقدار خود را خواهد داشتdV موازي شود،ds با

)77-3(  dVMax V
ds

⎛ ⎞ = ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

∇V اين بدان معني است كهاز نظر فيزيكي
JJJJG

براي فهميدن . يي بيشينه استجا نسبت به جابهV همواره در جهتي است كه تغيير
∇Vيالي كه بيشترين شيب را دارد، جهت. ، دره اي را در نظر بگيريد نكتهاين

JJJJG
  . است

 پتانسيلهاي هم خم3-18شكل 

 پتانسيل همسايهپتانسيل به هم همجايي از يك در جابهV تغيير3-19شكل

 خط مماس
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  :بندي كردن به صورت زير جمعتواها را ميپتانسيلهاي همويژگي
  .تر استها عمود و جهت آن از پتانسيل بالا به سوي پتانسيل پايينپتانسيلهاي ميدان بر همخط )1(
پتانسيل مربوط به سطوح هم. مركز اندهاي همي كرهاي مجموعهپتانسيل مربوط به بار نقطههاي همبنابه تقارن، سطح )2(

 .هاي ميدان استمود بر خطهاي عميدان الكتريكي ثابت، صفحه

جايي بار در روي سطح پتانسيل ندارد، چه در غير اين صورت، براي جابهي مماس برسطح همميدان الكتريكي مولفه )3(
 .پتانسيل بايد كار انجام دادهم

 .پتانسيل صفر استجايي بار در روي سطح همكار لازم براي جابه )4(

   نقشه، ارتفاع معيني سته در اينهر خم ب. نشان داد)  3-21(در شكل ي برجسته ا نقشهتوان بپتانسيل را ميي گرانشي هممانسته

  

  

  

) ثابتبه طور رياضي، آن را با. دهدمياز سطح دريا را نشان  , )z f x y= چون پتانسيل گرانشي در . دهندنشان مي  =
gVنزديكي سطح زمين به صورت gz=هاي گرانشي اندپتانسيلها هم است، اين خم.  

  
  انرژي بلور يوني : يك كاربرد عملي 6-3

هاي اين فصل جا با استفاده از يافتهدر اين. ي انرژي پيوندي در فيزيك اتمي و فيزيك حالت جامد اهميت زيادي داردمحاسبه
  ي سه بعدي استبلور يوني مانند سديم كلرايد يك شبكه. يمهاي يوني را حساب كنخواهيم انرژي پيوندي الكتروستاتيك بلورمي

 ي برجستههاي گرانشي و نقشهپتانسيل هم3-21شكل

اي و ميدان دوقطبي ميدا ثابت، ميدان بار نقطه: از راست به چپ.پتانسيلهاي هم ميدان الكتريكي و خم3-20 شكل
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   ايم دست آوردهبا دانشي كه به. شبكه قرار دارندهاي گوشه يك در ميان در) 3-22( همانند شكل Cl- وNa+هاي مثبت كه يون
را هايش به يوني آن و تجزيهور هم گسستن بل  ازانرژي لازم برايمي توانيم 

  . حساب و با مقدار تجربي مقايسه كنيم
ها كروي است و با يون آغاز ميكنيم كه توزيع بار هر يك ازما با اين تقريب 

كنش يك بنابراين، انرژي پتانسيل برهم. پوشاني ندارداش همهاي همسايهيون
  يون با يك يون همسايه عبارت است از

)78-3(  eU
Rπε

±
=

2

4 D

  

  توجه كنيد.  بار الكتريكي يون استeي بين دو يون و فاصلهRدر اين رابطه،

  

نفي هاي مهاي مثبت و يونونچنين، يون مثبت با يهم. كندكنش مي يون منقي و هم با يون مثبت برهمكه يك يون منفي هم با
كنش بين نام و علامت منفي براي برهمهاي هميون كنشبراي برهمي بالا علامت مثبت بنابراين، در رابطه. كندكنش ميبرهم

هاي بلور جمع ي يونروي همه) 3-78(ي براي اين كه انرژي پتانسيل كل را حساب كنيم بايد در رابطه. نام استبارهاي ناهم
نوان يون مرجع در نظر  را در بلور به عNa+نخست يك يون. دهيم را براي بلور يك بعدي انجام مياييك چنين محاسبه .ببنديم

 دراز قرار هايي كه روي خط بينهايتي يون را با همهيون مرجعكنش  انرژي پتانسيل برهم.اه كنيدرا نگ) 3-23(شكل (گيريم مي
  . كنيمپوشي مياين محاسبه چشم هاي سطحي دري ما يك بعدي است، از اثره چون شبك.كنيمدارند، حساب مي

  

Rي به فاصلهCl-دو يون a=مرجع  از يون +Na وجود دارند و دو يون +Naيدر فاصلهR a=  Na+  از يون مرجع2
  ي اين مجموعه عبارت است ازبنابراين، انرژ.... ارند وقرار د

)79-3(  
ref

eU
aπε

⎛ ⎞= − − + − + ⋅⋅⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

22 1 1 1 1
4 1 2 3 4D

  

ي سري رابطه.  در بيرون پرانتز به اين خاطر است كه در سمت راست و چپ يون مرجع دو يون يكسان وجود دارد2ضريب 
  را جمع ببنديم) 3-79(ي سري رابطه توانيماگر آن را با بسط سري زير مقايسه كنيم، مي. شودگرا مي به كندي هم)79-3(

)80-3(  ( ) x x xn x x+ = − + − + ⋅⋅⋅
2 3 4

1 2 3 4A  
xبراي =   بنابراين، داريم. است) 3-79(ي  اين سري همانند سري رابطه1

)81-3(  
ref ,e eU n

a aπε πε
= − = −

2 22 22 1 3864 4D D

A  

ي سه بعدي پيچيده  براي شبكه محاسبهاين گونه. شد، انرژي مرجع همين مقدار ميگزيديمرمي هم بCl-اگر يون مرجع را يون
  دهندهاي عددي مقدار زير را به دست ميتر است، اما محاسبه

)82-3(  ( ),refU e aπε= − 21 7476 4 D  

+Na  -Cl  

 ي بلور سديم كلرايد شبكه3-22شكل

a2  

+Na  -Cl  -Cl  

 ي بينهايت درازي يك بعدي ساده شبكه3-23شكل
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، انرژي پتانسيل كل با جمع بستن روي   استارز همCl- مكان هر يونا بNa+ت گسترده، مكان هر يوني بينهايچون در شبكه
 كردن به اين خاطر است كه در يك 2تقسيم بر . (آيددست مي به2ون مرجع ممكن و تقسيم آن بر براي هر ي) 3-82(ي رابطه

 N وNa+ يونN( باشد N2هاي بلوراگر تعداد يون.) شودبستن، انرژي پتانسيل هر جفت دوبار شمارده ميچنين جمع 
  برابرانرژي پتانسيل كل )  Cl-يون

)83-3(  ( ) ref ref
UU N U U
N

⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 22  

, برابر NaClيثابت شبكه. شودمي ma −= × 102 5 63 ) 3-83(و ) 3-82(هاي ي نظري ما در رابطهي محاسبهنتيجه. است 10
,، برابر برحسب الكترون ولت eVU N = −8 eVاز . (است 94 , J−= × 191 1 6 1D براي تبديل يكاي انرژي از ژول به الكترون

,گيري شدهمقدار اندازه.) ولت استفاده شد eVU N = −7 اختلاف جزيي بين مقدار نظري و تجربي به اين خاطر .  است93
  . ما ناديده گرفتيماين هر دو اثر را.  توزيع آنها كاملا كروي نيستپوشاني دارند و نيزها باهم هموناست كه توزيع بار ي

  

  هاي مفهوميپرسش
    فرق بين پتانسيل الكتريكي و انرژي پتانسيل الكتريكي چيست؟-1
جا توان يك بار الكتريكي را بدون انجام دادن كار جابهدر چه جهتي مي.  استx  ميدان الكتريكي يكنواختي موازي محور-2

  كرد؟
  هاي ميدان الكتريكي عمود اند؟انسيل همواره بر خطپت  چرا سطوح هم-3
 در پتانسيل هم آيا از اين واقعيت مي توان نتيجه گرفت كه. ي كروي توخالي صفر است  ميدان الكتريكي در درون پوسته-4

  درون كره صفر است؟
  اي با بار منفي را در يك ميدان الكتريكي قرار دهيد  اگر ذره-5
تر به انرژي تر واز انرژي پتانسيل الكتريكي پايينپتانسيل الكتريكي پايين  از پتانسيل الكتريكي بالاتر به بار الكتريكي):الف(

  . پتانسيل الكتريكي بالاتر حركت خواهد كرد
نرژي پتانسيل تر به اتر واز انرژي پتانسيل الكتريكي بالاپتانسيل الكتريكي پايين  بار الكتريكي از پتانسيل الكتريكي بالاتر به):ب(

  .تر حركت خواهد كردالكتريكي پايين
تر به انرژي تر واز انرژي پتانسيل الكتريكي پايينپتانسيل الكتريكي بالا تر بهبار الكتريكي از پتانسيل الكتريكي پايين ):پ(

  .تر حركت خواهد كردپتانسيل الكتريكي بالا
تر به انرژي پتانسيل تر واز انرژي پتانسيل الكتريكي بالاپتانسيل الكتريكي بالا هتر ببار الكتريكي از پتانسيل الكتريكي پايين ):ت(

  .تر حركت خواهد كردالكتريكي پايين
كه در شكل هايي  مكانهب آنها وردنآكار لازم براي . ي بينهايت دوري از هم اند دو دوقطبي در فاصله-7

   برابر است با،شودديده مي
  .    منفي است): پ(              .مثبت است: )ب(            صفر): الف(
  .ها بستگي دارددوقطبي) غير صفر و برابر(علامت كار به طول ): ت(

  

  

q  

q−  

q  

q−  
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  هامسئله
  
خواهيم انرژي مي. ارندد قرار a يك هشت وجهي منتظم به ضلعهايدر راسسه پروتون و سه الكترون : هشت وجهي  1-3

دو . هاي دور از هم حساب كنيدكار لازم براي ساختن اين آرايه را با آوردن بارها از فاصله، يعني دست آوريمسامانه را به
  .ها را بيابيدهر يك از آرايهانرژي .  آنها را تعيين كنيدي متفاوت وجود داردهآراي

اي  صفحه دو بعدي يونيبلور: انرژي پتانسيل بلور دو بعدي  2-3
 يبه فاصله  به طور متناووب نام ناهم مساوي واست كه بارهاي

aي گامپيوتري استفاده از يك برنامه.  از يكديگر چيده شده اند
كنيد و انرژي پتانسيل بر واحد يون را براي بلور دو بعدي بينهايت 

  .را ببينيد) 3-27(شكل . كسترده حساب كنيد
  

  

  به ازاي . قرار دارندQاي از بار نقطهdياصلهبه ف) 3-25( برابر شكل qايدو بار نقطه: ترازمند با انرژي صفر): الف(   3-3
 اين سامانه در ترازمندي است؟ يعني نيروي وارد به هر بار صفر است Qچه مقداربراي

 به Qجايي عموديابهتوان آن را با نگاه كردن به جاين ترازمندي ناپايدار است مي(
  .) روشني ديد

پرسش . اضلاع قرار دارند در سه راس يك مثلث متساويqسه بار) 3-26(  در شكل ):ب(
  .را براي اين آرايه پاسخ دهيد) الف(بخش 

  .استها صفر  براي هر دو حالت نشان دهيد كه انرژي كل سامانه):پ(
ي بارهاي انرژي پتانسيل هر مجموعه"ي گيري بالا، درستي گزاره با توجه به نتيجه):ت(

 هدف اين است كه نشان : راهنمايي. را ثابت كنيد" .الكتريكي در حالت ترازمندي صفر است
  چون نيروي الكتروستاتيك پايستار. دهيد براي بردن بارها به بينهايت كار كل صفر است

  

ها كار صفر است و در واقع يك مسير خاصي وجود دارد كه نتيجه را افي است نشان دهيد كه براي يك مسير خاص باراست، ك
]دهدبه روشني نشان مي ]2 .   

 qاي با بار مثبتذره.  را در نظر بگيريدλ و چگال بار خطي يكنواختRاي به شعاعحلقه: ي حلقهنوسان بار در صفحه  4-3
ي  مقيد به حركت در صفحهq اگر بار مثبت.كنيمبه ذره تلنگر كوچكي وارد مي.  در مركز حلقه در حال سكون استmو جرم

انرژي پتانسيل ذره : ييراهنما. هاي كوچك بسامد حركت را بيابيدبراي نوسان. حلقه باشد، نشان دهيد كه حركتش نوساني است
شما نياز داريد از بسط .  از مركز حلقه است،حساب كنيد و سپس بر روي حلقه انتگرال بگيريدrي اندككه در فاصلهرا هنگامي

εتيلور ε ε+ ≈ − − 21 1 1 2 3    استفاده كنيد8
در .  استqبار الكتريكي هر ذره. اندي مربع ثابت شدهدر چهار گوشه) 3-27(چهار ذره برابر شكل   :ايدار يا ناپايدارپ  5-3

   در 2-11ي  اين همان مسئلهست؟ اين سامانه در ترازمندي پايدار اQه ازاي چه مقدار ب. قرار داردQمركز مربع بار ناهمنام
                                                 
  [ ]2  Crosignani, B, and Di Porto, P. “Energy of a charge system in an equilibrium configuration,” American Journal of 
Physics, 45, 876 (1977). 

qQ  q  

d  d  
  بار ترازمندسه   3-25شكل 

q  

q  q  
   چهار بار ترازمند 3 -26شكل 

  دو بعدي يونيور  بل3-24شكل 
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مسئله را با استفاده اينك . دست آورديدر آنجا پاسخ را با استفاده از نيرو بهد.  است2فصل 
با اين . هاي نيرو نيستازي به مولفهاين است كه نيبرتري اين روش . از انرژي حل كنيد

 Mathematica اگر از نرم افزار. حال، اكر دقت نكنيد، رياضيات ممكن است پيچيده شود
ي  را به مقدار جزئي به نقطه−Qتصور كنيد كه بار: شودتر ميتفاده كنيد، مسئله اساناس

)ي همسايه ),x yبا استفاده از دستور. كنيدجا مي جابهSeries انرژي اين بار را در 
   دركمدست اگر انرژي، . حساب كنيدy وxي غيربديهيترين مرتبهمكان جديدش در پايين

  

ي مربع پايدار است، جايي عمود بر صفحهترازمندي نسبت به جابه .جايي، كاهش پيدا كند، ترازمندي ناپايدار استيك جهت جابه
ايد، بهتر است نخست آن را حل كنيد و سپس به اين  را حل نكرده2-11ي  اگر مسئله:توجه( دهد؟ي مربع چه رخ ميدر صفحه

  .)مسئله بپردازيد
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

                         
  
  
  

Q  

q  

q  

q  

q  

 چهار بار و يك بار  3-27شكل 


