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  9فصل 
 

  سختشناسي جسم  ايستايي

 را نيز به تك  داراي بعد بود، آن  جسمكه سامانه همها در برخي مثال. ره را بررسي كرديمذ  ترازمندي ايستايي تك3در فصل 
 ي روي جسم يكديگر راسم بايد در يك نقطه اين بود كه راستاي اثر نيروهاي وارد به جدر آنجا اساس كار. ذره كاهش داديم

 يك جفت جسم بودند كه با ريسمان به هم پيوسته بودند و راستاي شاملها ها و مثال درست است كه برخي مسئله. دننع كقط
 سامانه را جداگانه در نظر اجزاءاما، هرگاه يكي از . كردند ديگر را قطع نمييك سامانه، همگي در يك نقطه وارد به ينيروها

هاي ترازمندي ايستايي را توانستيم  هم رسيدند و معادلهه د به آن همگي در يك نقطه بگرفتيم، در حقيقت راستاي نيروهاي وار
  .ريميصورت يك تك ذره در نظر بگه  براهر جسم طور جداگانه بنويسيم و ه براي هر جسم ب

يگر را در يك ديك آن كه راستاي اثر نيروهاي وارد به كنيممي بررسي شناسي جسم سخت داراي بعد را در اين فصل، ايستايي
ها تمايل دارند اين نيروفزون بر انتقال، ا .آورد ها، يك ويژگي ديگر هم به وجود مياي از نيرو  چنين مجموعه.كنند نقطه قطع نمي

ي  تأثير مجموعه كه تحت  را بررسي كنيمدر نتيجه، اگر بخواهيم شرايط ترازمندي ايستايي جسمي. كه جسم را بچرخانند
 به حساب هم را  آنجايي انتقالي، بلكه ترازمندي چرخشيها قرار دارد، نه تنها بايد ترازمندي در برابر جابخواهي از نيروهدل

  .بياوريم
  
  ي ذرات جرم سامانه      مركز1-9

ي  رو، نخست به تعريف مركز جرم سامانه از اين. هاي ديناميك و استاتيك بسيار سودمند است مفهوم مركز جرم در حل مسئله
   ذره در Nايسامانه. آوريم دست ميه  بOXYZپردازيم و سپس مختصات آن را نسبت به هر چارچوب كارتزي ذره ميNبا
, را ها ذرهاين بردار شعاعي .  نشان داده شده است)9 -1( , , N⋅ ⋅ ⋅r r r1  .  بناميد2

,اه فرض كنيد جرم ذره , Nm m m⋅⋅ ⋅1 ام -iي  ، بردار شعاعي ذرهirبردار. اند 2
يد و  بكشCبه  O را ازCrبردار شعاعي  را انتخاب كنيد وCمانند اي نقطه. است

C بردار شعاعيCسپس از  irي به ذره راi-سه بردار. بكشيد  امirو Crو C ir 
  :ست از اي آن عبارت سازند كه معادله مي اي مثلث بسته

iCCi  )9ـ 1( rrr +=    

  
    

  :  خواهيم داشت، ضرب كنيمimرا در) 9-1(ي  اگر رابطه
iCiCiii  )9 ـ 2( mmm rrr +=  

  داشتخواهيم   را با هم جمع كنيم، اين معادله هاي  اگر همه. اي نوشتيك چنين معادله تواني ميذره N ازيكبراي هر 
)3-9(  ( )... ... ...N N N C C C N CNm m m m m m m m m+ + = + + + + + +r r r r r r r1 1 2 2 1 2 1 1 2 2  

  به صورت زير نوشتتري   با نمادگذاري سادهتوان اين معادله رامي
)4- 9(  N N N

i i i C i C i
i i i

m m m
= = =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑r r r
1 1 1

  

  گزيده بررا  Cي يكبار كه نقطه. ها يكسان است ي ذره  براي همهCr، چون جمع بسته نشده استCrتوجه بكنيد كه روي بردار

y  

x  

Cr  

i  z  

C ir  
ir  

C  

 9-1شكل 
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  گونه جمع اين.  هيچ زيرنويسي براي جمع بستن روي آن نداردCrبه بيان ديگر،. ماندمي ثابت  هموارهCr آنگاه بردار،باشيم
  داشته باشيمدوم سمت راست صفر باشد، يعني اگرجمع ) 9 -4(ي  اگر در رابطه .ندا روي بردارها، جمع برداري بستن

)5- 9(
    

N

i C i
i

m
=

=∑ r
1

D  

ي  ، اگر رابطهپس .دهند نشان مي R را با Crچه اين شرط برقرار باشد، معمولاًچنان. استسامانه  مركز جرم Cي   نقطهگوييم
  :داريم) 9-4(ي  برقرار باشد، از رابطه) 5-9(
)6-9(  N

i i
i

M m
=

= ∑R r
1

  

هاست ي ذره جرم كل همه Mكه در آن
N

i

i

mM
=

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
1

. جرم سامانه است  به مركزO بردار شعاعي از هر مبداءRكميت . 

  :عبارتند از Rجرم هاي كارتزي بردار مركز مؤلفه
  
)7-9(  , ,

N N N

i i i i i i
i i i

R R R

m x m y m z
X Y Z

M M M
= = == = =
∑ ∑ ∑

1 1 1  

  كند روي محور ميهم وصل ه اگر خطي كه دو ذره را ب.  استm2 وm1هايترين مثال، يافتن مركز جرم دو ذره با جرم ساده
xباشد، چون مختصات yو z  هر دو صفرند، روشن است كه مركز جرم روي

  xي مؤلفه. دهد اين وضعيت را نشان مي)9 -2(شكل . . قرار خواهد داشتxمحور
  ست از اجرم عبارتمركز

)8- 9(  
X

m x m x
m m

+
=

+
R 1 1 2 2

1 2
  

  ر نيم راه خطيد، مركزجرم دباشرابر براي حالت خاصي كه جرم دو ذره با هم ب

  

 به آن كردن توان با تقسيم  را ميي مركبمختصات مركز جرم يك سامانه .كند ل ميگيرد كه دو جسم را به هم وصقرار مي
  را پيداها جرم حساب كنيم و سپس مركز اين مركز كافي است كه نخست مركزجرم هر جزء را. تر هم حساب كرد كوچكاجزاء
 كه از يك سر مكعبي به را در نظر بگيريد ) 9-3( پتك شكل براي مثال؛. كنيم
خواهيم مركزجرم آن را مي. تشكيل شده است b به طولاي و دسته a2 عضل

   در  جسم، سر و دسته،از دو سامانه را تركيبيبراي اين كار بهتر است . بيابيم

  

 اي بالا را به دو بخش تقسيم  ذرهNي سامانه  كنيدفرض. وار نيست اين كه، اين كار پذيرفتني است دش نشان دادن.بگيريمنظر 
N ذره و بخش ديگر باkباكنيم يك بخش  k− زهاي دو بخش عبارتند ا جرم .ذره    :  

)9-9(  ,
k N

i i
i i k

M m M m
= = +

= =∑ ∑1 2
1 1

  

Mو داريم  M M= +1    است ازجرم هر كدام عبارتبردار شعاعي مركز. 2

m2  m1  

x 1  

x 2  

 9-2شكل 
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)10-9(  ,
k N

i i i i
i i k

M R m M R m
= = +

= =∑ ∑r r1 1 2 2
1 1

  

  روشن است كه
)11-9(  k N N

i i i i i i
i i k i

m m m
= = + =

+ =∑ ∑ ∑r r r
1 1 1

  

  آيد صورت زير درميه ب) 9-6(ي  و معادله
)12- 9(  k N

i i i i
i i k

M m m M M
= = +

= + = +∑ ∑R r r R R1 1 2 2
1 1

  

  :ست از اعبارت) 9-12 (ي معادلهxي مؤلفه
)13- 9(  x x xMR M R M R= +1 1 2 2  

  .است] )9-7(رابطه [  و اين درست همانند حالت دو ذره
  
  جرم جسم سخت      مركز9ـ2

 گفتار تر است، اما هنوز هم جرم جسم سخت اندكي پيچيدهاگرچه مكان مركز
اي با   سامانهتوانرا مي جسم سخت داراي بعد. ساز است   چاره9-1بخش 

. ها بسيار كوچك استپنداشت كه جدايي ميان ذرهتعداد بسيار زياد ذرات 
صورت توزيع ه ب) 9-4( مانند شكل  توان را ميدر اين صورت جسم

مختصات  با imΔاگر جسم را به اجزاء جرم. فرض كردي جرم  پيوسته
iii xyz  مركزجرم xيبينيم كه، براي مثال، مولفه، آنگاه مي تقسيم كنيم,,

)به تقريب  )1 N
x i ii

R M x m= Δ∑هاي مشابهي هم براي رابطه.  است  

  

yRو zRجرم،كه تعداد عناصراگر اجازه دهيم . توان نوشت مي N ، آنگاهبه بينهايت ميل كند xRدر اين  .شودتر هم مي دقيق
  شوند و خواهيم داشتتبديل مي dm به عنصر ديفرانسيلimΔانتگرال وبه حد، علامت جمع 

  
)14-9(  

1
i

i i
x m

xdmx m
R im xdm

M M dmΔ →

Δ
= = =∑ ∫∫ ∫

DA  

   داريمzRو yRهاي مؤلفههمين طور براي 
)15-9(  ∫ ∫== zdm

M
Rydm

M
R zy

1,1  
   ، عبارت است ازR،جرميا اگر به صورت برداري نشان دهيم ، بردار مكان مركز

)16-9(  ∫= dm
M

rR 1  
  براي نمونه،. باشدآنها ارن مگن و متقارن بايد روي محـور تقجرم اجسام همركزگيري آني گفتار بالا اين است كه  يك نتيجه
   مركز درد ي يا مكعب همگن باي كرهمركز جرم  .شدبا) وسط(راه بين دو انتها  ه و در نيملي همگن بايد روي مي ه ميل مركز جرم

z  

x  

y  
ir  

imΔ  

 9-4شكل 
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  .كنيمميها را بررسي  اي زير برخي از حالتهدر مثال . باشدهاهندسي آن
  

  .  در وسط ميله استLطولبه  و Mهمگن به جرم اي نشان دهيد كه مركز جرم ميله  ):الف(  9-1مثال 
  جرم واحد طول با فاصله) 9-5(شكل   مانند واست فرض كنيد ميله ناهمگن  ):ب( 

xαλكند، از يك انتهاي ميله تغيير   xي مؤلفه.  مقدار ثابتي استαكه در آن ، =
   . بيابيدLجرم را برحسب طولمركز
yبه تقارنبنا  )الف( :حل zR R= = Dراستاي محور  ه دراگر ميل  ( استx ها 

  همگني  براي ميله) چگالي خطي جرم( بناميم λول رااگر جرم در واحد ط ).باشد
Mداريم Lλ   هر جزء  تقسيم كنيد، جرم dx ميله را به جزءهاي با طول.=

  

dxdm λ=ي خواه در فاصلهي از اين جزءهاي دلچون يك . استx  داريم) 9-14(ي  از رابطه) 9 -5شكل(از مبداء قرار دارد  
)17-9(  L

L L

x
x LR xdm x dx

M M M M
λ λλ= = = =∫ ∫

2 21 1
2 2D D

D

  

Mچون Lλ   : بنابراين، است=
)18-9(  

x
L M LR
M L

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2  

dxdm همدر اين حالت  ):ب( λ=،الف( اما مانند قسمت  است(λپس.  ثابت نيست ديگر مقدار  
)19-9(  L L L

x
LR xdm x dx x dx

M M M M
α αλ= = = =∫ ∫ ∫

3
21 1

3D D D
  

  :صورت زير نوشته توان ب  را ميMست توجه داشته باشيم كه جرم كل اكافي.  را حذف كردα توان مي
)20-9(  L L L MM dm dx xdx

L
αλ α α= = = = ⇒ =∫ ∫ ∫

2

2
2

2D D
  

) :و در نتيجه )L
xR L Lαα= =

23
23 2 3  

  
صورت خمي از يك دايره ه ب) 9-6(  سيم يكنواختي را برابر شكل :9-2مثال

جرم اين سيم خميده مركز. ايم درآورده α2ي مركزي و با زاويه aبه شعاع 
  .را بيابيد

 كه به خاطر ن استروش. استλ فرض كنيد جرم واحد طول سيم:حل
 را خواهد بود، ما اين محورOAور تقارنتقارن، مركزجرم سيم روي مح

را همانند  adθعنصرهاي متقارن). 9-6شكل(كنيم   ها انتخاب ميxمحور 
بين آنها راه  مركز جرم اين دو عنصر متقارن در نيم. گيريدبشكل در نظر 

  است و جرم موثر  O از مركزxي  قرار دارد كه در فاصلهOAروي خط

  

x  dx  

dm dxλ=  

L  

y  

x  

 9-5شكل 
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aآن dλ θ2 بنابراين، مركز جرم. رهم اين چين است براي هر جفت جزء جرم متقارن ديگ. استxRتمامي سيم روي محور x 
cosxچون  . خواهد بود a θ=پس داريم   

)21-9(  
sin

x

a cos dxdm aR
dm ad

α

α

λ θ θ α
αλ θ

= = =∫∫
∫ ∫

22
2

D

D

  

  
 نخست به طور مستقيم. دست آوريده  را بα2ي مركزي  و زاويهaاي به شعاع ي دايره مركز جرم قطاعي از يك رويه  9-3مثال

  . حساب كنيد آن را)9ـ 2(ي مثال  با استفاده از نتيجه  و سپس محاسبه را انجام دهيدخواهو با گزينش جرء جرم دل
  : مستقيممحاسبه ي= 1روش )  الف: (حل

.  در نظر بگيريدOي  از نقطهrي هدر فاصل) 9-7 ( را همانند شكلdmجزء جرم
θσپس، جرم آن.  استθddrrي هاشور خورده  همساحت ناحي rdrddm = 

روشن است  .است  جرم در واحد سطحيعني جرم؛ سطي  چگاليσ كه در آناست
 . دارديا محور تقارن قرار  OHكه چون پوسته همگن است؛ مركز جرم روي خط

  :پس داريم.  بناميدxاين محور تقارن را محور
  
)22-9(  

( cos )
x x

xdm x rdrd r rdrd
R R

dm rdrd rdrd

σ θ θ σ θ

σ θ σ θ
= = ⇒ =∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

  

cosx قرار داديمxبه جايتوجه كنيد كه  r θ= . دوگانه انتگرال بالا يك انتگرال  

  

  .كنند  تغيير ميα تا −α ازθ و متغيرaاز صفر تا rدر اين انتگرال متغير .است
  
  
  
)23-9(  

(sin )coscos

( )

( sin ) sin
( )

a

x a

x

ar dr dr drd
R

rdrd rdr d a

a aR
a

α
α

α α
α α

α
α

σ θσ θ θσ θ θ

σ θ σ θ σ θ

σ α α
α α

− −

−

−

= = =

⇒ = =

∫ ∫∫
∫ ∫ ∫

322

2

31
3

21
2

1
3

1
2

2 2
2 3

D

D  

  .  استداده شده  نشانa و شعاعα2 مركزيي  زاويه باOABي  صفحه )9-8(در شكل   :9-2 استفاده از مثال -2روش 
 ، مركزر مثلثدر ه. كردري انتخاب يگر انتگرال را عنصODE كوچك مثلثتوان مي

 اين مثلث يها محل برخورد ميانه Cي اگر نقطه. هاست رخورد ميانهمحل بجرم 
2يكوچك باشد، اين نقطه در فاصله  را به رويهتوانيم  مي.  از رأس قرار دارد3

 FGها روي خمي اين مثلث مركز جرم همه. اندازه تقسيم كنيم هاي كوچك همثمثل
a2گرفت كه شعاع آن قرار خواهند    كوچك ها را درواقع بسياراگر مثلث . است3

  

a
 

H
 

O
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a2به شعاعاي  گرفت كه بخشي از پيرامون دايرهت سيمي در نظر صوره توان ب  را ميFGفرض كنيم، در عمل، خم .  است3
   روي ،OABدر نتيجه، مركزجرم قطاع و FGجرمپس، مركز .استفاده كرد توان  مي9-2 مثال ،)9-21(ي  رابطهدر نتيجه؛ از 

)ي به فاصله OH خط )( )2 3 sin 3 2 sin 3xR a aα α α α=   قرار خواهد گرفت Oاز =

  
   .بيابيد با توزيع جرم يكنواخت راa به شعاعي توپر كرهجرم نيم   مركز:9 ـ 4ل مثا

 جرم روي كـه مركز دانيم كره تقارن هندسي دارد، مي چون نيم:حل
 بناميم، ها در xاگر اين محور را محور  .محور تقارن آن خواهد بود

 به ضخامت رشيجزء جرم را ب.  را حساب كنيمxRست  كافي آنگاه
dx ي  فاصلهو درxشعاع اين برش . كنيد انتخاب مي رهاز مركز نيمك

( )a x−2 2 1  جرم اين .نشان داده شده است ) 9-9( است و در شكل 2
)برش )dm a x dxρπ= −2    چگالي حجمي جرم ρكه در آن است 2

  

   داريم،بنابراين . است
  
)24-9(  

( )

( )

a

x a

x a x dx
R a

a x dx

ρπ

ρπ

−
= =

−

∫
∫

2 2

2 2

3
8

D

D

  

  
  .توزيع جرم روي سطح رويه است. دست آوريده  را بaي نيمكره به شعاع جرم يك رويهمركز:   9-5مثال 
. بودها خواهد  xجرم روي محور ر اينجا نيز به خاطر تقارن، مركزد.  در نظر بگيريد9-4 دستگاه مختصات را همانند مثال:حل

روي اين بار جرم  فاوت اين مثال با مثال پيشين در اين است كهتوجه كنيد كه ت (برگزينيد θdaجزء جرم را روباني به پهناي
1 :بنابراين) . است كرهروي سطحدر  dmسطح توزيع شده است و جزء جرم

22 22 ( )dm dA a x adσ π θ= =  كه در آن. −
dAجزء سطح و σتوان ديد داريم مي) 9-9(گونه كه از شكل همان.  چگالي سطحي جرم است:  

  
  
)25-9(  

( )sin

a

x a

x d a x dx dm a dx
a

a x dx
R a

adx

θ θ π σ

σ π

σ π

−
− ⎛ ⎞= ⇒ = − ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒⇒ = =∫
∫

121 2 2 2

2 1
22

D

D

  

  
  . را به دست آوريدh و ارتفاعRي   مركز جرم سطح مخروطي با شعاع قاعده):الف   (9-6مثال 

  .ب كنيد    اگر مخروط توپر باشد، مركزجرمش را حسا):ب(
  :داريم. هاي افقي برش دهيدبه باريكه) 9-10( قيف را مانند شكل ):الف( : حل

x  

y
x  

a x−2 2  
dx  

θ  

a  

 9-9شكل 
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 )26-9(  cos
cos cos

y y dydθ ρ ρ
ρ θ θ

= ⇒ = ⇒ =  

  مانند عبارت است ازي روبانمساحت باريكه
  
)27-9(  

( )( ) ( )
cos

sin( tan )
cos cos

dydA r d r

dyy ydy

π ρ π
θ

θπ θ π
θ θ

= =

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2

2 2

2 2
  

coshطول يال مخروط θ و مساحت آن ( )cos

h
RA π

θ
=

1 2
2

پس، .  است

)جرم كل مخروط عبارت است از )cos

h
RM A π

θ
σ σ= =

1 2
2

  پس،. 

  

  توان نوشتمي
  
  
)28-9(  

( )
cosCMy ydm y dA

M R h
σ

σπ θ σ
= = =∫ ∫

1 1 1
π cos

y
R h

σ
θ

π2 sin
cos

tan tan tan
h

ydy

h hy dy
Rh Rh R

θ
θ

θ θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

2

3 2
22 2 2

3 3D

  

tanhچون Rθ    است، پس=
)29-9(  ,CM CMy h x= =

2
3 D  

 توجه كنيد كه جرم در حجم مخروط توزيع شده است و.  برش دهيدrشعاعهاي افقي به  اين بار مخروط را به قرص):ب(
kg mσ dVروشن است كه حجم هر قرص) 9-10( با توجه به شكل . است∽3 r dyπ=   و جرم آن2

( tan )dm y dyσπ θ= )ست با جرم كل مخروط برابر ا.  است2 )M V R hσ σ π= = 2   بنابراين ، داريم.  3
  
  
)30-9(  

tantan
( )

tan tan

h

CMy ydm y y dy y dy
M R h R h

h h
R h R

θσπ θ
σπ

θ θ

= = =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
2

2 2 3
2 2

0
2 4 3

2
2 2

1 1 3
1 3

3 3
4 4

  

tanhاگر قرار دهيم Rθ    خواهيم داشت=
  
)31-9(  

( tan )
CM

h h
y

θ
=

23
4
( )

R 2 h=
3
4  

  
  
   نيروهاي خارجي و دروني    ترازمندي جسم سخت؛ 3-9

 . هاي هندسي جسم را در نظر بگيريم  بعد بپردازيم، لازم است كرانداراي براي ترازمندي جسم پيش از آنكه به شرايط لازم
  بدون اصطكاكيكه در نقطه بگيريد  را در نظر) الف9-11(شكل  OQوOP يكسان وترازمندي دو نردبان همگنبراي مثال، 

R  

y  

h  
r  

ρ  
θ  

θ  

cosd dyρ θ=  

 9-10شكل 
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P جرم دوني ب اند و ميله هم چسبيدهه بABمجموعه روي سطح بدون اصطكاك قرار  .هم وصل كرده استه ، دو نردبان را ب
  .  استWكه وزن هر نردبان  فرض كنيد .دارد

    

هاي بيروني عبارتند از ن سامانه از سوي عاملر اينيروهاي وارد ب: ردازيمپ ي دو نردبان و ميله مي هبررسي ساماننخست به 
Nنيروهايچنين هم. شوند وارد مي2C و 1Cا در هجرم هر يك از نردبان كه به مركزW2لوزن ك N  و1 ه خاطر بجا در اين (2
Nتقارن N=1 W2 ،Nشوند نيروهاي مي ها وارد از طرف سطح به نردبان كه)2 N و1 فزون بر اين  ا.اند نيروهاي خارجي 2

ديگر وارد هاي مجاور به يككه مثلاً قسمتاي دروني آنهايي اند نيروه. جود دارند نيز ونيروهاي درونينيروهاي خارجي، 
. كنند ديگر وارد مييك به Pي تماس ند؛ يا نيرويي كه دو نردبان در نقطهك يا برعكس وارد مي bبهa؛ مانند نيرويي كهكنند مي
،  وجود داردها  ذره ذره تشكيل شده باشد، نيروهاي گرانش، الكتروستاتيك و يا نوع ديگر نيرو كه بين جفت nاي از امانهر ساگ

. ها نشان داده شده استيكي از نردبان )  ب 9-11(در شكل  .شوند  و نيروي دروني ناميده مياندهمگي نيروهاي درون سامانه 
N : اين سامانه عبارتند از در خارجينيروهاي  1C ي در نقطهه مركز جرم آن كه نيروي گرانش است و بW ،)از طرف سطح( 1
تر براي پيشتوجه كنيد كه .  اندPQميله و نردبانبه ترتيب نيروهاي واكنش  كه R2 وR1يشود و نيروهاي افق وارد مي
ي يا بزرگ. دروني بودند اي نيروهR2 وR1هزيرا براي آن سامان.  را به حساب نياورديمR2 وR1ي دو نردبان وميلهسامانه

؛ از اين رو كدام نيرو دروني و كدام بيروني است شوند واه است و بنا به شرايط مسئله انتخاب ميخگستردگي سامانه كاملاً دل
ي كافي بزرگ  آشكار است كه اگر سامانه به اندازه . برگزينيم"ي مورد بررسيسامانه"بستگي به اين دارد كه چه چيزي را 

  . خواهند شددروني نيروها ي همه باشد
  
  .     گشتاور نيرو و شرايط عمومي ترازمندي جسم سخت 4-9

 فهميدن براي. كند گشتاور نيرو در ترازمندي جسم سخت نقش مهمي بازي مي. ي گشتاور نيرو سخن گفتيم  درباره7-4در فصل
اثر اين نيرو روي جسم به . ثر كند ا Fآويخته شده است، نيروي  Oي از نقطه) 9-12(فرض كنيد به جسمي كه در شكل آن 

    نسبت بهFدانيم كه گشتاور نيروي  د، مي باشO نسبت بهP ي بردار مكان نقطهrاگر  .بستگي دارد ،Pي اثر آن، نقطهمكان 
    ازست  عبارتOي هنقط

P  

Q  O  

A B  

1C  
2C  

2W  

2N  
1N  

a  
b  

 )الف (9-11شكل 

2R  P  

1N  

O  
1R  

W  
1C  

 )ب (9-11شكل
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 )32-9(  FrG ×=  
آن ت عمود است و جه Fو rي  صفحهبرGبردار. است) 7-23(ي كه همان رابطه

 براي Fتمايل و توانايي. كند تعيين ميدهد،   كه نيرو به آن مييچرخشسوي را 
 d،گذرد به بازوي گشتاور  ميOي چرخاندن جسم حول محوري كه از نقطه

 .بستگي دارد Fي ازهو به اند)  راستاي اثر نيروتا Oي ي عمودي از نقطه فاصله(
nF,اگر چندين نيرو، F F2   بردارينند، جمع جسم اثر ك به Pي  همگي در نقطه"1

  فرض . برابر است با گشتاور بردار برآيند آنهاOگشتاور اين نيروها، نسبت به

  

   داريم باشد آنگاهFيد برآيند اين نيروها كن
)33-9(  ( )n n n= × = × + + + = × + × + + × = + + +G r F r F F F r F r F r F G G G1 2 1 2 1 2" " "              

جرم ي نيروها به مركز جرم سامانه شتاب خطي پيدا خواهد كرد، انگار كه همهاي از ذرات اثر كنند، مركز اگر چند نيرو به سامانه
ي نيروها بايد  جمع برداري همه) شتابيده نشود(نه ترازمندي انتقالي داشته باشد بنابراين، براي اينكه ساما. اعمال شده است

چنين نشان خواهيم داد كه اگر گشتاور نيروها حول محور دلخواهي كه شتاب ندارد، غير صفر  هم10در فصل. صفر باشد
برداري اي نداشته باشد، جمع  ه شتاب زاويهكه سامان بنابراين، براي اين. اي پيدا خواهد كرد ي ذرات شتاب زاويه باشد، سامانه

جسم سخت  در اينجا ي ذرات سامانه. گذرد بايد صفر باشد كه محور چرخش از آن مي اي نقطهگشتاورها نيروها نسبت به 
nF,بنابراين، اگر نيروهاي  .دهند تشكيل مي F F2    به جسم سخت اثر كنند و اگر جمع برداري آنها صفر باشد"1

)34-9(  + + + =F F F1 2 3 " D  
به جرم؛ اگر از ابتدا ساكن بوده باشد، در حالت سكون باقي خواهد ماند و اگر در ابتدا حركت يكنواخت داشت، آنگاه مركز

چنين اگر جمع برداري گشتاور نيروهاي هم. جسم است شرط ترازمندي انتقالياين .  دادحركت يكنواخت خود ادامه خواهد
   جسم نسبت به يك محور صفر باشدوارد به

)35-9(  n n× + × + + × =r F r F r F1 1 2 2 " D  
و ) نگاه كنيد) 7-33(ي  به رابطه(كند  تغيير نمي) يا حالت حركت چرخشي جسم(اي جسم  ي زاويه اين بدان معني است كه تكانه

. خش آغاز نخواهد كرد باشد، چر) بدون چرخش ( جسم است؛ يعني اگر جسم در ابتدا ساكن ترازمندي چرخشياين شرط 
  .اند ترازمندي ايستايي كامل جسم سخت هاي لازم براي با هم شرط) 9-35(و ) 9-34(هاي  رابطه

ه ن نيروهاي دروني بوتوجه كنيد كه در اين بحث فرقي بين نيروهاي خارجي و دروني نگذاشتيم؛ زيرا بنا به قانون سوم نيوت
نيرو در ايجاد شتاب انتقالي با اثر عضو ديگر خنثي ، اثر هر عضو جفتپس. د و جهت آنها مخالف هم استانفت صورت ج

اگر يك جزء جسم به . اي نيز صفر است برآيند گشتاور نيروهاي داخلي حول هر نقطه، اگر اين نيروها مركزي باشند. شود مي
د و اين درواقع تعريف جسم سخت  بايد مركزي باشنهاي آنها تغيير نكند اين نيرو جزء همسايه چنان چسبيده باشد كه فاصله

  .ي نيرو از نيروهاي خارجي نام ببريم توانيم به جاي واژه مي) 9-35(و ) 9-34(هاي   در رابطه،پس. است
  در حالت ي اگر جسم سخت تحت تأثير سه نيرو ست كه اپيامد سودمند و جالب دو شرط ترازمندي بالا براي جسم سخت اين

  اگر چه اثبات اين  . صفحه خواهند بود و هر سه در يك نقطه تلاقي خواهند كرديكيرو همگي در د، آن سه نباشدترازمند باقي 

O
d  

P  

F  

θ  

r  

 9-12شكل 
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   .گزاره دشوار نيست، ما در اينجا از آن خواهيم گذشت
دو نيروي ) 9-13(در شكل . توان آنها را تركيب و با يك نيرو جايگزين كرد ، مياثر كنند يك جسم  به موازيچند نيروياگر 

≡توان با تك نيروي  اثر اين نيروها را مي. كنند  به جسم اثر ميA2 وA1 در نقاطF2 وF1موازي +F F F1  جايگزين كرد كه 2
  . آورندبه وجود مي با هم F2 وF1روي جسم بايد همان باشد كه دو نيروي  Fتأثير نيروي . كند م اثر ميبه جس Oي در نقطه
F+با بايد Fبر اينكه  فزون ا درست باشد، حرفاگر اين F1 2 

اي بايد با جمع  هبرابر باشد، گشتاور آن نيز نسبت به هر نقط
اين  . حول همان نقطه برابر باشدF2 وF1برداري گشتاورهاي 
 Fشود، آنگاه F2 وF1جايگزين Fاگر، چون گزاره درست است

را ) و نيز انتقال(چرخش اد بايد همان تمايل و توانايي براي ايج
  از نقطهF چون،به ويژه . دارندF2 وF1داشته باشد كه نيروهاي

O گشتاور آن نسبت به بنابراينگذرد، مي Oپس،.  صفر است  

  

ي گشتاورهاي اين دو  دارد كه اندازه  اين لازم مي . صفر باشدOي نيز بايد نسبت به نقطهF2 وF1جمع برداري گشتاورهاي
   م داري،بنابراين. كنند  چرخش ايجاد ميOهاي خلاف هم حول محور گذرنده از م برابر باشند؛ زيرا آنها در جهتنيرو با ه

)36-9(  
  يا
)37-9(  

( ) ( )F O A F O A′ ′ ′=1 1 2 2  

  
cos cosF r F rθ θ=1 1 2 2  

  :ست از ادر نمادگذاري برداري اين نتيجه عبارت
)38-9(  × + × =r F r F1 1 2 2 D  
ي آنها يكسان  همين روش نيروهاي پادموازي را، به شرطي كه اندازهه ب

توان دو نيروي  نمي اما .توان با يك نيرو جايگزين كردمينباشد، 
منطبق نيست با يك نيرو  موازي يك اندازه را كه خط اثر آنها بر همپاد

 توان نمي و گويند   ميشده جفتن جفت نيرو را،  يك چني.جايگزين كرد
كنند  چرخش ايجاد مي شده،نيروهاي جفت. كاهش دادتك نيرو    بهآن را

  اوريافتن گشت. شوند د، نميكنن ياما باعث انتقال جسمي كه به آن اثر م

  

 Fي اثر قطه بردار شعاعي از نd.اي موازي باشندنيروه F− وF )9-14(د درشكل فرض كني. شده آموزنده استنيروهاي جفت
.  بكشيدF− وFي اثر  ن نقطه به نقطهي را از اr2 وr1 را انتخاب كنيد و بردارهايOي دلخواه نقطه.  استF−ي اثر به نقطه

  ست از اگشتاور برآيند عبارت.  حساب كنيد و با هم جمع برداري كنيدOي را نسبت به نقطه گشتاور هر يك از نيروها
) 39-9(  ( )= − × = ×r r F F d1 2( )= × + × −G r F r F1 2  

−زيرا = −r r d1 اي است كه   مستقل از مكان نقطهGيابيم كه  شود و در مي  ناپديد ميr2 وr1بينيم كه وابستگي به مي. 2
. ا باشدي نيروه  در صفحهOمهم است كه لازم نيستتوجه به اين نكته همچنين . اند گشتاورها نسبت به آن نقطه حساب شده

= +F F F1 2  F1  

A1  

A ′1  O ′  

O  

θ  
r2  F2  

r1  

 9-13شكل 

 9-14شكل 
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ي  آن نسبت به هر نقطه گشتاور  است؛ چونناجايگزيده  ياآزاد  روي جسم سخت مثالي از بردارشدهجفتر نيروي  اث،بنابراين
م، از جمله روي جسچون اثرش است  جايگزيدهكه، تك نيروي وارد به جسم، يك بردار  در حالي. جسم سخت يكسان است

  .بستگي دارد) جايگزيدگي راستاي اثريا ( چرخش، به محل اثر
  

ي آن  يك لبه.  استaشعاع نيمكره.  هموار افقي قرار دارد روي سطح كاملاWًي همگن توپري به وزن  كره  نيم:9 -7مثال 
babطول ريسمان. )9-15شكل  ( شده استبسته Bي به نقطه  روي سطحدر ريسمان ناكشسان بدون وزن با) D ينقطه( )( < 
   .كشش ريسمان را حساب كنيد. ستا

 كه به مركز W:د ازنيروهاي وارد بر آن عبارتن.  كنيد نيمكره را منزوي:حل
a3ي در فاصله، C،جرم يروي شود، ن وارد مي)  را ببينيد9-4المث (O از8

ي تماس بين سطح  نقطه  چون .Tكشش ريسمان روي، و نيNواكنش سطح،
.  بگذردOيباشد و از نقطه  عمودح بايد به سطN هموار است،و نيمكره

ي افقي نداشته   باشد و مؤلفهقائمد  هم بايT،اند دو قائم هرN وWچون
  : بنابراين، برآيند نيروها بايد صفر باشد. نيمكره ترازمند است  .باشد

  

NTW چون  ؛كنيم  را انتخاب ميOيما نقطه. اي بايد صفر باشد نقطههمچنين برآيند گشتاور نيروها نيز نسبت به هر  .+=
 از محاسبات خارج Nي ناشناختهبدين ترتيب نيروي .  صفر استOنسبت به Nگذرد و گشتاور  ميO ازNراستاي اثر

sin كه تعادل برقرار باشد بايد داشته باشيمبراي اين. شود مي cosW OC Taθ θ⋅ − = D .چون sin ( )a b aθ =   و−

cos ( )ab b aθ = − 2 1 CO و 22 a= 3   پس   اند، 8
)40-9(  ( )W a bT

ab b
−

=
− 2

3
8 2

  

  
  نردبان يكنواخت سنگيني به ديوار ناهموار تكيه دارد و انتهاي ديگر آن روي سطح افقي به همان اندازه ناهموار قرار  9 -8مثال 
  سازد؟  اي مي نردبان با سطح افقي چه زاويه. ي لغزش است  است و نردبان در آستانهεي اصطكاك زاويه. دارد
   B كه به مركزجرم نردبان،Wاين نيروها عبارتند از وزن. اند  نيروهاي وارد به نردبان نشان داده شده)  الف9-16( در شكل :حل

 نيز در Cي   نقطه،بنابراين. لغزش است ي آستانه درA ي چون نقطه. پائين است  به سمت وعمودي شود و در راستاي ، وارد مي
Nبارتند از ع نقطهبهنيروهاي وارد  .ي لغزيدن است آستانه Nμ و1 N عبارتند ازCي و نيروهاي وارد به نقطه1 Nμ و 2  يا .2

 در   سامانهچون ؛دساز  ميεي هركدام با خط عمود زاويه،  R2 وC .R1ي   در نقطهR2 و Aي  در نقطهR1برآيند آنها
  يد يكديگر را در است كه باR2 و W، R1 سه نيروي شاملپس، مسئله  ).ي لغزيدن است در آستانه(ترازمندي حدي است 

  داريمABDدر مثلث .  ، قطع كنندDيك نقطه، مانند
sin cos

AB AD

ε θ
π برابر>ADCي كه زاويه از آنجائي. =   پس است ،  2

( )cosAD AC π ε θ= − ACكه  از اين دو رابطه و اين . 2− AB=   : خواهيم داشت2

W  

O  
a  

N  

T  

D  
θ  

C  θ  

 9-14شكل 
B  
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B

1Nμ  
N  

W  

D

ε  

1R  
ε

A θ  

C  

2Nμ

2N  ε  

  الف9-16شكل

  
  
  
  
  
  

    

  

  
)41-9(  

cos sin sin( ) sin cos sin cos sin
sin costan cot

sin cos sin

θ ε ε θ ε θ ε ε θ

ε εθ ε
ε ε ε

= + = +

−
⇒ = = =

2

2
2 2 2

1 2 2 22 2
  

)) : ي لغزش آستانه(و يا در حالت تعادل حدي  )θ π ε= −2 2.  

گر را قطع دييك Dدر اين حالت سه نيرو باز هم در).  ب9-16 (شكل ،شد  بر ديوار عمود ميR2بود، اگر ديوار هموار مي
  سازند و داريم خط افقي مي C وD نقاطبار اين. كنند مي

  
  
)42-9(  

sin cos
sin cos

sin sin tan tan tan cot
cos cos

AB AD AC AD

ACAB AB

θ ε
ε θ

ε θ ε θ θ ε
θ ε

′= ⇒ =
′

′
′ ′⇒ = = ⇒ =

′
12 2

  

θدشوار نيست كه ببينيم صورت ه توان ب آشكار است و مي)  ب9-16و الف  9-16(هاي اين از شكل.  بيشتر باشدθ بايد از ′
  .زير آن را آزمود

)43-9(  2cot 1 1tan cot 2 tan
2cot 2cot

εθ ε θ
ε ε
− ′= = = −  

θ وθtanهايجوابتوانستيم  يم ′tanهاي ترازمندي،كار بردن شرطه  را با ب=∑F Dو =∑G Dآوريمدسته  ب را هم .  
  

 از يك انتها به ديوار ناهموار تكيه دارد و انتهاي ديگر b2اي به طول   ميله9 ـ 9مثال 
 Wسازد و وزن آن   ميθي  ـه با افق زاويهميل. ن روي سطح افقي ناهموار استآ

 ي يعني در آستانه(نيست  حديسامانه در حالت ترازمند است، اما ترازمندي . است
  .دست آوريده نيروهاي واكنش ديوار و سطح را در دو انتهاي ميله ب).لغزش نيست

انه در چون سام. اند شده نشان داده) 9-17( نيروهاي وارد به ميله در شكل  :حل
Fايآستانه لغزيدن نيست نيروه F و1  Wو  N2وN1رحسب مستقيم ب را به طور2

,ول بنابراين چهار مجه. شناسيم نمي , ,N N F F2 1 2 براي داريم اما تنها سه معادله  1
  :كه عبارتند از قانون نيروهايافتن آنها در دسترس است 

)44-9(  F N− =1 2 D   و          N F W+ − =1 2 D  
  وي سطح  ر دراگر گشتاور نيروها را نسبت به انتهاي ميله كه. و قانون گشتاورها

  

N  

D C  
2R  

W  
ε  

1R  

ε  

1Nμ  

 9-16شكل

A  

B  

θ  

F2  

N2  

N1  

b2  

W  

F1  

θ  

 9-17شكل 
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cosافقي است حساب كنيم داريم       sin cosW b N b F bθ θ θ− − =2 22 2 D .    ايم، مـسئله را    هائي كه آموخته   وهدر نتيجه، با شي
  . نيز نياز استيك تكه دانش اضافي ديگر. توان حل كرد نمي

  
  
  هاي هموار و ناهموار نيروهاي واكنش در پيوندگاه   9 -5

. اي آويخته شده است اي از نقطه اندو يا ميله هم وصل شدهه هايي است كه دو ميله ب شناسي پر از وضعيت هاي ايستايي مسئله
  وارتواند هم ي آويز يا محل پيوند مي نقطه

توان با نيرويي نشان  ها را بر روي ديگري مي  باشد، كنش يكي از ميلههموارپيوندگاه اگر . و يا ناهموار باشد)  اصطكاكبدون (
هاي ترازمندي به دست   است و هر دو را بايد از معادله ي اين نيرو ناشناخته معمولاً جهت و اندازه. كند داد كه در پيوندگاه اثر مي

هندسه جسم و نيروهاي  ها هنگامي است كه نخستين اين حالت. ده است، در دو حالت، جهت نيرو شناخته ش اينبا وجود. آورد
 در اين حالت كنش و واكنش بين دو ؛گذرد متقارن باشند خارجي وارد بر آن، هر دو نسبت به خط راستي كه از پيوندگاه مي

 لازم است اند،ف جهت هم ند و چون نيروهاي كنش و واكنش با هم برابر و درخلاز بايد نسبت به اين خط متقارن باشعضو ني
حالت دوم، هنگامي است كه ميله يا عضو در دو نقطه پيوند  ). ببينيد9-10 مثال  را در2R(كه هر كدام به خط تقارن عمود باشد 

يوندگاه به جسم غير از نيروي واكنش، هيچ نيرويي در په اگر ب. در اين حالت جهت نيرو شناخته شده است. هموار داشته باشد
ها، در دو نقطه، بايد در راستاي خط راستي باشند كه  كه ترازمندي جسم برقرار باشد، هر دو واكنش وارد نشود، آنگاه براي اين

  .)9-10ثالم(كند و بايد مساوي و خلاف جهت هم باشند  هم وصل ميه دو پيوندگاه را ب
  
 اي عمودي بر روي سطح   صفحهدر)  الف9-18( برابر شكل  W و وزنbلي يكسان همگن هر كدام به طو  دو ميله 9 -10مثال 

 از سطح xي در فاصله. پيوندگاه هموار و بدون اصطكاك است. اند هم پيوند داده شدهه همواري قرار دارند و در انتهاي بالايي ب
نيروي واكنش .  استوصلها  طور هموار به ميلهه  بB وAهاي  در نقطهa2طوله ي افقي سبكي ب ميله) در امتداد ميلهو(فقي ا

  .د را پيدا كنيABي وارد به ميله
 W، و نيروهاي وزنNواكنش سطح هموار افقي،:  عبارتند از،شوند اي وارد مي  ميلهي دو رجي كه به سامانه نيروهاي خا:حل

  براي هر دو ميله يكسانNمسئله، واكنشباتوجه به تقارن . نداها در راستاي عمودياين نيرو .شود ها وارد مي كه به وسط ميله
  ه و باند نيروهاي داخليPينقطه و واكنش درABي ميلهها در ، تنشپنداريمميصورت يك سامانه ه چون مجموعه را ب. است

N عمودي داريم راستاي، در بنابراين. شوند طور جفت حذف مي  W=2 2.   

    

N  

W  b  

x  

R2  
P  

  ب9-18شكل 
R1  

x
W  W  

b  b  

A
θ

a2  
Q  

P

  الف9-18شكل

N  N  O  

B  
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اين نيروها نشان داده )  ب9-18(در شكل . شوند وارد مي ، OPي ميلهبه ، مثلاً  را در نظر بگيريد كه به يك ميلهحال نيروهايي
 بايد R2اندها يكسان  چون ميله . بناميدR2 راPگاهپيوند  و واكنشR1را ABي  ميله ، واكنشW،N:اند و عبارتند از شده

  هم QPي  روي ميلهOPبود كه واكنش داشت اين بدان معني ميميي عمودي، مثلاً رو به بالا   مؤلفهR2اگر .افقي باشد

. رابرند با هم بQP وOPچون ؛اي عمودي، اما رو به پائين داشته باشد و اين با تقارن مسئله سازگار نيست بايست مؤلفه مي
Nي بالا باتوجه به اين و رابطه. تواند افقي باشد  تنها ميR2پس راستاي اثر W=2 2،R1نيز بايد افقي و با R2 مساوي و در 

   داريم، حساب كنيمPي حال اگر گشتاورها را نسبت به نقطه. جهت خلاف آن باشد

)45-9(  cos ( )sin cosbNb R b x Wθ θ θ− − − =1 2 D  

) چون )tan b x a

a
θ − −
=

2 2

Nو با استفاده از  است  W=2    اينك مي توانيم بنويسيم 2

)46-9(  
( ) ( )

abWR
b x b x a

=
⎡ ⎤− − −⎣ ⎦

1 1 22 22
  

  
تواند از عضوي به عضو ديگر منتقل شود اما   نيرو مي،دگاه همواردر پيون. كند اگر پيوندگاه هموار نباشد وضعيت فرق مي

را در )  الف9-19(براي پيشبرد بحث شكل .  تواند؛ حال آنكه براي پيوندگاه ناهموار هر دو ممكن است منتقل شوند گشتاور نمي
Wوزن  و bبه طول ABي يكنواخت نظر بگيريد كه از ميله Dي   تشكيل شده است و وزنهWاز انتهاي Bبه آن آويخته است  .

شود،   به ميله وارد ميDيخواهيم تنشي را كه در نقطه در اينجا مي. به ديوار وصل است ثابتطور ه  بAيميله در نقطه
  . را نيز حساب خواهيم كردAينيروهاي وارد به ديوار در نقطه.  قرار داردA ازxي  به فاصلهDينقطه. بررسي كنيم

   عمودي و رو به پايينتوان با نيروي  مي9- 3 را باتوجه به بخش Wي آويزان  ميله و وزنه BDبخش) ب 9-19(در شكل 
)47-9(  ( )D

WF W b x
b

= + −D  
   گشتاور  باو
)48-9(  ( )( ) ( )D

W b xG W b x b x
b

−
= − + − 2

D  

اين (گرد بچرخاند  ساعتخواهد ميله را اين گشتاور مي. جايگزين كرد
). شكست يا نه عامل مهمي استد تعيين اين كه ميله خواهشتاور در گ

   عبارتند از نيروي برشي Dياي وارد در نقطهه  تنش،راينبناب

  

شن است كه رو  .ت شده اس نشان دادهAي تنش وارد به نقطه)  پ9-19(در شكل  ).9 -48(و گشتاور ) 9 -47(اي ه رابطه
AF برشيينيرو توان ميله را با يك  مي W W= + D كننده و يك گشتاور خم AG Wb W b= + 2D جايگزين كرد كه هر دو در 

ن، ديوار وباتوجه به قانون سوم نيوت. دخواهد ديوار را ساعتگرد بچرخان  ميAGتاور  گش.شوند به ديوار وارد مي Aينقطه
شود كه   از ديوار به ميله وارد ميAGي  اندازه به  گشتاوري،افزون بر اين. كند  و رو به بالا به ميله وارد ميAFنيرويي برابر 

  .خواهد ميله را پادساعتگرد بچرخاند مي

W  

WD  

b 2  

A  
C  D  

 )الف(9 -19شكل

x  

B
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  ي ريسمان معلقشناس    ايستايي 9 - 6
 جسم:  جسم سخت را تعريف كنيمهم ديگر در اينجا بهتر است يكبار

ي ميان هر جفت آنها، مستقل از  هاست كه فاصله اي از ذره سخت سامانه
طبيعت جسم در . شود، ثابت بماند كه چه نيروهايي به جسم وارد مي اين

-يمي اجسام تغيير شكل   كم و بيش همه.سخت آرماني وجود ندارد
هاي پيشين در نظر    مانند آنهايي كه در بخش،ها حالتخيليدر  .دهند

چون  پنداشتتوان جسم سخت را آرماني  ميخوبي گرفتيم، با تقريب 
  تغيير شكل بسياري از اجسام تحت اثر نيروهايي كه به آنها وارد 

  

اي نيروي  براي نمونه، اگر به انتهاي ميله .يست اين فرض پذيرفتني نهايي هم وجود دارد كهوضعيت.استشود بسيار جزئي  مي
اگر تغيير شكل خيلي بزرگ  .ي نيرو بستگي دارد  تغيير شكل به اندازهمقدار. بسيار بزرگي وارد كنيم ميله تغيير شكل خواهد داد

سماني كه آزادانه روي پذير ديگر، مانند ري شكل اجسام تغيير .گردد حالت نخستين خود برمي كردن نيرو، ميله به نباشد با حذف
    .دنگرد ي خود برنمي حالت اوليه د و پس از حذف نيرو بهنده يك ميز قرار دارد، با اندك نيرو شكل خود را تغيير مي
 در تعادل مانند ريسماني كه در ميدان گرانشكرد؛ پذير محدود خواهيم  در اين بخش، خود را به بررسي تك جسم تغيير شكل

پذير از اجزاء   كه جسم تغيير شكلكنيمميدر اين بررسي فرض  .گيرد تأثير نيروهاي گوناگون قرار ميايستايي است و تحت 
ي نيروهاي خارجي است  شوند از گونه كه به هر جزء وارد مي و نيروهائي اند هم پيوستهه سخت زيادي تشكيل شده است كه ب

 .كنند اعمال مي به جزيي كه تحت بررسي استها همسايهنيروهايي كهر مانند اث .ها آشناييمبا آن و ايم كه تاكنون در نظر گرفته
  .كند كند، اثر مي  در ريسمان است و در راستاي خطي كه دو جزء را بهم وصل مياست كه ي البته نيروي كشش اثراين

  
 تحمل  ا كه ريسمانپوشي شده است و باري ر نخست حالتي را در نظر بگيريد كه از وزن ريسمان چشم   :پل معلق  1-6-9

ست كه ترين روش بررسي آن اآسان .)9-20  (شكلمثل پل معلق طور يكنواخت در راستاي افقي توزيع شده است ه ب كند مي
  ي ديگر پل، مانند  وانتهاي ديگرش هر نقطهريسمان باشد ي پل يك انتهاي  ترين نقطه  پائين.انتخاب كنيم بخشي از ريسمان را

افقي   كه در راستايAدر نقطهTDشوند عبارتند از كشش مي وارد  ريسمانABبه بخش ايي كهنيروه .،  باشد)9-21(شكل 
 ABي تكه ي وسيلهه آن بخش از پل كه ب، W ،رانجام وزن كلو س است مماس  بر ريسمانBي در نقطه كه T كششاست،

BA بار روي قطعهييعن( ريسمان نگهداري شده است  بخش ازجاده يا پل اين نيرو به وسط اين ه توان فرض كرد ك يم). جاده′′
xW آنگاهباشد، وزن واحد طولλاگر. شود وارد مي λ= ي در نقطهEيفاصله .شود  به ريسمان وارد ميxگيري فقي اندازه ا  

با افق  Bي خط مماس به ريسمان در نقطه كه اي است  زاويهθ.شده است
  :ست از ا عبارتAB شرط ترازمندي .سازد مي
)49-9(  
)50-9(  

sinT xθ λ=  
cosT Tθ = D  

tanتوجه كنيم كههم تقسيم كنيم و ه اگر اين دو رابطه را ب dy dxθ   است،=
dyآنگاه dx x Tλ= D. آيدگيري از اين رابطه به دست ميانتگرال با  

  

D  

x  

A  C  

DG  

 )ب( 9-19شكل 

C ′  C  a  

 9-20شكل 

A  

AG  

AF  )پ( 9-19شكل 
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)51-9(  xy C
T

λ
= +

2

12 D

  

 ارتفاع : روشن استC1معني . گيري است  ثابت انتگرالC1ي سهمي است و  اين معادله
توان  مي اينك.  استOYمحور سهمي خط.  استOوسط ريسمان از مبدأ مختصات

دست ه ب) 9 -50(و ) 9 -49(هاي   رابطه را با استفاده ازTكششي ريسمان  در هر نقطه
  .اين دو رابطه را به توان دو رساند و با هم جمع كردآورد، كافي است 

)52-9(  T T xλ= +2 2 2
D  

xصورته ، كشش نيز بxبا افزايش طول    بهانتهايي يكند و در نقطه  افزايش پيدا مي2

  

   عبارت است ازmaxT بناميم آنگاه بيشينه كششa راهاپيوندگاهي  اگر فاصله. رسدود ميبيشينه مقدار خ
 )53-9(  

maxT T aλ= +2 2 21 42 D  

  
  فرض كنيد زنجير يا ريسمان سنگيني را از دو انتها به :زنجير سنگين 2-6-9

 به حالتزنجير يا ريسمان تحت نيروي وزن خود . ايم  دو ديوار وصل كرده
طور ه  اين مسئله و پل معلق در اين است كه اينجا بار بفرق. آيددرمي يدهخم
 بخش) 9 -22(در شكل  .شده است ان توزيعيا ريسمكنواخت در امتداد زنجير ي

AB زنجير يا  فرض كنيد دو انتهاي . است  نشان دادهزنجير يا ريسمان  اين
،  در شكل Aينقطه .ند دريك سطح باشند اريسمان كه به دو ديوار وصل

    آن با مختصاتي ديگر  هر نقطهBي نقطهر است و ي زنجي هترين نقط پائين

  

( , )x yور مح.استOYي  از نقطهAول گذرد و ط  ميs ياز نقطهو  را در امتداد زنجيرA ريسمان تحت . كنيم مي گيري اندازه
كنواخت در امتداد طور يه  اين مسئله و پل معلق در اين است كه اينجا بار بفرق. آيددرمي يده خمبه حالتنيروي وزن خود 
 تهايفرض كنيد دو ان . است  نشان دادهزنجير يا ريسمان  اين ABبخش) 9 -22(در شكل  .شده است ان توزيعزنجير يا ريسم

 Bي ر است و نقطهي زنجي هترين نقط پائين در شكل، Aينقطه .ند دريك سطح باشند ازنجير يا ريسمان كه به دو ديوار وصل
) آن با مختصاتي ديگر هر نقطه , )x yور مح.استOYي  از نقطهAول گذرد و ط  ميsي را در امتداد زنجير و از نقطهA 
sinT: زنجير عبارتند ازABهاي ترازمندي جزء معادله. كنيم مي گيري اندازه sθ λ= وcosT Tθ = Dدر آنه كT D كشش در 
  هم تقسيم كنيم داريمه مانند حالت پيش اگر اين دو رابطه را ب. اند Bي  كشش در نقطهT و Aي نقطه

)54-9(  θtanCs =  
Cكه در آن T λ= Dاگر آن را برحسب .  نام داردسرشتي زنجيري  معادله) 9 -54(ي  معادله .د طول است و داراي بع است

tan اين كار توجه كنيد كبراي  .آشناتر خواهد آمد نظره ب  بنويسيم،y و  xمختصات  dy dxθ ه ب) 9-54(و رابطه  است =
  دآي صورت زير درمي

)55-9(  
C
s

dx
dy

=  

B  

T  

A  
0T  

O  
X  

Y  

W sλ=  

0s =  

C  
θ  

9 -22شكل   

θ  
E  

A  

Y  

X  
O  

B ′  A ′  

B  

 9-21شكل 
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  ، خواهيم داشتاين رابطه  مشتق بگيريمزبار ا اگر يك
)56- 9(  dx dyd y ds dy

dx C dx C dx C dx
+ ⎛ ⎞= = = + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

22 22

2
1 1 1 1  

pبا تعريف . yو نه وجود دارد xاين رابطه نهدر  dy dx≡ازي درجه يك  هاي بالا به معادله  رابطهpو xشود  تبديل مي:  
)57-9(  dp p

dx C
= + 21 dp   يا   1 dx

Cp
=

+ 2
1

1
  

  آيدبه دست مي اگر از آن انتگرال بگيريم كه
)58- 9  (  sinh xp

C
− =1  

xدرگيري صفر است؛ چون  در اينجا ثابت انتگرال = Dداريم  p dy dx= = D .ورت زير صه توان ب ميرا ) 9-58(ي  رابطه
  نوشت

)59- 9(  sinhdy x
dx C

=  

  ، خواهيم داشت اين رابطه انتگرال بگيريم حال اگر از
)60- 9(  cosh xy C

C
=  

xدر اينجا نيز اگر به ازاي = Dداشته باشيم Cy ي خم زنجيري است كه رأس  اين معادله. شودميگيري صفر   ثابت انتگرال=
Cyآن در = ،x = Dكميت .  استC ي اين كميت  ي محاسبه ما به شيوه. ي زنجير است  نام دارد و مشخصهپارامتر زنجير

  .خواهيم پرداخت
  ي  از رابطه: توان انجام داد مي) 9-60(و ) 9-55(هاي  كار را با تركيب رابطه اين. آموزنده است x برحسبs نوشتنگاهي

  داريم) 55-9(
)61- 9(  ( )sinh sinhdy s xx C s C

dx C C
= = ⇒ =  

ه اي ب ديگر كم كنيم رابطه از يك دو برسانيم وتوانه را ب) 9 -61(و ) 9 -60(ي  ها اگر رابطه:توان نوشت هاي ديگري نيز مي رابطه
y: وجود نداردxدست خواهيم آورد كه در آن s c= +2 2 2.   

اين خم نسبت . استداده شده ) 9-60(ي  با رابطهي آن  دهد كه معادله زنجير را نشان ميي  معادلهخط پررنگ) 9-23(شكل در 
) 9 -60(ي  ست رابطه اكافي. توان به سادگي ديد اين را مي.  جمع دو تابع نمايي است خم ، متقارن است و OYجير،به محور زن

  .صورت زير بازنويسي كنيمه را ب
)62-9(  ( )x x

c c
Cy e e −

= +2  

cosTي  توان از رابطه كشش در هر نقطه از ريسمان يا زنجير را مي  Tθ = Dه دست آوردب) 9 -62(و) 9 -60(اي ه  و رابطه .
cosچون dx dsθ   پس داريم است ،  ≡



© Firooz Arash, 2003-2010 

 303

)63-9(  cosh Tds xT T T y y
dx C C

λ= = = =D
D D  

  
  
  
  
  

  
    

  
  
  
  

ب ي زنجير با ارتفاع آن نقطه متناس  كشش در هر نقطه،بنابراين. به دست آمد) 9-61(ي  تساوي سوم با مشتق گرفتن از رابطه
x جائي كهي اتصال است، ي آن در نقطه است و بيشينه a= y و2 h C= ي  ي بين اتصال دو نقطه فاصله aدر اين جا.  اند+
  ست از ا عبارتTي  بيشينه. كند هم وصل ميه تها را بي زنجير از خط افقي است كه دو ان  بيشينه فاصلهhانتهايي است و

)64-9(  
max cosh cosh ( )a aT T C h C

C C
λ λ= = = +2 2D  

  
نشان دهيد كه تعادل غيرممكن است  . از هم آويزان استdي ميخ هم سطح به فاصله ريسمان سنگيني از دو گل  9 -11مثال 

  .ي لگاريتم طبيعي است  پايهe. باشدdeمگر اينكه طول ريسمان بزرگتر يا مساوي
 آن و دو بخش عمودي DBو ADي  دو قطعهمجموعطول ريسمان .  نشان داده شده است)9-2  (وضعيت در شكل   :حل

L:است s b= +12   باشيمتعادل برقرار باشد بايد داشته Bي كه در نقطهبراي اين. است Cبرابر ADBوارسهميپارامتر . 2

( )max coshT b C d Cλ λ= = )هم چنين. 2 )coshb C d C= )و 2 )sinhs C d C=1  برابر  L طول كل،نابراينب. اند 2
  باست ا
)65-9(  

cosh sinh d Cd dL C Ce
C C

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
22 22 2  

 مشتقنسبت به  L  اگر از، بنابراين.  استCكند پارامتر اگر طول ريسمان را تغيير دهيم، تنها كميتي كه در اين رابطه تغيير مي
Cبگيريم و حالت ماناي آن را بررسي كنيم داريم   

)66-9(  d c d cdL de C e
dC C

= − =2 2
22 2 2 D  

dو از اينجا C= deLقرار دهيم، خواهيم داشت ) 9-65(ي   رابطهكه اگر در 2 بيشينه يا  Lبراي اينكه ببينيم اين مقدار .=
dتوان دريافت كه اگر  سادگي ميه ب .دوباره مشتق بگيريم) 9-66( مقدار است بايد از كمينه C=    داريمآنگاه  باشد2
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d L dC e C=2 2 كمينه طولي  de مقدار مثبتي است و در نتيجهكه 2
  .ار باشدتواند برقر است كه به ازاي آن حالت ترازمندي مي

  
   ي پارامتر زنجير محاسبه 3-6-9

هاي مربوط به زنجير يا ريسمان   حل بسياري از مسئله برايبينيم كه مي
 اي براي نخست رابطه . را بيابيم، C،زنجيرمعلق لازم است كه پارامتر 

Cكنيمبحث ميقريبي آن ي مقدار ت آوريم و سپس درباره دست ميه  ب.  
  Aي را در نظر بگيريد كه از دو نقطه )9 -25(شكل  ABريسمان همگن

  

)عبارت است از Aي  ات نقطهمختص. سطح باشند هاي آويز لازم نيست هم نقطه. است آويزانBو , )x y1 1 . s1و s2ي  فاصله  
گيري   روي خم زنجير اندازهكه ندا ′Oياز نقطه Bو Aي هانقطه
 .مختصات قرار دارد بالاي مبداء) پارامتر زنجير (C ي اندازه ه ب′O.شوند مي

  بهتر است نمادهاي زير را نخست تعريف كنيم
)67-9(  , ,L s s a x x h y y≡ − ≡ − ≡ −2 1 2 1 2 1  

  داريم) 9-61(و ) 9 -60(هاي  از رابطه
  
)68-9(  

sinh sinh

cosh cosh

xx
L C

C C
xx

h C
C C

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

12

12
  

  

  

  ديگر كم كنيم، خواهيم داشتكتوان دو برسانيم و از يه  دو رابطه را باگر اين
  
  
)69-9(  

( ) sinh sinh sinh sinh

cosh cosh cosh cosh

x xx x
L h C

C C C C
x xx x

C
C C C C

⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2 2 1 12 2

2 2 2 1 12 2

2

2
  

  ي بالا خواهيم داشت كردن رابطه  پس از ساده
)70-9(  cosh sinha aL h C C

C C
⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2 22 1 4 2  

يكي مثبت و ديگري .  يافتCقي براي دو پاسخ حقي) Routh(روث . دست آورده طور عددي به را ب Cتوان از اين رابطه مي
ي   پاسخ يا ريشه، تنهابنابراين. ي بالا به زنجيري كه رأس خم آن در پائين قرار دارد منطبق است فقط پاسخ مثبت رابطه. منفي

 بنابراين زنجير يا ريسمان همگن ، داردCتنها يك مقدار مثبت براي) 9-70(ي  توجه كنيد كه چون رابطه. مثبت پذيرفتني است
  .تواند داشته باشد سنگين كه از دو نقطه آويزان است تنها يك وضعيت تعادلي مي

  

x  
O  

A  

B  

1s  

s2  
( , )x y2 2  

( , )x y1 1  O ′  
( , )CD  

C  

s = D  

 9-25شكل 
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  شده   براي زنجير كشيدهCمقدار تقريبي پارامتر    4-6-9
توان  و با استفاده از اين واقعيت، مي خيلي بزرگ خواهد بودCآنگاه خوب كشيده شده باشد، ناگر ريسمان يا زنجير سنگي

آويزان است نشان داده شده  B وAي نقطه از ريسماني كه از دوL طول )9-26( در شكل. دست آورده مقدار تقريبي آن را ب
  ) 9-54(ي  از رابطه. شوند گيري مي خم اندازه و از رأس) خمي از آن استABكه(مان در امتداد ريس s2 وs1مختصات. است
)  :داريم )tan tanL s s C θ θ= − = −2 1 2   بايدθ1،اگر ريسمان كشيده شده باشد. 1

  L در مقايسه باCبايدكه تساوي بالا برقرار باشد    براي اين. باشد برابرθ2با تقريباً 
سطح  هم ثابت ي  كه از دو نقطهLسنگيني به طول براي هر ريسمان .بسيار بزرگ باشد

   توان نوشت مي) 9 -61(از هم آويخته است، از رابطه  aي به فاصله
)71-9(  sinhL aC

C
=2 2  

  

  

  .توان بسط داد را مي) 9-71(ي  بزرگ است، رابطه خيلي C است، چون ريسمان كشيدهوقتي
)72-9(  

!
L a a a aC

C C C
⎛ ⎞

= + + ≈ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 3

3 2
1

2 2 3 8 2 48"  

   خواهيم داشتC از حل اين معادله براي
)73-9(  

( )
aC
L a

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

1 23

24  

بي كشش بيشينه شدني ي مقدار تقري اينك محاسبه. است aي  و فاصلهLبرحسب طولCاي تقريبي براي پارامتر كه رابطه
aهاي بالاترپوشي از توان ، با چشم)9-64 (يز رابطها. است Cداريم ،   

)74-9(  
max cosh

! !
a a a aT C C C
C C C C

λ λ λ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = + + + ≈ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 4 2

2 4
1 112 2 4 4 16 8"  

  
افتادگي  گود. زان است از يكديگرآويaي سطح به فاصله ي ثابت هم  از دو نقطهLاي به طول شده ريسمان كشيده   9ـ 12مثال 

  . حساب كنيدريسمان را) دادگي شكم(
y گودافتادگي وh اگر:حل   ي آويز بالاي رأس باشد، داريم  ارتفاع نقطه1

)75-9(  
cosh ah y C C

C
⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠1

12  

cosha اگر C2 ،تخواهيم داش را بسط تيلور بدهيم  
)76-9(  

! !
a a ah C C
C C C

λ
⎛ ⎞

= + + + − ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 4 2

2 4
1 11 2 4 4 16 8"  

  داريم) 9 -66(و با استفاده از 
)77-9(  

( )h a L a
γ
⎡ ⎤

≈ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 23  

B  

A  

2s  
2θ  

1θ  
1s  

 9-26شكل 



© Firooz Arash, 2003-2010 

 306

  
  داريم .بررسي كنيم) كشيده ريسمان( بزرگ Cرا براي ) 9 -60(ي  در اينجا رابطهبد نيست كه     :زنجير سهمي 5-6-9
)78-9(  

( )cosh ...
! !

x x xy C x C C C
C C C

⎛ ⎞
= = + + + ≈ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 4 2

2 4
1 11 2 4 2  

ي بالا  طور مناسب تعريف كنيم، رابطهه  را بC1 گيري ثابت انتگرال) 9 -51(ي  اگر در رابطه. مي استي سه اين پاسخ، معادله
آور نيست، زيرا اگر  اين البته شگفت. شود تبديل مي) پل معلق(ي ريسمان سبكي كه توزيع بار يكنواخت دارد  دقيقاً به معادله

  . ريسمان سنگين تقريب خوبي براي بار افقي است،λ طول،ريسمان كشيده باشد، وزن واحد
  
    اصل كار مجازي   7-9

 به جاي اين دو، بنيادهاي توان مي.  كرديمبياني ترازمندي نيروها و گشتاور نيروها  شناسي را بر پايه تاكنون، اصول ايستايي
نخست . ين يك اصل اصول ترازمندي نيروها و گشتاور نيروها را نتيجه گرفت از اشناسي را بر يك اصل استوار كرد و ايستايي

  .كنيم آغاز مي تاريخي  با دو مثال
Wي وزنه) 9-27(در شكل  Wي گذرد به وزنه ي هموار مي ناكشساني كه از روي قرقره  ريسمان سبكبا 1 . وصل شده است 2

Wي وزنه :  اين آرايه پي برد ه ويژگي بسيار مهمگاليله ب . استαدار همواري با شيبروي سطح شيبدر زيدن مقيد به لغ 2
Wيجايي روبه بالاو دورشدن وزنههتوان برحسب جاب ترازمندي را مي شدن   نزديك ائين وه پجايي رو ب از مركز زمين و جابه1

Wيوزنه Wجايي سامانه، حاصلضربهدر بيان گاليله، اگر در جاب. مين توصيف كردزبه مركز  2 جايي عمودي آن با ه و جاب1
Wحاصلضرب   اين، افزون بر .مندي ايستايي خواهند بودها در تراز وزنه،  برابر باشنديش در راستاي عمودجاييه جاب و2

Wاگر. ديگر باشندها بايد در خلاف جهت يك هاي وزنهجاييهجاب W پائين آورده شود، 1   سامانه   اگر،پس . بايد بالا برده شود2
Wحال ترازمندي باشد ودر   بايد داشته باشيم  پائين بيايد،hي  به اندازه1

sinW h W h α=1   يا  ، 2
)79-9(  sinW h W h α− =1 2 D  

W نيروهايدر واژگان نوين اين بدان معني است كه كار كل W و1 -ه در طول جاب2
  پيشتر گفتيم يكسان با آنچه كه ) 9 -79(ي  يجهروشن است كه نت .جايي صفر است

  كار بردهه وس، هم عصر گاليله، نيز بنيهاي استو  قرقره برايهمين نتيجه .است

  

ي اصول  بر پايه. اند اند كه در حالت ترازمندي  هموار سامان داده شدههاي  قرقرهاي از آرايه) 9-28(در شكل . شده است
Tو آنها بايد يكسان  وزندو قرقره بخواهند ترازمند باشند،)  الف9-28(گر در شكل ترازمندي كه پيشتر گفتيم، ا W W= =1 1 2 

د ترازمند باشد بايد داشته باشيم بخواه Aي  اگر قرقره:جداگانه در نظر بگيريمهر بخش را نيم توا مي) ب9-28(در شكل . دباش
T W=1 W باT1چون. 22 W  برابر است، پس داريم1 W=1 2 براي : توان انجام داد بررسي همانندي را مي) پ9-28(در شكل . 2

Wكهاين T باشيم در حال تعادل باشد بايد داشته1 W=2 Tمياني در حالت ترازمند باشد بايدي  كه قرقره و براي اين1 T=2 12 
Wي سمت چپ يا  باشد و سرانجام براي ترازمندي قرقره T  بايد3 W=1   شود كه  و از اينجا نتيجه مي باشد32

)80-9(  ( )
W

W T T T W W= = = = ⇒ = 3
3 1 2 2 1 12 2 2 4 4 4  

  ي  بقيهشود،جا ه در راستاي عمودي جابها كه اگر يكي از وزنه هم به دست آورد شرط توان با اين ها را مي همين نتيجه

 9-27 شكل

W 1

W 2  

α 
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فرض كنيد در هر : توان اين را به آساني ديد مي.  كه كار كل نيروي گرانش صفر شودشوندميجا هسامانه چنان جابهاي  وزنه
Wهاي بالا  كدام از سامانه   شود كه ، ديده مي) الف9-28(ي شكل   از هندسه براي نمونه،. پائين آورده شودS1ي   به اندازه1

)81-9(  W S W S− =1 1 2 2 D  
S Wجاييه مقدار جاب2 Sونچ.  و رو به بالاست2 S=1 W، است پس2 W=1 S)ب9-28(در شكل . 2 Wجايي قيديه جاب2  است 2
Wآوردن در اثر پائينكه    حاصل شده است، داريم S1 به اندازه1

)82-9(  S W
W S W S W S W W− = − = ⇒ =1 2

1 1 2 2 1 1 2 12 2D  

Wاگر) پ9-28(در شكل و سرانجام  W در اثر پايين آوردن3 S به اندازه ي1 Sي جايي به اندازهه وادار به جاب1   ي   شود معادله3
  مربوطه عبارت خواهد بود از

)83-9(  S W
W S W S W S W W− = − = ⇒ =1 3

1 1 3 3 1 1 3 14 4D  

جالب  .كند  مي فراهم، اصل ترازمندي را هاي بالا جايي سامانههبودن كار كل در جاب ي صفر  انديشهوشن است كهبنابراين، ر
  به  r2 وr1هايدو چرخ به شعاع) 9 -29( درشكل. دست آورده توان ب  ميهمچرخنده  ي است كه همين نتيجه را براي سامانه

W  هايوزنه  وگذرد برابر شكل از آنها مي ريسماني. اند  پيچ شدهيكديگر Wو 1  از ريسمان 2
Wهاي  وزنه .آويزانند W و1   راسامانهفرض كنيد .  است د چنان اند كه سامانه در حال ترازمن2

Wجايي،هدر طول اين جاب .بچرخانيم پاد ساعتگرد θي ندازهه اب رود   پائين ميrθ1ي اندازه به 1
Wو  ه توسط نيرويكنيم كه كار كل انجام گرفت مي حال فرض. آيد  بالا ميrθ2ي اندازه به 2

Wبنابراين داريم. گرانش صفر باشد r W rθ θ− =1 1 2 2 D يا W r W r=1 1 2 اما اين همان شرط . 2
 كه صفرشدن كار در بگيريم  توانيم نتيجه  ميپس،. ترازمندي گشتاورها براي اين مسئله است

ترازمندي نيروها و (مندي هاي ساده در حال ترازمند، دو شرط تراز جايي اين سامانههطول جاب
هاي بالا هيچ در مثال .كند زمان فراهم ميايستايي پيشين را هم) ترازمندي گشتاور نيروها

  در حالت  شده جاهي جاب در هر كدام، سامانهجايي اعمال نكرديم و هي جاب محدوديتي در اندازه

  

2W  

W 1  

 r2  r1  

 9-29شكل 

T1  T1  

W 1  W 2  
W W=1 2   الف9-28 شكل 

W 2  

A  

T1  T1  T1  

W
W = 2

1 2  

W 1  

B

  ب9-28شكل
W 3  

W 1  

T2  

T1  

T2  
T2  

T1  
W

W = 3
1 4  

  پ9-28شكل

T1  
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محدودي بدهيم و در هر  جاييه جابتوانستيم به اجزاء سامانهمي هاي خاصي را در نظر گرفتيم كه بنابراين، حالت. ترازمند بود
اندكي از حالت  جاييهممكن است، در حالت عمومي، سامانه را با جاب.  باقي بماند ترازمندهنوز همجايي سامانه ه اين جابجزء

جايي ه جابي اندازهدادن ي صفر ميلتوان با به سو اين نگراني را مي. باشدنترازمندي به وضعيت مجاور برد كه ديگر ترازمندي 
 افزون بر اين،. دي برقراراستشود و ترازمنمي كار كل صفر ها در آنهاي جزئي كه جاييهبه بيان ديگر، جاب. برطرف كرد
 xδجابجايي مجازي. نامند  ميجايي مجازيجابهجايي را هيك چنين جاب. بماندجايي زمان ثابت هكنيم كه در طول جاب فرض مي

-جايي مجازي، زمان در طول جابهدر جابهتفاوت اين دو در آن است كه .  يكسان استdxجايي حقيقيهاز نظر هندسي با جاب

 تغيير شكل بدهد، شود حركت كند و يا جا ميه اگر سطحي كه جسم روي آن جاب،  پس.شودپنداشته مي ثابت xδجايي
صورت ه توان ب  اصل كار مجازي را مي،بنابراين.  نداردxδجايي مجازيهوابستگي مكان يا تغيير شكل سطح تأثيري در جاب

  :زير بيان كرد
, تحت تأثير نيروهاي،اي با هر تعداد اجزاء اگر سامانه ,nF F F2  هاي جزئيروها سبب جابجايي از اين نييك باشد و هر "1

, , ,nδ δ δS S S2 nاگر  د،ن شو"1 nδ δ δ⋅ + ⋅ + + ⋅ =F S F S F S1 1 2 2 " Dيا   
)84-9(  n

i
i

δ
=

⋅ =∑F S1
1

D  

اند؛ به اين معني كه در واقعيت  مجازيiSδهاي جاييهكنيم كه جاب تأكيد مي. سامانه در حالت ترازمندي استباشد، گوييم 
تر اصل كار مجازي  بيان دقيق.استپندار ذهني جايي تنها يك ه جاب وكند  ايستايي است و حركت نمييدر حالت ترازمندسامانه 

  كنند وشرط لازم و كافي براي ترازمندي سامانه اين هاي مجازي قيدهاي سامانه را نقض نميجايي جابهاين است كه بگوييم
  . است كه كار محازي صفر باشد

اي از   در طول مجموعهشود كه به سامانه در حال ترازمند وارد مي ي نيروهايي همه كل) مجازي( كار : گويد مي) 9-84(ي  رابطه
  .اين اصل كار مجازي است. ها بايد كوچك و در همسايگي وضعيت ترازمند باشد جاييهجاب.  صفر استها  جاييهجاب

  
 Wبه وزن ي همگن  ميلهيك سر ) 9-30( برابر شكل   9-13مثال 

 تكيه  روي سطح افقي هموار قرار و انتهاي ديگر آن به ديوار هموار
 ريسمان ناكشسان بدون وزني به پاي باانتهاي پائين ميله . دارد

  αافق ي شيب ميله نسبت به زاويه .ديوار وصل شده است
   .كشش ريسمان را حساب كنيد. است
 در شكل ي ميله وضعيت اوليه .است b2 فرض كنيد طول ميله:حل

  است كه بهOوسط ميله در. است  نشان داده شدهABبا )29-9(

 ي فاصله  آن درB قرار دارد و انتهاي افقي بالاي سطح yي اندازه
xداريم. از پاي ديوار است:  
)85-9(  sin , cosy b x bα α= = 2  

  نيروي  ، T،د از كشش ريسماننيروهاي وارد به ميله عبارت ان

  
N1  

yδ  
O ′  

W  

O  

y  
α  

N2  
xδ  

T  

x
 9-29شكل  

b2  

B  D

A  
C  
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Nش و نيروهاي واكنWوزن  Nو A در1  اگر(. درآوريد) چين نقطه خط( CDجا كنيد و به حالت ه ميله را اندكي جاب.B در2
α π= BDACه باشيم داشتبايست بود، مي مي 4 حساب كرد، لازم جايي در اين جابهرا بتوان كار نيروها كه براي اين . )=

ها را به آن) 9-85(ي  رابطهمي توان از. را بدانيم Bي نقطه xδايي افقيجهجاب  وO در همسايگيراyδواه،دلخ αبراي است
  .دست آورد

)86-9(  cos , siny b x bδ α δα δ α δα= = 2  

Nه در امتداد سطح افقي و ديوار اند،هاي دو انتهاي ميلجاييهچون جاب N و1 ها  جاييه جاببرآنها  ( دهند كار انجام نمي 2
    با توجه به اصل كار مجازي بايد داشته باشيم، بنابراين)عمودند

)87-9(  T x W yδ δ− ⋅ + ⋅ = D  
ي دوم  جمله است؛ در حالي كه علامت T نيرويدر خلاف جهت xδجاييه جابچونست في انخست من ي جملهعلامت جلو 
   بنابراين.ندا همسو W  نيرويو yδجاييه جابچونمثبت است 

)88-9(  sin cos cotWT b W b Tα δα α δα α− ⋅ + ⋅ = ⇒ =2 2D  

  .دست آورديمه  بهمتر   پيش را  نتيجهاين
  

. گذرد مي Bينقطهي همواري در   ريسمان از روي قرقره. به ديواري وصل است Aي در نقطهbطول ه ريسماني ب 9-14مثال 
ي هموار و سبكي در  به قرقره) 9-31(  برابر شكل mجرم . استa2ي آنها سطح است و فاصله  همAي با نقطهBينقطه
 آزاد و سامانه Cي قرقره . استآويزان Mاي گذرد وزنه  ميBريسمان كه از قرقره  انتهاي ديگر به . است آويختهCي نقطه

  . بيابيد، برقرار است ترازمندي را كه به ازاي آن xطول.  استدر حال ترازمند
 m جرمنيمن جابجا ك سمت پائي بهxδي  را به اندازهM اگر جرم:حل

  پس داريم.شد جا خواهده به سمت بالا جابyδي به اندازه

( )y a b x+ = −2 2 2    ، به دستاگر از اين رابطه مشتق بگيريم. 4
  آيدمي
)89-9(  ( )

( )

b xy x
b x a

δ δ− −
=
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

1 22 24 16
  

mgبنا به اصل كار مجازي y Mg xδ δ− + ⋅ = D اگر به جاي. است  

  

yδ سرانجام خواهيم داشت،  قرار دهيم) 9-89(ي رابطه از   
)90-9(  M ax b

M m
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 22 2

2 2
16

4  

  
  ي هموار  قرقره از رويريسمان .  اندم وصل هبا ريسمان ناكشساني به) 9-32( همانند شكل m2 وm1هاي  جرم 9 -15مثال 

   μاصطكاك اصطكاك هر دو سطح يكسان و ضريب . دار قرار دارندها بر روي دو سطح شيب وزنه. گذرد  ميBي در نقطه

B  

C  

A  a2  

y  
b x−

2
 

b x−

2
 

x  

M  

m  

 9-31شكل 
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ي  ها در آستانهاگر جرم .اندβ وαشيب هاي زاويه  .است
لغزش در جهت پاد ساعتگرد باشند، ضريب اصطكاك ايستايي 

μرا بيابيد .  
  . را در نظر بگيريدxδو پاد ساعتگردجايي كوچك ه جاب:حل

ي نيروها در  همهت ترازمند باشد كار كل  حالاگر سامانه در
  :جايي بايد صفر باشدهطول اين جاب

  

  
)91-9(  

( )sin cos . ( sin cos ).
sin sin
cos cos

m g m g x m g m g x
m m
m m

α μ α δ β μ β δ

α β
μ

α β

− − + =

−
⇒ =

+

1 1 2 2

1 2

1 2

D
  

  .دست آوريده  بهمتوانيد با استفاده از ترازمندي نيروها و گشتاور نيروها  همين نتيجه را مي
  

 روي سطحي كاملاً عمودي كاملاً هموار تكيه دارد و انتهاي ديگر آن برك سر به ديوار  از يaه طولاي ب   ميله:9 ـ 16مثال 
xfy)(ي  ههموار با معادل واره در قرار گيرد همميله در هر وضعيتي كه  چگونه بايد باشد تا xf)(تابع سطح.  قراردارد=

  . )9- 33شكل(ترازمند باقي بماند  حالت
 ، ارتفاع مركزترازمند باشدكه ميله در هر وضعيتي در حال  براي اين:حل

توجه به اصل كار مجازي اين گزاره را  چرا؟ با( جرم آن بايد ثابت باشد
)فرض كنيد).  توجيه كنيد  , )x yD Dم و مختصات مركزجر( , )x y1 1 
ي  اگر زاويه. باشد xf)(با خم Bي نقطهي تماس ميله در  نقطهمختصات

  : باشد داريمθشيب ميله 
  
)92-9(  

sin ;

cos , cos

a a ay y

x a x a

θ

θ θ

= ⇒ = −

= =

1

1

2 2 2
1
2

D

D

  

  بنابراين، 

  

 )93-9(  
( )cos ( )

x xy a a f x a
a a

θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − = − − ⇒ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2
2 1

1 2 2
1 1 11 1 1 1 1 12 2 2  

  
    پايداري ترازمندي   8-9

  

ي در حال ترازمند،  آموزد كه براي هر سامانه اصل كار مجازي مي. بررسي پايداري تعادل استآغاز خوبي براي ) 9-16(مثال 
  جايي سامانه صفر است، يعنيهشوند، در طول جاب كه به سامانه وارد مي كار كل تمام نيروهائي

y  

x  ( , )B x y1 1  

( )y f x=  ( , )x yD D  
θ  CM  

a  

 9-33شكل 

sinm g β2  α  β  

m2  
sinm g α1  

 9-32شكل 

cosm gμ α1  

cosm gμ β2  

m1  

B  
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)94-9(  Wδ = D  
تابعي  فقط  V. زد حرف V از تابع انرژي پتانسيل سامانهتوان يم، ميگونه كه پيشتر گفتحالا، اگر نيروها پايستار باشند، همان

  دانيم مي. كند جايي تغيير ميه جابهمراه با  نيزجايي سامانه، تابع انرژي پتانسيلهافزون بر اين، با جاب. از مختصات است
)95-9(  dW d dV= ⋅ = −F r  

  آيد صورت زير درميه جايي مجازي اين رابطه به براي جاب،بنابراين
)96-9(  V V VW V x y z

x y z
δ δ δ δ δ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − = − + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

D  

، zδ وxδ،yδرازاي هه تواند برقرار باشد كه ب  هنگامي ميفقط) 9 -96(ي  ند؛ رابطه متغيرهاي مستقل اzδ وxδ،yδچون
   برقرار باشد بايد داشته باشيم)9-96(ي به بيان ديگر، براي اين كه رابطه. شوندجداگانه صفر ) 9-96(هاي  هر يك از جمله

)97-9(  , ,V V V
x y z

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
D D D  

 يي فيزيك اين همان نكته. ه انرژي پتانسيل در آرايش ترازمند مقدار ثابتي داشته باشد كانديهاي لازم شرط)9-97(هاي رابطه
   براي نمونه:  اندهاي نيروها مربوط همچنين، به مولفه) 9-97(هاي  رابطه. از آن استفاده كرديم) 9-16(است كه در حل مثال 

xF V x≡ −∂ حال،  با اين. باشد مي »در حالت تعادل برآيند نيروها صفر است «ي آشناي  بيان گزاره) 9-97(ي   معادله.∂
.  استهمواره كمينهترازمندي پايدار انرژي پتانسيل حالت در . گويند كه آيا ترازمندي پايدار است يا نه نمي) 9-97(هاي  رابطه
موقعيت  سامانه به ،س از حذف اختلال، اگر با اندك اختلالي در سامانه آن را از حالت ترازمندي پايدار خود خارج كنيم، پپس
مثال . گردد ي خود برنمي  به حالت اوليه سامانه ديگراگر ترازمندي پايدار نباشد، پس از حذف اختلال. گردد ي خود برمي اوليه
ر ته كاسه آموزد كه تيله د ي همگاني مي تجربه. كره استشكل نيمه ي ب اي در درون كاسه يدن تيلهي ترازمندي پايدار غلت ساده

در مقابل، اگر كاسه را . گردد سويي هل داده شود، دوباره به جاي اول خود برميه ي ته كاسه ب ماند و اگر از نقطه باقي مي
شود و مي تيله از سطح كاسه جدا كوچكترين اختلال با ل آن قرار دهيم، وارون كنيم و تيله را بر روي كاسه و در قطب شما

 پايدارترازمندي  ست كه تيله در ته كاسه قرار دارددر حالت نخ.  به جايگاه نخستين خود نداشته باشدهيچ تمايلي براي بازگشت
حالت سومي نيز وجود دارد كه در آن اختلال نه سبب افزايش و نه كاهش انرژي .  استناپايداراست، در حالت دوم ترازمندي 

  . استتفاوت ترازمندي بي، ترازمندي  گونه اين. جا شودهفقي جاب مانند حالتي كه تيله آزادانه روي سطح ا؛شود پتانسيل مي
براي سادگي فرض كنيد . تيلور ي ترازمندي بسط توان در همسايگي نقطه  ديديم، تابع انرژي پتانسيل را ميپيشترگونه كه همان

xترازمندي را دري  نقطه. داردي آزادي   تنها يك درجه، يعني سامانهاست، xتابع انرژي پتانسيل تابعي از يك متغير، = D    
x در همسايگيبسط تيلور تابع انرژي پتانسيل. فرض كنيد = D ست ازبه صورت زير ا  

)98-9(  
( )

! ! !
dV x d V x d V x d VV x V x
dx dx dx dx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 3 3 4 4

2 3 42 3 4D
D D D D

"  

Vي بالا در رابطه Dمقدار ثابت افزودني به تابع . (توانيم آنرا صفر بگيريم مي.  مبداء است و مقدار ثابتي است، انرژي پتانسيل در
x، چونافزون بر اين). انرژي پتانسيل اثري در نيرو ندارد = Dنيرو بايد صفر باشدي ترازمندي است، پس در آنجا   نقطه 

،( )dV dx =D D . پس داريم:  
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)99-9(  
( )

! ! !
x d V x d V x d VV x

dx dx dx
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 3 3 4 4

2 3 42 3 4D D D

"  

xچون بسط در همسايگي  = D،انجام گرفته است x هاي   از جملهيك هر ،پس. طور كلي كميت بسيار كوچكي باشده بايد ب
)، اگربنابراين. ي پيشين يك مرتبه بالاتر است مقدار كوچكي است و هر جمله نسبت به جمله) 9-99(ي  رابطه )d V dx2 2

D
 صفر 

  پوشي كرد و نوشت  ي بالاتر چشم هاي با مرتبه توان از جمله نباشد، با تقريب خوبي مي
)100-9(  

( )
!

X d VV x
dx

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2

22 D

  

x بخواهد درxV)( اگر = D قراردادنا بچون ( كمينه باشدV =D D تعريف كرديم كه V در x = D ( بايد) صفر است(xV در   
xهمسايگي  = Dچون. بزرگتر از صفر باشدx  مت همانند علاxV)(در نتيجه علامت؛ مثبتي است   كميت)9-100(در رابطه  2

( )d V dx2 2
D

)ي ترازمندي بستگي به اين دارد كه پايداري يا ناپايدار،پس.  است )d V dx2 2
D

  اگر. مثبت يا منفي باشد

( )d V dx =2 2
D
Dي جملهبايد به بررسيي كنوني،  هاي بالاتر بپردازيم، در مورد مسئله  باشد، لازم است كه به بررسي جمله  
)101-9(  

( )
!

x d VV x
dx

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

3 3

33 D

  

)اگر. به پردازيم )d V dx3 3
D

. تواند مثبت يا منفي باشد  ميxV)( ،مثبت يا منفي استxكه  مثبت باشد آنگاه بسته به اين
) اگر ، همچنين )d V dx3 3

D
.  منفي يا مثبت استxدارد كه به بستگي. تواند مثبت يا منفي باشد  ميxV)( منفي باشد باز هم

) بسط تيلوري غيرصفر نتيجه آنكه، اگر نخستين جمله )d V dx3 3
D

)ترازمندي ناپايدار است چه علامت باشد  )d V dx3 3
D

 
يعني . خواهد بود) 9-34(صورت شكل ه  بxV)( نمودار، آنگاهنوشت) 9-101( را بتوان به شكل xV)(اگر.  يا منفيمثبت باشد

)دهد كه حالتي را نشان مي)  الف9-34(شكل . ي عطف است  داراي نقطهxV)(در مبدأ مختصات )d V dx3 3
D

ست و در  مثبت ا
)حالت )  ب9-34(شكل  )d V dx <3 3

D
D نشان داده شده است .  

    

)اگر )d V dx3 3
D

)ي بعدي  باشد، بايد جمله )( ) !V x d V dx x= 4 4 4  يهم مثل رابطه در اينجا .بيازمائيمرا ) 9 -99( بسط 4
)متي به علابستگxV)(بودن مثبت يا منفي) 98-9( )d V dx4 4

D
 داري و ناپايداري ترازمندي نيز همانند آن است،دارد و پاي

)يعني اگر )d V dx4 4
D

  .باشد ترازمندي ناپايدار است ي باشد ترازمندي پايدار و اگر منفمثبت
  

  . آرايش ترازمندي را بيابيد و پايداري آن را بيازمائيد9-14  در مثال :9-17مثال

x

V

  الف9-34شكل 

x

V

  ب9-34شكل 
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  .صورت زير بنويسيمه توانيم ب  انرژي پتانسيل را مي:لح
  
  
)102-9(  

( )

( )mgV mgy Mgx b x a Mgx

dV mg b x Mg
dx b x a

= − − = − − − −

−
⇒ = −

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

2 2

1 22 2

42

2 4
  

dVمكان ترازمندي جايي است كه dx = Dدر نتيجه.  باشد  
  
)103-9(  

dV M ax b
dx M m

⎛ ⎞
= ⇒ = −⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 22 2

2 2
16

4D  

ميت حقيقي باشد بايد ك xكه  براي اين:نيد توجه ك كهجالب است. دست آورديمه ب) 9-14(اين همان مقداري است كه در مثال  
Mداشته باشيم m>2 dكه بدانيم ترازمندي پايدار يا ناپايدار است بايد  براي اين. 24 V dx2   . را وارسي كنيم2

)104-9(  ( )g M md V
dx m a

−
=

3 22 22

2 2
4

4  

Mاگر m>2 dباشد، آنگاه 24 V dx2 Mپس، تنها هنگامي ترازمندي خواهيم داشت كه .  كميت مثبتي است 2 m>2    باشد 24
  .و در اين حالت ترازمندي، پايدار است

  
 اي درختي استوانه ي روي تنه بر a2لع  مكعب توپري به ض9 -18مثال 
ي يك طرف مكعب به محور  صفحه . در حال ترازمندي استrاعبه شع

  ن ترازمندي پايدار است يا نه؟آيا اي. ود استاستوانه عم
ا شده جهب اندكي از حالت ترازمندي جابمكع ) 9-35 ( در شكل:حل

منطبق ي درخت  تنه Cي ر نقطـه بQاي هدر حالت ترازمندي نقط. است
Cتماس، در وضعيت جديد. بود CO، خط′ ازد س ميθي  زاويهOC با′
CPو بايد  ،اگر لغزش وجود نداشته باشد . داردϕي  زاويه PQ با′

ϕθ :داشته باشيم tanar θrCQيا  = بسيار جايي ه جابچون .′=
ϕθ صورته بي بالا را مي توان   رابطهكوچك است، ar . نوشت =
 سطح محور آن را دري صفر انرژي پتانسيل دلخواه است،  چون نقطه

  +mgh است از انرژي پتانسيل مكعب عبارت،پس. فرض كنيداستوانه 

  

cos اما از شكل آشكار است كه.  استOي ، از نقطهP ارتفاع مركز مكعب ،hكه  cos( )h h h r Sθ ϕ θ= + = + −1 كه در  2
) آن )S PC a r θ′≡ = +

1 22 2    پس. 2

 

h  

h2  

h1  

O  

r  

C  

θ  
θ  

C ′  

Q  

P  

a2  

ϕ θ−  

S  
ϕ  

 9-35شكل 
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)105-9(  

( ) ( )

( )

cos cos

cos cos

V mgh mgr mg a r

rmgr mg a r
a

θ θ ϕ θ

θ θ θ

= = + + −

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

1 22 2 2

1 22 2 2 1
  

  برابر صفر قرار دهيم خواهيم داشت مشتق بگيريم و θحال اگر از اين رابطه نسبت به 
  
  
)106-9(  

( )

( )

sin cos

sin

dV m gr rm gr
d aa r

r rm g a r
a a

θθ θ
θ θ

θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞= = − + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2

1 22 2 2

1 22 2 2

1

1 1

D
  

θ دلخواه هنگامي برقرار است كهa وrاين تساوي براي = Dداريم اينك. باشد   
  
  
  
  
)107-9(  

( ) ( )

( )

( )
( )

cos cos cos

sin

sin co

d V m gr r m gr rm gr
d a aa r a r

m gr r r
a aa r

m gr r r rm g a r
a a aa r

θθ θ θ
θ θ θ

θ θ
θ

θ θ θ
θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦+

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦+

2 2 4 2

1 2 3 22 2 2 2 2 2 2

2

1 22 2 2

22 1 22 2 2
1 22 2 2

1 1

1 1

1 1 1 s r
a

θ⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
1

  

θبه ازايو  = D خواهيم داشت   
  
)108-9(  

( )d V r rmg r a mg r a
d a aθ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

22 2

2 1
D

  

arاگر: پس arاگر. ر است آنگاه ترازمندي پايدا باشد< ar، به ازاي ، ترازمندي ناپايدار و سرانجام> هاي   بايد مشتق=
  .هاي بالاتر را وارسي كرد تا از سرشت ترازمندي آگاه شد مرتبه

  
  
  
  

  هاي تكميليمثال
  .كزجرم هريك را پيدا كنيدمكان مر. اندهاي همگن ساخته شدهاز سيم) 9-36( هريك از اجسام شكل 1-ت

        
α  

L  L  

  )الف(

L L
L

 )ب(

L
L  

 )پ(

L  

L  
L  

 )ت(
 9-36شكل
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  به )9-37(شكل  برابر Mgنيروي افقي. سازد ميβي در زير ديواري قرار دارد كه با افق زاويهMاي به جرم    قطه2-ت
اي بزرگ ين قطعه و ديوار به اندازهفرض كنيد نيروي اصطكاك ب. شودقطعه وارد مي

 كه fF و نيروي اصطكاكNنيروعمودي. مانداست كه قطعه در حال سكون باقي مي
 باشد، در چه μكند چيستند؟ اگر ضريب اصطكاك ايستاييديوار به قطعه وارد مي

  ماند؟ قطعه ساكن باقي ميβيبازه
دو انگشت شست و نشان به طور ) 9-38(    يك قيف بستني را با برابر شكل 3-ت

 است و ضريب اصطكاك ايستايي mجرم قيف. داريموارون در هوا ساكن نگه مي
ترين نيرويي را كه هر كم.  استθ2ي راس قيفزاويه.  استμهابين قيف و انگشت

ترين مقدار انگشت بايد عمود بر قيف وارد كند تا قيف را در هوا نگه دارد چيست؟ كم
μ)برحسبθ ( داشت چدر است؟ فرض كنيد كه كه بتوان قيف را هنوز در هوا نگه

  .توانند فراهم كنندها مينيروي عمودي لازم، هر اندازه كه بزرگ باشد، انگشت
 Lي افقيطول ميله. اندبه يكديگر و به ديوار وصل) 8-39(   دو ميله برابر شكل 4-ت

هاي مولفه. باشد ρهر دو ميلهجرم واحد طول اگر. ست اθهاي بين ميلهزاويه. است
نشان . كند حساب كنيدافقي و عمودي نيرويي را كه ديوار به پيوندگاه بالا وارد مي

θي اين نيرو در هر دو حالتدهيد كه اندازه → Dو θ π→ كند ت ميل ميبينهاي به 2
θاي مانندبنابراين زاويه(  π< < 2DDشودنيرو كمينه مي وجود دارد كه به ازاي آن .

cosθتوانيد نشان دهيد كه اين كمينه درمي = −3 D43θ يا1  .)شود فراهم مي≈
 است Rاي به شعاع و بدنهrاي به شعاعاي شامل يك محور استوانه  ماسوره5-ت

فرض كنيد اصطكاك بين زمين و .  استMجرم ماسوره.  غلتدو روي زمين مي
برابر شكل . كندري ميي كافي بزرگ است كه از لغزيدن آن جلوگيماسوره به اندازه

  .شود كشيده ميTريسماني به دور محور پيچيده شده است و با كشش) 40-9(
  ؟ چقدر بايد باشد تا ماسوره حركت نكندθي معين زاويهR وr  براي:)الف(
 بين ماسوره و زمين معين، بيشينه مقداري μ وضريب اصطكاكR وr   براي):ب(

  جا نشود، چيست؟تواند داشته باشد و هنوز هم ماسوره جابه ميTكه

  

 ماسوره از حالت ايستايي خارج شود و در روي سطح T چقدر بايد باشد تا با كمترين مقدار ممكنrمعين،μ وR   براي):پ(
  . را حساب كنيدTاين مقدار. تريم مقدار ممكن را داردكم) ب( در بخش Tبالاي حد rبلغزد؛ يعني به ازاي چه مقدار

)  9-41( برابر شكل A و طولmي يكنواختي به جرم   انتهاي چپ ميله6-ت
3يدر فاصلهاي گوه.  استبه ميزي لولا شده 4A زير ميله قرار دارد تا آن 
  كند؟گوه چه نيرويي به ميله وارد مي. را افقي نگه دارد

  

   يدر فاصله) 9-42(دارد و برابر شكل  از يك انتها به ديوار عمودي بدون اصطكاك تكيه L و طولMاي به جرم  ميله7-ت

Mg  

β  

 9-37شكل 

θ  θ  
 انگشت نشان انگشت شست

 9-38شكل 

L  
θ  

 9-39شكل 

r  
R  θ  

T

 9-40كل ش

3 4A  

 9-41شكل 
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1  θي ميله با افق زاويه. ي سكويي قرار دارد بر لبه طول از انتهاي ديگرش4
تواند ي سكو مياصطكاك در لبهترين ضريب ، كمθچه مقدار به ازاي. سازدمي
 متفاوت θ مقدارهاي مختلف ميله،براي طول( ارد؟ له را در حال سكون نگه دمي

  ). استMخواهد بود، اما فرض كنيد كه براي هر طولي ، جرم همان

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

θ  

L  

L 4  

M

 9-42شكل 
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  مسئله ها
از يك سر به ديوار و از سر ) 9-43(ي همگني برابر شكل  ميله):ميله در چاه (1-9

هايي را كه به چاه چه نيروي. سازد ميθيديگر به ته چاهي تكيه دارد و با افق زاويه
  .ها و سظح چاه اصطكاك ندارد ديوارهدو انتهاي ميله وارد مي كند؟

   يك انتها به ديوار قائم ازM و جرمL نردباني به طول):ردبان بر لب سكون ( 2-9

  

Lيفاصله بدون اصطكاك تكيه دارد و در تماس ي سكويي در از انتهاي ديگر با لبه4
ي كافي بزرگ است كه ي سكو به اندازهفرض كنيد اصظكاك لبه). 9-44شكل (است 

نيروي كل كه سكو به نردبان وارد مي كند چقدر . ل سكون نگه داردنردبان را در حا
  است؟

ديگر و به ديواري يكدو ميله با لولا به ) 9-45(برابر شكل ): چنگك روي ديوار( 3-9
ها يكنواخت و چگالي جرمي ميله.  استθهاي بين ميلهزاويه. عمودي وصل شده اند

ρي افقيطول ميله.  استAي هاي افقي و عمودي نيرويي را كه ميلهمولفه.  است
  .كند پيدا كنيدميپايين به ديوار وارد 

 )9-46(برابر شكل   راm و جرمA دو ميله هر يك به طول):يله و ريسماندو م (4-9
   θي زاويههر ميله با خط قايم. پيونديماز يك انتها با لولاي بدون اصطكاك به هم مي

  

  ي سمت ريسمان و ميله كه بنديم به طوريي سمت راست ميي سمت چپ را به ميلهبا ريسماني انتهاي پاييني ميله. سازدمي
  .دارد ائم بر روي ميز بدون اصطكاك قرارمجموعه ق.  بسازندD90يراست زاويه

  . كشش ريسمان را حساب كنيد):الف(
  كند؟ي سمت راست وارد ميي سمت چپ چه نيرويي را در پيوندگاه به ميله ميله):ب(
. سازند سه ضلع يك مربع را ميmسه ميله هريك به جرم): سه ميله و ريسمان ( 5-9

  .اندهاي بدون اصطكاك به يكديگر و به ديوار وصلبا بست) 9-47(ها برابر شكل ميله
كشش را در . اندديگر وصل شدهي بالايي و سمت راست با ريسمان به هموسط ميله

  .ريسمان حساب كنيد
. ايم يك قاب مثلث ساختهAي بدون جرم و به طول از سه ميله) :دو جرم و مثلث ( 6-9

راس سوم ازميخي . دهيم را در دو راس اين مثلث متساوي الاضلاع قرار ميmدو جرم
). 9-48(ي عمودي نوسان كند،  شكل تواند آزادانه در صفحهقاب مي. آويخته شده است

سامانه را از حالت سكون رها ). همانند شكل( است ها عمودي هنگامي كه يكي از ميله
  ها را درست پس از رها شدن كشش را در هر سه ميله بيابيد و شتاب جرم. مي كنيم

  

  حساب كنيد

M  

L  

L 4  
θ  

 9-44شكل 

A  
θ  

 9-45شكل 

θ  
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  داريسطح شيببه  از انتهاي چپ با لولاي بدون اصطكاك mي افقي به جرميك ميله    ):داراستوانه روي سطح شيب ( 7-9
بر روي )  9-49(انتهاي راست ميله برابر شكل .  وصل شده استθبا شيب
در حالت سكون ر دااستوانه روي سطح شيب.  قرار داردm جرماي بهاستوانه

 است  μ دوضريب اصطكاك بين ميله و استوانه و بين سطح و استوانه هر. است
سطح چه نيروي عمودي به .  فرض كنيد سامانه در حال سكون است):الف(

  كند؟استوانه وارد مي
   چقدر بايد باشد؟ θ برحسب μ براي اين كه سامانه نلغزد، كمترين مقدار):ب(
 را بر روي m و جرمA2آجر يكسان هر يك به طول چهار:)هاچيدن آجر ( 8-9

چينيم كه بخشي از هر آجر نسبت به آجر زيري در هوا باشد ميزي چنان مي
ي سمت راست آخرين آجر ي لبهآجر ها را چگونه بچينيم تا فاصله). 9-50شكل (

 آجر Nمسئله را براي. بيشترين فاصله ممكن باشد) hيلصلهف( ي ميز تا لبه
  گسترش دهيد 

 با سه قاب مثلث متساوي الاضلاع كه هر كدام با سه ميله ساخته شده ):پل (9-9
ل ي تشكيفرض كنيد هفت ميله. شودساخته شده مي) 9-51(است پلي برابر شكل 

اگر . ها دو به دو با  بست به هم پيوند داده شده انداند و ميلهدهنده بدون جرم
 در وسط پل باشد، نيروي وارد به هر يك از ميله ها را mاتوموبيلي به جرم

  .ي افقي نداردهاي پل مولفهفرض كنيد  نيروي پايه. بيابيد
. نگه داشته شده است ) 9-52( برابر شكل  توپي  ):توپ و ريسمان ( 10-9

كمينه مقدار . سازد ميθيريسمان با ديوار زاويه. ريسمان به توپ مماس است
  .ضريب اصطكاك بين توپ و ديوار چقدر بايد باشد تا توپ نيفتد

با  )9-53(  را برابر شكل Mو جرم Lاي به طولميله): نگه داري ميله ( 11-9
ي  از انگشت دست، ميله بر لبه4Lيدر فاصله. انگشت دست نگه مي داريم

  يدر اين حالت ميله با افق زاويه. بدون اصطكاك ميزي تكيه دارد و ساكن است

  

m

m  

A  

A  

A

 9-48شكل 

μ  

μ  m  

m  

θ  

 9-49شكل 
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θي بايد دست به ميله وارد كند؟ به ازاي چه زاويهن وضعيت باقي بماند چه نيرويي رابراي اين كه ميله در اي. زدساميθ 
  نيروي دست بايد افقي باشد؟

12-9)  v آويزان :(ي همگن يكسان هر يك به وزن دو ميلهN260 از يك انتها  )ينقطه 
A ي افقي سبكي ميله. اندبا لولاي بدون اصطكاك به هم چسبيده)) 9-54( در شكل

 باقي D53ي راس دو ميله تا به اين وسيله زاويهكندهاي آنها را به هم وصل ميوسط
  .  بايستد"v"آويزيم تا به صورت  دو سيم نازك از سقف مياين سامانه را با. بماند

  كند؟ها وارد ميي افقي چه نيرويي به هر يك از ميله ميله:)الف(
  كند؟ لولا چه نيرويي به هر يك از ميله ها وارد ميAي در نقطه):ب(

  

ضريب اصطكاك بين زمين و سطح .  بر روي زمين ايستاده استh و ارتفاعN400يركي به وزنت): تيرك پابرجا (13-9
3/0μي تيرك قاعده ريسمان  با ي زاويه. با ريسماني به زمين بسته شده است) 9-55( انتهاي با لاي تيرك برابر شكل . است=
  . به وسط تيرك وارد مي شودFنيروي افقي.   است36رD9تيرك

تواند داشته باشد و هنور هم تيرك سرپا بماند چقدر  ميF بيشه مقداري را كه):الف(
  است؟

 ارتفاع تيرك از پاي آن به تيرك وارد شود، 0ر 6ي در فاصلهF اگر نيروي):ب(
  تواند تاب بياورد و نيفتد؟تواند باشد كه هنوز هم تيرك مي  چقدر ميFبيشينه مقدار

 Fيي اثر نيرو خيلي بالاتر از سطح زمين باشد، اندازه نشان دهيد كه اگر نقطه):پ(
  .جا كندتواند تيرك را جابههر چه باشد نمي

  تواندآن باشد، نمي بالاتر از Fي اثر ارتفاع بحراني از سطح زمين كه اگر نقطه):ت(

  

 جا كند كجاست؟  بهتيرك را جا

  دار، هردو با  در حالت كشيده بر روي دو سطح شيب)9-56( برابر شكل ريسماني ): دارريسمان بين دو سطح شيب (14-9
چگالي جرمي ريسمان يكنواخت است . سكون است، در حال θشيب

μهاو ضريب اصطكاك بين آن و سطح = سامانه تقارن .  است1
د با ترين كسري از طول ريسمان كه مي توانبزرگ.  چپ دارد-راست

 اين مقدار θيسطح ها در تماس نباشد چيست؟ به ازاي چه زاويه
  بيشينه است؟

  

 ) 9-57( دو ميله با چگالي جرمي يكسان برابر شكل ): اندهايي كه به هم تكيه دادهميله (  15-9
ي سمت راست با افق ميله.  استD90اي كه اين دو ميله با هم مي سازندزاويه. انددادهبه هم تكيه 

ي سمت ي ميلهي تماس با لبهي سمت چپ به مقدار ناچيزي پس از نقطهميله. سازد ميθيزاويه
  . اند روي زمينو ميلهانتهاي ديگر هر د.  استμضريب اصطكاك بين دو ميله. راست، ادامه دارد

  

  ها نيفتند  ؟ چقدر بايد باشد تا ميلهθيزاويه

θ  θ  
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ي بدون جرمي  به ميلهM و جرمL نردباني به طول):نگه داشتن نردبان ( 16-9
ي بين زاويه. اندو نردبان هردو از يك انتها روي زمينميله  .  دارد تكيهAبا طول

چه ) . 9-58شكل ( است θي نردبان با زمين افقيزاويه.  استD90ميله و نردبان
  نيرويي از سوي ميله به نردبان وارد مي شود؟

  

  توزيع جرم اين ميله چگونه بايد باشد تا اگر ميله را در جاي .اي از يك طرف تا بينهايت ادامه داردميله ):ترازمندي ميله(  17-9
روي ) ادامه دارد است كه از يك سو تا بينهايتاي كه هنوز ميله( ي آن دلخواهي ببريم، بقيه

  . را ببينيد)9-59(شكل  .ترازمند باشد از انتهاي ميله است، Aيگاهي كه در فاصلهتكيه
   Rشعاعاي با به حلقه) 9-60(برابر شكل  ρاي با چگالي جرميميله:  )ميله و حلقه (18-9

  
  

  ي نقاط تماس سامانه همه .مماس است لقه تكيه مي كند برحلقهميله در جايي كه به ح. سازدمي θيزاويهتكيه دارد و با افق 
اند كه سامانه اي بزرگها به اندازهفرض كنيد اصطكاك. داراي اصطكاك است

  .اصطكاك بين زمين و حلقه را بيابيد. دارندرا در حال سكون نگه مي
 روي سطح Mي همگني به جرماستوانه): استوانه و جرم آويزان ( 19-9

به سمت راست استوانه ريسماني بسته .  قرار داردθدار ثابتي با شيبشيب
اگر اصطكاك بين . آويزان است) 9-61( برابر شكل mشده است و از آن جرم

توانه جلوگيري اي بزرگ باشد كه از لغزيرن اساستوانه و سطح به اندازه
  . چنان بيابيد كه سامانه ايستا بماندθ وM را برحسبmكند،
 از يك سطح بين دو M دو انتهاي زنجيري به جرم) :رنجير آويزان (20-9

 θي هر يك از ديوارها زاويه با)9-62( برابر شكل جيرزن. آويزان استديوار 
مسئله را به دو . ي آن بيابيدترين نقطهكشش زنجير را در پايين. سازدمي

  .روش حل كنيد
اين روش زودتر به (  نيروهاي وارد به نيمي از رنجير را در نطر بگيريد ):الف(

  ).رسدنتيجه مي
)د بياوريد كه ارتفاع زنجير به يا):ب( ) cosh( )y x C x C= است و از آن 

 استفاده كنيد و نيروي عمودي وارد به جزء بسيار كوچك واقع در پايين زنجير 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  . بيابيدθي برحسب زاويهCاي برايسپس رابطه. دهد به دست ميCاين روش كشش را برحسب. را در نطر بگيريد
.  زنجيري با چگالي جرمي يكنواخت از دو انتها به دو ديوار وصـل اسـت               )الف( ):سطحي ناهم رنجير آويزان از دو نقطه     (21-9

  كند،مي كه شكل زنجير را توصيفاسخ شما گيري، در پبه غير از يك ثابت انتگرال. ي عمومي شكل زنجير را پيدا كنيدمعادله
  .بايد يك ثابت ناشناخته وجود داشته باشد

هاي اتصال و طول زنجير  ، دو ديوار و اختلاف سطح نقطهdي افقي،به فاصله) الف( ثابت ناشناخته در پاسخ بخش ):ب(
  . اين كميت ها ثابت ناشناخته را بتوان از آن به دست آورداي را پيدا كنيد كهرابطه). 9-63شكل( بستگي دارد 
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هر يك با ( تعداد زيادي ميله ):  ميله ها وحلقه هايي كه به هم تكيه داده اند (22-9
ي هر  زاويه.به هم تكيه داده اند) 9-64(برابر شكل ) Rهر يك به شعاع(و حلقه ) ρچكالي

   انتهاي. ي سمت راست خود مماس استانتهاي بالايي هر ميله به حلقه.  استθميله با افق
بين ميله و حلقه (اند و هر سطح ديگر بدون اصطكاك استها به زمين وصلپايين ميله

  ي زياد است، نيروي ها خيلها و ميلهبراي حالتي كه تعداد حلقه .)اصطكاك وجود ندارد

  

ي سمت راست آن را كه ميله تكيه كرده است عمودي بين يك ميله و حلقه
  .چقدر است؟ فرص كنيد آخرين حلقه به ديوار تكيه دارد

  

  
  هاي تكميليحل مثال

ي ان به صورت جرم نقطهتو را ميLي همگن به طولكنيم كه هر ميلهها از اين واقعيت استفاده ميي حالت  براي همه1-ت
  .ز ميله پنداشتواقع در مرك

 يكند و در فاصله مركزجرم در وسط خطي است كه مركز دو ميله را به هم وصل مي):الف(
( ) ( )cosL α2   ).  الف9-65(شكل .  از راس قرار دارد2

Lα:  آزمون درستي پاسخ = ⇒ 2D ، Lα = ⇒90 2 2D )  و)) پ(حالت 
α = ⇒180D Dاند كه همگي پذيرقتني.  

) .  ب9-65( است كه در وسط قرار دارد، شكل m2ي عمودي همانند جرم  دو ميله):ب(
2ي اصلهي افقي و در فبنابراين، مركزجرم بين وسط ميله به بيان .  از از آن  قرار دارد3

Lيديگر در فاصله   .ي افقي و درست بالاي وسط آن از ميله3
  ).   پ9-65( شكل كندوسط دو ميله را به هم وصل مي مركزجرم در وسط خطي است كه ):پ(
در وسط خطي ايت كه وسط آنها را به هم ) الف( حالت   مركزجرم دو ضلع جانبي همانند):ت(

  mمركزجرم ضلع افي در وسط آن است و جرم.  قرار داردm2در ايت نقطه جرم. پيونددمي
)يبنابراين، مركز جرم روي ارتفاع مثلث و به فاصله. در اين نقطه است ) ( )L1 3 3  از 2

  ) ت9-65(وسط ضلع افقي است ، شكل 
  
 fFفرض كنيد. هايشان در راستاي سطح و عمود بر آن تجزيه كنيد   نيروها را به مولفه2-ت

  اند از نيروهايي كه موازي و عمود بر ديوارند، عبارت. مثبت در امتداد ديوار رو به بالا باشد
)109-9(  sin cos , sin cosfF Mg Mg N Mg Mgβ β β β= + = −    
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N 0نمي تواند منفي باشد و اگر (  بايد مثبت باشدN شود كه اگر قرار ، بنابراين، ديده مي)كند باشد قطعه ديوار را ترك مي=
fFگويد كه ميμضريب اصطكاك.  باشدD45تر ازبيش بايد βاست اين آرايش ايستا باشد، Nμ≤ است و با استفاده از 

  آيداين نابرابري به صورت زير در مي) 9-109(ي رابطه
)110-9(  ( ) ( )sin cos sin cos tanMg Mg μβ β μ β β β

μ
+

+ ≤ − ⇒ ≤
−

1
1  

μ وجود داشته باشد و اين نابرابري برقرار باشد، بايدβيبراي اين كه زاويه > μاگر.  باشد1  D45تواند تا ميβ برود ∞→
  . تواند باشدتر از آن نميكاهش پيدا كند اما كم

  
به بيان ديگر .  بايد صفر باشدyFي نيروها در راستاي قائممولفه.  بناميدF  نيروي اصطكاك بين قيف و هر انگشت را 3-ت

cosداريم sinF N mgθ θ− − =2 2 D . چنين داريمهمF Nμ≤ .پس  
)111-9(  

( )
cos sin

cos sin
mgN N mg Nμ θ θ

μ θ θ
− − > ⇒ ≥

−
2 2 2D  

tanμوقتي. اين كمينه مقدار نيروي عمودي است θ=باشد N = tanμپس،. شود مي∞ θ=كمينه مقدار مجاز μاست .  
  
)بالايي يجرم ميله.  بناميدyF وxFهاي خواسته شده را   مولفه4-ت )cosLρ θي پاييني و جرم ميلهLρاز صفر .   است

  ي افقي داريمبودن  گشتاورهاي وارد به كل اين سامانه نسبت به انتهاي چپ ميله
)112-9(  ( ) costan

cos sinx x
L L LgF L g L F ρ θθ ρ
θ θ

+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
2 2  

. چون اين ميله در حال ترازمندي ايستايي است گشتاور كل وارد به آن صفر است. ي بالايي را در نظر بگيريدحال، فقط ميله
  :گشتاورها را نسبت به انتهاي پايين ميله حساب كنيد

)113-9(  ( ) coscot
cos cosy x y

L L gLF L F L g F ρ θθ ρ
θ θ

+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2 2  

xF به ازايθ → Dكند و به بينهايت ميل ميyFبه ازاي θ π→   .شود بينهايت مي2
sinها را به توان دو برسانيم و باهم جمع كنيم، با استفاده از  اگر مولفه:نكته cosθ θ= −2    خواهيم داشت21

)114-9(  ( )coscos
cos cos

F
θθ

θ θ
++

∝ +
−

2
2

2
21

1  

cosآيداگر از اين رابطه مشتق بگيريم و مساوي صفر قرار دهيم به دست مي cosθ θ− + =3 6 4 D .ي ي اين معادلهيك ريشه
)ي بالا را بهاگر معادله.  است2درجه سه  )cosθ  ي پذيرفتني آنآيد كه ريشه به دست مي2ي درجه  تقسيم كنيم، معادله2−

cosθ = − +1   . است3
  
xF از، سامانه در ترازمندي استايي است، بنابراين.  بناميدfF  نيروي اصطكاك بين ماسوره و زمين را):الف  (5-ت =∑ D 

cosداريم fT Fθ G∑= و از= Dبت به مركز ماسوره داريم نسfTr F R= . از تقسيم اين دو رابطه به يكديگر به دست  
cosآيدمي r Rθ   در . تري براي به دست آوردن آن وجود داردي آن است كه روش آسانسادگي اين پاسخ نشان دهنده. =
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cosپيداست كه ) 9-66(واقع، از شكل  r Rθ اي است كه به ازاي آن امتداد خط زاويه =
چون گشتاور نيروهاي گرانش و . گذردي تماس ماسوره و زمين ميكشش از نقطه

شتاور كل هم نسبت به آن صفر است و در نتيجه، طكاك نسبت به اين نقطه صفر اند، گاص
  .ماندماسوره ساكن باقي مي

sinN است از  نيروي عمودي سطح زمين عبارت):ب( Mg T θ= با استقاده  . −
cosاز fT Fθ fF شرط = Nμ≤آيد به صورت زير در مي  

  

) 115-9(  ( )cos sin
cos sin

MgT Mg T T μθ μ θ
θ μ θ

≤ − ⇒ ≤
+

  

) عبارت است ازθكه در آن  )cos r Rθ −= 1.   
 را چنان rخواهيممي.   وابسته استr هم بهθ . بستگي داردθآيد و بهبه دست مي) 9-115(ي  از رابطهT بيشينه مقدار:)پ(

tanθيابيم كه به ازاي مشتق بگيريم در ميθنسبت به) 9-115(ي اگر از رابطه.  را كمينه كندTبه دست بياوريم كه μ=D 
  بر است با براθD به ازايTمقدار. شودمخرج كسر بيشينه مي

)116-9(  MgT μ
μ

=
+ 21D  

cos متناظر با آن را به دست آوريم ازrبراي اين كه r Rθ   كنيم تا بنويسيم استفاده مي=
)117-9(  tan R r rθ = −2 2  

tanθياينك رابطه μ=Dبه پاسخ    
)118-9(  Rr

μ
=

+ 21D  

μدر حد.  كمينه مقدار ممكن را خواهد داشتTبه ازاي اين مقدار، حد بالاي. انجامدمي = Dداريم θ =D D ، T =D Dو r R=D . 
μحد = θ منطبق است بر∞ π= 2D ، T Mg=Dو r =D D.   
     
كند بايد  به ميله وارد مي كه گوهFكند، پس نيرويجون گرانش به مركزجرم اثر مي.   به گشتاورها حول لولا توجه كنيد6-ت

  :ي زير صدق كنددر رابطه
)119-9(  ( ) ( )mg F F mg= ⇒ =

22 3 4 3A A  
  
شكل ( از گشتاور نيروها نسبت به انتهاي بالايي ميله .  بناميدcN  نيروي عمودي سكو را7-ت
  داريم )  67-9
)120-9(  cos cosc c

L LN Mg N Mgθ θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑G 3 2
4 2 3D  

  

  

G∑= بناميم ازwN نيروي عمودي ديوار رااگر Dآيدي سكو به دست مي نسبت به لبه  

r  
R  θ  

T  

 9-66شكل 

θ  

θ  

cN  

wN  

Mg  
θ  

 9-67شكل 
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)121-9(  cossin cos
sinW W

L L MgN Mg N θθ θ
θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3
4 4 3  

xFي سكو باشد، از نيروي اصطكاك لبهfFاگر =∑ Dداريم   
)122-9(  cos sin sin

sinf c w f
MgF N N F Mgθ θ θ
θ

= + ⇒ = +
2 1
3 3  

fخواهيم اما مي cF Nμ≤پس.  باشد  
)123-9(  sin cos sin

sin cos sin cos
Mg Mg Mgθ θ θμ μ

θ θ θ θ
+ ≤ ⇒ ≥ +

2 2 1
3 3 3 2  

tanθآيد را كمينه كنيم به دست ميμ مشتق بگيريم تا θاگر از اين رابطه نسبت به θ= ⇒ =1 3 30D.   
    


