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 ٨فصل 

  ؛ برخوردسامانه دو جسمي
 

 بين دو  متقابل نيرويفقط  در سامانه كهمنزوي به اين معني است. مي كنيمي منزوي دو جسمي را بررسي  در اين فصل سامانه
-كاربردي آن   نتيجه، امااگر گرانش را نيز در نظر بگيريم، حل مسئله چندان دشوار نخواهد بودبا اين حال، . وجود داردجسم 

  .گيريمدر نظر مي هم را يكنواخت ميدان گرانش ، بنابراين.سترده داردهاي گ
  مختصات مركز جرم و مختصات نسبي    8ـ1

 

ي  نيرويFاگر. بناميد m2 وm1ها راجرم ذره. اند r2 وr1نسبت به آندو ذره هاي  مكان نخست چارچوبي را در نظر بگيريد كه 
هاي  معادلهس، پ. است  F–كند  وارد ميm1 بهm2يي كهن، نيروو، آنگاه بنا به قانون سوم نيوتكند وارد ميm2 بهm1باشد كه
  :ند ازا عبارتg ميدان گرانش يكنواخت  درحركت

  
  )8 ـ 1(

m m= +r g F1 1 1  
m m= −r g F2 2 2  

با چارچوب لخت ) چارچوبي كه شتاب ندارد( هر چارچوب لخت . ها را بايد نسبت به يك چارچوب اندازه بگيريممكان ذره
اين . هايي را به همراه دارداما  چارچوب خاصي وجود دارد كه براي ما برتري.  برودتواند به كارارز است و ميديگري هم

پيش از آن لازم است كه مركزجرم دو .  آن را تعريف خواهيم كرد8-2در بخش. چارچوب خاص، چارچوب مركز جرم است
  . است9و موضوع فصل اين تعريف، پيش درآمدي براي تعيين مركز جرم هر جسم عمومي است . جرم را تعريف كنيم
  يرابطهرا با  m2 وm1 دو جرممركز جرممكان . كار ببريمه اي را ب  بهتر است متغيرهاي تازهr2 وr1به جاي متغيرهاي

m  )8 ـ 2( m
m m

+
=

+
r r

R 1 1 2 2

1 2
  

  را باها و مكان نسبي آن
)3- 8(  = −r r r1 2  

  يرا با هم جمع كنيم معادله ) 8-1(ي ي رابطهاگر دو معادله. انداين بردارها نشان داده شده)  8-1  (شكلدر . كنيم تعريف مي
  .آيد ميدسته  بRحركت مكان

)4-8(  ,M M M m m= = +R g 1 2  
 با جرم Rبرداركند  تأكيد مي است كه جرم اين براي مركزRنمادهاي  يكي از خوبي

  . همراه استMكل
ها   معادله ايننخست. دست آورده ب) 8 -1 (يتوان از رابطه  را نيز ميrي حركت معادله

  .آيد؛ به دست ميديگر كم كنيدو سپس از يك كنيد يمها تقس را به جرم
  

  

  

m2  
r2  

r  r1  
R

 

 8-1شكل 
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μ تك تك هميشه از چون ناميده مي شود، كاهيده جرم m1 وm2گويد، حركت جرم مي) 8-5(ي  رابطه.  كمتر استm2 نسبت 
) 8 -5(و ) 8 -4(ي   دو معادلهاينك. كرد  حركت ميμ با جرم موثرm2بود و  ثابت ميm1ي  دقيقاً همان است كه اگر ذرهm1به

 g= حالتي كهبراي. كند  حركت ميgدهد كه مركز جرم با شتاب ثابت  نشان مي) 8 -4(ي  رابطه. نداشدهديگر جدا كاملاً از يك
  .ارز است با قانون پايستگي تكانه هم) 8 -4 (ي رابطه)يعني گرانش وجود ندارد و به راستي سامانه منزوي است ( است

PrrR= ثابت   )  8 ـ 6( =+= 2211 mmM  
اگر . است F است كه تحت تأثير نيروي μاي با جرمي حركت تك ذره براي مكان نسبي، همانند معادله) 8 -5(ي حركت  معادله
ه صورت تابعي از  را بr وRاگر بتوان. ي دو ذره رانيز حل كرد  مسئلهتوان ، آنگاه ميذره را حل كردي اين تك  مسئلهبتوان

  چون داريم. ها را به دست آورد مكان ذره ) 8ـ 3(و ) 8 -2(هاي  زمان معادله حل همتوان با ميزمان يافت، 
,  )8 ـ 7(

mm
M M

= + = −r R r r R r12
1 2  

ي حركت جرم كاهيده ي معادلهي حركت مركزجرم و ديگريكي معادله. اندي جدا از همدو معادله) 8-5(و ) 8-4(هاي معادله
باتوجه به . هم تعميم داداي كل و انرژي جنبشي  ي زاويه توان به تكانه جدايي ميان حركت مركز جرم و حركت نسبي را مي. است
  داريم) 8 -7(ي رابطه

  
)8-8(  

m m
m mm m

m m
M M M M

= × + ×

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + × + + − × −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

L r r r r

R r R r R r R r

1 1 1 2 2 2

1 12 2
1 2

  

rRهاي  جملهكردن در ضرب برداري آنها، در هم ضرب كنيم اگر پرانتزها را با دقت r× و × Rو كنند مي حذف  يكديگر را
  خواهيم داشت

)9-8(  ( )M μ= × + ×L R R r r  
) نسبت به زمان مشتق بگيريم و در)8 -7(ي  ها رابطه از اگر،به همين ترتيب ) ( )T m m= +r r2 2

1 1 2 21 2 1 جايگزين كنيم، پس  2
  خواهيم داشتاز اندك عمليات جبري 

)10-8(  ( ) ( )T M μ= +R r2 21 2 1 2  
 "پنداري" دو جرم  جنبشيهايياز اين رابطه آشكار است كه انرژي جنبشي كل سامانه جمع انرژ. ي چشمگيري استاين رابطه

)انرژي جنبشي جسمي به جرم يكي. است )M m m= +1  ديگري، .كندكه با سرعتي برابر سرعت مركزجرم حركت مياست  2
) 8-10(ي ي دوم در رابطهتوجه كنيد كه جمله. كند ميحركت rمكان نسبيه با سرعت  ك استμجسمي به جرمانرژي جنبشي 

توان انرژي جنبشي جسمي ي نخست را ميجمله.  فاصله از مركزجرم نيستrانرژي جنبشي در چارچوب مركزجرم است، اما
  .  جايگزيده در مركزجرمMيعني انرژي جرم.  استR پنداشت كه بردار مكان آنMبه جرم
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   چارچوب مركزجرم 1-2-8
به هر حال، سرعت ذره ها را بايد نسبت . ارچوب خاصي را در نظر داريمزنيم، به طور ضمني چهنگامي كه از تكانه حرف مي

 Sچارچوب.  گيريموقتي سخن از سرعت است، بايد بگوييم نسبت به كدام چارچوب آن را اندازه مي. به چارچوبي اندازه گرفت
Sچارچوب ديگر. در نظر بگيريد ) 8-3( را در شكل   سرعت. كند در نظر بگيريد حركت ميu با سرعتS بههم كه نسبت را ′

S، به سرعت ذره در1در فصل ) 1-8(ي  با رابطهSاي درذره   : مربوط است′
)11-8(  ′= +v v u  

اين دو ذره باهم .  تصور كنيدSاي منزوي شامل دو ذره را درسامانه
 Sي كل دو ذره در چارچوباگر تكانه: پرسيماينك مي .كنندبرخورد مي

Sدر چارچوبها پايسته باشد، آيا در طول برخورد ذره   نيز تكانه كل پايسته  ′
Sدر. است؟ پاسخ روشن است   هاي اوليه و نيز تكانه پايسته است؛ چون تكانه′

 

Sنهايي سامانه، در چارچوب )ي ه،  هر دو به  اندازS ، در مقايسه با چارچوب′ )im∑ uبه بيان ديگر، ( يابند  افزايش مي
فقط فرض . نيمك پايستگي تكانه را بررسي كرديم در هيچ جا نگفتيم كه از چه چارچوبي استفاده مي5هنگامي كه در فصل 

بنابراين، بگذاريد به چارچوب .)  برابر نمي شدma بايگر  دFبوددار مياگر چارچوب شتاب. دار نيستكرديم چارچوب  شتاب
) CMچارچوب(چارچوب مركزجرميك چنين چارجوبي را . ي ذرات صفر استي كل سامانهاي بينديشيم كه در آن، تكانهيگانه
iي كل تكانهSدر چارچوب اگر. گويندمي im=∑P v،باشد آنگاه چارچوب مركزجرم S  ، چارچوبي است كه بايد نسبت ′
   با سرعتSبه
)12-8(  i i

i

m
m M

= = ∑
∑

vPu  

iM(حركت كند  m=∑اثبات اين كه چارچوب). ستي ذرات ا جرم كل سامانهS  همان S نسبت بهu با اين سرعت′
  توان  نوشتمي) 8-11(ي  با استفاده از رابطه. دشوار نيست) ي كل صفر استيعني در آن تكانه( چارچوب مركزجرم است 

  
)13-8(  

( )

( ) ( )

i i i i

i i

m m

m
M

′ ′= = −

= − = − =

∑ ∑
∑

P v v u
Pv P P

  

  . ي كل صفر استپس، در اين چارچوب تكانه
فرايندهاي فيزيكي در اين چارچوب تقارن بيشتري دارند و اين سبب شفاف بودن . چارچوب مركزجرم بسيار سودمند است

 به چارچوب گاهي. دهندهاي نظري بيشتر كارهاي پژوهشي خود را در اين چارچوب انجام ميفيزيك پيشه. شودنتايج مي
اما چارچوب . كندچون در اين چارچوب، مركز جرم ساكن است و حركت نمي. گويند نيز ميصفرتكانهمركزجرم چارچوب 

 هنوز هم سودمند ،دار و در نتيجه نا لخت است؛ با اين وجوددر ميدان گرانش اين چارچوب شتاب. (تراستمركزجرم معمول
  .) است

  توان به صورت زير به بيش از دو ذره هم تعميم داد، را مي)8-2(ي ، رابطه تعريف مركزجرم براي دو ذره

u

S  

S ′  

 8-3شكل 
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)14-8(  i i

i

m
m

= ∑
∑

r
R  

 همان سرعت Rشود كه مشتقكند از اين نكته نتيجه ميواقعيت اين كه در چارچوب مركزجرم، خودِ مركزجرم حركت نمي
 irالبته مكان نسبي. توان مركزجرم را مبداء مختصات برگزيدپس، مي. تعريف شده است) 8-12(ي طهمركزجرم است كه با راب

CMي با گزينه. مستقل از اين است كه مبداء مختصات را كجا برگزينيم =R   داريم) 8-7(ي  در رابطه0
)15-8(  ,CM CM

mm
M M

= = −r r r r12
1 2  

  نددر اين چارچوب تكانه هاي دو ذره باهم برابر و مخالف يكديگر
)16-8(  1 1 2 2CM CM CMm m μ= − = =r r r P  

هيچ چيز . كنند استفاده ميهم چارچوب آزمايشگاهها از چارچوب ديگري به نام فيزيك پيشه افزون بر چارچوب مركزجرم،
 در آن شرايط مسئله يشگاه  چارچوب لختي است كهچارچوب آزما. ي چارچوب آزمايشگاه وجود نداردخاصي در باره

ها براي حل مسئله بايد بيشتر وقت.  ناميد"چارچوب آزمايشگاه"پس، هر چارچوب لخت را مي توان . شودچارچوب داده مي
در براي نمونه، ممكن است كه از ما خواسته شود پاسخ مسئله را . هاي مركزجرم و آزمايشگاه رفت و آمد كردبين چارچوب

هاي مسئله در چارچوب آزمايشگاه را به چارچوب مركزجرم گاهي مجبوريم داده براي اين كار. چارچوب آزمايشگاه بيابيم
و آن را حل كنيم و سپس نتيجه را به چارچوب آزمايشگاه ) تر استچون حل مسئله در چارچوب مركزجرم آسان( ببريم 

  .دهدر نشان ميت  اين تبديل ها را روشن8-1مثال . برگردانيم
  

  با آن كند وحركت مي M  به سوي جرم در حال سكونv با سرعتmجرم) 8-3(  در شكل ):دو جرم در يك بعد  (8-1مثال 
فرض كنيد . جهند واميها، از همها بدون اتلافي در انرژي كل آنجرم. كندبرخورد مي

  .ها را پيدا كنيدسرعت نهايي جرم.دهد برخورد در يك بعد روي مي
  .  براي حل اين مسئله در چارچوب آزمايشگاه بايد از پايستگي انرژي استفاده كنيم:حل

  

ر چارچوب مركزجرم حل آن د). ها را به توان دو رساندچون بايد تكانه( شود ها زشت و پيچيده ميرابطهدر اين چارچوب 
  ). همين مسئله را در چارچوب آزمايشگاه حل خواهيم كرد8-3در مثال . ( تر است و از اين گونه پيچيدگي ها خبري نيستساده

 بنابراين، چارچوب مركزجرم چارچوبي است كه با سرعت.  استmvي كل سامانهدر چارچوب آزمايشگاه تكانه
( )mv m M u+ ها پس، در چارچوب مركزجرم سرعت ذره. كند نسبت به چارچوب آزمايشگاه  به راست حركت مي≡

  عبارتند از
)17-8(  

, ,,m CM M CM
Mv mvv v u v u

m M m M
= − = = − = −

+ +
  

M و نسبت آنهاvهان نتيجه توجه كنيد كه تفاوت سرعتبراي آزمون درستي اي mاست .  
ها بايد پس ي مهمي را كه اينك بايد به آن توجه كنيم اين است كه در چارچوب مركزجرم اگر واقعا برخورد روي دهد، ذرهنكته

Mها پس از برخورد هم بايد نسبت سرعتچون. از برخورد جهت سرعتشان را وارون كنند mاقي ي كل صفر ب باشد تا تكانه

m  v  M
 8-3شكل 
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ها روي دهد ديگر اما اگر هر كدام از اين حالت. ها يا هر دو بايد افزايش يابند ويا هر دو بايد كاهش پيدا كنند، سرعتپس. بماند
اما سنگيني آن در مقايسه . توجه كنيد كه در چارچوب مركزجرم نيز از پايستگي انرژي استفاده كرديم. ( ماندانرژي پايسته نمي
  ).شگاه اندك استبا چارچوب آزماي
كافي است كه ) 8-11(ي با توجه به رابطه. هاي نهايي را در چارچوب آزمايشگاه به دست آوريمتوانيم سرعتاگر بخواهيم، مي

)سرعت مركزجرم، )mv m M+را به اين دو سرعت جديد ( )Mv m M− ) و+ )mv m M+م تا سرعت ها در  بيفزايي
  .چارچوب آزمايشگاه به صورت زير به دست آيند

)18-8(  
,

( )
m lab

m M vv
m M
−

=
+

M,    و     lab
mvv

m M
=

+
2  

m اگر:نكته M=ايستد و جرم سمت راست با سرعت باشد، جرم سمت چپ پس از برخورد ميv  در چارچوب آزمايشگاه 
Mاگر. كندحركت مي mباشد، جرم سمت چپ با سرعت v≈گردد و جرم سمت راست اساسا حركت نمي به عقب برمي-

mاگر. كند Mباشد، آنگاه جرم سمت چپ با سرعت v≈دهد و جرم سمت راست با سرعت به حركتش ادامه ميv≈ 2 
مسئله توپ تنيس و توپ بسكتبال را (انجامد گيري است وبه برخي نتايج جالب ميي چشم نتيجهv2اين سرعت. كندحركت مي

 كه در واقع چارچوب مركزجرم است، به مسئله نگاه كنيد اين موضوع روشني بيشتر mتراگر از چارچوب جرم سنگين.) بينيدب
   .دارد

 آمده 8-3  در بخش 8-3اين حل در مثال . بد نيست كه همين مسئله را يك بار ديگر و در چارچوب آزمايشگاه هم حل كنيم
  . است

  
   انرژي جنبشي2-2-8

ي بين انرژي جنبشي در دو چارچوب متفاوت معمولا پيچيده و از روشنگري اندكي ها، رابطهذرهاي از اي با مجموعهدر سامانه
  .شودها، چارچوب مركزجرم باشد اين ارتباط ساده و زيبا مياما اگر يكي از اين چارچوب. برخوردار است

Sفرض كنيد ها در دو سرعت ذره. كند حركت ميu با سرعتS چارچوب مركزجرم است و نسبت به چارچوب ديگر′
  ي سامانه داريمداده شده است و براي هر ذره) 8-11(ي چارچوب با رابطه

)19-8(  i i′= +v v u  
  انرژي جنبشي در چارچوب مركزجرم عبارت است از

)20-8(  
CM i iT m ′= ∑ v 21

2  

   برابراست باSو در چارچوب
  
)21-8(  
  

( )

( )

S i i i i i i

i i i i i CM

T m m

m m m T Mu

′ ′ ′ ′= + = ⋅ + ⋅ + ⋅

′ ′= + ⋅ + = +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

v u v v v u u u

v u v u

2

2 2 2

1 1 22 2
1 1 1
2 2 2

  

i جرم كل است و بنابه تعريف مركزجرم داريمMكه در آن ii
m ′ =∑ v   پس، انرژي جنبشي در هر چارچوبي برابر است .  0
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 كه در Mاي با جرمي برابر با جرم كل سامانهاي نقطهي انرژي جنبشي ذره انرژي جنبشي در چارچوب مركزجرم بعلاوهبا
 :بيان كردتوان به صورت زير ي آني از اين رابطه را مييك نتيجه.) كند حركت ميuو با سرعت( مركزجرم جايگزيده است 

  .د در هر چارچوب ديگري هم پايسته استباشي جنبشي در يك چارچوب پايسته  انرژ كه فرايند برخوردهردر
  

ي ماه و زمين چيست؟ مكان ظاهري خورشيد به خاطر  ي مدار ماه با فاصله ارتباط بين دوره) : حركت يك سياره ( 8-2مثال 
  ند؟ك تأثير ماه در مكان زمين تا چه حد نوسان مي

  .آيد صورت زير درميه  اينك ب )8 -5(ي  معادله :حل
)22-8(  ˆ ˆG m m G Mr r

r r
μμ = − = −r 1 2

2 2  

ويژه براي مدار بيضي، دوره با ه ب. كند  حركت ميMي ثابتي با جرم اي است كه حول نقطه ي حركت ذره معادلهاين رابطه، 
  :شود داده مي) 7-90(رابطه 

)23-8(  a
GM

τ
π

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 3

2 

دو جرم است و نه جرم  جمع Mواست ) ميانگين فاصله بين دو جسم (نسبيمحور بزرگ مدار  نيم aتوجه كنيد كه در اينجا
محور بزرگ بستگي دارد  ر نه تنها به نيمي مدا دوره: طور تقريب درست استه  قانون سوم كپلر تنها ب،بنابراين. تر جسم سنگين
 . وابسته استهمبلكه به جرم 
با نسبت ( ماه -ي زمين تر كسر چشمگيري از كل جرم است، سامانهسبكهايي كه جرم جسم ي خورشيدي تنها حالت در منظومه

,m m =1 2 1 81 m,با نسبت(ارون و ـ ش و پلوت)3 m =1 2 1 8  ي مدار ماه را از قانون سوم كپلر خواستيم دوره مياگر . اند )5
آورديم، با ميدست ه بايست مقدار بالا را ب ميمقايسه كنيم، دور زمين ي كوچكي به  ي مدار ماهواره با دورهحساب كنيم و آن را
  .تر است  ساعت طولاني4اي خواهد انجاميد كه حدود  اين به دوره. رديمكمي را جايگزين m2 بايد Mاين تفاوت كه به جاي

 كه هر دو جسم در مدارهاي بيضي حول مركز جرم حركت شودديده مي) 8 -15(ي   ماه، از رابطه- زمينCMدر چارچوب 
  محورهاي بزرگ آنها عبارتند از نيم. كنند مي
)24-8(  mm

a a a a
M M

= = 12
1 2  

, ماه،-ميني ز براي سامانه Kma = × 53 84 10 
راين، زمين در مدار بيضي كوچكي با بناب. است
, بزرگ محور نيم Kma a= =2 81 3  حول 4670

جرم توجه كنيد كه مركز(چرخد جرم ميمركز
  اين به.) سامانه در درون زمين قرار دارد

  

aاي ي زاويه با دامنه)  را ببينيد8 -3شكل (هاي كوچكي نوسان Aα ≈    زمين  فاصلهA  در آنانجامد كه  در جهت خورشيد مي2
,چون. تا خورشيد است KmA = × 81 5 α,  بنابراين است10 = 6  است ثانيه 4

A  α  خورشيد 

  8-3شكل 

 ماه

 زمين

a2  

a1  
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  برخورد   3-8 

برخوردهايي را ). ستيكغير الا( ناكشسان و برخورد ) الاستيك ( كشسانبرخورد : وجود دارد بين ذرات دو گونه برخورد
  نام رمز براي پايسته بودن "كشسان"ي در واقع واژه. گويند كه در فرايند برخورد انرژي جنبشي پايسته بماندكشسان مي

ماند و بخشي از آن برخورد ناكشسان برخوردي است كه انرژي جنبشي در فرايند برخورد پايسته نمي. انرژي جنبشي است
اما در برخورد ناكشسان بخشي از آن به جاي اين كه به صورت .  پايسته استكلدر هر برخوردي انرژي البته، . رودهدر مي

  .)شودها تبديل ميهاي درون ذرها به بيان ديگر به حركت نسبي اتمي( شود انرژي انتقالي ظاهر شود به گرما تبديل مي 
هاي پايستگي انرژي و تكانه را نوشت كافي است معادله.  استپردازد به نسبت آسانهايي كه به برخورد كشسان ميحل مسئله

هاي مربوط به برخورد ناكشسان تغييري اندك در اين محاسبه در مسئله. هاي خواسته شده حل كردو آنها را برحسب متغير
  .كارساز خواهد بود

  
  برخورد كشسان در يك بعد   1-3-8

 را دوباره حل 8-1ين كه روش عمومي حل اين گونه مسئله ها را ببينيم مثال پردازيم و براي انخست به حركت در يك بعد مي
  .  مي كنيم

  
  ): دوباره-دوجرم در يك بعد ( 8-3مثال 

ت و با آن  حركM   به سوي جرم در حال سكونv با سرعتmجرم) 8-4(برابر شكل 
ي فرض كنيد همه. جهندجرم ها بدون اتلاف در انرژي كل، از هم وامي .برخورد مي كند

  .ها را پيدا كنيدسرعت نهايي جرم.  دهندحركت ها در يك بعد روي مي

  

vهاي نهايي ذره ها را سرعت:حل V و′ در .  ما از پرايم براي مشخص كردن چارچوب استفاده كرديم8-1 در مثال(  بناميد ′
  از پايستگي تكانه و انرژي به ترتيب داريم). بريم به كار مي"نهايي"هاياينجا پرايم را براي نشان دادن سرعت

  
)25-8(  

mv mv MV

mv mv MV

′ ′+ = +

′ ′+ = +2 2 21 1 1
2 2 2

  

vبراي اين كه V و′ Vي اول براياز معادله.   را به دست بياوريم بايد اين دو معادله را حل كنيم′    خواهيم داشت′
( )V m v v M′ ′=   آيدي دوم جاگذاري كنيم، به دست مياگر آن را در معادله . −

  
)26-8(  

( ) ( ) ( )

[( ) ( ) ]( )

m v vmv mv M m M v mvv m M v
M

m M v m M v v v

′−′ ′ ′= + ⇒ = + − + −

′ ′⇒ = + − − −

2 2
2 2 2 2

2 2  

v v البته اين پاسخ است، چون به يقين، شرايط اوليه . ي بالاست؛ اما پاسخي نيست كه در پي آنيمهاي معادله يكي از پاسخ=′
vپاسخ. كننددر پايستگي انرژي و تكانه صدق مي v   ا ب. اندتوان اين گونه تفسير كرد كه ذره ها با هم برخورد نكرده را مي=′

m  v  M  
 8-4شكل 
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vاين وجود، دانستن اين كه v   هاي درجه دو هاي اضافي حل معادلهي بالاست ما را از دردسرهاي معادله يكي از ريشه=′
)عبارت است از) 8-26(ي ي ديگر معادلهريشه. رهاندمي ) ( )v v m M m M′ = − ي  نخست اگر اين ريشه را در معادله . +

Vقرار دهيم آنگاه) 8-25(ي رابطه   آيد و خواهيم داشت  هم به دست مي′
)27-8(  ( )m M vv

m M
−′ =
+

mvV                                و
m M

′ =
+

2  

  .  به دست آمدند8-1هايي اند كه در مثال اين ها همان پاسخ
  

ي زير ما را از درگير شدن با قضيه. كرديمي درجه دو را حل ميبايست معادلهردناك بود؛ چون ميحل مثال بالا اندكي د
  .كند و در نتيجه بسيار سودمند استهاي برخورد در يك بعد بي نياز ميهاي درجه دو در مسئلهمعادله
نهاي سرعت نسبي آنها پيش از برخور با م ز در برخورد كشسان در يك بعد، سرعت نسبي دو ذره پس ا  :8-1يقضيه

  .د برابراست برخورد
 fvاآنها را ب) پس از برخورد( سرعت نهايي .  بناميدiV وivي آنها را به ترتيب و سرعت اوليهM وmها را  جرم ذره:اثبات

  از پايستگي تكانه و انرژي داريم.  نشان دهيدfVو
  
)28-8(  

i i f f

i i f f

mv MV mv MV

mv MV mv MV

+ = +

+ = +2 2 2 21 1 1 1
2 2 2 2

  

  آيندميها به صورت زير درها ، اين رابطهجايي جملهپس از جابه
)29-8(  ( ) ( )

( ) ( )
i f f i

i f f i

m v v M V V

m v v M V V

− = −

− = −2 2 2 2  

i اولي تقسيم كنيم خواهيم داشتي دوم را بهاگر معادله f i fv v V V+ =   بنابراين داريم . +
)30-8(  ( )i i f fv V v V− = − −  

fتوجه كنيد كه با تقسيم كردن دو معادله در بالا، پاسخ هاي. خواستيم اثبات كنيماي است كه مياين نتيجه iv v=و f iV V= 
   .  گفتيم، اين ها پاسخ هاي بديهي اند8-3اما همان گونه كه در مثال. را از دست داديم

ي درجه دو است در آن نهفته ي پايستگي انرژي كه يك معادلهاي خطي است و گزارهچون رابطه. مانند است بياياين  قضيه
هاي ها را دربردارد كه جفت معادلهاند، همان آگاهينه، كه هر دو خطيبنابراين، استفاده از اين قضيه به همراه پايستگي تكا. است

بنابراين در هر چارچوب ديگري هم برقرار . توجه كنيد كه اين قضيه در چارچوب مركزجرم كاملا واضح است. دارند) 25-8(
  .فقط با تفاوت سرعت ها سروكار دارد است؛ چون

  
  برخورد كشسان در دو بعد    2-3-8

   خود را به بنابراين،. بيه حالت دو بعدي استبرخورد در سه بعد هم ش. تر برخورد در دو بعد مي پردازيمه حالت عمومياينك ب
   در مقايسه با برخورد دو بعدي،. چنداني ندارد برخورد در دو بعد با حالت برخورد در يك بعد فرق. كنيمدو بعد محدود مي
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  .بگذاريد اين را با مثالي نشان دهيم.  براي پايستگي تكانه ونيز يك متغير اضافي داردي اضافه يك معادلهبرخورد در يك بعد،
  

ي يكساني كه در  به تيلهvاي با سرعتتيله) 8-5(  در شكل ):دو تيله ( 8-4مثال 
  . جهندبرخورد و از روي هم واميها با هم تيله. شودحال سكون است نزديك مي

  .شوداش منحرف مي از مسير اوليهθيي فرودي پس از برخورد با زاويهتيله
  ي دوم چقدر است؟، تيلهφي حركت،زاويه. ها را بيابيدسرعت نهايي تيله

vها راهاي نهايي تيله سرعت:حل  به E وxp،ypاز پايستگي.  بناميد′V و′
  :ترتيب خواهيم داشت

  
)31-7(  
  

cos cos
sin sin

mv mv mV
mv mV

mv mv mV

θ φ
θ φ
′ ′= +

′ ′=

′ ′= +2 2 21 1 1
2 2 2

  

  

  

vبايد اين سه معادله را حل كنيم و سه مجهول ′،  V′و φزمان آنها هاي گوناگوني براي حل همروش.  را به دست آوريم
  : يكي از آن ها به قرار زير است. وجود دارد
cosmvپس از بردن. ي اول را به توان دو برسانيد و با هم جمع كنيددو معادله θ′تساوي،  خواهيم داشت به سمت چپ   

)32-8(  cosv vv v Vθ′ ′ ′− + =2 2 22  
Vتركيب كنيم) 8-31(ي ي سوم در رابطهاگر اين رابطه را با معادله   شود و خواهيم داشت حذف مي′

)33-8(  cosv v θ′ =  
vبه جاي) 8-31(ي ي سوم رابطهحال اگر در معادله   آيدقرار دهيم ، به دست مي)  8-33(ي   از رابطه′

)34-8(  sinV v θ′ =  
)خواهيم داشت ) 8-31(ي ي دوم رابطهبنابراين، از معادله cos )sin ( sin )sinm v m vθ θ θ φ= يا cos sinθ φ= و  
  سرانجام اين كه

)35-8(  φ θ= −9  
  در مثال زير اين واقعيت روشن تر نشان داده شده است. جهند نسبت به هم از روي هم وامي90يها با زاويهبه بيان ديگر، تيله

  
mvبا نوشتن . كنندي يكسان با هم برخورد كشسان مي دو تيله):ي راست در بازي تيلهزاويه ( 8-5مثال  2   به صورت2

( )m ⋅v v   . است90ي بين مسير آنها نشان دهيد كه پس از برخورد، زاويه2
  از پايستگي تكانه و انرژي داريم.  بناميدv2 وv1هاي نهايي دو ذره را و سرعتv سرعت اوليه را:حل

  
)36-8(  ( ) ( ) ( )

m m m

m m m

= +

⋅ = ⋅ + ⋅

v v v

v v v v v v

1 2

1 1 2 2
1 1 1
2 2 2

  

m  
v  

m  

θ  
φ  

v ′  

 8-5شكل 

V ′  
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=گويد ي نخست ميمعادله +v v v1   ي دوم قرار دهيد و توجه كنيد كه آن را در معادله. 2
( ) ( )+ ⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅v v v v v v v v v v1 2 1 2 1 1 1 2 2   :آيدبنابراين، به دست مي.  22

)37-8(  ⋅ =v v1 2  
ايستد؛  چون برخورد شاخ به ي فرودي مي است يعني تيلهv1=: يا. (   است90 برابرv2 وv1ي بين زاويهبه بيان ديگر،

  .)ها به هم برخورد نمي كنند است ، يعني تيلهv2= :يا. شاخ است
  

يا (در برخورد دو بعدي . تر استهمان گونه كه در مثال برخورد يك بعدي ديديم، تصور برخورد درچارچوب مركزجرم آسان
هاي نهايي دو كزجرم سرعتگيريم كه در چارچوب مرنتيجه مي) يعني پايستگي تكانه و انرژي(ها هم به همان دليل) سه بعدي

اين سادگي در چارچوب مركزجرم، نسبت . كنند بايد با سرعت پيش از برخورد شان برابر باشداي كه برخورد كشسان ميذره
  .  به چارچوب آزمايشگاه، بي شك از روشنگري بيشتري برخوردار است

   
  فرايندهاي ناكشسان ذاتي  4-8

در نگاه نخست اين سرشت ناكشساني سامانه چندان آشكار . ي ذاتي ناكشسان داردها، سامانه ويژگيهادر گروهي از مسئله
ها نگاه كنيد؛ در آنها به ناگزير اتلاف انرژي جنبشي به صورت گرما نمايان خواهد  مهم نيست كه چگونه به اين مسئله.نيست
اما نكته در اين است كه اگر بخواهيد . البته انرژي كل سامانه پايسته است و گرما  فقط صورت ديگري از انرژي است. شد

mvمشتي 2 ها از زيبايي خاصي اين گونه مسئله.  بنويسيد و جمع آنها را پايسته نگه داريد به پاسخ نادرست خواهيد رسيد2
  .مثال زير نمايش كلاسيك اين گونه مسئله هاست. برخوردارند

  
kgكند و ماسه با آهنگ حركت ميvاي با سرعت ثابت تسمه):ماسه و تسمه ( 8-6مثال  sσ به طور عمود  بر روي تسمه 
  .ريزدمي

   ادامه دهد؟v  چه نيرويي بايد به تسمه وارد كنيم تا به حركت با سرعت ثابتش):الف(
  دهيم؟ چه مقدار كار در واحد زمان انجام مي):پ(  آورد؟ن چقدر انرژي به دست مي ماسه در واحد زما):ب(
  :شود چه مقدار انرژي در واحد زمان به گرما تبديل مي):ت(

    mي روي آن رااگر جرم تسمه و ماسه. برابر است  با آهنگ تغيير تكانهوارد كنيم نيرويي را كه بايد به تسمه )الف( :حل
   داريمvفرض كنيد آنگاه براي سرعت ثابت

)38-8(  ( )dp d mv dv dmF m v v
dt dt dt dt

σ= = = + = +0  

  آورد برابر است با مقدار انرژي جنبشي كه ماسه در واحد زمان به دست مي):ب(
)39-8(  d mv dm v v

dt dt
σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2  
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  دهيم برابر است بان انجام مي مقدار كاري را كه ما در واحد زما):پ(
)40-8(  dW Fdx Fv v

dt dt
σ= = = 2  

vσ كار با آهنگ):ت( vσگيرد و انرژي جنبشي با آهنگ انجام مي2 2  شده بايد با آهنگ " انرژي گم"پس. شود افزوده مي2
v v vσ σ σ− =2 2 22   .ديل شود به گرما تب2

  
توان اين نتيجه را به صورت زير مي. آورد برابر استدر اين مثال مقدار انرژي هدر رفته با انرژي جنبشي كه ماسه به دست مي

   . را در نظر بگيريد كه روي تسمه مي افتدMبراي سادگي اين توضيح، تنها يك دانه ماسه با جرم. توضيح داد
 در اين مدت، ماسه به ت به تسمه به حال سكون در بيايد،كشد تا ماسه نسبمدت زماني طول مي: چوب آزمايشگاهدر چار
Mvي اندازه 2 حالا از چارچوب تسمه به اين مسئله . كند حركت ميvآورد؛ چون تسمه با سرعت انرژي جنبشي به دست مي2

Mvدر اين چارچوب، ماسه با انرژي جنبشي اوليه. اه كنيدنگ 2 به شود تا در روي تسمه ند مينشيند و كُ روي تسمه مي2
Mvي انرژي، همهبنابراين. حالت سكون در بيايد 2 س چون گرما در هر چارچوبي يكسان است، پ. شود آن به گرما تبديل مي2

بينيم كه برابري اتلاف انرژي به گرما و مقدار انرژي جنبشي به بنابراين، مي. دار گرما همين استدر چارچوب آزمايشگاه هم مق
) vيعني(خيزد كه تسمه با همان آهنگي نسبت به چارچوب آزمايشگاه  واقعيت برميچارچوب آزمايشگاه، از ايندست آمده در 

  .كندحركت مي) vباز هم(  كند كه چارچوب آزمايشگاه نسبت به تسمهحركت مي
اتلاف انرژي و تبديل آن به گرما . ي سرشت اصطكاك بين تسمه و ماسه فرض نكرديمي بالا ما چيزي در بارهدر حل مسئله

توان ي و در زماني طولاني نسبت به تسمه به حال سكون در بيايد، ميشايد گمان كنيد كه اگر ماسه به آرام. گزير ناپذير است
اين گمان نادرستي است؛ زيرا اگر چه با كند حركت كردن ماسه در روي تسمه، نيروي اصطكاك . از اتلاف انرژي جلوگيري كرد

  .كند يكديگر را جبران ميشود و اين دوشود درازتر ميبه ماسه اعمال مي شود اما طول مسيري كه نيروي اصطكاككم مي
يروي اصطكاك بزرگ و طول مسيري  اگر ماسه به طور سريع و ناگهاني در روي تسمه به حال سكون در بيايد آنگاه ن،چنينهم
هر طور كه به مسئله نگاه كنيد، كار نيروي . كنندشود كوتاه است و اين دو يكديگر را جبران مي اين نيرو به ماسه اعمال ميكه

  .اك همان مقدار غير صفر استاصطك
Fهاي ديگر، ناكشساني از اول آشكار است و چالش حل آنها به كار بردن درستدر مسئله dp dt=به جاي F ma= است  .

Fكندچون جرم تغيير مي ma=راي اين وضعيت ها توجه كنيدبه مثالي ب. تواند شما را گمراه كند مي.  
  

kg و چگالي جرميL  زنجيري به طول):زنجير وترازو (8-7مثال  mσداريم به ي ترازويي قائم نگه مي را بربالاي كفه
ترازو چه مقداري را برحسب . كنيم تا بيفتديزنجير را رها م. ي ترازو تماس داشته باشدطوري كه انتهاي پايين زنجير با كفه

دهد كه به جسم روي خود وارد توجه كنيد كه ترازو نيرويي را نشان مي( دهد؟ ي زنجير نشان ميتابعي از طول سقوط نكرده
  ).كندمي

  . كند نيرويي باشد كه ترازو به زنجير وارد ميF طول آن بخش از زنجير باشد كه هنوز در هواست وy فرض كنيد:1حل 
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)شودنيروي برآيند كه به زنجير وارد مي )F L gσ− ي زنجير برابر است تكانه). رو به بالا را مثبت فرض كرديم(  است  
)با )y yσ .توجه كنيد كه اين مقدار منفي است چونyاز برابري نيروي برآيند و تغيير .  رو به پايين و در نتيجه منفي است

  تكانه داريم
)41-8(  ( )d yyF Lg yy y

dt
σσ σ σ− = = + 2  

yكند و بنابراين، از زنجير كه هنوز در هواست، سقوط آزاد مييبخش g=  داريمچنين براي سقوط آزاد هم.  است −
( )y g L y= −   قرار دهيم خواهيم داشت) 8-41(ي اگر اين دو را در رابطه. 2−

)42-8(  ( ) ( )F Lg yg L y g L y gσ σ σ σ= − + − = −2 3  
yاين پاسخ به ازاي L=هاي گيرايي است كه درست پيش ازآنكه آخرين جزء اين هم از ويژگي. دهد مقدار درستي به دست مي

)دهدي ترازو بنشيند، مقدار نيرويي كه ترازو نشان ميزنجير بر روي كفه )L gσ3ي زنجير بر روي هنگامي كه همه.   است
  . را نشان خواهد دادLgσي ترازو ناگهان مقدارترازو قرار گرفت، عقربه

يك بخش اين نيرو آن .  دو بخش دارد،دهد و بنابراينكند، دو كار انجام ميارد مي نيروي عمودي كه ترازو به زنجير و:2حل 
اين همان نيروي وزن قسمتي از زنجير است كه . داردي ترازو نشسته است در آن جا نگه ميقسمت از زنجير را كه بر روي كفه

)ي ترازوست و برابر باروي كفه )wF L y gσ=  ، آن قسمت از dpي،فتن بخش دوم نيرو، بايد تغيير تكانهيابراي. است −
 نشيندي ترازو مي بر روي كفهdtمقدار جرمي كه در زمان. رسدي ترازو مي به كفهdtزنجير را حساب كرد كه در زمان

dm dy y dt ydtσ σ σ= = = ي ترازو به طور ناگهاني به  است و با برخورد به كفهyسرعت اين جرم در آغاز.   است−
)پس، تغيير تكانه آن. يابدصفر كاهش مي )dp dm y y dtσ= − =   نيروي لازم براي ايجاد اين تغيير تكانه .  است2

)43-8(  
dp dt

dpF y
dt

σ= = 2  

)چون. ت اس )y g L y=   شود  است ؛ پس نيروي كل كه از سوي ترازو به زنجير وارد مي2−
)44-8(  ( ) ( ) ( )w dp dtF F F L y g L y g L y gσ σ σ= + = − + − = −2 3  

dpي ترازو ننشسته است، داريمي طول زنجير كاملا در كفهتوجه كنيد كه تا وقتي كه همه.  است dt wF F=  y كه مستقل از2
  .است

  
  
  

  مثال هاي تكميلي
ها با هم برخورد جرم.  استvسرعت هر دو جرم. كنند به سوي چپ حركت ميm به سوي راست و جرمm4جرم 1-ت

  .ا پس از برخورد به دست آوريدها رسرعت آزمايشگاهي جرم. كنندكشسان مي
  . محاسبه را در چارچوب آزمايشگاه انجام دهيد):الف(
  . محاسبه را در چارچوب مركزجرم انجام دهيد):ب(
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)  عدد ثابتي استNm) Nي ساكني به جرمد و با ذرهكن حركت ميv با سرعتx در راستاي محورmاي به جرم  ذره2-ت
 با Nmيبردار سرعت ذره. اند سرعت آنها باهم برابرxيشود كه پس از برخورد مولفهمشاهده مي. كندبرخورد كشسان مي

 سازد؟ اي مي چه زاويهxمحور

  d وقطرMبر روي توپ بزرگتري به جرم) 8-6( برابر شكل m توپ كوچكي به جرم 3-ت
فرض . شوندها رها ميتوپ.   استhزمينتر از ي توپ بزرگترين نقطهارتفاع پايين. قرار دارد

Mكنيد mتر تا چه ارتفاعي از توپ كوچك پس از برخورد كشسان با توپ بزرگ.  است
  .تر با زمين كشسان استرود؟ برخورد توپ بزرگسطح زمين بالا مي

كند از آن  مي هر بار كه به يكي از ديوارها برخوردكند و   توپي بين دو ديوار حركت مي4-ت
اگر برخورد توپ با ). 8-7شكل ( كند  به سوي سطح ديگر حركت ميvجهد و با سرعتوامي

  : باشدي بين دو ديواراين ديوارها كشسان و فاصله

  

  . وارد به هر ديوار را حساب كنيدF نيروي ميانگين  ):الف(
  . وارد به هر ديوار را حساب كنيدF نيروي ميانگين  ):الف( 
V  اگر ديوار سمت چپ به آهستگي با سرعت):ب( v به سوي ديوار ديگر 

چون مسافت بين ( يابد زمان افزايش ميحركت كند، تعداد برخوردها در واحد 
شود و سرعت توپ در اثر برخورد با ديوار متحرك افزايش تر ميديوارها كوتاه

  .  ديوارها بيابيدxي را برحسب فاصلهFنيروي.) كندپيدا مي
 با افزايش x بهجايي ديوار ازبه   نشان دهيد كه كار انجام شده براي جا):پ(

  .انرژي جنبشي توپ برابر است

  

ي پراكندگي در زاويه. كندبرخورد كشسان مي Mي در حالت سكون و با جرم با ذرهv و با سرعتmاي به جرم  ذره5-ت
  . استθ مركزجرمچارچوب

  . را در چارچوب آزمايشگاه به دست آوريدm سرعت نهايي جرم):الف(
  تلف شده است؟m چه كسري از انرژي جنبشي جرم):ب(

شاخ دو ذره با نسبت سرعت نسبي دو ذره پش از برخورد به سرعت نسبي به در برخورد شاخε بازگردانيضريب   6-ت
  .شودپيش از برخورد آنها تعريف مي

   چقدر است؟ε در برخورد كاملا ناكشسان صريب بازگرداني ):الف(
  قدر است؟در برخورد كشسان دو ذره چاني   ضريب بازگرد):ب(
Hشود و تا ارتفاع رها ميh  توپي از ارتفاع):پ( Hنشان دهيد كه. جهد از سطح زمين وامي1 hε = 1.  
0,داني توپ   باد مناسب براي توپ بسكتبال بايد چنان باشد كه ضريب بازگر):ت( توپي با اين ضريب بازگرداني از . باشد. 85

  .جهدتوپ تا چه ارتفاعي به بالا وامي. شود بالاي يك سطح چوبي رها مي1رm2ارتفاع
H ثابت باشد و ارتفاع اولين جهش توپε    اگر):ج( n امين جهش توپ -n باشد، نشان دهيد كه ارتفاع1

nH hε=   .  است2

M  

m  

h  

 8-6شكل 

x  

v  

V  
 

 8-7شكل 
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  .ارتفاع هشتمين جهش توپ را حساب كنيد
  
  

  مسئله ها
اگر . دهد برخورد كشسان انجام ميmكند و با جرم ساكن حركت ميvبا سرعتm2جرم):  برابرزاويه ي پراكندگي(  1-8

  .ي پراكندگي جرم ها نسبت به مسير اوليه با هم برابر باشند اين زاويه را بيابيدزاويه
  توپ كنارهم چنان نشانه گيري شده است كه برابر شكل  به سوي دو v يك توپ بيليارد با سرعت):سه توپ بيليارد ( 2-8
هاي هاي مساوي و با زاويهخورد، توپ هاي سمت راست با  سرعتدر اين آرايش، در اثر بر. به وسط آنها برخورد كند) 8-8(

  .برخورد بيابيد سرعت هر سه توپ را پس از.  نسبت به مسير توپ سمت چپ پراكنده مي شوند30برابر
 با  m به راست و جرمv با سرعتm3 جرم ):سرعت هاي نهايي(  3-8

هاي سرعت. كنندكنند و با هم برخورد كشسان مي به چپ حركت ميvسرعت
  :چوب آزمايشگاه به دو روش زير حساب كنيدنهايي را در چار

  .زمايشگاه انجام بدهيدمحاسبه را در چارچوب آ :)الف(

  

  . و سپس به چارچوب آزمايشگاه ببريد انجام بدهيد محاسبه را در چارچوب مركزجرم):ب (
 با m، از برخوردپساگر . كند برخورد كشسان ميM حركت و با جرم ساكنvبا سرعت m   جرم):90پراكندگي( ٨-۴

Mنسبت سرعت نهايي آن چقدر است؟ كمترين مقدار) 8-9شكل ( پراكنده شود 90يزاويه m چقدر بايد باشد تا اين انحراف 
مسئله را در هر دو چارچوب .  اين مسئله در هر دو چارچوب آزمايشگاه و مركزجرم قابل حل است: توجه. (  ممكن شود90

 .) حل كنيد

  كه در حال  m2رود و با توپ ديگري به جرم به سمت راست ميvرعت با سm جرمآزمايشگاه توپي به در چارچوب  5-8
3شود كه درچارچوب مركزجرم ديده مي. كندسكون است برخورد مي 4 

 فرض كنيد اين برخورد. انرژي در اثر برخورد به گرما تبديل شده است
  .گيرددر يك بعد انجام مي

  .ها را در چارچوب مركزجرم حساب كنيدي توپهاي اوليه سرعت):الف(
  .ها را در چارچوب مركزجرم حساب كنيدهاي نهايي توپ سرعت):ب(
  .ها را در چارچوب آزمايشگاه بيابيدهاي نهايي توپ سرعت):پ(

  

برخورد . كند برخورد كشسان ميmكند و با جرم ساكن حركت ميx در راستاي محورM جرم):سرعت بيشينه ( 6-8 
 θي با زاويهmاگر جرم. ها از مسير اوليه يكسان نيستندي انحراف جرمهالازم نيست كه شاخ به شاخ باشد و بنابراين، زاويه

 برخورد :راهنمايي(  چقدر بايد باشد؟ θ بيشينه مقدار ممكن را داشته باشد،yمنحرف شود، براي اين كه سرعتش در راستاي
  .) را در چارچوب مركزجرم تجسم كنيد

30

30
v

 8-8شكل 

M  

m  

M  
⇒  

m  

 8-9شكل 
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 mكند و با جرم ساكن حركت ميV با سرعتm2 ، جرم8-1ي همانند مسئله)   الف): (ي برابرهاي پراكندگزاويه( 7-8
  .بيابيدي يكسان نسبت به جهت جرم فرودي پراكنده شوند اين زاويه را ها با زاويهاگر جرم. كندبرخورد كشسان مي

  تواند باشد   ميm2 در"2"هاي يكسان پراكنده شوند، بيشينه مقداري كه به جاي ضريبها با زاويه اگر بخواهيم جرم):ب(
  چيست ؟

 را  ، توپيθي راسدر سالن مثلث شكل بسيار درازي با زاويه): سالن مثلث ( 8-8
توپ چند . كنيم ساز راس به سوي ديوار پرتاب ميموازي نيم) 8-10شكل (برابر 

  . بار از ديوار وامي جهد؟ فرض كنيد ديوار اصطكاك ندارد
  كند و با جرم حركت ميv با سرعتm جرم): ي برداري سرعت هارابطه(  9-8

  

 بايد به v2 باشند نشان دهيد كهv2 وv1ها به ترتيباگر سرعت نهايي ذره. كند به طور كشسان برخورد ميm2ساكن
+v v2   . عمود باشد12

رسد  با توپ يكساني كه ي اوج مياي كه به نقطهدر لحظه. كنيمبه طور قايم به بالا پرتاب مي توپي را ):برخورد در هوا (10-8
ي افقي كه بيشينه فاصله). برخورد لزوما شاخ به شاخ نيست( دهد كند برخورد كشسان انجام مي و افقي حركت ميvبا سرعت

  پيمايد چقدر است؟ي برخورد ميقطهتوپ دوم پيش از رسيدن دوباره به ن
كند  حركت ميv با سرعتm  جرم):هاي نهاييها و زاويهسرعت   (11-8

فرض كنيد . كندمي  برخورد كشسانm2با جرم) 8-11(و همانند شكل 
هاي اين سرعت را حساب كنيد و يكي از زاويه. هاي نهايي برابرندسرعت

بهترين روش حل مسئله براي يافتن : راهنمايي. (  را بيابيدθ2 ياθ1،پراكندگي
هاي مناسب را به توان دو برسانيد و از ها اين است كه رابطهزاويه

cos sinθ θ+ =2 2   .) فاده كنيد است1

  

فرض ) . 8-11شكل (كند  برخورد كشسان ميm2كند و با جرم حركت ميv با سرعتmجرم): هاي يكسانانرژي(  12-8
vهاي نهاييسرعت. ها برابرند نهايي جرمهايكنيد انرژي 1، v   . را بيابيدθ2 ياθ1هاي پراكندگي، و يكي از زاويه2

  m1با جرم بزرگتر  بر روي يك توپ بسكتبالm2 يك توپ تنيس با جرم كوچك.....):توپ بسكتبال، توپ تنيس، تيله  (13-8
 از سطح hپايين توپ بسكتبال در ارتفاع. قرار دارد)  8-12(برابر شكل 
  .كنيمتوپ ها را رها مي. زمين است

محاسبه : توجهجهد؟ مي  توپ تنيس تا چه ارتفاعي از زمين به بالا وا):الف(
m در تفريبرا m1 ها كشسان ام دهيد و فرض كنيد كه واجهش توپ انج2

براي اين كه تصوير روشني از مسئله داشته باشيد فرض كنيد هنگام . است
ي بسيار اندكي از هم فاصله دارند و به هم  اندازهها، آنها بهرها شدن توپ
   .نچسبيده اند

  هر كدام بسيار (  توپ بر روي هم چيده شده باشند n در حالتي كه):ب(

  

θ  

 8-10شكل 

θ2  
θ1  

m2  m  v  ⇒  

 8-11شكل 

n =4  

h  

-12شكل 
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nپاسخ براي. ارتفاع آخرين توپ را كه وامي جهد بيابيد) سبكتر از توپزيري =    چيست؟5
  

  حل مثال هاي تكميلي
نشان داده ) 8-13( شكل از برخورد در  چارچوب وضعيت پيش از برخورد و پسدر اين : در چارچوب آزمايشگاه) الف  (1-ت

vسرعت هاي نهايي را. شده اند v و4  از پايستگي تكانه داريم . بناميد و سوي راست را جهت مثبت فرض كنيد1

 )45-8(  ( )mv m v mv mv
v v v
+ − = +

⇒ = +
4 1

4 1

4 4
3 4  

  آيداز پايستگي انرژي به دست مي
  
)46-8(  

( ) ( )m v mv m v mv

v v v

+ = +

⇒ = +

2 2 2 2
4 1

2 2 2
4 1

1 1 1 14 42 2 2 2
5 4

  
  

  

vزمان حل كرد و دو مجهولتوان اين دو معادله را هممي v و4 .  است2ي درجه ي اين كار حل معادلهلازمه.  را به دست آورد1
يك بعدي سرعت نسبي پس از برخورد با گويد در برخورد كشسان  استفاده كنيم كه مي8-1ي بهتر است به جاي آن از قضيه

  ، داريمپس. منهاي سرعت نسبي پيش از برخورد برابر است
)47-8(  ( )( )v v v v v v v− = − − − ⇒ − =1 4 1 4 2  

vبا جاگذاري v v= +1   خواهيم داشت) 8-45(ي  در رابطه42
)48-8(  ( ) ,v v v v v v v v= + + ⇒ = =4 4 4 1

1 113 4 2 5 5  

  .كند، آسان استتگي انرژي و تكانه صدق ميآزمودن اين كه اين نتيجه در پايس
     سرعت مركز جرم عبارت است از:چارچوب مركزجرم)  ب(
)49-8(  ( ) ( )

CM
m v m vv v

m
+ −

= =
4 3

5 5  

  .براي حل مسئله سه گام زير بايد برداشته شود
CMvهاي اوليه در چارچوب مركزجرم عبارتند از  سرعت: رفتن به چارچوب مركزجرم-1 v v− = 2    و5

( ) CMv v v− − = − 8 وضعيت پيش از برخورد در چارچوب مركزجرم .  5
  نشان داده شده است) 8-14(در شكل

پس از .  اين گام ساده است:ي برخورد در چارچوب مركز جرممحاسبه-2
) 8-15(وضعيت در شكل . شوندها وارون ميبرخورد جهت سرعت ذره

  .شودديده مي
هاي آزمايشگاهي ين كه سرعت براي ا:به چارچوب آزمايشگاه بازگست -3

ها در چارچوب مركزجرم، سرعت را به دست آوريم بايد به سرعت ذره
  :مركز جرم را اضافه كنيم

  

m4  v  m  v  

m4  v 4  m  v 1  

 پيش از برخورد

 پس از برخورد

 8-13شكل 

m4  v2 5  m  v8 5  

 پيش از برخورد در چارچوب مركزجرم

 8-14شكل 

m4  

v2 5  
m  

v8 5  

 پس از برخورد در چارچوب مركزجرم

 8-15شكل 
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)50-5(  

CM

CM

v v v vv v

v v vv v v

= − + = − + =

= + = + =

4

1

2 2 3
5 5 5 5

8 8 3 11
5 5 5 5

  

   
   داريمxp آنگاه از پايستگي ها برابر باشند،xv اگر:چارچوب آزمايشگاه) الف  (2-ت
)51-8(  ( )x x x

vmv mv Nm v v
N

= + ⇒ =
+1  

 اوليه yp چونف جهت آن باش و در خلاyNv بايدm باشد، سرعتyv برابر باNmگويد كه اگر سرعت ميypپايستگي
  آيداز پايستگي انرژي به دست مي.  صفر است

  
  
  
)52-8(  

( ) ( )

( ) ( )

( )

y y

y

y y

v vmv m Nv Nm v
N N

vv N N N v
N

N vv N N v v
N N

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⇒ = + + +⎜ ⎟+⎝ ⎠

⇒ = + ⇒ =
+ +

2 2
22 2

2
2 2 2

2 2

1 1 1
2 2 1 2 1

1 1
11 1

  

) عبارت است ازNmبينيم كه سرعت جرمپس، مي )x yv v v N= =  اند، جرمي سرعت با هم برابرين دو مولفهچون ا . 1+
Nmنسبت به محور45ي با زاويه xكند و اين زاويه مستقل از حركت ميNاست .  

 ها در چارچوب xvچون تفاوتشان با.  هاي نهايي بايد برابر باشندxv در چارچوب مركزجرم:چارچوب مركز جرم)  ب(
. شوندها پس از برخورد وارون مي اما در چارچوب مركزجرم جهت سرعت. استCMvيبه اندازه) اندكه باهم برابر(آزمايشگاه 
xv چارچوب مركزجرمبنابراين، در    جرم در راستاي محور در نتيجه، پس از برخورد در چارچوب مركزجرم هر دو.  است0=

y) 8-16(وضعيت همانند شكل پس، . حركت خواهند كرد) در جهت مثبت يا منفي (
)سرعت مركزجرم در چارچوب آزمايشگاه. خواهد شد )CMv v N= .  است1+

و در (  در چارچوب مركزجرم است Nm جرمxvيپس اين سرعت، سرعت اوليه
-ها تغيير نمي است، چون در چارچوب مركز جرم سرعتyvنتيجه سرعت نهايي

   به اين سرعت ها به چارچوب آزمايشگاه برگرديم، CMvحال اگر با افزودن.) كنند

  

) در چارچوب آزمايشگاه عبارت است ازNmمي بينيم كه سرعت جرم )x yv v v N= =  45ي و بنابراين، با زاويه1+
  . استNكند و اين زاويه مستقل از حركت ميxنسبت به محور

  
با استفاده از . كنند سقوط ميhي با زمين برخورد كند، هر دو توپ به اندازهتر  درست پيش از آن كه توپ بزرگ 3-ت

mv mg=2 vشود كه سرعت هر دو توپ ديده مي2 gh= ها درست پيش از برخورد آنها نيز  توپاين سرعت.  است2
  تر در مسير رو به بالا با توپ كوچك. گردد به سوي بالا برميvكند و با همان سرعتتوپ بزرگ با زمين برخورد مي. است

Nm  m  

( )v N +1  

 8-16شكل 
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  از پايستگي تكانه داريم. وجه خود را به اين برخورد متمركز كنيدت. كندبرخورد كشسان مي
)53-8(  m mMv mv Mu mw u v w

M M
⎛ ⎞− = + ⇒ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
1  

uو wاز سوي ديگر، پايستگي انرژي . تر پس از برخوردشان استتر و كوچكهاي بزرگ به ترتيب سرعت رو به بالاي توپ
  گويدمي

)54-8(  Mv mv Mu mw+ = +2 2 2 2  
  آيدبه دست مي) 8-54(ي در رابطه) 8-53(ي  از رابطهuبا قرار دادن مقدار

)55-8(  m m m m m mv v vw w w
M M M M M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2 2 2 2

21 1 2 1  

Mچون mهاي مانند است از جملهm M2   آيدبه دست مي. پوشي كردتوان چشم مي2
)56-8(  m m mw v w v

M M M
− − =2 22 3 0  

زني ي اول مربوط به وضعيتي مانند تونلريشه. v3 و−vاند ازهاي آن عبارتريشه.  استv نسبت به2اي درجه كه معادله
.  بنابراين، اين پاسخ براي ما پذيرفتني نيست.  درون توپ بزرگ عبور كرده باشدوپ كوچك از يا اين كه تاست؛ انتوميكو

  بنابراين. ماندانرژي توپ كوچك پس از برخورد پايسته مي
  
  
)57-8(  

( )
( )

vm v mgd mgH H d
g

gh
H d d h

g

+ = ⇒ = +

⇒ = + = +

2
21 932 2

9 2 92

  

  
F:تقالي به مدت زمان آن استي اننيروي ميانگين وارد به ديوار نسبت تكانه):  الف(  4-ت p t= Δ Δ . ي توپ در تغيير تكانه

  هر برخورد برابر است با
)58-8(  ( )f ip p p mv mv mvΔ = − = − − = 2  

tدرپي برابر است بازمان بين دو برخورد پي vΔ =   بنابراين، . 2
)59-8(  mv mvpF

t v
Δ

= = =
Δ

22
2  

vدر اين چارچوب توپ با سرعت. از چارچوب لختي كه در آن ديوار ساكن است به مسئله نگاه كنيد  ):ب( كند و  حركت مي′
  ي انتقالي به ديوار برابر است باتكانه

)60-8(  ( )f ip p p mv mv mv′ ′ ′ ′ ′ ′Δ = − = − − = 2  
vهايسرعت vي با رابطهv و′ v V′ =   يدرپي سرعت توپ به اندازهي بين دو برخورد پيدر فاصله. اند به هم مربوط +

)61-8(  ( ) ( ) ( ) ( )n n n nv t v t V v t v t V+ +− = ⇒ = +1 12 2  
Vچون فرض كرديم. كندتغيير مي vاما به جاييستايي تخمين زدتوان در تقريب ا  است، زمان بين دو برخورد را مي ، 
): جايكزين شودxاينك بايد ) ( )t x t v tΔ =   آيد و از اينجا آهنگ تغيير سرعت به دست مي2

)62-8(  ( ) ( ) ( )
( )

n
n n

n

Vv tv Vv v t v t V
T x v x t+

Δ
Δ = − = ⇒ = =

Δ1
22 2  
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  : را به دست آوردv وxي بينتوان رابطهحالا مي
)63-8(  dv dv dx dv dv dv vV

dt dx dt dx dx V dt x
= = − ⇒ = − = −

1  
  گيري از اين رابطه خواهيم داشتبا انتگرال

)64-8(  ( ) vdv dx Cnv n x c v x
v x x x

= − ⇒ = − + ⇒ = =  
xدر : تساوي آخر از شرايط اوليه به دست آمد ) سرعت = )v x v=  tپس، نيروي وارد به ديوار در زمان . است=

  عبارت است از
)65-8(  ( )

( )
( )

( ) ( )n n

p t mv t mvmvF
T t x t v t x x
Δ

= = = =
Δ

2 22

3
2

2  

  دهد عبارت است از  كاري را كه ديوار انجام مي):پ(
)66-8(  ( )

x x mv mvdW Fd W F x dx dx
x x

⎛ ⎞′ ′ ′= ⇒ = − = = −⎜ ⎟′ ⎝ ⎠∫ ∫
2 2 2 2

3 2 2
1 1

2  

  از سوي ديگر، تغيير در انرژي جنبشي توپ برابر است با
)67-8(  

( ) v mvm m m mK v t v v
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 2
2 2 2

2 2
1 1

2 2 2 2 2  

  .و اين دو باهم برابرند
  
)ي كل سامانه  در اين چارچوب تكانه. چارچوب آزمايشگاه داده شده است  شرايط مسئله در5-ت )mv M mv+ .  است0=

)چارچوب مركزجرم چارچوبي است كه نسبت به چارچوب آزمايشگاه با سرعت )u mv M m= اين را . كند حركت مي+
  ها در چارچوب مركزجرم پيش از برخورد عبارتند ازپس، سرعت ذره.  نشان داديم8-2-1در بخش 

)68-8(  ,M mv v u v V V u v
m M m M

= − = = − = −
+ +1 1  

) در چارچوب مركزجرم(  برخورد ها پس از اند، آنگاه سرعتxها پيش از برخورد در راستاي محوراگر فرض كنيم كه سرعت
  عبارتند از

)69-8(  ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆcos sin , cos sinv Vθ θ θ θ′ ′ ′ ′= + = − +v i j V i j1 1 1 1  
V v و′1   .آيند  با در نظر گرفتن پايستگي انرژي و تكانه به دست مي′1

)70-8(  
)71-8(  

m M m Mv V v V

mv MV mv MV

′ ′+ = +

′ ′+ = = +

2 2 2 2
1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
0

  

  م داشتاز حل اين دو معادله خواهي
)72-8(  ,M mv v V v

m M m M
′ ′= =

+ +1 1  

ˆاگر در چارچوب مركزجرم سرعت را به صورت ˆ
x yv v′ ′ ′= +v i j1هاي سرعت  بنويسيم و به چارچوب آزمايشگاه ببريم، مولفه

  آيندبه صورت زير در مي
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)73-8(  ,x x y yv v u v v′ ′= + =  
   در چارچوب آزمايشگاه برابر است باmيبنابراين، سرعت نهايي ذره

  
  
)74-8(  

( ) ( ) ( ) cos

cos

f x y x yv v v v u v v v u u

v M Mm m
m M

θ

θ

′ ′ ′ ′= + = + + = + +

= + +
+

2 222 2 2
1 1

2 2

2

2
  

iK انرژي جنبشي از ):ب( mv= 2    به 2
)75-8(  ( )

( )
cos

f
f

M Mm mmvK mv
m M

θ+ +
= =

+

2 22
2

2
2

2 2
  

  كند و در نتيجه كسر انرژي جنبشي گم شده برابر است باتغيير پيدا مي
)76-8(  

( )
( )

( )
coscosi f

i

mMK K M Mm m
k m M m M

θθ −− + +
= − =

+ +

2 2

2 2
2 121  

  
εپس،). كنندها باهم حركت ميذره(   پس از برخورد سرعت نسبي وجود ندارد ):الف  (6-ت   . است0=
پس، ). و اين با پايستگي انرژي و تكانه سازگار است( شوند از برخورد وارون مي ها پسسرعت   چارچوب مركزجرم) :ب(

اما ، سرعت نسبي در هر چارچوبي يكسان است و به چارچوب . پيش از برخورد و پس از برخورد برابرندهاي نسبي سرعت
εپس، در هر چارچوبي. بستگي ندارد   .  است1=

) براي سقوط توپ، از پايستگي انرژي داريم):پ( ) b bmgh mv v gh= ⇒ =21 2 2) bvت توپ پيش از برخورد با  سرع
  به همين ترتيب، سرعت توپ پس از واجهش از سطح زمين عبارت است از.) زمين است

( ) a amv mgH v gH= ⇒ =2
1 11 2   خواهيم داشت) خب نه چندان( شود جا نميچون زمين جابه . 2

)77-8(  
b av v H h H hε ε= = ⇒ = 2

1 1  

):  آيدي بالا به دست مي از رابطه ):ت( ) ( ), , m , mH = =2
1 0 85 1 2 0 87  

n دلخواهي داريمnشود كه براي هر   از بررسي بالا نتيجه مي):ج( nH Hε+ = 2
2nپس، براي . 1   داريم=

( )H H H hε ε ε= ⇒ =2 2 2
2 1 H و در نتيجه2 hε= 6

nنابراين،و ب....  و3
nH hε= ي بازگشتي و شرايط كه در رابطه ( 2

nبراي: توان اين رابطه را اثبات كردقراء رياضي هم ميتاز اس). كنداوليه صدق مي درستي آن را .  رابطه برقرار است1=
nهيم كه برايدكنيم و نشان مي فرض ميnبراي   :  هم برقرار است1+

)78-8(  ( ) ( )nn
n nH H h hε ε ε ε +
+ = = = 2 12 2 2

1  
n براي،پس ). هم برقرار است1+ ) ( ), , m , mH hε= = =1616

8 0 85 1 2 0 089  

   
  


