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  7فصل 
  گرانش، نيروهاي مركزي و قانون هاي كپلر

  : نيروهاي مركزي1-7
. ي نيرو بستگي دارد  نيروي مركزي نيرويي است كه در راستاي شعاع است و اندازه آن تنها به فاصله تا چشمه،بنا به تعريف

 است كه پتانسيل آن  نيروييكزيارز اين است كه بگوييم، نيرويي مر تعريف هم). ي حول چشمه وابسته نيست يعني به زاويه(
)يعني اگر چشمه در مبداء مختصات باشد آنگاه انرژي پتانسيل به صورت. تنها به فاصله از چشمه بستگي دارد ) ( )V r=V r 

 چونانجامد،  يك چنين پتانسيلي به نيروي مركزي مي. باشد

)1-7(  ˆ( ) ( ) dVV r
dr

= −∇ = −F r r  
)يعني )F r در راستاي شعاع است و تنها بهrنيروهاي گرانش و الكتروستاتيك با پتانسيل.  وابسته است( )V r r∝1   مركزي
) نيروي فنر با پتانسيل.  افزون بر اين، آن ها پايستار هم هستند.اند ) ( )V r r∝ −  طول حالت  كه در آنركزي است؛م هم  2

  . است فنرترازمندي
 كار كردن با :)2( در طبيعت فراگيرند، پس بهتر است آنها را بشناسيم :)1(ي نيروهاي مركز وجود دارد  دو حقيقت مهم درباره

  . شوند تر مي هاي حركت بسيار ساده  باشد، معادلهr تنها تابعVكنيد، زيرا وقتي  است كه فكر ميتر از آن آنها آسان
ر حالت عمومي بررسي خواهيم كرد و در اين فصل نخست به نيروي گرانش خواهيم پرداخت و سپس نيروهاي مركزي را د

  .اهيم پرداختخومدارهاي سياره ها به سرانجام دو باره به گرانش  باز خواهيم گشت و 
  گرانش 2-7

 زمين در مداري گردش عاملدارد و است كه ما را در روي زمين نگه مينيرويي . اي  همه مي شناسيمگرانش را به گونهنيروي 
هاي آسماني ديگر كند و براي جرمي خورشيدي هم ميهاي سامانهگرانش همين كار را با ديگر سياره. پيرامون خورشيد است

يعت است كه از ويژگي دار بودن اجسام است و يكي از چهار نيروي بنيادي طبدر واقع، گرانش به خاطر جرم. استهم در كار 
  .  بنابراين، نيروي گرانش بين هر دو جسم داراي جرم وجود دارد. گيردجرم ريشه مي

ي  شود به وسيله مي  از جرم نخست واردrي  در فاصلهmاي ديگر  به جرم نقطهMاي نيروي گرانش كه از سوي جرم نقطه
  .ن داده شده استوقانون نيوت

)2-7(  ( ) GMmF r
r

−
= 2  

 Rششعاعو  Mاي كه جرمش  را با كرهMاي اگر جرم نقطه. در اينجا علامت منها نشانگر آن است كه اين نيرو ربايشي است
كه كره، تقارن كروي دارد يعني چگالي جرم تنها شود؟ با فرض اين  وارد ميmاي  چه نيرويي به جرم نقطه، جايگزين كنيماست

GMm هم پاسخ هنوز  است،rتابعي از r− . قرار داردآن كند كه در مركز  رفتار مي اي  جرم نقطهكره درست همانند.  است2
به ويژه؛ توصيف . شد تر از آنچه كه هست مي عالم بسيار پيچيدهد، بو اگر اين چنين نمي. وشايندي استاين يك نتيجه بسيار خ

آسانتر است كه نخست انرژي پتانسيل كره را حساب كنيم و اثبات اين نتيجه، براي . شد دشوارتر ميهاي آسماني  رفتار كره
ست اين  اكافي.  نيرو را مستقيم حساب كنيماين كار بهتر از آن است كه .دست آوريمه سپس از آن مشتق بگيريم و نيرو را ب

  چيدههم  هايي كه بر روي ست از جمع پوسته ااي عبارت  هر كرهونچ ؛ي كروي نازك نشان دهيم نتيجه را براي يك پوسته
  به  راپوسته  اين است كه،Pي ي كروي در نقطه ي انرژي پتانسيل حاصل از يك پوسته ي ما براي محاسبه  شيوه.اندشده
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 Rهپوستفرض كنيد شعاع .  كنيمتقسيم نشان داده شده است) 7-1(هايي كه در شكل  حلقه
 و حلقه با خطي كه به مركز كره قرار دارد از مركز پوسته rي  به فاصلهPي  و نقطهاست

 . استθ وr وRتا حلقه، تابعي از Pي نقطه ي  فاصله . بسازدθي شود زاويه وصل مي
 است با  برابرABخط طول)  7-2  (در شكل. صورت زير حساب كرده توان آن را ب مي

sinR θو طول خط BP  مساويcosr R θ−در مثلث طول،بنابراين.  است ABP 
  : ست از اعبارت

)3-7(  ( sin ) ( cos ) cosR r R R r rRθ θ θ= + − = + −2 2 2 2 2  
dθ وθبينمساحت حلقه  θ+ حاصل ضرب پهناي )R dθ ( آن  پيرامونو)sinRπ θ2( 

)اگر چگالي جرمي پوسته را با .است )M Rσ π=  در اثر اين بينيم كه مي،  نشان دهيم24
)  برابرPي  در نقطهm انرژي پتانسيل جرمي باريك،حلقه )( sin )Gm R d Rσ θ π θ− 2  
  شي انرژي پتانسيل گران.است

)4-7(  ( )
Gm m

V r = − 1 2  
  

           
  

جمع هاي كوچك با هم ماين سه.  سهمي در پتانسيل داردPي روي حلقه در نقطههر جزء جرم كميت عددي است و يك
 تنها به اين Pي  با هم برابرند و انرژي پتانسيل كل در نقطهPي نقطه روي حلقه تاهاي جزء جرميهمه ي فاصله.شوند مي

  عبارتPي در نقطه حاصل از كرهنسيل كلپس انرژي پتا) . بر خلاف نيرو(ربط است  جهت اين فاصله بي. فاصله بستگي دارد
 : هاي كرهي  حلقهي سهم همه جمع پيوستهست ازا
)5-7(  sin( ) cos

cos
GR m d GRmV r R r rR

rR r rR

π ππσ θ θ πσ θ
θ

= − = + −
+ −

∫
2

2 2
2 2

2 2 2
2

  

r اگر) 1 (.گيريمحال بايد دو حالت را در نظر ب. گيري را آسان كرد  انتگرال كسر، در صورتsinθتوجه كنيد كه وجود R> 
  :  داريم)يعني بيرون كره ( باشد

)6-7(  ( )( ) [( ) ( )]GRm G R m GMmV r r R r R
r r r

πσ π σ
= − + − − = − = −

22 4  
r اگر )2. (بال آن بوديم چيزي كه به دن: در مركز پوسته استجايگزيده Mاي به جرم كه همان پتانسيل ذره R<درون  ( باشد

  :  داريم آنگاه،) كره
)7-7(  ( )( ) [( ) ( )]GRm G R m GMmV r r R R r

r R R
πσ π σ

= − + − − = − = −
22 4  

) پتانسيلكهحال .  استr مستقل ازكه )V rرا حساب كنيم و در يك منها ضرب كنيم تا آنتوانيم گراديان  را يافتيم، مي ( )F r 
)ˆ است گراديان آنrتنها تابعي از  Vچون. دست آوريم هرا ب )d drrپس.  خواهد بود  :  

  
)8-7(  

( ) ;

( ) ;

GMmF r r R
r

F r r R

=− >

= <

2  

 Pيپس ، اگر نقطه.  روي هم نهاده شده اندهاي زيادي است كه بري توپر جمع پوستهكره. ندها، البته در جهت شعاع ااين نيرو
GMm عبارت است ازPيباشد، آنگاه نيرو در نقطهدر بيرون كره  r−   اين نتيجه براي . ل كره است جرم كM كه در آن2

 7-1شكل 

cosR θ 

A  

R  
θ  

sinR θ  
 

cosr R θ−  B  
P  

 7-2شكل 
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  .درست است)  همگن استاما چگالي جرمي هر پوسته( دارند ه چگالي جرمي متفاوت هايي هم كپوسته
ي   بنا به معادلهچون،گذرد مهم است،   ميPي هم مركز كه از ا درون كره در جرم موجودفقط آنگاه ،باشد  در درون كرهPاگر

تا جايي كه به گرانش مربوط . مي شودهايي كه در بيرون از اين ناحيه قرار دارند صفر  ي پوسته وي همهنير) 7-8(دوم رابطه 
  .  انگار وجود نداردPاز» بيرون«است جرم 

   را در شكل Pي نقطه. ي كروي صفر است البته خيلي روشن نيست كه چرا نيرو در درون پوسته
ي  نيروي بزرگتري را در نقطه، واقع در سمت راست پوستهdmجزء جرم. در نظر بگيريد)  7- 3(

Pاين به خاطر وابستگي.  آنكند تا جزء جرم موجود در سمت چپ  ايجاد ميr ي   فاصله. است21
ي جزء جرم موجود در سمت كم تر از فاصله Pي تا نقطهسمت راست  درموجود dm جرمجزء

 بيشتر از جرم Pبينيد؛ جرم موجود در سمت چپ كه در شكل مي همانگونهاما  . استچپ آن 
  در مثال زير اين فرايند حذف . كنند ديگر را حذف مياين دو اثر يك. ر سمت راست آن استموجود د

   
  

  .دهيم شدن را نشان مي
  

 Pي  را در نقطهيكديگر)  7-3 (هاي موجود در دو انتهاي مخروط كوچك شكل  نيروي جرمدهيد كه  نشان نخست:  7-1مثال
  . كروي صفر است ي پوسته نتيجه ثابت كنيد كه نيروي گرانش در درون كنند و سپس با استفاده از اين حذف مي

 "عمودي"مقاطع .  باشندP تاBي رويهي  فاصلهb وPي نقطه تاAيرويه فاصله aفرض كنيد)  7-4 ( در شكل: حل
Aها را بكشيد و آنها را به ترتيب  مخروط B و ′ Aهاي  نسبت سطح . بناميد′ B و ′ aست از اعبارت ′ b2    كه در واقع نسبت2

  وAهاي ي بين صفحه ي كليد در اينجا آن است كه زاويه نكته .هاي موجود در آنهاستجرم
A B وBهاي ي بين صفحه  با زاويه′   در هر دو انتها،B وAست زيرا خط بين ابرابر ′

aهم B وAهايمساحت  نسبت،پس .كند دايره را با يك زاويه قطع مي b2 اما  . است2
rنيروي گرانش به صورت aهايكند و اين اثر دقيقاً نسبت مساحت  كاهش پيدا مي21 b2 2 

 با توان دو فاصله تا B وAهايمقدار جرم موجود در سطح :به بيان ديگر .كند مي را حذف
اين دو يكديگر را  .كندبا عكس مجذور فاصله كاهش پيدا مينيرو يابد و  افزايش ميPينقطه

 ،پنداشتاي  هاي نقطهتوان جرم ميكه  (B وA حاصل ازهاي نيروي پس،.كندخنثي مي
  در خلاف ازه با هم برابر و از نظر اندPدر نقطه) كنيم چون مخروط را باريك فرض مي

  
  
  
  

    
  
  
  

  . صفر استP نقطه دردر نتيجه نيرو. ديگرند جهت يك
  

ي كروي صفر   درون پوسته در شايد به جاست كه يك بار ديگر، با روشني بيشتر اين موضوع را بيان كنيم كه نيروي گرانش
rست و اين درست به خاطر وابستگيا 21نيروي كولمب نيز كه به صورت.  نيروي گرانش است21 rكند، اين ويژگي   تغيير مي

 را ي كروي  در درون يك پوستهPدوباره نيروي وارد به نقطه. اند متفاوتشت نيروهاي گرانش و كولمب اگر چه سر. را دارد
توانيم سطح  نكته اين است كه مي. كندكره ايجاد مي روي Aموجود در سطح كوچك) يا بار الكتريكي( جرم در نظر بگيريد كه

Aكوچك  Pخطي بكشيم كه از Aست از هر نقطه روي مرزهاي اكافي. )7-5شكل  ( بسازيمPي  را در سوي ديگر نقطه′
Aبه اين ترتيب سطح. بگذرد و به سطح پوسته برسد خواهيم نشان  حال مي. شود روي پوسته مشخص مي) يا مرزهاي آن (′

P  

 )7-3(شكل 

)7-4شكل  
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Aدهيم كه نسبت سطح Aهاي  با نسبت مربع فاصلهA به سطح′ rچون نيرو با. برابر است P ازA و′  متناسب است 21
Aنيروي حاصل از آنگاه  نيز A نزديكتر باشد سطحPي  به نقطهAاگر. كند  حذف ميPي  را در نقطهA نيروي حاصل از′

 به P اگر از)7-5 (در شكل. ها را بررسي كنيم نسبت مساحت نخست، .ود تا نيرو را حذف كندش با نسبت درستي كوچكتر مي
Aبنا به تعريف. پوشاند  را ميdΩي فضايي  زاويهA نگاه كنيم، مرزهايAي ناحيه  باز dΩي فضايي يكسان  نيز به زاويه ′

2dρ  برابر است باdΩي فضايي  با زاويهP و به مركزρمساحت بخشي از يك كره به شعاع. شده است Ω ) اين تعريف 
اي كه عمود بر خط   با سطح ناحيه،در نتيجه.  بسيار كوچك است، اين سطح تقريباً تخت استdΩ چون)ي فضايي است زاويه

Aسطح( از آن است ρي  و به فاصلهPگذرنده از B يا′ A وAهاي  در نتيجه، نسبت سطح.برابر است، )7-4 در شكل′  در ′
  .  استPي آنها از همان نسبت مربع فاصله) 7-5(شكل 

 .اند اند، اما هر دو با يك زاويه خميده چون خميده. اند ) 7-6 (هاي عمودي در شكل بزرگتر از سطحهاي روي پوسته  البته سطح
 هر دو ،بنابراين .ها عمودند  مماس بر پوسته به شعاعيها بينيد كه خط الساقين نگاه كنيد، مي به مثلث متساوي) 7-7 ( شكلدرگر ا

   . دي بزرگترندوهاي عم  از سطحcosθ1يزهندا خميده به ا سطح
  

دهد كه به ازاي هر جزء  اين نشان مي.  استPي هاي آنها از نقطه هاي خميده همان نسبت مربع فاصله  نسبت سطح،در نتيجه
  يكسان و در خلاف جهت ايجاد  نيروييPدر سوي ديگر وجود دارد كه دري كروي، جزء سطح  ديگري  روي پوستهدر سطح 

هاي جزيي فقط  گيريم هر كدام از اين سطح بايد مطمئن شويم كه هر گاه روي كره انتگرال مي. اما، اين هنوز كافي نيست. كند مي
   و مركز كره Pي هدر نظر بگيريم كه از نقطاي را  توانيم صفحه مي.  استخوشبختانه، اين كار آسان. آيند يكبار به حساب مي

گيري روي سطحي كه در يك طرف اين صفحه قرار دارد  گذرد و با انتگرال مي
كند  سطحي كه اين نيرو را حذف مي.  را حساب كنيمPي نيروي وارد به نقطه

. )7-8(، شكل  و مركز كره قرار داردPي گذرنده از در سوي ديگر صفحه
ن وي نيوت اين اثبات بخش  نخست قضيه. ي كره را در نظر گرفتيم  همه،بنابراين

  .شود است كه به صورت زير بيان مي
اي از سوي  اي يا بار الكتريكي نقطه نيروي وارد به يك جرم نقطه:  قضيه
در بيرون پوسته  در درون پوسته صفر و ،ي كروي يا بار يكنواخت پوسته

شد، به  ار در مركز كره متمركز ميي جرم يا ب برابر با نيرويي است كه اگر همه
  .كرد اي وارد مي بار نقطهجرم يا 

  
  

θ  θ  
P  A ′  

 7-7شكل 

AA ′  
P

 7-6شكل

C  
P A

A ′

dΩ  
r ′  r

 7-5شكل 

 7-8شكل 
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 توان مي. ثابت كنيم قضيه را كنيم تا بخش دوم  استفاده مي"هاي ميدان خط"اينك ما از مفهوم  :اثبات بخش دوم قضيه
 كه روي بارهاي ديگر كند بار الكتريكي ميدان الكتريكي توليد مي. ردناطيسي به صورت زير نگاه كمغ الكترو ي نيروهاي درباره
و ) 7-9شكل (هاي ميدان نشان داد كه از بار مثبت آغاز توان با خط ميدان الكتريكي را مي .كند  به آنها نيرو وارد ميگذارد، اثر مي

گيرند؛ از بار آغاز  شوند و در فضاي تهي نيز پايان نمي ز فضاي تهي آغاز نمي هرگز ا).7-10شكل  (گيرند پايان ميبه بار منفي 
هاي ميدان با شدت ميدان الكتريكي متناسب  اند و چگالي خط هاي ميدان در جهت ميدان الكتريكي خط. شوند و به بار ختم مي

 بار ديگري وجود نداشته باشد، اين ، براگر در دور و.كند طور يكسان خط ميدان گسيل ميه يك بار تنها در همه سو ب. است
rπها روي مساحت، خطrروي سطحي به شعاع. شوند گيرند و در نتيجه پخش مي هاي ميدان پايان نمي خط شوند   پخش مي24

rهاي ميدان به صورت بنابراين چگالي خط   در نتيجه،  .يابدش مي كاه21
rصورته بنيرو ميدان الكتريكي و بنابراين  اين دليل . كند  كاهش پيدا مي21
هاي  هاي ميدان بسيار شبيه خط براي گرانش نيز خط. بنيادي نيروي كولمب است
 تكه همان جرم اس  ـ چون در اينجا فقط يك نوع بار. ميدان نيروي الكتريكي است

  كه خطردتوان فرض ك  ميربايند، نام يكديگر را مي رهاي هموجود دارد و با ـ  
هاي  مثل خط .رسند ها به هم ميآيند و در روي جرم هاي ميدان از بينهايت مي 

در جايي كه جرم وجود  توانند نمي هم هاي ميدان گرانشي ميدان الكتريكي؛ خط
 جرم پوسته ن دارد؟وي نيوت  قضيهخوب؛ اين چه ربطي به .ندارد پايان بگيرند

اين يعني . توزيع جرم روي آن تقارن كروي دارد. كروي همگن را در نظر بگيريد
. بگذاريد اين را نشان دهيم.  يكسان باشدشعاعي و در هر دو سوي نيرو بايد
 م را حول محوراگر توزيع جر.  در نظر بگيريدrاي مانند نيرو را در نقطه  نخست

r ي نقطهبايد درن بچرخانيم، اين نيروr تغيير كند و اين يعني نيرو در جهتr 
د ن خواههم با چرخش توزيع جرمنيرو  عمودي ي ها مؤلفهيمه ه؛ زيرااست

 اگر يكبار بدانيم كه نيرو شعاعي پس، ).رخشي ناوردايي چاين يعني (چرخيد
ي آن  است و اندازه ها يكسان ي جهت در همهنيرو آنگاه روشن است كه  است

پس هيچ ميدان  نيرو در درون پوسته صفر است، چون.  استrتنها تابعي از
هاي  ي خط همه. ميدان در درون پوسته وجود ندارد گرانشي و در نتيجه خط

  شعاع صرف نظر از اينكه ،گيرند  پوسته پايان ميميدان از بينهايت شروع و به

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  

  
  

 ي درستي گزارهاين .  يكسان است، براي هر شعاعيكند  توليد ميكره كه جرم كل روي هاي نيرو  تعداد خط،پوسته چه باشد
هايي كه ي خط  همه،بنابراين. اي به نظر خواهد آمد ورت يك جرم نقطهي دور به پوسته نگاه كنيم به ص  اگر از فاصلهچوناست، 

هاي ميدان در  خط ).7-11شكل (به آن نقطه برسندكه شعاع پوسته چيست، بايد  گيرند مستقل از اين از بينهايت سرچشمه مي
   كاملاً ميدان  هاي ر بيرون پوسته، خطپس د. جرم وجود ندارد شوند زيرا در آنجا ظاهر توانند ناپديد يا نمي بيرون از پوسته نيز

. شود  در مركز پوسته توليد مي جايگزيدهاي ي جرم نقطه وسيلهه مستقل از شعاع پوسته است و در نتيجه مانند هماني است كه ب
يا يكي از آنها نيروي گرانش وارد به جرم نقطه. هاي مهمي دارد دآم ون پيي نيوت قضيه.  اين پايان اثبات قضيه است m  است 

اي در  اگر جرم نقطه .مبداء مختصات است قراردارد و مركز اين توزيع جرم در  در درون توزيع جرم كروي متقارنكه
ي فاصله r : برابر است باكند،رد مي واآن وارد به توزيع جرمون، نيرويي كه نيوت ي بنا به قضيه  از مركز اين توزيع باشد، آنگاه  

 7-10شكل 

7-9  شكل  
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 )9-7(  ˆ GMm
r

−r 2  
  . استrي كرهدرون جرم موجود در  Mكه در آن

ـ وجود   ي عالم آور درباره هاي شگفت  براي يكي از نظريه، قضيهينتيجهاين 
  .ـ بسيار مهم است ي تاريك ماده

r قانون تر است؟ دام يك بنياديك راست اين هاي ميدان؟ پاسخ سر  يا خط21
rصورته  نيرو باست كه بگوييم   نشان  تادهد  است و اين به ما اجازه مي21

توانيم بگوييم  از سوي ديگر؛ مي .هاي ميدان معني دارد  خطيكه نگارهدهيم 
  شوند هاي ميدان روي سطح كره پخش ميترند و چون خط ي ميدان بنياديهاخط

 
  

rباو سطح كره  rصورته آموزد كه نيرو ب ما ميه هاي ميدان ب  متناسب است پس خط2 كه واقعيت اين است .  است21
كه ما با  تا هنگامي. ترند  بنيادي ميدانهاي خطيها، ما بر اين باوريم كه نگارهتر از سرشت اين نيروبراساس توصيفي بنيادي

هاي ميدان اهميت پيدا  خطپنداشتنهايي كه ابعاد اضافي دارند؛ بنيادي  كند اما در نظريه سه بعد سر و كار داريم، البته فرقي نمي
nr   به صورتrبه شعاعاي   بعد، چون سطح كرهnدر. ندك مي ه  بيكند، نيروهاي الكتريكي و گرانش  افزايش پيدا مي1−

nrصورت  بين دو جسم متقارن كروي مانند آن است شود كه نيروي گرانش وتون نتيجه ميي ني از قضيه! يابند  كاهش مي11−
 Aدو جسم كروي. توان نتيجه گرفت ن ميوقانون سوم نيوتاين را از خطي بودن و. مركز باشدمتشان در مركزشان كه جرم

 در A تمامي جرم اگرمانند نيرويي است كه، كندارد مي و Bروي در جرم به اجزاء Aنيروي كه.  را در نظر بگيريدBو
چنين بدان معني است كه نيروي وارد به ن، اين هموبنا به قانون سوم نيوت.  وارد مي كردB، بهبودمي متمركز مركزش
، ايجاد مي كرد؛ و بود در مركز آن متمركز مي B جرم كل برابر با نيرويي است كه اگرB دري جرمي  از هر نقطهAجسم
ي جالب اين گفتار آن است كه دو  يك نتيجه. است B وA در مركز واقعاي  بين دو جرم نقطهدانيم كه اين همانند نيروي مي

   خواهيم ديد7-5 اين نكته را به زودي در آغاز بخش .كنند ديگر گشتاور وارد نمييكه جسم كروي ب
  ي جرمي نيروي گرانش بين دو توده •
اگر به . ديگر قرار دارند از يكrي كند كه به فاصله  را توصيف ميM وmاي نيروي گرانش بين دو جرم نقطه) 7-1(ي  رابطه

كه  توانستيم نيروي گرانش بين آنها را حساب كنيم؟ براي اين داشتيم چگونه مي هاي جرم مي  توده،اي هاي نقطهجاي جرم
 نسبت به m2 وm1اي هاي نقطه فرض كنيد جرم. ها را تغيير دهيم  اندكي نمادگذارييمبتوانيم اين محاسبه را انجام دهيم، ناگزير

 ي سوي ذرهتوان به صورت زير نوشت كه نيروي وارد از  را مي) 7-1(ي   آنگاه رابطه؛ باشندr2 وr1هاي چارچوبي در مكان
m1ي  به ذرهm2است :  

)10-7(  
 

ˆ( , )
m m

G
r

= −F r r r1 2
21 1 2 212

21
 

=. اند m2 وm1 بردارهاي مكانr2 وr1 در آنو −r r r12 1 rچنينهم. m2 بهm1 برداري است از2 = r21  r̂21ي و بردار يكه 21
ˆست از اعبارت r=r r21 21  خطي است هاگرانش نسبت به جرم چون نيروي .اند نشان داده شده) 7-12(اين بردارها در شكل  . 21

 اي از سوي يك توزيع فضايي جرم  وارد به يك جرم نقطهانيم نيروي گرانشتو  مي)يعني با توان اول جرم ها متناسب است(
( )ρ rرا حساب كنيم   

 7-11شكل 



© Firooz Arash, 2003-2010 

 236

 )11-7(  ( ) ˆ
V

Gm d r
r

ρ
= − ∫

r
F r

1

3 1 1
21 2 1 212

21
  

توجه كنيد كه . )7-13شكل (شود  جرم گرفته ميگرال روي توزيعكه در آن انت
بدهيم و توانيم اين شيوه را تعميم  مي.  بستگي داردr1 بهr21بردار مكان نسبي

 توزيع جرم اي، جسمي داراي بعد با  هم به جاي جرم نقطهm2فرض كنيم كه
) برابر1فرض كنيد چگالي جرم جسم  .است )ρ r12جرمي جسم   و چگالي 

)مساوي )ρ r2آيد ميبه صورت زير در) 7-10(ي   باشد آنگاه رابطه:   
)12-7( ( ) ( ) ˆ

V V

G d r d r
r

ρ ρ
= − ∫ ∫

r r
F r

1 2

3 3 1 1 2 2
21 2 1 212

21
 

  

 
  
  
  
  
  
  

 

گيـري   ترتيب انتگرال .كند مي  تغييرr2 وr1 با هر دويr21 توجه كنيد كهباز هم). 7-14شكل(كه نيروي گرانش بين دو جسم است    
  .مهم نيست

  
  
  
  
  
  

  

  
  
  
  
  

  
  

  نيروهاي كشندي 3-7
علت اين پديده آن است كه نيروي .  هستيمروبرو) هالا آمدن و فرو افتادن آب اقيانوسبا(ي كشند مين همواره با پديدهدر ز

. كنواخت نيستدر همه جاي زمين ي) يا يك جسم كروي مانند خورشيد و ماه (ايوارد به زمين از سوي يك جرم نقطهگرانش 
قسمت هاي مختلف زمين  جهت نيروي وارد به . مختلف روي زمين با هم فرق داردي اين نيرو در جاهايهم جهت و هم اندازه

هاي ي نيرو در مكاناندازه. شوندي نيرو واگرا ميي به وجود آورندههاي نيرو در چشمهاين دليل با هم فرق دارند كه خطبه 
r با هم فرق دارند كه نيروي گرانش به صورتمختلف زمين  هم  به اين دليل ي نقاط مختلف كند و البته فاصله تغيير مي21

   . آوريندهاي روزانه به وجودها بالا بيايند و كشندشوند كه آب اقيانوسها سبب مياين اثر. ي نيرو متفاوت استشمهزمين تا چ
دوم اين كه دستاويز خوبي براي به . ي واقعي جهان استنخست آنكه يك پديده.  سودمند استي كشند به دو دليلبررسي پديده

 پيش از آنكه حالت عمومي را بررسي كنيم، به دو حالت خاص نيروي كشندي افقي و .كار بردن بسط تيلور و تقريب زني است
  .نيروي كشندي عمودي مي پردازيم

   نيروي كشندي افقي 1-3-7
) در نقاطmايهدو ذره به جرم)  7-15(در شكل , )Rو ( , )R x+ كنيد فرض .دارند  قرار 
x R.اي به جرم  سياره: پرسش اين استMتفاوت نيروي .  در مبداء مختصات است

xكه  چيست؟ با توجه به اين از سوي سيارهگرانش وارد به اين دو جرم R ،تفاوت  است  

  
R  x  

m  M m

 7-15شكل 

r12  
m2  

r2  
r1  

d r3
1  

 7-13شكل 

m1  r12  
m2  

r2  
r1  

F12  

٧-12شكل  

r2  
r1  

d r3
1  d r3

2  

  7-14شكل 

r12  
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  :       ست از انيروي گرانش عبارت

)13-7                             (
( )

( )

[ ( ) ]

GMm GMm GMm GMm GMm
R x R R Rx R R x R

GMm GMmxx R
R R

− − − −
− ≈ + = +

+ + +

≈ − − + =

2 2 2 2 2

2 3

1 12 1 2
21 2 1

  

اين تفاوت نيروي ). ها استمشتق گيري همان حساب كردن تفاضل (x ضربدر مشتق نيرو نسبت بهxاين نتيجه برابر است با
ا از هم  رmهايكند و اثرش اين است كه جرم را به هم وصل ميmهاي راستاي خطي است كه جرمو نقطه درگرانش در د

R متناسب و با m دو جرمxياين نيرو به طور خطي با فاصله. دور كند ي بالا نيروي كشندي نتيجه.  نسبت وارون دارد3
  .افقي است

  
 نيروي كشندي عمودي 2-3-7

) در نقاطmدو ذره به جرم)  7-16 (در شكل , )Rو ( , )R yو قرار دارند y R ي  سياره. استMدر مبداء مختصات  
 توجه با(  Mي هر دو جرم از  چقدر است؟ فاصله وارد مي كندوارد  به اين دو ذره كه سياره نيروي گرانش اختلاف.قرار دارد
yي دو دربا تقريب از مرتبه( است Rبرابر و يكسان )ي فيثاغورثبه قضيه R( .ي نيروهاي وارد به آنها اساساً   اندازه،پس

yي نخست درتا مرتبه (يكسان است R( .از شكل . جهت آنها تنها چيزي است كه متفاوت است)نيروي مي توان ديد كه ) 7-16
ارد به اين دو  بنابراين، تفاوت نيروهاي و. دارد yي مؤلفه نيروي وارد به جرم بالايي ندارد، اما yيوارد به جرم پاييني مولفه

  : براي جرم بالايي عبارت است ازي اين مؤلفه اندازه.  آنهاستyيجرم تنها در مولفه

 .كند هم نزديك مي هها را بجرمكند و اثرش آن است كه  هم وصل ميه ها را ب در راستاي خطي است كه جرم نيرواين تفاوت
 متناسب عكس مكعب صورته طور خطي و با فاصله تا چشمه به بyجدايي با  هم نيروي كشندي عمودي،مانند حالت پيش

  .اين تقاوت، نيروي كشندي عمودي است. است
  حالت عمومي 3-3-7

) 17-7(در شكل . قرار دارد r به شعاع شكلاي  دايرهدر مدار كه ي دلخواه را حساب مي كنيم جرموارد بر نيروي كشندي حال
  . ايجاد مي كند R−در جايگزيده  M جرم  و نيرو را)زمين= دايره(فرض كنيد مركز دايره در مبداء مختصات است 

  توجه كنيد كه . را نسبت به مبداء حساب كنيمMنيروي كشندي حاصل از مي خواهيم
طبق  است و  مربوط مي كند روي دايرهدر  Pند يك نقطه مان بهرا Mي كهبردار

rكنيممعمول فرض مي Rصورتتوان به  يروي گرانش ربايشي را مين.  باشد 
( ) GMm= −F x x x يعني . ي مورد نظر است به نقطه M برداري ازx در آن نوشت كه3

=فرض كنيد +x R r. ست از تفاوت نيروي گرانش وارد  انيروي كشندي عبارت، بنابراين
  .ء مختصات در مبداm و نيروي وارد به جرمPي  در نقطهmبه جرم

R+ ي ست كه جملهن ا اينخستين كار ما rبا استفاده از را r R بازنويسي كنيم.  

  

  
)14-7(  

 

sin ( )GMm GMm y GMmy
R R R R

θ ≈ =2 2 3  
 
 
 
 R

M  
m  
y  
mθ  7-16شكل 

 7-17شكل  17-7شكل 



© Firooz Arash, 2003-2010 

 238

 )15-7(        ( ) ( ) R r R R R
R
⋅⎛ ⎞+ = + ⋅ + = + + ⋅ ≈ + ⋅ ≈ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
R rR r R r R r R r R r2 2 2

22 1 2 1  

rدوباره با استفاده از Rداريم  :  
)16-7(  ( ) ( )

( ) ( )
t

GMm R R R R R R R R R
+ + + ⋅

≈ − + ≈ + ≈ − − +
+ ⋅ + ⋅

F r R r R R r R R r R r R
R r R r3 2 3 3 3 2 3 3 2 3

311 1 3 

rيكبار ديگر از. ( سرانجام داريم است،  چون Rاستفاده كنيد (    
)17-7(  ˆ ˆ( ( ) )( )t

GMmr
R

⋅ −
≈

R R r rF 3
3 

 كافيبراي اين كار  ( ، قرار دهيمxمحور منفي  قسمت را روي M اگر.تر نوشت توان آن را ساده مي. اين نيروي كشندي است
ˆ:صورت خواهيم داشت  در اين)ست محورها را بچرخانيما ˆ=R x وˆ x⋅ =R rگويد كه نيروي كشندي در   و رابطه بالا مي

)ي نقطه , )P x y=ست از ا عبارت: 

)18-7(            ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( , )t
GMm GMmx x y x y

R R
≈ − + = −F r x x y3 33 2  

اگر زمين . ده شده استهاي مختلف دايره نشان دانيروهاي كشندي در مكان) 7-18(كل در ش
ها به اما آب اقيانوس. شداثر ميوي آن بيبود، آنگاه نيروهاي كشندي بر رجسم سخت مي

  يز بين ن ماه و-ي زمين در راستاي خط بين زمينهاي روي كرهآب. شوند ميجاراحتي جابه

   
  

بيند كه اين چرخد و كسي كه روي زمين است ميهاي آب، زمين ميدر زير اين برآمدگي. كننديدا مي خورشيد برآمدگي پ-زمين
رفتگي بينيم، اين اثر در هر روز دو برآمدگي و دو فرو مي) 7-18(همان گونه كه از شكل . ندچرخبت به زمين ميها نسبرآمدگي
حركتي آهسته است و يك ماه گردد، اما اين ي ماه دور زمين ميها دقيقا دو تا نيست چون كرهته تعداد برآمدگيالب. كندايجاد مي
هاي روي زمين را كه ه ماه آبتوجه كنيد ك . ي ماه پذيرفتني است فرض ثابت بودن كرهبنابراين، براي منظور ما ،. كشدطول مي

 از كشش بخش تراما اين كشش، ضعيف. ، بلكه آنها را هم به سوي خود مي كشداندرپس نميدر سمت دورتر از آن قرار دارد، 
  .اي اندها اثرهاي مقايسهكشند. خاكي زمين است

  نيروي گرانشي خورشيد بر روي. ي معيني از هم دارندروي زمين در نظر بگيريد كه فاصله دو جرم يكسان را در .1 :دو نكته
  تر از كي كوچككه نيروي كشندي مربوط به خورشيد روي آنها اند ماه است؛ در حاليي گرانشتر از نيروي آنها بسيار بزرگ

  به طور كيفي، نسبت نيروهاي گرانش برابر است با . نيروي كشندي مربوط به ماه است
)19-7(  

, ,

, m s
, m s

S S M

E S E MM

F GM GM
R RF

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 2

2 2 5 2
6 10 1753 4 10  

  و نسبت نيروهاي كشندي عبارت است از
)20-7(  

,

, ,,

, s ,
, s

t S S M

E S E Mt M

F GM GM
R RF

− −

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

14 2

3 3 14 2
4 10 0 459 10  

ي جالبي را اين آموزه. هاي كشندي خورشيد استدهد كه اثرهاي كشندي ماه به تقريب دو برابر اثرنشان مي) 7-20(ي  رابطه.2
  براي مثال، نيروي كشندي از سوي ماه  متناسب است با . دهدهاي ماه و خورشيد به دست ميي چگاليدر باره

 7-18شكل 
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)21-7(  

( )
, , ,

MM M
M

E M E M E M

G r MGM rM M
R R R

π ρ
ρ ρ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ∝ ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

33
3

3 3
4 3  

هاي زاويه اما اندازه. اي داردي كشندي خورشيد هم يك چنين رابطهنيرو. ي رويت ماه استي زاويه نصف اندازهMθكه در آن
 است با يك عدسي اين كار را بهتر(ي توانيد با نگاه كردن به آنها اين را م. هاي رويت ماه و خورشيد، به تقريب با هم برابرند

  با هم ) 7-21(و ) 7-20(ي  دو رابطه،بنابراين.  است، ببينيدي كمياب كامل خورشيد پديدهو يا با توجه به اين كه گرفتِ) بكنيد
  .مي گويند كه چگالي ماه به تقريب دو برابر چگالي خورشيد است

  
  تگانه ي زاويه اي: گشتاور  4-7

  ضرب برداري   با حاصلOشود، نسبت به مبدأ  وارد ميrدر مكان  واقع اي كه به ذره Fگشتاور نيروي 
)22-7(  FrG ×=  

  .اند x ، y ، z حول محورهاي گشتاورGهاي برداري  مولفه .شود زير تعريف مي
)23-7(  xyzzxyyzx yFxFGxFzFGzFyFG −=−=−= ,,  

  حول اين محور،  خواهد كند كه نيرو مي  است و محوري را تعريف ميF و rي  همانند بردار يكه عمود بر صفحه  Gردارجهت ب
bFSinrFG برابر است باGي گشتاور اندازه. ذره را به چرخش وادارد == θ  كه در

 ي عمودي از مركز تا راستاي نيرو  فاصله b است وF و rي بين  ، زاويهθي  آن زاويه
گشتاور نيرو در ديناميك جسم  . نشان داده شده اند)7-19 (شكلاين كميت هادر  .ستا

 ،همين ترتيبه ب .پرداخت خواهيم به آن هاي آينده فصل سخت نقش مهمي دارد و ما در
 با rحول مركز را كه در مكان  اينقطذره يك ) گشتاور تكانهيا  (اي ي زاويه تكانهبردار 
  .توان تعريف كرد كند مي  حركت ميpي  تكانه

)24-7(  rrprL ×=×= m  
  : عبارتند ازz و x ، yاي روي محور  ي زاويه هاي تكانه مولفه
   ( ) , ( ) , ( )x y zL m y z z y L m z x x z L m xy yx= − = − = −  

  

 به اين بستگي دارد كه مبداء Lتوجه كنيد كه بردار. نامند  مييي خط تكانه را pها  ، بيشتر وقتL و  pبراي تأكيد در تمايز بين
صورت ه توان ب  مي)7-24(ي  از رابطهگيري نسبت به زمان اي را با مشتق ي زاويه آهنگ تغيير تكانه. را كجا برگزينيم مختصات
  :زير نوشت

)25-7(  ( ) ( )dm m
dt

= × = × + ×L r r r r r r  

ي حاصلضرب بردارها هم درست است به شرط آنكه ترتيب بردارها  گيري از حاصلضرب، درباره ي مشتق قاعدهتوجه كنيد كه (
 ضرب برداري يك بردار در خودش اين جمله چون برابر صفر است ×rrيعني) 7-25(ي  ي نخست در رابطه جمله). حفظ شود

Frrrصورته توان ب  را مي،rr×mي دوم، جمله. است ×=× )(m نوشت كه همان بردار گشتاور Gي   به نتيجهپس، . است
  .برابر است شده اي با گشتاور نيروي اعمال ي زاويه  آهنگ تغيير تكانه: رسيديممهمي 

G 

O  
b  

r 

F  

θ  
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)26-7(  GL =  
FPي خطي، يعني اين نتيجه را با آهنگ تغيير تكانه   . مقايسه كنيد=

بردارهاي بستگي دارد؛ جهت ) گشتان دست راست انعدهقا( دست راست  انگشتان برداري به قرارداد پيچش  تعريف ضربچون
G  وL از تعريف . نامند  ميمساحتبردارهايي از اين دست را بردار . نيز به اين قرارداد وابسته استG  وL  كه  آيد چنان برمي

BA يعنيA و B برداري دو بردار معمولي ضربحاصل  يك بردار معمولي نيست زيرا جهت آن با تغيير دستوارگي دستگاه ×
جهتگيري برداري كه .  نام داردقطبيي مختصات است و بردار  جهت بردار معمولي مستقل از سامانه. شود مختصات وارون مي

  .  نام داردبردار شبه يا محوري، بردار داشته باشدگي آن به دستوارگي دستگاه مختصات بست
خارجي بردار محوري و  بردار  حال، ضرب با اين.  اند بردارهاي محوريLاي ي زاويه ، و بردار تكانهGبردار گشتاور نيرو،

آيد كه بخواهيم هر دو  وجود ميه هنگامي بتمايز بين بردارهاي قطبي و محوري تنها . شودمي بردار قطبي  يك خود،قطبي
بردارهاي محوري بيشتر به چرخش حول يك محور .  راست دستواره و چپ دستواره را در نظر بگيريمدستگاه مختصاتِ

گرد  شود جهت در راستاي يك محور نيست، بلكه راستگرد يا چپ طور فيزيكي به آن تأكيد ميه  آنچه كه ب،بنابراين. ند امربوط
  . چرخش حول محور استبودن
 
  اي ي زاويه  نيروهاي مركزي؛ پايستگي تكانه 5-7

اش فقط به فاصله از مركز نيرو بستگي داشته باشد،  بنا به تعريف، هر نيرويي كه راستاي آن در امتداد شعاع باشد و اندازه
ي ثابت باشد  ي ثابت يا بيرون از نقطه  همواره به سوي يك نقطهش كه جهتبنابراين، هر نيرويي. شود ناميده مينيروي مركزي

اگر  .ي ثابت است  تابعي از فاصله تا نقطه فقطي نيروي مركزي اندازه. گويند  ميمركز نيروي ثابت را   نقطه.است مركزينيروي 
. ازي است موr همواره با بردار مكان Fي ثابت انتخاب كنيم اين بدان معني است كه نيروي مركزي  مبدأ مختصات را اين نقطه

ست كه گشتاور آن حول مركز  ا مركزي باشد اينFكه  چون ضرب برداري دو بردار موازي همواره صفر است، پس شرط اين
  . صفر باشد

)27-7(  = × =G r F  
  :اي مقدار ثابتي است و داريم ي زاويه شود كه اگر نيرو مركزي باشد آنگاه تكانه نتيجه مي) 7-26(ي  از رابطه

 L=ثابت⇐ مركزي باشدFاگر   )28-7(

گيرتر آن را به بحث فرا .ترين شكل آن است و براي منظور كنوني ما بسنده است  در سادهاي ي زاويه پايستگي تكانهاين قانون 
r×اي را باي زاويهچرا تكانه . كنيمآينده واگذار مي Pتعريف كرديم و نه با چيز ديگري مانند ( )r p × ×r r p3  ؟ چون با اين 5

ان  بي7-1  را با قضيهها يكي از اين ويژگي. رسيمتعريف شد، مي) 7-24( ي كه در رابطهLهاي زيبايتعريف به برخي ويژگي
  .كنيممي

  يعني. اي آن پايسته استي زاويهير نيروي مركزي باشد آنگاه تكانهاي فقط تحت تاث  اگر ذره7-1ي قضيه
)اگر   )29-7( ) ( )V V r=r آنگاه      d

dt
=

L  

  ان كنيمبگذاريد يك بار ديگر آن را بي.  اثبات اين قضيه در بالا داده شد :اثبات
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)30-7(  ( ) ( )d d d d m
dt dt dt dt

= × = × + × = × + × =
L r pr p p r v v r F  

F∝ نيروي مركزي است وFچون r ) ي اول هم جمله. ي دوم صفر است جمله، نتيجهدر)  آيد اين را در كجا گفتيم ؟يادتان مي
  .  با خودش استvصفر است چون ضرب خارجي بردار

 ثابت Lي  اندازه)ب( . ثابت استL جهت)الف(:  نهفته است مهم  به واقع دو گزاره)7-30(ي در رابطهو نيز ) 7-28 (يدر رابطه
  .پردازيم اينك به اين دو گزاره مي .است
rv وrي ي عمود بر صفحه  ، جهت بردار يكهL جهت بايد همواره در يك  v و r ثابت است يعنيLكه جهت اين.  است=

ي مكان و سرعت  بردارهاي اوليهبا اي است كه   محدود به صفحههاي زمان در همهحركت ذره  به بيان ديگر،.ي باشند صفحه
   دري اروشن است؛ زيرا نيرو مركزي است و در نتيجه مولفهاز نظر فيزيكي اين البته .  را ببينيد)7-20(شكل . شودساخته مي

نيروي مركزي همواره : به خاطر بياوريد( ندارد  صفحه بر عمود راستاي
سرعت اوليه صفر ي عمودي   و چون مولفه)با بردار مكان موازي است

 بگذاريد اين نتيجه را به . صفر باقي بماندهاي زمان بايد براي همهاست،
  . بيان بكنيمصورت قضيه

اي فقط تحت تاثير نيروي مركزي باشد حركت آن   اگر ذره7-2ي قضيه
  .گيردهمواره در يك صفحه انجام مي

مبداء مختصات را در مكان  (r را كه با بردارهايPي صفحه:اثبات
   در نظرtشود در زمانساخته ميvو) ي نيرو برگزيده ايمچشمه

  

هاي خاص اما در اين حالت. خوش تعريف نيست باشد r= ياv=توجه كنيد كه اين صفحه براي حالتي كه بردار (بگيريد
اي است كه به  صفحهP.) محدوديتي بيش از حركت در صفحه استكهركت شعاعي است توان نشان داد كه حبه آساني مي

=بردار ×n r vنشان داديم كه) 7-1( ي اما در قضيه.  عمود استm× ≡ ×r v r pبنابراين، براي . كند با زمان تغيير نمي
× داريمtهايي زمانهمه =r v nو چون rبه يقين بر ×r vعمود است پس rبه n  اين يعني. عمود استهمrي در صفحه 
Pقرار دارد  .    

 هم r متناسب است و بنابراين، باFكه با( ي مكان، سرعت و شتاب چون بردارهاي اوليه: به اين قضيه نگاهي شهودي بيندازيم
اي وجود ندارد ارزند و براي ذره انگيزهپس، در آن لحظه دو سوي صفحه هم.  قرار دارندPيهمگي در صفحه) متناسب است

ي همين استدلال را براي هر لحظه. ماند، در آن لحظه در صفحه باقي ميپس. كه از صفحه خارج شود و به يك سوي آن برود
  .ماندصفحه باقي ميتوان تكرار كرد و نتيجه گرفت كه ذره براي هميشه در بعدي هم مي

.  ي حركت توجه كنيم در صفحه θ وr؛ بهتر است به مختصات قطبي Lي  بودن اندازه براي فهميدن بخش دوم قانون، يعني ثابت
 و در drشده در راستاي شعاعي مسافت پيموده. ندك  تغيير ميθdو dr مختصات ذره به اندازه ، dtي زماني كوتاه در بازه

  ديگريستاي شعاع و در رايكي: دارد دو مؤلفه بنابراين، سرعت. )7-21نگاه كنيد به شكل  (اند θdrراستاي عمود بر شعاع
  : عبارتند از هااين مولفه. مود بر شعاعع

 

L  

r  v  
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)31-7(  θθ
θ r

dr
drvr

dt
drvr ==== ,  

  :ست از ااي عبارت ي زاويه ي تكانه  اندازهپس،
)32-7(  L mrv mrθ θ= = 2  

 صورت ه بتوان آن را مي.  است×prضرب برداريحاصل،  L بردارچون.  ساده است) 7-32(ي   رابطهبه دست آوردن
)ˆˆ()( θrrvrprL θvmvmm r اگر به جاي  .اند θو  rكه در راستايي بردارهاي θ̂ و r̂كه در آن نوشت =×=×=×+
rvr θθ و = rv )ˆˆ(:داشت قرار دهيم خواهيم = θrrL θrmrm   ؛ چوني اول صفر است ضرب برداري جمله. =×+
rr ˆr=يعني بردار.  استLندارد و اين البته   در راستاي شعاع مولفه 

 L،پس. عمود است r چون  برداري است كه به ،از اول هم روشن بود
ˆˆتنها يك مولفه در راستاي ×r θيا در راستاي محور عمود بر صفحه  

،ẑ، ست از ا دارد و مقدار آن عبارت :θ2rmL ي   رابطه كه همان=
دوباره  .پردازيم ميLثابت بودناينك به توصيف هندسي  .است) 32-7(

ميده  مسير خmاي به جرم بنگريد و فرض كنيد كه ذره) 7-21(به شكل 
  براي  .پيمايد مي O نيروي مركزرا تحت تأثير يك نيروي مركزي با

  

) ا برابر است بOPQمساحت مثلث كوچك كوچك  بسيار θdي زاويه  )( ) ( ) ( )dA r rd r dθ θ= ⋅ = 21 2 1 اين مساحتي  .2
  وكردن اين مساحت عبارتست ازآهنگ جار. كند  جارو ميθdي مركزي ي زاويه جايي به اندازههاست كه بردار شعاعي در جاب

)33-7(  dA d Lr r
dt dt m

θ θ= = =2 21 1
2 2 2  

rيا  Aθ =2 rيعني . 2 θ2) بردار شعاعي ي است كهدو برابر آهنگ مساحت) گشتاور سرعت r چون. كندجارو ميLو m در 
  .  است قانون دوم كپلر  اين بيان.و شدن مساحت هم مقدار ثابتي است آهنگ جارپس،، د مقدارهاي ثابت ان)7-33(ي  رابطه

ي  گونهگيرد كه   نيروي گرانش انجام مياثرها تحت   حركت سياره.هاست حركت سياره )7-33(ي  ردهاي مهم رابطهيكي از كارب
حتي براي ) 7-33(رابطه . براي هر نيروي مركزي عمومي صادق است) 7-33(ي  خاصي از نيروهاي مركزي است ولي نتيجه

 انتهاي نخي بسته شده است و نخ به آهستگي به سوي مركز كشيده اي كه به ، ذرهمثل (رود كار ميه  بهمنيروهاي ناپايستار 
، θvي عمود بر شعاع سرعت، مولفه: نتيجه گرفت) 7-32(ي  طور مستقيم از رابطهه ب توان ارز اين قانون را مي  بيان هم).شود مي

v:كند تغيير مي،  r، از مركز با عكس فاصله L mrθ = .  
  آگاهي)7-30( يا )7-28(ي  اي، رابطه ي زاويه و تكانه انرژي ؛ دو قانون پايستگياستمركزي و هم پايستار  كه نيرو هم وقتي 

  .مي پردازيم بعد به آن بخشدركه دهند  دست ميه ي حركت ذره ب هاي فراواني درباره
  آمد صورت زير درميه ب) 7-33(ي  كرديم؛ رابطه ت كارتزي استفاده مياگر به جاي مختصات قطبي از مختصا

)34-7(  ( )x y y x A− = 2  
L آن مساويسمت چپ.  اين رابطه آموزنده است).ي دانشجو واگذار شده است اثبات به عهده( mكه  استm1ي   برابر مؤلفه

   است zاي در راستاي محور ي زاويه تكانه

dθ  

r̂  
O  

θ̂  

Q  

P  
rdθ  

dr  

 7-21شكل 

r  



© Firooz Arash, 2003-2010 

 243

)35-7(  ( )zL m r m x y y x m Aθ= = − =2 2  
xي چون حركت محدود به صفحه( y−است Lدر راستاي محور فقط يك مولفه دارد كه zي  بر صفحه،  است و بنابراين 

x y− براي نيروهاي مركزي چون) .است عمودLاگر ثابت حركت است، پس ،m ،سرعت سطحي ثابت باشدA ثابت هم 
اين . ماند ود آنگاه سرعت سطحي ثابت مياگر سرعت حركت ذره خيلي زياد نباشد كه سبب تغيير در جرم جسم بش. است

  .كند هاي زياد اهميت پيدا مي نگراني به سبب نسبيت انيشتين براي سرعت
اري د از آن نتيجه گرفت كه براي هر مدبودن سرعت سطحي براي مدار خاصي حول مركز نيروست و نباي توجه كنيد كه ثابت

 وضعيت جالبي حال، مثال زير با اين.  براي مدارهاي گوناگون، متفاوت استAدر حالت كلي؛ مقدار ثابت.  استهمان شمقدار
 مركز نيرو يكسان هاي منطبق براي با مركز ي مدارهاي دايره  همه، سرعت سطحي براي نيروييكند كه در آنرا توصيف مي

  .است
  

اي هم مركز با مركز نيرو، سرعت سطحي  ي مدارهاي دايره ان بيابيد كه همه را چنrf)(نيروي مركزي ربايشي  7-2مثال 
  . باشند داشتهيكسان

mvكند اي مي  نيرويي كه جسم را وادار به حركت دايره:حل r2است كه در آن  mو vجسم وترتيب جرم و سرعته  ، ب r 
)،پس. شعاع مدار است )mv r f r=2. اما θrv   و بنابراين=

( )( ) ( )m r m r f r
r r
θ θ= =

2
4 2

3 
 

rچون Aθ =2 ) نشان دهيم، خواهيم داشتh2 آن را با اگرمقدار ثابتي است كه 2 )f r mh r= 2  نيروي ربايشي ،بنابراين .34
چنين اين هم. ، نيرويي است كه با عكس توان سوم شعاع تغيير كند دارنداي سرعت سطحي يكسان ازاي آن مدارهاي دايرهه كه ب

 مداري   همهايي زاويه تكانه براي اين قانون نيرو،، آنگاهمركز مدارها و مركز نيرو بر هم منطبق باشند  اگربدين معني است كه
L و برابراي يكسان هاي دايره mh=   .د ان2

  
   پتانسيل موثر6-7

rياعده يا از ق"قانون عكس مجذور"ستاتيك است كه از وترين نيروي پايستار مركزي، نيروي گرانش و نيروي الكترمهم 21 
هاي حركت آن ي خاصي كه حل معادلهبحث خود را با مسئله. هيم پرداختلت خاص خوادر اين بخش به اين حا. كنندپيروي مي

  .نوسانگر هماهنگ سه بعدي: كنيمشناسيم آغاز ميها را ميتر است و آنساده
  سانگردنوسانگر هماهنگ هم 1-6-7

  .كنديتناسب با فاصله از مركز، حركت مي ميد كه تحت اثر نيروي بازگردانندهاي را در نظر بگيرذره
)36-7(  rF k−=  

m=Fاز  ،ي حركت معادلهبراي .  مقدار ثابتي استkكه در آن a داريم. استفاده كنيد  
)37-7(  m k+ =r r  
  خواهيم داشت بنويسيم، يشها برحسب مؤلفهن را  اگر آو
)38-7(  , ,mx kx my ky mz kz+ = + = + =  
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  ) 6-7رابطه (ي يك بعدي  ي حركت نوسانگر هماهنگ ساده ها همانند معادله ي حركت براي هر كدام از مؤلفه بينيم كه معادله مي
هم !) و نه تنها آنهايي كه در راستاي محورها هستند(ها  ي جهت  همهچون شود؛ناميده مي سانگرد هم نوسانگراين سامانه،. است
هر جهت  درk ثابتشود اما  توصيف ميمشابههاي   با معادله هم)ما به آن نخواهيم پرداخت(سانگرد نوسانگر نا هم. دنارز

  :است)6-8(ي   همان رابطه) 7-38(هاي  معادلههاي عمومي پاسخ .متفاوت است

)39-7(  
cos sin
cos sin

cos sin

x x

y y

z z

x c t d t
y c t d t

z c t d t

ω ω
ω ω

ω ω

= +
= +

= +

  

kو  mω   ، داريم بنويسيمبا نماد برداري آنها را اگر بخواهيم .  است2≡
)40-7(  cos sint tω ω= +r c d  

τي آن  اي است و دوره روشن است كه حركت دوره π ω≡ ؛ به رابطه  نوشتهمهاي ديگر توان به شكل ها را ميپاسخ( است 2
 اگر در زمان .شوندتعيين ميحالت نوسانگر يك بعدي، با شرايط اوليه مانند  dو cبردارهاي دلخواه . مراجعه كنيد) 6-3(هاي 
t    داريم آنگاه،حركت كند v با سرعتr ذره در مكان0=

)41-7(  , ω= =c r d v  
مركزي ر نيرو  نشان داديم كه اگ7-5در بخش . دانيم كه براي نيروهاي پايستار قانون پايستگي انرژي همواره برقرار استمي

انرژي و  بايد ،نيروي مركزي پايستار است و بنابراين) 7-36(ي قانون نيرو دررابطه. اي هم داريمي زاويهباشد پايستگي تكانه
ي از رابطه. رو به روشني نشان دهيمي اين نيهاي پايستگي را در بارهبگذاريد اين قانون. ه باشندپايست ، هر دو،ايي زاويهتكانه

   استفاده از با.  مشخص استLبنابراين ، جهت.  قرار داردdوc ي  در صفحهrشود كهبه روشني ديده مي) 40-7(
)42-7(  sin cost tω ω ω ω= − +r c d  

  داريم
)43-7(  m m mω= × = × = ×L r r c d r v  

  . مقدار ثابتي استL پس روشن است كه؛ مقدارهاي معيني هستندr وvچون
=kانرژي پتانسيل قانون نيروي −F rهايش ، يا برحسب مولفهrF kkzkykx −=−−−= اي است كه در  همان رابطه ،),,(

  : ديديم5فصل 
)44-7(  ( )V kr k x y z= = + +2 2 2 21 1

2 2  

  .  انرژي كل سامانه را حساب كردتوانپس، به سادگي مي
)45-7(  ( )E m k k m k= + = + = +r r c d v r2 2 2 2 2 21 1 1 1 1

2 2 2 2 2  

  .بينيم مقدار ثابتي استكه باز هم مي
را به صورتي ) 7-40(ي براي اين كار بهتر است رابطه. ت استآيا مي توان شكل مسير حركت سامانه را يافت؟ پاسخ البته مثب

  :توان به صورت زير نوشترا مي) 7-40(ي در اين صورت رابطه. ستي ثابتي ا زاويهθفرض كنيد: ديگر، اما هم ارز نوشت
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)46-7(  cos( ) sin( )t tω θ ω θ= − + −r a b  
   مربوط اندdوc هاي زير به بردارهاي ي رابطه به وسيلهb وaبردارهاي

  
)47-7(  

cos sin , sin cosθ θ θ θ= − = +c a b d a b  
  يا

cos sin , sin cosθ θ θ θ= + = − +a c d b c d  
 aتوان آن را چنان برگزيد كه بردارهايمي. ر خواستيم آن را انتخاب كنيم يك پارامتر آزاد است و آزاديم كه هر جوθيزاويه

  براي اين كار بايد داشته باشيم.  برهم عمود باشندbو
  
)48-7(  

( )sin cos (cos sin )θ θ θ θ= ⋅ = − − + ⋅ −a b c d c d2 2 2 2  
  يا

tan θ ⋅
=

−
c d

c d2 2
22  

  آيد  ميبه صورت زير در)  7-46(ي ين نمايش، رابطهدر ا. برگزينيد b را در راستايy و محورa را در راستايx محورحال
)49-7(  cos( ) , sin( ) ,x a t y b t zω θ ω θ= − = − =  

  آيدي مسير به دست ميها معادله از اين رابطهtو با حذف
)50-7(  

,x y z
a b

+ = =
2 2

2 2 1  

بردارهاي ورهاي آن و مح  هم نيمb وa.ست كه مركزش در مبداء مختصات استي بيضي امعادله. اين معادله را مي شناسيم
c وdنشان داده شده است) 7-22( اين وضعيت درشكل . اندقطرهاي متناظر بيضي نيم  

   .است LوEهاي  استفاده از ثابت،)dو cيعني از (از شرايط اوليه  b وaمحورهاي هاي نيم  يافتن اندازهروشترين  ساده
aبه توان دو برسانيم و باهم جمع كنيم خواهيم داشت) 7-47(ي هاي سطر اول را در رابطهاگر معادله b c d+ = +2 2 2 هم . 2
dcbaچنين داريم sinab، آنگاهبناميم α راd وcي بينگر زاويها. ×=× cd α× = × ⇒ =a b c d .با حذفa2يا b  بين 2

  اين دو رابط ، خواهيم داشت
)51-7(  ( ) sina c d a c d α− + + =4 2 2 2 2 2 2  

  
  
  
  
  
  
  
 7-22شكل  

0v  c  
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  .نامند بيضي مينيم محور بزرگگزينند و آن را  برميaي اين معادله را برايشهمعمولا بزرگترين ري
  

  هاي پايستگي و پتانسيل موثر   قانون2-6-7
 براي هر نيروي پايستار، تابع انرژي  ديديم،5همانگونه كه در فصل . پردازيم اينك به حالت عمومي نيروي پايستار مركزي مي

)پتانسيل )V rو   انرژيپايستگي يكي داريم؛ دو قانون پايستگي چنين هم. وجود دارد كه تنها به مختصات شعاعي وابسته است
   استاي ي زاويه  تكانهپايستگيديگري 

×== ثابت  )52-7( Lrrm     ثابت        و  ( )m V r E+ = =r21
2  

شود كه حركت به صفحه محدود است و  اي نتيجه مي ي زاويه  گفته شد؛ از قانون پايستگي تكانه7-5بخشباتوجه به آنچه كه در 
توان در ي به ظاهر سه بعدي را مير نشان خواهيم داد كه اين مسئله در زي.ي دوبعدي است رو مسئله در اساس، مسئلهاز اين
ه كرد، ساده سازي بسيار مهمي  به جاي سه مختصات از يك مختصه استفاد كه بتواناين.  به مسئله يك بعدي كاهش دادواقع
  :صورت زير نوشته توان ب  استفاده كنيم، آنگاه دو قانون پايستگي را مياز مختصات قطبي  حركتي اگر در صفحه.است

  
)53-7(  

( ) ( )m r r V r E

mr L

θ

θ

+ + =

=

2 2 2

2

1
2  

آنها حتي  كه بخواهيم بدون اين ،حال  با اين. را نگاه كنيد4-7ايد بخش اگر فراموش كرده. اي نيستند رابطه چيز تازه اين دو ،البته
توجه .  آورددسته توان ب ي حركت ذره مي  از اين دو رابطه اطلاعات فراواني درباره،دست آوريمه  را بθ و r و كنيمرا حل

   و شودمي  حذفθي نخست قرار دهيم، دست آوريم و در رابطهه  بL را برحسبθ، )7-53(ي دوم در  كنيد كه اگر از رابطه
  .آيدبه دست مي r وr برحسبايرابطه

)54-7(  
( )Lmr V r E

mr
+ + =

2
2

2
1
2 2  

براي حركت يك ) 5-6(ي   رابطهشبيه اي، اين رابطه و داده شده معينLبراي. نامندمي ي شعاعي انرژي معادلهاين رابطه را 
)جايه  حالا ببعدي است كه )V x  جايگزين شده استزير  انرژي پتانسيل مؤثر.  

)55-7(  
( ) ( )eff

LV r V r
mr

= +
2

22  

) اضافيي فهميدن اهميت جمله )L mr2 به شكل » نيرويي «هي اضافي ب اين جمله.  در تابع انرژي پتانسيل بالا دشوار نيست22
( )L mr2 mr» گريزمركز« منطبق است كه همانا نيروي 3 θ   . شده استنوشته L برحسبθ در آن است كه2
) 5-12(ي به معادلهنگاه كنيد  (  استفاده كرديم5-2گونه استفاده كرد كه ما در فصل  توان به همان ي شعاعي انرژي مي از معادله

r چون).و گفتار بعد از آن    داشته باشيم محدود است كهrهايي از  مثبت است، حركت به ناحيه كميت2
)56-7(  

( ) ( )eff
LV r V r E
mr

= + ≤
2

22  

  براي مثال؛ نوسانگر .  علامت تساوي برقرار باشد)7-56(افتد كه در رابطه  كمينه در جاهايي اتفاق ميي شعاعي بيشينه و  فاصله
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)را در نظر بگيريد كههماهنگ همسانگرد  )V r kr= 2  ست از ا تابع انرژي پتانسيل مؤثر عبارت،بنابراين.  است2
( ) ( )effV r L mr kr= +2 2 22 )ي اين تابع دركمينه . 2 )r L mk=

1 تعادل پايدار در حالت نوسانگر   است؛ درست مانند 42
 در.  ديد)7-54(ي توان از رابطه اين را به آساني مي. واره صفر باشد بايد همr برابر باشدeffVي ينه با كمEوقتي. يك بعدي

)ي ي كمينه  يعني فاصله. صفر است  نسبت به زمانrتغييرات effVي كمينه )r L mk=
1  ذره روي ،بنابراين. كند  تغيير نمي42

  .  استθr سرعت روي پيرامون دايره  ي و مولفه كند مركز حركت مي اي حول دايره
)مكان كمينه، يعني )r L mk=

1   ،ي تعادلي است   فاصلهrاين مقدارچون . دست آورده ي ديگري هم ب  به گونهتوان  را مي42
» مركز گريز«و نيروي  krي  نيروي ربايشي يا بازگرانندهنيروهاي موجود،.  صفر باشد به ازاي آنپس برآيند نيروها بايد

2 3( )L mr يمقدار كمينه را مساوي هم قرار دهيم واگر اين دو نير. اندr براي هر مقدار .آيدبه دست ميEكه بزرگتر از  
)ي كمينه )effV rي ، حركت به ناحيه باشدarb  )7-56(ي   كه از حل معادله اندrحديمقدارهاي  b وa.شودمي محدود ≥≥

 vسازد با سرعت  ميαي  در جهتي كه با شعاع زاويه  نيرو باشد واز مركز rي  در فاصله ذره در آغاز،اگر. آيند دست ميه ب
   عبارتند ازL وEآنگاه مقدارهاي).  را ببينيد7-22 شكل  (حركت كند

)57-7(  , sinE mv kr L mrv α= + =2 21 1
2 2  

   داريم، بنابراين. حل كردL وEمقدارهاي را به ازاي اين )7-56(اينك بايد رابطه  ، b وaيعني، rبراي يافتن مقادير حدي
)58-7(  L kr mv kr

mr
+ ≤ +

2
2 2 2

2
1 1 1

2 2 2 2  

rاگر دو طرف را در k22ضرب كنيم و به جاي L مقدار sinmv r αخواهيم داشت ، قرار دهيم را  
( ) ( )( ) sinr r m k v r m k r v α− + + =4 2 2 2 2 2 . دست خواهند داده را ب b وaهاي اين معادله مقدارهاي حدي ريشه. 2

2L كميت . است)7-51(توجه به اين نكته نيز جالب است كه اين رابطه همانند رابطه  mr θ= مقدار ثابتي است و با زمان تغيير 
  .θ وrي با دادن مقدارهاي اوليه،راي مثالب. كندقدار آن را شرايط اوليه تعيين ميم. كندنمي

ي كه ممكن است از يك مسئله(  بعدي وي دخواهيم يك مسئلهگويد اگر ميوم بسيار سودمندي است و مي مفه"موثر"پتانسيل 
ي يك بعدي ر در تابع پتانسيل به صورت مسئلهتوانيم آن را با اندك تغييرا با نيروي مركزي حل كنيم، مي) سه بعدي آمده باشد

 ي يك بعدي را براي يافتنت و مسئله وجود داشته اسθ متغيري به نام  ماي كه اصلا در مسئله فراموش كردتوانمي. درآوريم
( )r tالبته پس از يافتن .  حل كنيم( )r tتوان از، مي( )t L mrθ = ) و استفاده2 )tθهم به دست آورد .  

 Lي يك بعدي كاهش داد، اين است كه كميت مستقل از زماناي دو بعدي را به مسئلهتوان مسئلهتوجه بكنيد كه دليل اين كه مي
  .بنابراين ، سرشت مسئله به جاي دو بعدي بودن، يك بعدي است. كند را به هم مربوط ميθ وrدر مسئله وجود دارد و

)براي مثال، فرض كنيد.  را رسم كنيمeffVكند، كافي است نمودار با زمان تغيير ميrبراي اين كه ببينيم چگونه )V r Ar= 2  
  بنابراين داريم. اين پتانسيل فنري است كه طول حالت ترازمنديش صفر است. است

)59-7(  
eff

LV Ar
mr

= +
2

2
22  

  در اين شكل، انرژي .است) 7-23(با وجود اين، شكل عمومي آن شبيه شكل .  را بدانيمA وL، بايدeffVبراي رسم نمودار اين



© Firooz Arash, 2003-2010 

 248

E ) هايفاصله. هم نشان داده شده است) وديد داده شكه آن هم با 
r1و r2هادر اين نقطه.  نقاط برگشت اندeffV E=  است و سامانه به 

 براي پتانسيل ( رود پس و پيش ميr2 وr1 بينEازاي اين مقدار
Ar  r2 وr1گيرد وال، حركت روي مسير بيضي انجام مي در اين مث2

له را ما پس از آموختن برخي اين مسئ. محورهاي آن استطول نيم
 با Eاگر.)  در همين فصل حل خواهيم كردنوان مثالها به عشيوه
r برابر باشد آنگاه effVيكمينه r=1  rدر اين صورت، . مي شود2

  كنيد توجه. شودشود، يعني مسير حركت يك دايره ميمي مقدار ثابتي

  

  . باشدeffVي نمي تواند كمتر از كمينهEكه
Lي گاهي جمله:نكته mr2 ت كه از نزديك شدن بيش اثر اين جمله آن اس. گويندمي ايي زاويهسد تكانه در پتانسيل موثر را 22

L اين است كهنكته. جلوگيري كند) يرو برگزيديمي نكه ما آن را چشمه( ء ذره به مبداي از اندازه mr θ=  مقدار ثابتي است و 2
 r بيشتر از آهنگ كاهشθاما آهنگ افزايش.  بايد بزرگ شودθ)يعني نزديك شدن جسم به مبداء  ( rبنابراين با كوچك شدن

2L با توان دو درr چون؛است  mr θ=با افزايش تند شود ظاهر ميθرسيم كه انرژي جنبشي مماسي سرانجام به جايي مي 
mr θ2 2 )اگر. دهدشود كه پايستگي انرژي اجازه مي بيش از مقداري مي2 )V rسريع تر از r− د، اين  ميل كن∞− به 21

  برگزينيد و آن را رسم كنيد كه به جاي اينكه باeffVتوانيد آن را ببينيد، كافي است تابعي برايمي. گفتار ديگر درست نيست
r )در اين صورت ديده مي شود كه كاهش.  برود∞− ميل كند به∞+ به→ )V rنرژي  افزايش ااي سريع است كه به اندازه

   .)كندجنبشي را جبران مي
ردن پتانسيل وارد ك. ي ديفرانسيل حركت را حل كنيمتوانيم معادلهمي. تفاده كنيمتوجه كنيد كه لازم نيست از پتانسيل موثر اس

  . تر پي ببريمدهد كه به رفتار سامانه آسانموثر به ما اجازه مي
  
    گرانش؛ قانون هاي كپلر7- 7

مسئله حركت جسم در ميدان  ، براي حل)7-54(و ) 7-53(هاي اي، رابطهي زاويهبه پايستگي انرژي و تكانه مربوط يمعادلهدو 
 يعني .اين واژه اندكي مبهم است. در اينجا چيست" حل"يد مشخص كنيم كه منظور ما از واژهاما باي. كافي اندنيروي مركزي 

 tبرحسب  راθ وrتوانمي. كردتوان دو كار مي. ها به دست آوريمتخواهيم برحسب كدام كميبايد بگوييم چه كميتي را مي
ها و مكان ذره رعتدهد سرد كه به ما اجازه ميبرتري را دارهيافت نخست اين . به دست آورد θ را برحسبrحساب كرد و يا
دهد مسير ما اين برتري را دارد كه نشان ميگويد حركت ذره چگونه است ارهيافت دوم اگرچه نمي.  بدانيمtيرا در هر لحظه

وجود با . يم رهيافت دوم كارسازتر استهاي كپلر سروكار دارنگامي كه با نيروي گرانش و قانونه. ذره در فضا چگونه است
  .پردازيماين، ما به هر دو رهيافت مي

  

r

U

E  

r1  r2  
 7-23شكل 

r  

effV  
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)  يافتن 1-7-7 )r tو ( )tθ  
  :توان به صورت زير نوشت  را ميrياندازه) 7-54(ي  از رابطه

)60-7(  
( )dr LE V r

dt m mr
= ± − −

2

2
2

2  
)براي اين كه بتوان از اين رابطه )r tواقعي را به دست آورد، بايد E وLتر نيز اين دو كميت همان گونه كه پيش (  را بدانيم

)چنينهم.) آيند به دست ميθ وr،rيگفتيم، با مقدارهاي اوليه )V r  سيل ي ديفرانمعادله) 7-60(ي رابطه. بايد بدانيمهم را
  .ر را حل كردي زييعني بايد معادله.  انتگرال گرفتها را از هم جدا كرد و سپس از دو طرف آناست و براي حل آن بايد متغير

  
)61-7(  ( ) ( )

( )m m
L mr V r

dr dt t t
E −

= ± = ± −
−∫ ∫2 2

2 2
2

  

)پس از آنكه.  به دست آوريمr را برحسبtاين بدان معني است كه مجبوريم انتگرال زشت سمت چپ را حساب كنيم تا )t r 
)تا آن را وارون كنيم را يافتيم )r t توانيم با جاكذاري اينن صورت مي در اي.به دست بيايد( )r t درL mrθ =  ي، رابطه2

)53-7( ،θيريم و كنيم و سرانجام از آن انتگرال بگ را حساب( )tθ خبر بد در اين فرايند به ظاهر طولاني اين است كه . را بيابيم
)براي بسياري از توابع پتانسيل )V rتنها  . حساب كرد برحسب توابع معموليرا) 7-61(ي نتكرال سمت چپ رابطهتوان ا  نمي

) شماري انگشت )V rحتي براي آن ها هم محاسبه درد .وان براي آنها انتگرال را حساب كردت د كه مي هاي خوب وجود دار 
) چند پتانسيلهمينست كه  ان خبر خوب اي.آور است )V rبه ويژه پتانسيل . به آنها علاقمنديمهايي اند كه   خوب، پتانسيل

r با كههم پتانسيل فنر( است r1گرانش كه به صورت خواهيم اين شيوه را   نمي اين، وجودبا).  است، خوب است متناسب2
  . استفاده خواهيم كردكار ببريم؛ به جاي آن از رهيافت زيره براي گرانش ب

  
)يافتن • )r θ   

rي براي اين كار نخست جمله. حذف كرد)  7-54(و ) 7-53(هاي   را از معادلهdtتوان مي    ) 7-54( ي  را در سمت چپ معادله2
dtضريب . مي كنيمي نخست تقسيم را به مجذور معادله آنداريم و سپس ميتنها نگه   شود و خواهيم داشتي حذف م2

)62-7(  ( )dr mE mV r
r d L r Lθ

⎛ ⎞ = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2 2 2
1 2 1 2  

پس . دست بيايده  بrحسب برθ از اين رابطه جذر گرفت، متغيرها را جدا كرد و سپس انتگرال گرفت تا)در بنياد(توان  مياينك
)بايدبراي اين كار البته . دست آورده  بθ حسب را برrي خود را وارون كرد و توان يافته  مياز اين عمليات )V r  را بدانيم .

) بگذاريد،پس )V r كنيممي را بررسي ،، گرانشترين پتانسيلمهم. و مسئله را تا پايان حل كنيم را براي خود تعريف كنيم .  
  

)ي محاسبه • )r θ   
سر و كار داريم  ي خورشيد و زمين  فرض كنيد با سامانه . در پتانسيل گرانشي استθ بر حسبrهدف ما در اين بخش يافتن

  :ست از اخورشيد عبارت  ـ  انرژي پتانسيل گرانشي زمين. دهيم  نشان ميm وMهاي آنها را به ترتيب با جرمو
)63-7(  ( )V r

r
α

= GM    كه در آن    − mα ≡  
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Mچون.  ساكن نشسته استكنيد كه خورشيد در مركز مختصات فرض  m>>اگر بخواهيم (ي است  اين فرض تقريب خوب
 به صورت زير در )7-62(ي  معادله ،در اين صورت).  جرم كاهيده استفاده كنيم ازمسئله را دقيق و بدون تقريب حل كنيم بايد

  :آيد مي
)64-7(  dr mE m

r d L r rL
α

θ
⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2 2 2
1 2 1 2  

) وفتگر و سپس انتگرال كرد، متغيرها را جدا گرفت جذر توان ونه كه در بالا گفتم، ميگهمان )rθسرانجام  و ددست آوره  را ب
) وكردآن را وارون  )r θ ديگريدر اينجا با شگرد. اگر چه اين شيوه سر راست است اما بسيار شلوغ است. يافت را ( )r θ را 

.  حل كنيمr1 معادله را برايrجايه ، آسانتر است كه بفراوانند) 7-64(ي  رابطه درr1هاي  چون جمله: حساب خواهيم كرد
)با توجه به ) ( )d r d dr d rθ θ= − yو با جايگزيني 21 r≡1 خواهيم داشت) 7-64( در:  

)65-7(  dy m mEy y
d L L

α
θ

⎛ ⎞ = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2 2
2 2  

zبراي سادگي در نوشتن بگذاريد. ي جدا سازي متغيرها استفاده كرد  از شيوهتوان در اين مرحله، مي y m Lα≡ −   را2
  آيدميبه صورت زير در) 7-65(ي اينك رابطه . تعريف كنيم

  
)66-7(  ;dz m EL m ELz z B B

d L m L m
α α

θ α α
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + ≡ − + ≡ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2
2 21 1  

  :ها را جدا كرد و از دو طرف انتگرال گرفتيرتوان متغ، ميبنابراين
  
)67-7(  
  

11 1

1
12 2

1
1 1 0

cos ( )

[( ) cos ( )] cos( )

zz

zz

dz zd
BB z

z z B B

θ

θ

θ θ θ

θ θ θ θ

−

−

′ ′⎛ ⎞′= ⇒ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠′−

⇒ = − + ≡ −

∫ ∫  

θكنند كه معمولاً محور را چنان انتخاب مي zچون. كردپوشي   چشمθ ازتوان ميپس،.  باشد0= r m Lα≡ −  B و نيز21
  :آيد به صورت زير درمي)7-67(ي  پس رابطه. اندتعريف شده) 7-66(ي  با معادله

)68-7(  ( cos )m
r L

α ε θ= +2
1 1  

   حركت ذره است و به صورت زير تعريف شده استخروج از مركز εكه در آن
)69-7(  EL

m
ε

α
≡ +

2

2
21  

)اين يافتن! خوب )r θرا براي پتانسيل ( )V r r∝1چندان بد هم نبود با يك صفحه محاسبه به آن رسيديم، اگر. كند كامل مي 
  . چه اندكي پيچيده بود اما خيلي هم تحمل ناپذير نبود

) يعني،)7-68( ي جايي است كه سمت راست رابطهrي كدامند؟ كمينهrهاي حديمقدار ) m Lε α+  را  بيشينه مقدارش21
  ،پس. دارد

)70-7(  
min ( )

Lr
mα ε

=
+

2

1  

  . بزرگتر يا كوچكتر از يك باشدε چيست؟ پاسخ اين پرسش بستگي به اين دارد كهrيبيشينه
• ε  ) 7-68( يي سمت راست رابطهين صورت كمينه در ا)آن را خواهم ديد .اين حالت مدار دايره يا بيضي استدر  (1>
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)برابر است با  • ) m Lε α−   و بنابراين داريم21

εبراي       )71-7( <1                max ( )
Lr

mα ε
=

−

2

1  

• ε cosθبه ازاي) 7-68( يو سمت راست رابطه) يا هذلولي استدر اين حالت مدار سهمي  ( 1≤ ε=   برابر صفر 1−

 شود و در نتيجه  مي

εبراي    )72-7( ≥1                                  maxr = ∞  
فهميدن نيمه ها اين مثال. پردازيم، به چند مثال مي آنپيش از. نيم اينك همه چيز آماده است تا مدارهاي حركت را بررسي ك

  . كنندكيفي بحث را آسان مي
  

  ):  فاصلهعكس مجذورنيروي قانون   (7-3مثال 

)نيروي )2 ˆk r=F r  كه در آنبگيريدرا در نظر k است كه به جاي اين نيرو مانند نيروي گرانششكل. ثابت است kكميت  
jimmG−به جايوكند  نيروي الكتروستاتيك نيز از همين شكل پيروي مي.  نشسته است kمقدار i jq q π ε4قرار دارد . k 

ي شعاعي  معادله . نيرو ربايشي است باشد منفيkاگر و  است، مثبت باشد نيرو رانشيkاگر. ممكن است مثبت يا منفي باشد
  ست از ا براي اين حالت عبارت،)7-54(، انرژي

)73-7(  L kmr E
mr r

+ + =
2

2
2

1
2 2  

kپتانسيل مربوط به اين نيروچون  rپس انرژي پتانسيل مؤثر برابر است با.  است:( ) ( )effV r L mr k r= +2  براي هر . 22
  .يرو بحث كنيداي در اين ميدان ني مسير حركت ذرهدو حالت رانشي و ربايشي در باره

k(حالت رانشي ) الف( :حل )  در اين حالت):0< )effV rدر∞از. يابد  به طور يكنواخت كاهش مي r  r=∞ تا صفر در=
)معني اين حرف آن است كه. نشان داده شده است) 7-24(ار در شكل اين رفت. افتدفرو ميطور يكنواخت ه ب )effV r داراي 

)ي  ، معادلهEالبته به ازاي هر مقدار مثبت .اي شدني نيست  حركت دايره،كمينه نيست و بنابراين )effV r E= داراي پاسخ 

) :است ) ( )mk m k mELr mE ± +⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 22 4 81 تواند   ميr بناميم، اين كمينه مقداري است كهr1 راr مثبتي اگرريشه4

  داشته 
ي  يهكه سرعت اول اي ذره . مقدار بيشينه نداردrاما.  اين كمينه يگانه است.باشد

 r1 تا rبه سوي مركز است، بايد در مداري حركت كند كهوآن در راستاي شعاع 
و سپس بدون ) شود  جهت سرعت آن كاملاً وارون ميr1و در  (كاهش پيدا كند

در بخش .  است است و مدار هذلوليبازگشتي   درواقع نقطه r1. يابد حد افزايش 
  .پرداختها خواهيم مدار شكلبعدي به 

k( حالت ربايشي ):ب( حركت را براي اين  هاي ممكنپيش از آنكه گونه):  0>
Lحالت بررسي كنيم، براي سادگي كميت m k≡   كنيم كه بعد را تعريف مي2

  

  تابع انرژي پتانسيل موثر اينك عبارت است از.  طول دارد 

effV  

E  

r1  
r  

 7- 24شكل
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)74-7(  ( )effV r k
r r

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠2

1
2  

  
rدر. نشان داده شده است) 7-25(اين تابع در شكل    مقدار=

( )effV rبا   كمينه و برابر ( )effV r k= = − وجه كنيد ت. است2
r كه به ازاي = ) داريم 2 )effV r = =2 برحسب اين كه  . 0

  :انرژي  سامانه چه داشته باشد، رفتارش متفاوت خواهد بود 
)1( : E k= −  effVيدار انرژي البته همان مقداركمينهاين مق: 2

اي به شعاع ه در مدار دايره بايد همواره صفر باشد و ذرrپس. است
 توان از انرژي  را به آساني مي جسمسرعت مداري. كند حركت مي

VET جنبشي چون انرژي پتانسيل  .دست آورد به =−
V k r= V، پس . r=و است  − k=    بايد داشته  و −

  

    .باشيم
)75-7(  k k

T v
m

= ⇒ =2  

kاز برابري نيروي ربايشيتوانستيم همين نتيجه را مي mv» مركز گريز« و نيروي 2 ي  به اين نتيجه .دست آوريمه  ب2
  . دو برابر انرژي جنبشي است منهاياي انرژي پتانسيل همواره براي حركت روي مدار دايره كه يز توجه كنيدجالب ن

)2( k E− < ي  ي شعاعي به بازه بينيم كه فاصله مي.  نشان داده شده استE اين وضعيت با انرژي)7-25(در شكل  :2>
مركز  بيشترين فاصله از r2.تواند به مركز نيرو نزديك شود اي است كه جسم مي  فاصلهكوچكترين r1. محدود استr2 وr1بين 

  .مدار بيضي است در اين حالت نيروست و خواهيم ديد كه
)3( E rي ذره به مركز نيرو ترين فاصلهدر اين حالت نزديك: = =1 r و بيشينه فاصله2 =   اي انرژي  ذره به اندازه. ند ا2∞

  .مدار سهمي است در اين حالت .له به صفر ميل كند انرژي جنبشي آن با افزايش فاص.دارد كه به بينهايت بگريزد
 )4( E Eبا ) 7-25(اين وضعيت در شكل : < اين بار ذره .  دارد راكمترين فاصله تا مركز نيروفقط  نشان داده شده است و ′

  .تواند با انرژي جنبشي غيرصفر به بينهايت بگريزد و مدار يك هذلولي است مي
  

 در qبار ي بارداري با  ذره  ):نزديكترين فاصله (7-4مثال 
qqكند  حركت مي′qي باردار ميدان نيروي ذره ′   برابر.0<

  شكل 
 به مركز نيرو vاي دور با سرعت  از فاصلهqبار) 26-7(  

ذره چنان است كه اگر روي  مسير حركت. شود نزديك مي
   از كنار مركز نيرو bي  فاصلهبا ادامه يابد، خط راست

  

effV
 

r  

E ′  

r2  r1  l  2  
r ′1  

E  
k

− 2  
 7-25شكل 

θ  

b  1r  
v  

m  

 7-26شكل 
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  .گويند مي پارامتر برخوردرا  bي تواند به مركز نيرو نزديك شود كدام است؟ فاصله كه ذره مي اي نزديكترين فاصله. گذرد مي
  توان صفر فرض  ي را مي بنابراين انرژي پتانسيل اوليه) از بينهايت( آيد  هاي بسيار دور به حركت درمي ه از فاصله چون ذر:حل 
E : انرژي كل ذره برابر است با،پس). كنيم مبداء پتانسيل را بينهايت فرض مي(كرد  mv= 2 ي افزون بر اين، چون مؤلفه. 2

mvbLاي حركت ي زاويه  است،پس تكانهbهمان v تاrعمودي  ).اين ثابت حركت استكه دانيم  مي) 7-53(از رابطه  (. است=
 .دست آورده توان ب ي شعاعي انرژي مي  در معادلهE وLادير را با جايگزيني مق،r1ي نيرو، به چشمهترين فاصله نزديك،پس
kاينجادر  qq πε′= r ي نيروي ذره از چشمه در نزديكترين فاصله كهدانيمو نيز مي  است4 ي   رابطه،بنابراين.  است0=

  .آيد صورت زير درميه  ب،ي شعاعي انرژي ني معادله يع)53-7(
)76-7(  ; qqr ar b a

mvπε
′

− − = =2 2
1 1 22 4  

rي درجه دو  و پاسخ مثبت اين معادله a a b= + +2 2
  . است1

  
ان  تا پرتابه بتواند از ميدبايد چقدر باشد شودميكه از سطح زمين شليك  اي  پرتابه كمينه سرعت لازم):سرعت گريز (7-5مثال 

  ؟ چگونه استي پرتاب  به زاويه آن بستگي. فرض كنيدR و شعاعMاي به جرم ؟ زمين را كرهگرانش زمين بگريزد
عبارتند  به ترتيب اي زاويهي  انرژي و تكانه. مود پرتاب شود نسبت به خط عαي و با زاويه vفرض كنيد پرتابه با سرعت  :حل
E از mv GMm R= −2 sinLو 2 mRv α= .در اينجاG كه انرژي را برحسب براي اين. ن استوثابت گرانش نيوت

mgيك ذره در سطح زمين وارد به انشهاي آشنا بنويسيم، توجه داريم كه نيرو گركميت GMm R GM R g= ⇒ =2 2  
E،پس. است mv Rgm= −2 Eپرتابه هنگامي به بينهايت خواهد گريخت كه . 2 v  يا0≤ Rg≥  كمينه  بنابراين،.باشد 2

evسرعت لازم براي گريز  Rg= پوشي   چشمكشي هوا  تا هنگامي كه از نيروي پس (α پرتاب ي  از زاويهمستقل  است كه2
kmRي ها با استفاده از اندازه.  است )كنيم = , و6370 msg −= 29 , ددي سرعت گريز از زمين، مقدار ع81 kmsev −= 111 2  
ي خود خواهد رسيد و دوباره به زمين   اين مقدار كوچكتر باشد، پرتابه به ارتفاع بيشينهاگر سرعت شليك پرتابه از. شودمي

  .كنيم در مثال بعدي اين فاصله را حساب مي. فرو خواهد افتاد
  
 درست در بالاي سطح اي  در مدار دايرهشاي، با سرعت حركت پرتاب ذره ،vاگر سرعت ):ي پرتابه ارتفاع بيشينه (7-6مثال
   چقدر است؟،تواند داشته باشد  ميαي پرتاب به ازاي زاويهبيشينه ارتفاعي كه پرتابه. ، برابر باشدcv، زمين
)ي  از مركز زمين، بزرگترين ريشه معادلهr2ي  بيشينه فاصله:حل )effV r E=مقدارهاي.  استEو Lداريم7-5از مثال   را  .
  پس،

)77-7(  
( )eff

kLV r k
r r mr r

⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 2
1

2 2  

k و چون GMm gR m= =    است، بنابراين  2
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)78-7(  

  L mgR mv mgR
mr r

− = −
2 2

2
2

1
2 2  

sin ( )R v gR r v Rg rα − = −2 2 2 2 2 22 2  
  يا

( ) sinRg v r R gr R v α− − + =2 2 2 2 2 22 2  
GM و )7-75 ( هاي توان از رابطه اي را مي مدار دايره در سرعت حركت R g=   :حساب كرد 2

, kmscv k m Rg −= = = 17 ) رابطه،بنابراين. 9 )effV r E=شود صورت زير ساده ميه  ب.  
sin ( cos )r Rr R r Rα α− + = ⇒ = +2 2 2

22 0 αي ديگر براي هر زاويه وR2براي پرتاب عمودي، بيشينه فاصله. 1  از ≠
αدر حد تقريباً پرتاب افقي. كمتر استاين مقدار π≈ دهد كه كدام  ن مثال نشان مياي . استRشعاع اي به  مدار تقريباً دايره2

دست ه  را بrفقطخواهيم  كه مي اين معادله به ويژه، هنگامي. ي شعاعي انرژي حل كرد توان به آساني با معادله ها را مي مسئله
  . بسيار سودمند است) راtيا زمانθي قطبي و نه زاويه(بياوريم 

  
حال  هاي فيزيك كلاسيك حل كرد؛ با اين اي نيست كه بتوان با شيوه اين مسئله ):ترازهاي انرژي اتم هيدروژن  (7-7مثال 

. ورددست آه ب هم از مكانيك كلاسيك» كوانتش«توان با اعمال شرط  آمده از مكانيك كوانتومي را مي دسته ترازهاي انرژي ب
تواند به   نمي الكترون در اتم» ي قديمي كوانتومي بوهر نظريه«بنا به : دست آمدنده بهم روش   به همين تاريخي،درواقع، از نظر

ي  كه تكانه را  شرط كوانتش اين اي بوهر براي حالت مدارهاي دايره. ؛ مدار ديگري را اشغال كند جز مدارهاي معين گسسته
kدر اين حالت ثابت. بايد باشد اعمال كرد) π2عدد پلانك تقسيم بر (درستي از  مضرب Lزاويه اي e πε°= − 2  e و است 4

nLپس براي. بار الكتريكي پروتون يا منهاي بار الكتريكي الكترون است Lي   مدار، بنا به رابطهna شعاع= m k≡ 2  
  ست از اعبارت

)79-7(  
n

La n a
me
πε°= =

2
2

12
4  

,مقدارش، شعاع نخستين مدار بوهر و a1كه در آن ma meπε −= = ×2 2 11
1 4 5 29  هااين مدارتراز انرژي مربوط به . است10

  ند از اعبارت
)80-7(  

n
n

e eE
a n aπε πε° °

= − = −
2 2

2
1

1
8 8  

  .آيند، سازگاري خوبي دارند دست ميه نگاري اتم هيدروژن ب اين مقدارها با انرژي گذارهاي اتمي كه از بيناب
  
   مدارها2-7-7

هاي حركت يك جسم در ميدان نيروي مركزي را برحسب اين كه انرژي جسم توانيم شكل مداركه مياينك در موقعيتي هستيم 
ي  در رابطهεگريز از مركز.  مختلف را بررسي كنيمεهاي با كافي است با جزييات بيشتري حالت.، به دست آوريمچه باشد

  .تعريف شده است) 69-7(
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ε(دايره  • =( 

ε  اگر Eداريم) 7-69(ي ز رابطه باشد،آنگاه ا= m Lα= − 2   منفي بودن انرژي ناشي از اين است كه منفي بودن انرژي . 22
داريم ) 7-71(و ) 7-70(هاي يل به دام افتاده است و از رابطهذره در چاه پتانس. پتانسيل بيش از مثبت بودن انرژي جنبشي است

min maxr r L mα= = Lاي با شعاع ، ذره در مدار دايرهبنابراين. 2 mα2 7-68 (يبيان هم ارز را از رابطه. مي كند حركت (
   يهمه زي بهاي را بررسي كنيم نيا كه اگر  بخواهيم فقط حركت دايرهتوجه كنيد.  استθ مستقل ازrمي توان نتيجه گرفت كه

m معين، انرژيLبه ازاي.   نيست7 -7-1هاي بخشمحاسبه Lα− 2  E كمترين مقدار22
rبراي اين كه انرژي كمينه باشد بايد( دارد مجاز ميي شعاعي انرژي است كه معادله =0 

2، ي پتانسيل موثرو مي توان نشان داد كه كمينهباشد  22L mr rα−نيز به اين مقدار  
Eاگر.) انجامد مي( )effV rذره در ته . است) 7-27(نيم وضعيت همانند شكل  را رسم ك

  . نداردrركتي در راستايچاه پتانسيل به دام افتاده است و هيچ ح
>ε (بيضي • <1(  

  
          

                       

>εاگر  mگويدمي) 7-69(ي  باشد، رابطه1> L Eα− < <2  هاي  و از معادله22
البته هنوز روشن نيست كه . آيند به دست ميmaxr وminrمقدارهاي) 7-71(و  ) 70-7(

)اگر. مدار بيضي است؛ اين را بايد نشان داد )effV r 7-28( را رسم كنيم همانند شكل (
بنابراين ، ذره . كند و انرژي آن منفي است نوسان ميmaxr وminrذره در بين. خواهد شد

  .  در چاه پتانسيل به دام افتاده است
ε(سهمي  • =1(  

  
  

εاگر = Eمي گويد) 7-69(ي  باشد آنگاه رابطه1   كه اي انرژي دارد اندازه يعني اين كه ذره درست بهEاين مقدار.  است0=
rبا(بتواند خود را به بينهايت برساند  ي لهكمينه فاص). گرايد سرعت ذره به صفر مي∞→

minrآيد و برابر است با به دست مي) 7-70(ي ي نيرو از رابطهذره تا چشمه L mα= 2 2   
maxr:دهدبه دست مي) 7-71(ي ي آن را رابطهو بيشينه = هم روشن نيست كه مدار باز. ∞

)اگر. سهمي است و بايد سهمي بودنش را ثابت كرد )effV r 7-29( را رسم كنيم همانند شكل (
رود و در نتيجه  پس و پيش نميrشود كه ذره در راستايشكل ديده مياز . خواهد شد

   minrي در حال حركت باشد تا فاصله مركز نيرواگر در آغاز ذره به سوي. كندنمي نوسان 

  
  

ال دور شدن ح در آغاز از مركز نيرو در ذره اگر. رودگردد و به بينهايت ميشود و سپس از اين نقطه برميآن نزديك ميبه 
  .شودزيرا در بينهايت انرژي آن صفر ميشود، ي نيرو نزديك نميرود و ديگر  هرگز به چشمهباشد، به بينهايت مي

ε(هذلولي  • > 1(  
εاگر Eبينيم كهمي) 7-69(ي  باشد، از معادله1< rبا(  انرژي ذره در بينهايت هم هنوز غير صفر است يعني.  است< →∞ 

Eگرايد و سرعت ذره به مقدار غير صفرپتانسيل به صفر مي m2ي باز هم كمينه فاصله از مركز نيرو با رابطه.) رسد مي
maxrبينيم مي) 7-71(ي شود و از رابطهداده مي) 70-7( =   در اينجا هم هنوز روشن نيست كه مسير هذلولي است و بايد آن . ∞

( )effV r  

 7-27شكل 

 7-28شكل 

 7-29شكل 
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  . حركت نوساني نداردrدهد كه ذره در راستايپتانسيل موثر رسم شده است و نشان مي) 7-30(در شكل . را نشان داد
    اثبات شكل مدارها3-7-7

-67(ي شكل مدار چگونه است، به رابطه εهاي مختلف به ازاي مقداربراي اين كه نشان دهيم
به ياد بياوريد كه ما كميت . هاي مخروطي استدر واقع، اين رابطه نمايش برش. گرديمبرمي) 7

Lبا بعد طول  m k L mα≡ =2 گيري اين بحث براي پي. تر شناسانديم را پيش2
 ضرب كنيم و به ياد داشته rرا در) 7-68(ي  اگر رابطه. مختصات كارتزي استفاده ميكنيماز

cosباشيم كه  x rθ ) و= )r x y= +2 2 1   آيدبه صورت زير درمي) 7-68(ي  آنگاه رابطه2

             
  

 )81-7(  ( )r xε= +  
rيا xε= )با جاگذاري . − )r x y= +2 2 1    و پس از مجذور كردن اين رابطه خواهيم داشت2
)82-7(  x y x xε ε+ = − +2 2 2 2 22  

  . بررسي مي كنيمεهاي مختلفحالا اين رابطه را براي مقدار
ε(دايره  • =(   

ε به ازاي xبه صورت) 7-82( رابطه ي = y+ =2 2 Lاي به شعاع ي دايرهآيد كه معادله درمي2 mα=  است و مركز 2
  .در آنجا ست ي نيرو مختصات قرار دارد، جايي كه چشمهآن در مبداء

>ε(بيضي  • <1(  
  توانيم آن را به صورت زير بنويسيم مربع كامل بسازيم ميxنسبت به) 7-82(ي در اين حالت اگر در رابطه

)83-7(  
( )x x yεε ε

ε ε
− + + + =

− −

2 2 2
2 2 2

2 21 2 1 1  

)ي بالا را بهرف رابطهاگر دو ط )ε−2   :صورت زير نوشته با اندك عمليات جبري ب توان آن را  تقسيم كنيم مي21
)84-7(  ( ) ; ,x a y a b

a b
ε

ε ε

+
+ = = =

− −

2 2

2 2 2 2
1 1 1

                  

)ي بيضي به مركزكه معادله ( ), )ε ε− − 21   يفاصله  نيم.اند بيضيمحورهاي بزرگ و كوچك اين به ترتيب نيمb وa. است0
) آنهايبين كانون )c a b ε ε= − = −2 2 ، يك كانون در مبداء بنابراين.   است21

توجه كنيد كه . نشان داده شده است) 7-31(اين بيضي در شكل . مختصات قرار دارد
c a ε=توجه كنيد كه براي بيضي.  گريز از مركز آن استE  محور و نيم است0>
   صورت زير بنويسيمتوانيم برحسب انرژي بهها را مي

)85-7(  
, La b a

E m E
α

ε
= = = =

−

2
2

21 2 2  
  

  
  

  .كند تعيين ميLايي زاويه را تكانهشود و داده ميE، با مقدارa،محور بزرگ، طول نيمپس
اي ي زاويهي ميان تكانهسخ پرسش را با توجه به رابطهپا. پيمايددر چه زماني ميذره هر بخش مدار را جالب است كه بپرسيم 
2dAداريم. ، مي توان به دست آورد) 7-33 (ي، رابطهو آهنگ روبش مساحت dt L m= . كه بايد انجام بنابراين ، تنها كاري 

 7-30ل شك

 7-31شكل 
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m بردار شعاعي را حساب و سپس آن را دربا  روبيده شدهداد اين است كه مساحت L2چون سطح به ويژه.  ضرب كرد ،
Aبيضي abπ=ي مدار داريم  است، براي دوره( )m ab Lτ π=   توانيم بنويسيمپس مي. 2

  
)86-7(  

m a b m a m a
L m

τ τ
π α π α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 22 2 2 2 3
3

22 2  

براي سياره . انجامدي بالا به پاسخ درستي مي، رابطهaشود كه براي مدار دايره با شعاع به آساني ديده مي)7-85(ي رابطهاز 
  چرخد داريم  ميMاي كه پيرامون جرم مركزييا ماهواره

)87-7(  a
GM

τ
π

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 3

2  

  .محور بزرگ متناسب استي مدار با توان سوم نيممربع دوره: هاست براي حركت سيارهقانون سوم كپلركه بيان 
  

ε,گريزي بيضي با مركزمدار زمين ) : مدار زمين(  7-8مثال =0  در يكي از كانون) خورشيد (مركز نيروي گرانش. است0167
اضافي به دو نيم تقسيم شود چه مدت زمان  محور كوچك باه اگر مدار زمين ب.  از مركز بيضي قرار داردcي  آن به فاصلههاي

  خواهد كرد؟ ي ديگر سپري زمين در يك نيمه نسبت به نيمه
روشن است كه مساحت جارو شده توسط بردار )7 -32 ( از شكل:حل

  ست باشعاعـي برابر ا
) c و ارتفاعb2ي مسـاحت مثلث با قاعده (±) نصف مسـاحت بيضي (

)ديگريا به بيان  ) ab cbπ ±1 ) 7-33 (ي باتوجه به رابطه، بنابراين. 2
tداريم A m L=  زمان t  سطح روبيده شده است وA كه در آن2

ي  چپ و نيمهيهاي روبيده شدن نيمهپس نسبت زمان. روبش آن است
  راست بيضي عبارت است از

( ) ( )
( ) ( )

t ab cb
t ab cb

ε ππ
π ε π

++
= =

− −
1

2

1 22
2 1 2  

  

  

tو اختلاف اين دو زمان  t ε π− =1 2 3, سال يا2   .  روز است88
  

ε(سهمي . • = 1(  
εبراي yبه صورت) 7-69(ي  رابطه1= x= −2 2 توان آن را به مي. آيد  درمي2

)صورت ديگر، )y x= − −2 2   ، هم 2
) با راسي  سهمينوشت كه معادله ,  2ي كانوني اين سهميفاصله.  است2(

yبراي سهمي( است  ax=2 پس، مدار يك سهمي است ).  استaي كانوني فاصله4
  . ه استنشان داده شد) 7-33(كه كانون آن در مركز نيرو قرار دارد و در شكل شكل 

ε(هذلولي  • > 1(  

  

b

a

ae

r

c  

 7-32شكل 

 7-33شكل 
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  توان به صورت زير نوشت ميxرا پس از كامل كردن مربع نسبت به) 7-82(ي در اين حالت معادله
)88-7(  ( )x c y

a b
−

− =
2 2

2 2 ,  با            1 La b a
E mE
α

ε
= = = =

−

2
2

2
1

1 2 2  

Eتوجه كنيد كه )دري يك هذلولي است كه مركز آن  اين معادله . است< , )cمحورهاي نيم)  7-34 (در شكل.  قرار داردaو   
  
  
  
  
  
  
  
bي ديگر به   به مدار در حالت ربايشي و شاخه))7-34 (ي سمت چپ در شكل شاخه(ي هذلولي  يك شاخه. اند  نشان داده شده

 محور كوچك توجه كنيد كه نيم. دنشو مشخص مي Lاي ي زاويه  با تكانه وE با انرژيaمانند پيش،. ندمربوط ا حالت رانشي
،b ذره اگر روي خط راست حركت كند ي مسير تا مبداء كه ترين فاصلهت است از نزديك و عبار برخورد استپارامتر، همان

)ي كانوني برابر است با فاصله نيم)در راستاي خط هاي مجانب(تواند به آن فاصله برسد مي )c a b ε ε= + = −2 2 2 1 .
cدر مركز نيرو قرار دارد وبنابراين، كانون  aε   . است =

  
فرض  (داري از خورشيد نصف شعاع مدار زمين  ي دنباله ي ستاره كمينه فاصله   ):مدار يك ستاره ي دنباله دار ( 7-9مثال 

دار را  ي دنباله سرعت ستاره. تدر آن نقطه دو برابر سرعت مداري زمين اسدار  ي دنباله است و سرعت ستاره) كنيد دايره باشد
ي  دار از سامانه ي دنباله كند؟ آيا ستاره اي مدار زمين را قطع مي با چه زاويه. كند بيابيد كه مدار زمين را قطع مي در هنگامي

  پيمايد؟ خورشيدي خواهد گريخت؟ چه مداري را مي
Er) نزديكترين فاصله تا خورشيد(در حضيض خورشيدي   :حل  a= C. و 2 Ev v= با استفاده : (ي عبارتست ازپس انرژ. 2

  ) )7-75(از رابطه ي 

.
s

C E
E

GM mE mv
a

= − =2 22  

  كردن مدار زمين برابر است با دار در هنگام قطع ي دنباله بنابراين سرعت ستاره

.
s

C E
E

GM mmv mv
a

= =2 21
2  

C.پس Ev v= ECEاي برابر است با  ي زاويه كانهت. 2 vamL ي قطع مدار  زاويه پس . =Ea:  داريمتعريف و بنا به =.
cosE.عبارتست از E C Ema v L ma vα = α يا= Eچون. 45=° ي لازم انرژي  دار تنها به اندازه ي دنباله ، ستاره  است=

  ي خورشيدي بگريزد و مدارش سهمي است دارد كه از سامانه

θ  

a  c   

b  
 7-34شكل
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   قانون هاي كپلر4-7-7

زيست و مي) 1642-1727(پيش از نيوتون ) 1517-1630(كپلر . هاي كپلر را بيان كردتوان قانوناينك با كمترين كار اضافي مي
دانستند كه مي) 1473-1543(ز زمان كوپرنيكوس ا. هاي تجربي رصدي به دست آورده از دادههاي خود را با استفادقانون
  .گردند، اما كپلر و نيوتون نخستين كساني بودند كه اين دانش را به زبان كمي بيان كردندها دور خورشيد ميسياره

اين يك تقريب بسيار . م است كه مكانش تغيير نكندي كافي پرجرض نهفته است كه خورشيد به اندازههاي كپلر اين فر در قانون
  خوبي است

  قانون نخست •
  .هاي بيضي قرار داردكنند و خورشيد در يكي از كانونها در مدارهاي بيضي حركت ميسياره

از كنار  در مدار بيضي البته اجسامي وجود دارند كه در آسمان سرگردانند و. ثابت كرديم) 7-84(ي ما اين قانون را با رابطه
  .بينيمن هرگز آنها را براي بار دوم نميناميم چواما اين اجسام را ما سياره نمي. گذرندخورشيد مي

  قانون دوم •
  .بردار شعاعي از خورشيد به سياره با آهنگي مساحت را مي روبد كه مستقل از مكان سياره در مدارش است

 برابر است با روبددار شعاعي در زمان كوتاهي ميمساحتي را كه بر. ايي زاويهچيزي نيست جز بيان پايستگي تكانهاين قانون 
( )dA r r dθ=؛ چون r dθ2بنابراين، با استفاده از . است) 7-35( ي مثلث باريك در شكل  قاعدهL mr θ=داريم  

)89-7(  dA Lr
dt m

θ= =21
2 2  

  . ثابت استL چون براي هر نيروي مركزي،،كه مقدار ثابتي است
  قانون سوم •

دقيق .  ، مدار متناسب استaمحور بزرگ، ، يك مدار با مكعب طول نيمTي ،مربع دوره
  تر بگوييم

)90-7(  ma aT
GM

π π
α °

= =
2 3 2 3

2 4 4  

  بهنسبت به زمان روي يك دور كامل مدار انتگرال بگيريم ) 7-89(ي   اگر از رابطه:اثبات

  

  آيددست مي
)91-7(  LTA

m
= 2  

Aاگر مساحت abπ=سيماستفاده كنيم و بنوي) 7-88(ي ن رابطه جاگذاري كنيم و از رابطه بيضي را در ايb a ε= − 21 
  آنگاه خواهيم داشت

)92-7(  
( )
L Ta

m m
π

ε
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 2
2 4

21 4  

r dθ  

r  dθ  

 7-35شكل 
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Lي بالا را به اين صورت نوشتيم تا بتوانيم ازسمت راست رابطه m α≡2ي درون پرانتز را به استفاده كنيم و جمله 
1)2صورت ) aα ε α− )اما چون. داده شده است )7-88(ي  با رابطهa. بنويسيم≡ )a GM m aα   ، پس خواهيم داشت≡

)93-7(  ( )GM ma T
a

m
π =

2
2 4

4  

  .است) 7-90(ي كه همان رابطه
 و از حركت آن نداشتيمپ را بينهايت  يعني جرم مركز ربايش.استتاكنون فرض كرديم كه مركز ربايش در حال سكون   :نكته

جرم مشترك حركت دو جسم حول مركز ، و بنابراينمحدود است) مثل خورشيد(  مركز ربايش، جرمدر واقعيت. چشم پوشيديم
 مخرج  درm، مادامي كه حركت نسبي مورد بررسي است بايد جرمبناميم Mاگر جرم محدود مركز ربايش را. آنهاست
)كاهيدهجرم  را با )7-93(  ي رابطه )mM m Mμ ≡ ه  را بايد ب)7-90(ي   قانون سوم كپلر، رابطهپس، .كرد جايگزين +

  آيد زيردرميصورت
)94-7(  

( )
a aT

GM m G M m
π μ π

= =
+

2 3 2 3
2 4 4  

ها نيز متناسب طور وارون با مجموع جرم همتناسب است بلكه ب محور بزرگ نه تنها با مكعب نيمي حركت دورهپس،  .بنويسيم
ه  ب)7-94( را به جاي )7-90(ي  هاي آن است؛ رابطه  بسيار بزرگتر از جرم سيارهM،در عمل، البته چون جرم خورشيد. است

  يك هر سياره، مدارد باشد بگوئيم اگر ناظر در روي خورشيرابطه با حركت نسبي دو جسم، كافي است كهدر . بريم كار مي
ه باشد، خورشيد ر اگر ناظر بر روي سيا،مين ترتيب هبه. هاي آن قرار دارد كه خورشيد در يكي از كانونبودبيضي خواهد 

  .هاي آن قرار دارد كه سياره در يكي از كانونداشتمداري بيضي شكل خواهد 
  

  فيزيك محاسباتي    مدارهاي كپلري
  .و غيره استفاده كنيد ، εمركزگريزي،، هاي تجربي جرم از داده.ي خورشيدي را در نظر بگيريد ي سامانه ه سيارهنُ

  . اين نه سياره درستي قانون سوم كپلر را بررسي كنيدز ايك  براي هر  ):الف(
  .برگزينيديكاي فاصله را يكاي نجومي . ها را رسم كنيد   مدارهاي سياره ):ب(
  
  

  مسئله ها
اي ذره.  را در نظر بگيريدR2 و شعاع بيرونيR1 با شعاع داخليMي كروي به جرم  پوسته):نبروي پوسته ي كروي(  1-7

≥r) r را برحسبmنيروي وارد به جرم. سته قرار دارد از مركز پوrيدر فاصله mبه جرم ≤ به دست آوريد و آن ) 0∞
  .را رسم كنيد

kgبا چگالي) بينهايت(  از سيم راست بسيار دراز ي به فاصلهmاي به جرمذره): سيم بينهايت  (2-7 mρقرار دارد  .
Fنشان دهيد كه نيروي وارد به ذره  G mρ=   گيري وان متغير استفاده كنيد انتكرالعنه  اگر از زاويه ب:راهنمايي. (  است2
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  ).كندتر مي كارها را آسانtanθرگزينيد، آنگاه جايگزيني در راستاي سيم را متغير باگر فاصله. شودتر ميساده
 خط عمود Lاگر. ايم بريدهR سوراخي به شعاعσاي به چگاليي بينهايت گستردهاز صفحه )الف( ):ي كستردهصفحه (3-7

قرار  از مركز سوراخ xي كه برروي خط و به فاصله mاي با جرمچه نيرويي به ذره. ز سوراخ بگذردبرصفحه باشد و از مرك
 را از سوي يك حلقه به mنيروي وارد به.. ض كنيدمركز فرهاي هملقه صفحه را به صورت ح:راهنمايي( شود؟ دارد، وارد مي

  .)دست آوريد و سپس انتگرال بگيريد
 از حالت سكون رها شود، نشان دهيد كه اين ذره حركت نوساني Lبه مركز سوراخ و در روي اي خيلي نزديك اگر ذره):ب(

  .وسان را حساب كنيدخواهد داشت و بسامد ن
گذرد به دست ه را هنگامي كه از مركز سوراخ مي از صفحه رها شود، سرعت ذرxي و به فاصلهL اگر ذره در روي):پ(

  . بيازماييد)  كوچك R برايارز،يا به طور هم(  هاي بزرگ xپاسخ خود را براي حد. آوريد
ي يك سفينه در مداري به شعاع دوره.  را در نظر بگيريدR وشعاعMاي به جرم سياره):الف(  ):ميله، سفينه، زمين (4-7

R2در است؟ حول اين سياره چق  
  اگر شرايط ) 7-36شكل ( قرار دارد R3 را در نظر بگيريد كه درست از سطح زمين تا شعاعR2ي درازي به طول ميله):ب(

اوليه چنان فراهم شده باشد كه ميله در حالي كه همواره در راستاي شعاع است حول 
  .ي مدار ميله را حساب كنيدزمين بگردد؛ دوره

 با چگالي يكنواخت از R و شعاعMاي به جرمسياره): اي از ماسهسياره (5-7
هاي ماسه را به بينهايت منتقل كنيم و ي دانه براي اين كه همه.ماسه تشكيل شده است

  بسيار دور باشد، چه مقدار انرژي لازم است؟ي ديگر ي ماسه از دانههر دانه

  

ي را از سطح زمين تا مركز كره) Aسطح( چاه باريكي :  تلاش غير معمول زير را در نظر بگيريد):چاهي تا مركز زمين (6-7
. كنيم تا اصطكاك نداشته باشداي اندود مي مادههاي لوله را باهدهيم و ديوااي با همان سطح در آن قرار ميلوله. نيمكَزمين مي
 باشد و چگالي آن را يكنواخت Rاگر شعاع زمين. كنيمر ميله را با موادي كه از چاه بيرون آورده شده است دوباره پدرون لو
kgو برابر mρ   : فرض كنيم3

   از مركز زمين چقدر است؟rي در درون لوله و به فاصلهdmه جرم كوچك نيروي گرانش وارد ب):الف(
  ي لوله را نگه دارد؟چه نيرويي در ته لوله لازم است تا اندرونه ):ب(
 ي در فاصلهR و شعاعMي همگن به جرمكره): ميله و كره (7-7

R2ي همگن و به طول از ميلهR2 اگر . قرار دارد) 7-37( برابر شكل
  اين دو جسم از حالت سكون رها شوند سرعت آنها درست پيش از

  برخوردشان در اثر ربايش گرانشي چقدر است؟

  

به هر دوي . كنندبا نيروي گرانش با هم برهمكنش ميديگر قرار دارند ويك از ي به فاصلهmدو جرم يكسان ):دو ذره ( 8-7
  . حول مركز جرمشان بگردند2اي به شعاعدهيم تا هر كدام در دايره ميvها سرعت مماسي مناسباين ذره

   را حساب كنيدv): الف(

R  R2  

 7-36شكل 

M  
R  R2  

R2  
M  

 7-37شكل 
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تواند به آن نزديك شود چيست؟ اي كه جرم دوم ميو ساكن نگه بداريم، كمترين فاصلهها را بگيريم  اگر يكي از اين جرم):ب(
  )هايي پايسته اند؟ميتچه ك) 2(ه چيست؟ جهت سرعت در نزديكترين فاصل) 1: (راهنمايي(
  ): دو مخروط و پوسته كروي ( 9-7

kg و چگا ليR پوسته ي كروي نازكي با شعاع):الف( mσ ذره اي در بينهايت و از حالت سكون به سوي .  را در نظر بگيريد2
فرض  ( رسد چقدر است؟سته مي. مركز پورعت ذره در هنگامي كه بهس). به خاطر نيروي گرانش( سته حركت مي كند .اين پو

  ). الف7-38(شكل . كنيد در روي پوسته سوراخ كوچكي وجود دارد و ذره از آن سوراخ مي گذرد
اي كه از بينهايت و از ذره. ايمقرار داده)  ب7-38(ل  را برابر شكL و طول يالRيي مخروطي با شعاع قاعده دو پوسته):ب(

رسد به ها ميسرعت ذره را هنگامي كه به راس مخروط. ها سقوط مي كندحالت سكون در راستاي خط عمود بر ارتفاع پوسته
  .فرض كنيد كره و مخروط ها در فضا ثابت اند) ب(و ) الف(براي هر دو بخش . دست آوريد

  
  

  

  رها درون تونل جسمي را از يك انتها در ايم،  كنده )7-39( ي زمين، برابر شكل  تونل مستقيمي بين دو نقطه):ندسفر ت (10-7
كشد تا به انتهاي ديگر تونل  چگونه خواهد بود؟ چه مدت طول ميين جسمحركت ا. كنيممي

واخت يكن) به نادرستي(ه چگالي زمين فرض كنيد كبرسد؟ از اصطكاك چشم پوشي كنيد و 
  . است

  .ي زير را در نظر بگيريددو سامانه): نسبت پتانسيل ها (11-7
  . قرار داردMي تخت مربع به جرمي يك صفحه در گوشهmجرم) 1 (
  . قرار داردM در مركز يك صفحه ي تخت مربع به جرمmجرم) 2(

  
  
  
  
  
  

  را حساب كنيدB وA) 7-40(پيشنهادي در شكل : راهنمايي. (  را در دو وضعيت بالا بيابيدmنسبت انرژي پتانسيل جرم

    

اين دو ذره در اثر . اندي بينهايت از هم ودر حال سكون نخست در فاصلهM وmهاي دو ذره به جرم):سرعت نسبي (12-7
   چقدر است؟، باشدrشانها هنگامي كه فاصلهسرعت نسبي آن. كنندگرانش يكديگر را جذب مي

R

  ب7-38شكل 

R  

  الف7-38شكل 

 7-39شكل 

A=  B=  

 7-40شكل
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 در فضا Pينقطه. توانيم به هر شكلي در بياوريم داريم كه ميمانند با چگالي ثابتياي خميريماده ):گرانش بيشينه (13-7
   بيشترين گرانش را ايجاد كند؟Pيخمير را به چه شكل در آوريم تا در نقطه. داده شده است

  ): ياره پرش از يك س-سرعت گريز ( 14-7
هاي عددي آن را براي زمين، ماه و مقدار.  را بيابيدM و جرمRاي كروي به شعاعاي از روي سياره سرعت گريز ذره) :الف(

  .خورشيد حساب كنيد
   فرض كنيد .تواند از روي آن به فضا پرتاب شود انسان ب،ي كروي بايد چه شعاعي داشته باشد تا با يك پرش يك سياره):ب(

اين سياره با طول پرش در زمين يكي است اي مانند طول پرش در  با گمانه:راهنمايي. ( مين برابر استچگالي سياره با چگالي ز
  .)مسئله را حل كنيد

اي كه در مركز نسيل گرانشي ذرهتانسبت پ.  مكعبي با چگالي يكنواخت را در نظر بگيريد):بازهم نسبت پتانسيل ها ( 15-7
توان بدون انجام انتگرال  اين مسئله را مي:راهنمايي( ي مكعب چيست؟ به پتانسيل گرانشي آن در يك گوشهمكعب قرار دارد 

  .)هاي پيچيده هم حل كرد
 اي به جرم وارد به ذرهشاي براي نيروي گرانرابطه. الي زمين مقدار ثابتي است فرض كنيد چگ)الف (): نيروي گرانش ( 16-7
mي شعاعي برحسب فاصلهrژرف نيروي گرانش هم كاهش ي شما بايد نشان دهد كه با پايين رفتن در چاهي رابطه.  بيابيد

  .كندپيدا مي
 كه لازم شرايطي .يابد ميافزايش به درون چاه، گرانش هم  با اين حال، چگالي زمين ثابت نيست و در واقع با پايين رفتن):ب(

c داشته باشيمAاي وجود داشته باشد اين است كه به ازاي مقدار معيناست اين وضعيت در سياره avAρ ρ< . در اينجاavρ 
يعني تنها به (   كه چگالي تقارن كروي داردضبا اين فر. ي سطح سياره است چگالي در پوستهcρچگالي ميانگين سياره است و

  . را بيابيدAمقدار) شعاع بستگي دارد
دارش حول اگر اين سياره خيلي تند در م. ريددر نظر بگي را ρاي با چگالي جرمي يكنواختسياره): واپاشي يك سياره (17-7
ي نشان دهيد كه كمينه مقدار دوره) .شود و در فضا پراكنده ميجرمش از آن جدا( شود ركز نيرو بگردد، از هم پاشيده ميم

Tگردش برابر است با  Gπ ρ= ,براي .3 gr cmρ = 35   . را حساب كنيدTياين مقدار كمينه)  زمينن چگاليميانگي (5
  
 را  برابر شكل R و شعاعMاي به جرم حلقه):نيروي گرانش حلقه (18-7 
ي حلقه  از صفحهxي به فاصلهPيفرض كنيد نقطه. در نظر بگيريد) 41-7(

  . و بر روي محور گذرنده از مركز حلقه است
    چيست؟Pي واقع در نقطهm نبروي وارد به جرم):الف( 
   . چقدر استPي در نقطهm انرژي پتانسيل جرم):ب(
F نشان دهيد):پ( dV dx= −  
    اگر ذره از بينهايت و از حالت سكون در راستاي محور شروع به حركت):ت(

  

  بكند؛ هنگام گذار از مركز حلقه سرعتش چقدر است؟ 

R  
x  m  

 7-41شكل 

P  
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كشد تا با خورشيد ، چه مدت طول مي اگر زمين به ناگهان از گردش حول خورشيد باز ايستد):اگرزمين بايستد؟(  19-7 
  )كنيد مسير زمين نيمي از يك مدار بيضي بسيار باريك است و از قانون كپلر استفاده كنيدفرض: راهنمايي( برخورد كند؟ 

)در پتانسيل ):مدار دايره پايدار  (20-7 ) nV r A r= A  با−   ي پايدار است؟اي دايره مدار ذرهnهاياربه ازاي چه مقد <
)اي تحت اثر نيروي ذره):ي ناپايدارمدار دايره  (21-7 )F r A r= − نشان دهيد كه ذره هم . ندك در مدار دايره حركت مي32

اندك .  استاي از حركت ناپايداراين نمونه. ( ه باشدداشت) به سوي مركز نيرو يا بيرون از آن( تواند حركت شعاعي چنين مي
   .بيابيد r را برحسب تابعي ازθ حركت شعاعي ذرهبراي.) شودميب حركت شعاعي آن اي ذره سباختلال در مدار دايره

rپتانسيل  (22-7 )پتانسيل ي دراذره :) 3− ) ( )V r C r= −   . حركت مي كند33
  . را حساب كنيدeffV معين، بيشينه مقدارL براي):الف(
كت  حرb و پارامتر برخوردv پتانسيل موثر را رسم كنيد و با استفاده از آن بگوييد كه اگر ذره از بينهايت با سرعت اوليه):ب(

  . دام پتانسيل خواهد افتادبه bيكند، به ازاي چه مقدار بيشينه
) در پتانسيلmاي به جرمذره) : krپتانسيل  (23-7 ) kV r rβ=اي آني زاويهاگر تكانه. كند حركت ميLباشد   

  .اي را بيابيد مدار دايرهr شعاع):الف(
  .ها را به دست آوريد اين نوسانrωبسامد،.  نوسان كندrكه شعاع آن حولزنيم به طوري به ذره تلنگر كوچكي مي):ب(
θω،دايره) نزديك به( به بسامد حركت  rω نسبت بسامد):پ( θ=به ازاي چند مقدار.  را حساب كنيدk  اين نسبت يك عدد

  .حث كنيد در حركت ذره ب.شودگويا مي
 به انتهاي فنربدون جرم بسته شده است و در روي ميز بدون اصطكاك kg2اي به جرم ذره):اي با فنرحركت دايره ( 24-7
ي  فاصلهrند كه در آنك به جرم وارد ميr3فنر نيروي. ي بدون اصطكاك ثابت شده استانتهاي ديگر فنر به نقطه. ر داردقرا

JEكند و انرژي كل آناي حركت ميذره روي دايره. هاي ثابت فنر استذره تا انت    است12=
  . شعاع مدار و سرعت جسم را بيابيد):الف(
m شعاع و برابراي در راستايرعت لحظهزنيم و با اين كار به آن س به ذره تلنگري مي):ب( s1هاي سامانه را حالت. دهيم مي

  .انرژي نشان بدهيد پيش و پس از ضربه در نمودار
  . را حساب كنيدrي براي مدار جديد كمينه و بيشينه):پ(

  . استM و جرم زمينrشعاع مدار. گرددمدار دايره دور زمين مي در mاي به جرم ماهواره):ماهواره (25-7
  . انرژي مكانيكي ماهواره را حساب كنيد):الف(
 نيرو در اثر اين. شودكشي وارد ميگردد و هنوز به آن نيروي ضعيف پسي بالايي جو مي فرض كنيد ماهواره در لايه):ب(

ند خواهد بود كشي ضعيف است، تغيير شعاع مدار بسيار كُچون نيروي پس. شودبه طور مارپيچي به زمين نزديك ميماهواره 
 ، در هر دور rΔتغيير تقريبي شعاع مدار،.  استrاي با شعاعهر لحظه، ماهواره در مداري دايره كه در توان فرض كردو مي

  گردش ماهواره چقدر است؟
  . به دست آوريد از يك مدار به مدار ديگر،  تغيير تقريبي در انرژي جنبشي ماهواره را):پ(
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)اي، پتانسيل داده شدهLبه ازاي): مسير مارپيچ نمايي (26-7 )V rسير ذره را چنان بيابيد كه مar Ae θ= ) مسير مارپيچ (
 استفاده ي شعاعي انرژي نباشد و از معادلهθ بيابيد كه در آنrاي برايرابطه: راهنمايي. ( ارهاي ثابتند مقدa وA.باشد
  .)كنيد
)اي، پتانسيل داده شدهL ازايه ب):توانيمسير مارپيچ  (27-7 )V rرا چنان بيابيد كه مسير ذره به صورت kr Cθ= 

  .ي ثابت اند مقدارهاk وC.باشد
  


