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  6فصل 
  حركت نوساني

ها تاب خوردن آونگ و حركت جرمي هاي اين گونه حركتترين نمونهساده. وساني را بررسي خواهيم كرددر اين فصل حركت ن
تر را هم هاي پيچيدهتوان سامانهاما با افزودن نيروهاي وادارنده يا بازدارنده مي. است كه به انتهاي فنري بسته شده است

  .بررسي كرد
اي براي به كار كه ابزار بررسي آن فراهم است؛ بنابراين زمينه نخست اين. خواهيم اين حركت را بررسي كنيمو دليل ميبه د

 ، حركتدوم. توان آن را دقيق حل كردي فيزيكي است كه ميهاي نوساني يكي از چند سامانهحركت. هايمان استبستن آموخته
  .ي بررسي اند دارند و بنابراين، شايستههاي نوساني به فراواني در طبيعت وجود

توان رياضيات را  ميدر بخش بعدي خواهيم ديد كه چگونه. پرورانيم كه به آن  نياز داريمدر آغاز اين فصل، رياضياتي را  مي
  .كنيمهاي ديفرانسيل خطي آغاز مياين فصل را با معادله. در فيزيك به كار برد

  
  يمعادله هاي ديفرانسيل خط  1-6

در اين ( هاي آن نسبت به يك متغير  و توان اول مشتقxاي است كه فقط شامل توان اولي ديفرانسيل خطي معادله معادله
xهاي ديفرانسيل خطي عبارت است از معادله يك نمونه از. است ) tفصل زمان x x+ + =3 7 0�� ي اي از معادلهنمونه. �

xديفرانسيل غير خطي x x+ + =23 7�� � Dاگر .  استهمگني ديفرانسيل اگر سمت راست معادله صفر باشد گوييم معادله.  است
هاي ديفرانسيل ادلههدف اين بخش آموختن روش حل هر دوي اين مع.  است ناهمگن باشد گوييمtسمت راست معادله تابعي از

ما . شوند و بهتر است يك بار براي هميشه حل آنها را ياد گرفتهاي فيزيك نمايان ميها بارها در مسئلهاين معادله. خطي است
  .ي معادله هاي ديفرانسيل نخواهيم پرداخت بلكه به ياري مثال، روش حل آنها را خواهيم پروراندبه نظريه

يعني مشتق نسبت به ) �xمثل ( اي بر بالاي آن  است و نقطهt تابعي ازxا اين خواهد بود كهدر همه جاي اين فصل فرض م
  هانخست ساده تر: اينك چند مثال. زمان است

  
x (6-1مثال  ax=�:(ي ديفرانسيل ساده است و له  اين يك معاد)توان آن را حل كردبه دو روش مي) كم دست.  

dxها را از هم جدا كنيد و آن را به صورت متغير:1حل  x adt=خواهيم .  بنويسيد و سپس از دو طرف انتگرال بگيريد
nداشت x at c= +Aكه در آن cتوان نوشتاز اين جا مي. گيري است ثابت انتگرال  

)1-6(  atx Ae=  
cAكه در آن e=است و با مقدار اوليه، مانند مقدار xدر t   . آيد ، به دست مي0=

txبع نمايي  پاسخ آزموني به صورت تا:2حل  Aeα=برگزينيد و آن را به همراه مشتق آن در x ax=� بينيد كه  مي.قرار دهيد
a α=پس .  مي شودtx Aeα=پاسخ معادله است .  

  
x ( 6-2مثال  ax=��:(اگر aاگر.  منفي باشد، خواهيم ديد كه اين معادله توصيف حركت نوساني استa مثبت باشد حركتي را 

  .دستكم دو روش حل براي اين معادله وجود دارد. يابدكند كه به طور نمايي با زمان افزايش يا كاهش ميتوصيف مي
  چون در اين جا  نيرو تنها به )  را ببينيد3فصل ( ي جداسازي متغيرها  استفاده كرد  از شيوه6-1ند مثال  مي توان مان:1حل 
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   xچون اين معادله نسبت به. تواند طولاني و پيچيده باشد، اما مياگرچه اين روش كارگر است. ي دارد ، بستگxمتغير مكان،
  .تري براي حل آن وجود داردخطي است روش ساده

) ، يك تابع آزمون به صورت6-1 مانند مثال :2حل ) tx t Aeα=برگزينيد و سپس ببينيد αتواند داشته باشد چه مقداري مي .
x و مشتق دوم آن درtAeαبا جاگذاري. شوديم چون، از معادله حذف مي را حساب كنAتوانيمباز هم نمي ax=�� خواهيم 

aαداشت =   :پس دو پلسخ وجود دارد و پاسخ عمومي تركيب خطي اين دو است. ±
)2-6(  ( ) t tx t Ae Beα α−= +  

x دربا جاگذاري آن ax=كندي ديفرانسيل صدق ميتوان ديد كه در معادله مي��.Aو Bي مسئله تعيين مي با شرايط اوليه-

مستقل ل مرتبه دو، دو پاسخ ي ديفرانسيو هر معادله) مشتق مرتبه دو داشت( ي ديفرانسيل مرتبه دو بوداين يك معادله. شوند
ي ديفرانسيل مرتبه دو، هاي معادلهتر سخن بگوييم، بايد گفته شود كه پاسخاگر دقيق ( .را يافتيمدو پاسخ مستقل آن ما . دارد

  .)  اما همين مقدار هم براي ما بسنده است. انداي دو پارامتريخانواده
هاي ديفرانسيل خطي متفاوت، خود يك پاسخ است ويژگي بسيار مهم معادلهواقعيت اين كه جمع دو پاسخ : ي بسيار مهمنكته
xهاي ديفرانسيل غير خطي مانندمعادله. است bx=2ي ، با به توان دو رساندن جمع دو پاسخ، جملهچون.  اين ويژگي را ندارند��

نهي دو پلسخ ، پاسخ يعني از برهم. گويند مينهيرهماصل ب اين ويژگي را. بردشود و خطي بودن را ازبين ميسومي ظاهر مي
ي هايي اند كه بر پايهتر از نظريههاي خطي اند، آساني معادلههاي فيزيكي كه برپايهكار كردن با نظريه. آيدديگري به وجود مي

هاي غيرخطي است و يافتن پاسخ هي معادلي نسبيت عام برپايهبراي نمونه، نظريه. شوندميهاي غير خطي ساخته معادله
  .ها در نسبيت عام كار بس دشوار استسامانه

a منفي باشد بهتر است تعريف كنيمaاگر .سخن بگوييم) 6-2(ي پاسخ بگذاريد اندكي بيشتر در باره ω≡ −  يك ω  كه در آن2
)به صورت) 6-2(حالاپاسخ . ر حقيقي استمقدا ) i t i tx t Ae Beω ω−= cos  با توجه به. آيدمي در+ sinie iθ θ θ= +   
  ناگوني براي نوشتن اين پاسخ وجود دارد كه عبارتند از.هاي گوصورت. توان آن را به صورت توابع مثلثاتي نوشتمي

  
)3-6(  

( )
( ) cos sin
( ) cos( )
( ) sin( )

i t i tx t Ae Be
x t C t D t
x t E t
x t F t

ω ω

ω ω
ω φ
ω φ

−= +
= +
= +

= +
1

2

  

در . ارزنداما به هر حال آنها هم. تر از بقيه خواهد بودها مناسبهاي سامانه چه باشد، يكي از اين صورتسته به اين كه ويژگيب
cosCبراي نمونه، . هاي متفاوت وجود دارند اما آنها به يكديگر مربوط اندها ثابتاين رابطه E φ= sinD و 1 E φ= −  كه از 1

  .آيدها به دست ميفرمول كسينوس جمع زاويه
)هاي متفاوت پاسختوجه كنيد كه در هر يك از اين صورت )x t مثل مكان و (  دو پارامتر آزاد وجود دارد كه با شرايط اوليه

tسرعت در ي  فيزيكي كه با آن سروكار داريم تعيين  را سامانهωكه آزادند، كميتها برعكس اين پارامتر .شوندتعيين مي) 0=
  .دهدي مسئله است و سرشت سامانه را نشان مي مستقل از شرايط اوليهω.كندمي
a مثبت باشد، بهتر است آن را به صورتaاگر α≡ حالا به ) 6-2(پاسخ .  يك عدد حقيقي استαكنيم كه در آن تعريف 2

)صورت ) t tx t Ae Beα α−= coshاين را نيز با استفاده از . آيدمي در+ sinheθ θ θ= توان برحسب توابع مثلثاتي  مي+
  .اي متفاوت اين پاسخ به قرار زيراندهصورت. هايپربوليك نوشت
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)4-6(  

( )
( ) cosh sinh
( ) cosh( )
( ) sinh( )

t tx t Ae Be
x t C t D t
x t E t
x t F t

α α

α α
α φ
α φ

−= +
= +
= +

= +
1

2

  

)هاي پاسخهاي گوناگون در اين صورتبينيم كه ثابتباز هم مي )x tشوند نمايان مي.  
a كاملا درست است اما برايaبراي هر دو علامت) 6-2(اگرچه پاسخ  < D معمول است كه يا آن را به صورت توابع مثلثاتي 
teويا به صورت α±بنويسند تا روشنگري بيشتر داشته باشد .  

- سبك به نظر مياين روش محدود كننده و. كنيمي گمانه زني پاسخ به صورت تابع نمايي پافشاري ميما به سودمندي شيوه

  .هاي اين فصل نشان خواهند داد كه اين چنين نيستي مثالرسد، اما بقيه
   

x (6-3مثال  x axγ+ + =2 0��  را به 2دراينجا من عدد . پس از آن به فيزيك خواهيم پرداخت.  اين آخرين مثال رياضي ماست) :�
اي از رياضيات بگذريم و به فيزيك اگر لحظه( توجه كنيد كه حالا نيرو . باتر باشندهاي بعدي زيام تا رابطه افزوده�xضريب

xعبارت است از) نگاه كنيم axγ− −2 ها ي جداسازي متغيرشيوهبنابراين، .  بستگي داردv وxكه به هر دوي) mضربدر ( �
زني پاسخ به صورت تابع ي گمانهپس، فقط شيوه. توان از آن استفاده كرد پرورانديم در اينجا كارگر نيست و نمي3كه در فصل 

)با جا گذاري. آوريمچه چيزي از آن به دست مي حال ببينيم. ماند، باقي ميtAeαنمايي، ) tx t Aeα=ي ديفرانسيل  در معاله
  : خواهيم داشتtAeαي مشتركداده شده و حذف جمله

)5-6(  aα γα+ + =2 2 D  
aγهاي آن عبارتند از است و پاسخαي درجه دو برحسبكه يك معادله γ− ± در .  بناميدα2 وα1و ريشه رااين د . 2−

  نتيحه، پاسخ عمومي معادله به صورت زير است
)6-6(  ( ) ( )t t t a t atx t Ae Be e Ae Beα α γ γγ − − −−= + = +

2 2
1 2  

aγاگر − <2  يم كه به خاطر ضريبتوان آن را برحسب سينوس و كسينوس نوشت و در نتيجه، حركت نوساني دار باشد مي0
te γ− يا افزايشي است اگر(   كاهشي استγ   .)آيداما از نظر فيزيكي، اين حالت به ندرت پيش مي.  باشد0>

. »پاسخ هم بديهي استن خب، اي« توان با نگاه كردن به پاسخ گفت در اين مثال، اما نمي. ها روشن بودنددر دو مثال اول، پاسخ
  .  آن قدرها هم سبك نيستtAeαبنابراين ، روش ما براي حل معادله در شكل

  
   نوسانگر هماهنگ ساده2-6

  اي تحت تاثير اين حركتي است كه ذره. كنيم با نوسانگر هماهنگ ساده آغاز مي.هاي فيزيكي بپردازيمتوانيم به مسئلهاينك مي
)يرويي مانندن )F x kx= مثال كلاسيكي حركت نوساني هماهنگ، جرم . دهد انجام مي−

. روي ميز بدون اصطكاك قرار دارد) 6-1(متصل به فنري بدون جرم است كه همانند شكل 
)نيروي فنر به صورت )F x kx= كشيده شدن يا ( جايي ر جابه مقداx است كه در آن−

اين قانون هوك .  ديديم5رازمندي است و دليل آن را در فصلاز حالت ت) فشرده شدن فنر
  براي . است و تا هنگامي كه كشيده شدن يا فشرده شدن فنر خيلي زياد نباشد، برقرار است

  
  

Fبراي اين سامانه،. برقرار نيستفنر واقعي اين قانون به اين صورت  ma=مي گويد kx mx− =    يا��

m  
k  

6-1شكل   
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)7-6(  
, kx x

m
ω ω+ = ≡2�� D  

  . پاسخ آن را به صورت زير بنويسيم) 6-3(ي توانيم از رابطهمي.  در بالا حل كرديم2اين همان معادله است كه در مثال 
)8-6(  ( ) cos( )x t A tω φ= +  

 5اي است و ما آن را در فصل  بسامد زاويهω.ها نوساني استي زماندهد كه حركت براي همهتي نشان مياين پاسخ مثلثا
πي  به اندازهtاگر. بررسي كرديم ω2يي كسينوس به اندازه افزايش پيدا كند ، شناسهπ2شود و مكان ذره به  بزرگ مي

 عبارت است از) زمان لازم براي كامل كردن يك چرخه ( دوره.  آغاز كرده بود حركتش رارسد كه از آن نقطهجايي مي
T π ω≡ Tν، عبارت است از)هرتز(ثانيه بسامد برحسب دور بر. 2 ω π= =1 ) يا اگر منفي باشد، قدر مطلق آن ( Aثابت. 2
 سرعت اين حركت به صورت تابعي از زمان عبارت است از. جايي از مبداءيعني بيشينه جابه. دامنه است

( ) ( ) sin( )v t x t A tω ω φ≡ = − )كنند؛ براي نمونه، اگرط اوليه تعيين مي را شرايφ و Aهايثابت  .�+ )x =D Dو ( )x v=� D 
cosAباشند، آنگاه بايد داشته باشيم φ = Dو  sinA vω φ− φپس،  . = π= A و2 v ω= φيا  ( − π= − A و2 v ω=  
)بنابراين، داريم). انجامدكه باز هم به همان پاسخ مي ) ( ) cos( )x t v tω ω π= − +   كه اگر به صورت2

( ) ( )sin( )x t v tω ω=نمايد بنويسيم زيباتر مي.  
  

ست كه به تقريب حركت نوساني ي كلاسيك ديگري ا آونگ ساده، سامانه):آونگ ساده (6-4مثال 
) وAفرض كنيد طول ريسمان آونگ.  دهدهماهنگ ساده انجام مي )tθ انحراف آن از خط قائم 

sinmgي مماسي نيروي گرانشي وارد به جرم آونگمولفه). 6-2شكل (باشند  θ−پس،.  است 
F ma=گويد در راستاي مماسي مي  

)9-6(   sin ( )mg mθ θ− = ��A    

  
  

 نيروي گرانش، )در راستاي ريسمان( ي شعاعي همراه مولفهكشش ريسمان به ) . θA برابر است با θطول كمان متناطر با  ( 
  .آن نياز نداريمبه  ما در اينجا. توان از آن استفاده كرد و كشش ريسمان را حساب كردآورند و ميشتاب شعاع را به وجود مي

اي كوچك است  به اندازهθيعني فرض كنيد . ي نوسان كوچك استفرض كنيد دامنه. گذاريمها گام ميي تقريباكنون به گستره
sinθتوان از تقريبكه مي θ≈پاسخي برحسب توابع  ( توان براي  مسئله پاسخ بستهبدون اين تقريب نمي.  استفاده كرد
  .آيدمي به صورت زير در)6-9(ي رابطه ،استفاده كنيم) 6-9(ي حال اگر از اين تقريب در رابطه.  يافت)ابتدايي

)10-6(  , gθ ω θ ω+ = =2�� D A  
  بنابراين داريم.  آن را ديديم2شناسيم و در مثال ي ديفرانسيل را ميپاسخ اين معادله

)11-6(  ( ) cos( )t A tθ ω φ= +  
Aو φي هاي به اندازه دامنهباحركت واقعي . دهدبينيم كه آونگ حركت نوساني انجام ميمي. شوند با شرايط اوليه تعيين مي

  .كافي كوچك به اين حركت بسيار نزديك است
  

  اي در لحظه.  استdي نوسان منهدا. كند وصل است وبا آن نوسان ميk به فنري با ثابتm جرم):افزايش جرم ( 6-5مثال 
xكه جرم در مكان d= . چسبدكند و به آن مي برخورد ميmي ديگري به جرمرود، با ذره است و به سمت راست مي2
اين را ( ي اوليه درست پيش از برخورد است  درست پس از برخورد، نصف سرعت سامانهm2ي جديد با جرمسرعت سامانه

θ  
A  

m 6-2شكل    
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)مكان).  را ببينيد5 فصل -از پايستگي تكانه مي دانيم )x tي جديد با جرم حركت سامانهm2ي نوسان آن را  را بيابيد و دامنه
  .حساب كنيد

)cosحركت پيش از برخورد به صورت. ست بايد سرعت را درست پيش از برخورد حساب كنيم نخ:حل )x d tω φ=  بوده +
kاست كه در آن mω tفرض كنيد زمان برخورد.  است= = D ي حركت قرار فرق نمي كند چه زماني را در معادله ( است

) بنابراين داريم).دهيم ) cosd x d φ= =2 Dآيد  و از اين جا به دست ميφ π= ± پس، سرعت درست پيش از برخورد  . 3
  عبارت است از

)12-6(  ( ) ( ) sin sin( ) ( )v x d d dω φ ω π ω≡ = − = − ± =3 3 2�D D ∓  
تن حركت پس از برخورد حالا به ياف .كندخواهيم؛ چون گفته شده است كه جرم به سمت راست حركت ميما علامت مثبت را مي

dي است كه در مكان اوليهkدر انتهاي فنري با ثابتm2جرم: ي شرايط اوليه كاهش يافته استيك مسئله - سرعت اوليه2

)اش 3 4) dω ) دانيم بهتر استهايي كه مكان و سرعت اوليه را ميدر وضعيت. است) نصف سرعت بالا( )x t را به صورت 
  بنويسيم) 6-3(ي رابطه

)13-6(  ( ) cos sinx t C t D tω ω′ ′= +  
tزيرا در پس، به كار ). 6-3(هاي نگاه كنيد به توضيح پس از رابطه( شوند  داده مي′Dω و سرعت آن باC مكان ذره با0=

 استفاده كردم تا بگويم كه بسامد حركت پس از برخورد با بسامد حركت پيش ′ωدر اينجا من از. بردن شرايط اوليه ساده اند
2ر شده است و در نتيجه داريمحالا جرم دو براب.  فرق دارد از برخورد 2k mω ω′ = توانيم از شرايط اينك مي. =

  آيد به دست مي. اوليه استفاده كنيم
  
)14-6(  

( )

( )

d dx C

v d D d D dω ω ω

= ⇒ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′= ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
3 3 6

4 4 4

D

D
  

  و سرانجام پاسخ نهايي عبارت است از 
)15-6(  

( ) cos sin ,d d kx t t t
m

ω ω ω′ ′ ′= + =
6

2 4 2  

Aاگر كميت.  استفاده كردمختلطبراي اين كار بهتر است از نمايش . كنيمميها واگذار يافتن دامنه را به تمرين C D≡ +2 2   
  توانيد به صورت زير بنويسيدرا مي) 6-13(ي را تعريف كنيد رابطه

  
)16-5(  

( )

( ) cos sin

cos cos sin sin cos( )

C Dx t A t t
A A

A t t A t

ω ω

δ ω δ ω ω δ

⎛ ⎞′ ′= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′ ′= + = −
  

Aشود كه دامنه حركت برابر است با از اين جا ديده مي d= 10 4  .   
  

zهاي حركت نوسانگرهاي بسياري با معادله، شما در مجالدر طول آموزش فيزيك: شي ميان بري آموزيك نتيجه zω+ =2�� D   
اي را ديديد،  هرگاه چنين معادله.هاي مختلف سامانه بستگي دارد عدد مثبتي است و به پارامترω2روبرو خواهيد شد كه در آن

)cosبدون اين كه نگران پيچيدگي ظاهري مسئله باشيد، بدون تلاش اضافي پاسخ را )A tω φ+ي از اگر به معادله.  برگزينيد  
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zنوع zω+ =2�� Dبدانيد كه سامانه حركت نوساني ساده دارد و بسامد آن جذر ضري رسيديد، ميzاست .  
  انرژي در نوسانگر ساده  •

دهد تحت تاثير جسمي كه حركت نوساني ساده انجام مي. بريماين بخش را با نگاهي گذرا به انرژي نوسانگر ساده به پايان مي
Fقانون نيروي kx= )cosحركت آن عبارت است از.  است− )A tω φ+ . بنابراين ، انرژي پتانسيل مربوط به اين نيرو عبارت

  است از
)17-6(  cos ( )V kx kA tω φ= = +2 2 21 1

2 2  
)اگر از )x tتوان انرژي جنبشي را حساب كردآيد و مي مشتق بگيريم سرعت به دست مي  

)18-6(  sin ( ) sin ( )T mx m A t kA tω ω φ ω φ= = + = +2 2 2 2 2 21 1 1
2 2 2�  

k را با ω2 دومتساويدر  mبينيد كهمي. گزين كرديم جايVو Tو صفر بين kA 2 كنند و نوسان آنها كاملا  نوسان مي2
cosبه ويژه چون . شود و برعكس صفر ميT بيشينه استVيعني هنگامي كه: هم فاز استنا sinθ θ+ =2 2  است انرژي 1

  :كل پايسته است
)19-6(  E T V kA= + = 21

2  
  .و بايد هم براي هر نيروي پايستار اين چنين باشد

  
     نوسانگر ميرا3-6

توان به تقريب، يك  ي تحت تاثير نيروي پايستار را همواره مي سايگي ترازمندي پايدار، ذره ديديم كه در هم5فصلدر 
ي نوسان آن كاهش يابد و يا پس  اگر سامانه انرژي از دست بدهد، يعني پس از گذشت مدتي، دامنه. پنداشتنوسانگر هماهنگ 

به بيان . ي حركت به حساب بيايد اي در معادله ين رفتار بگونه از نوسان باز ايستد، بايد ا دراز،ي كافي از گذشت زمان به اندازه
fF به صورت ناپايستاراشد كه به سرعت بستگي دارد، نيرويي نيرويي بشاملي حركت بايد  ديگر، معادله bv= اين نيرو .  −

  . به ميرايي نوسان خواهد انجاميد
مشتق نسبت به    وxجايي جابهتوان   مي،ي ترازمندي سرو كار داريم  همسايگي نقطههاي كوچك در جايي كه با جابه تا هنگامي

,هايي مانند و از كميت، را كوچك فرض كرد�x آن، زمان ,x xx x2 2� هاي ميرا نيروي بنابراين، براي نوسان. پوشي كرد چشم �
F:ست از ا به سامانه عبارتبرآيند وارد kx bx= − − تواند مقاومت هوا، يا هر محيط ديگري باشد كه جسم  ي دوم مي جمله. �

مقدار ثابتي است كه به شكل جسم و نوع محيط بستگي b.دهد كند و بخشي از انرژي خود را به آن محيط مي در آن حركت مي
  :آيد ميصورت زير دره ن، اينك بو قانون دوم نيوت كت،حري  معادله. دارد

)20-6(  b kF mx kx bx x x x
m m

= = − − ⇒ + + =�� � �� � D  

   و Rمقاومت   ،L مثل نوسان مدار الكتريكي با القائيدگي .وجود دارندهاي فيزيك  ، در بسياري از شاخه دستهاي از اين معادله
Lq.شود زير توصيف ميي  اند و با معادله هم بسته شدهه طور سري به  كه بC خازن Rq q C+ + =�� � D  كه در آن متغيرq بار 

  . هاي خازن است موجود بر روي يكي از صفحه
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kهايبا تعريف كميت mω b و≡ mγ xبه صورت) 6-20(ي  معادله2≡ x xγ ω+ + =22�� � Dاين معادله همان. آيدمي در 
2aدر اينجا( هاي آن را يافتيم  پاسخ6-3اي است كه در مثالمعادله ω→ .(هاي فيزيكياما حالا ما بايد محدوديتγ > D و 
ω >2 Dبراي سادگي فرض كنيد.  را هم در نظر بگيريمγ ωΩ ≡ −2 2 را همانند ) 6-20(ي توانيم پاسخ معادلهحالا مي.  باشد2
txي هايي از گونه توان با پاسخ مي 6-3مثالي   را مانند معادله)6-20(ي  معادله :بنويسيم) 6-6(ي رابطه eα=اگر .  حل كرد

txاز eα= ن كنيم خواهيم داشتجايگزي) 6-20( نسبت به زمان مشتق بگيريم و در:  
)21-6(  m b kα α+ + =2 D  

  :هاي اين معادله عبارتند از ريشه
)22-6(  α γ γ ω= − ± −2 2  

k كه در آن mω b و2≡ mγ   آيدميبه صورت زير در) 6-20(ي اينك رابطه. اند تعريف شده2≡
) 23-6(  x x xγ ω+ + =22�� � D  

  هاي آن عبارتند ازو پاسخ
)24-6(  ( ) ( ) ,t t tx t e Ae Beγ γ ω− Ω −Ω= + Ω ≡ −2 2  

 ضرب كنيد؛ خواهيم �xرا در  ) 6-20(ي  دو طرف رابطه اگر.است، بسامد نوسان ناميرا  )6-7 (ي مانند رابطهωتوجه كنيد كه
  :داشت

)25-6(  mxx kxx bx+ + =2��� � � D  
  توان به صورت زير نوشت اين رابطه را  مي

)26-6(  ( )d mx kx bx
dt

+ + =2 2 21 1
2 2� � D  

xkF،ي دارندهتانسيل نيروي بازشناسيم ؛ نخستين آنها انرژي جنبشي و دومي انرژي پ  ميدو عبارت داخل پرانتز را . ، است=
VTه، جمله درون پرانتز انرژي كل سامان،پس   چون. ، است +

)27-6(  ( )d T V bx
dt

+ = − 2�  

−bxبنابراين،  آهنگ انجام كار نيروي −bx برابراست با � ، علاوه بر شود كه اگر سامانهبطه به روشني ديده مياز اين را . �2
باشد، آنگاه انرژي سامانه پايسته هم ) �bxدر اينجا( ير نيروهاي ناپايستار تحت تأث ) kxدر اين حالت( نيروهاي پايستار 

)ماند، يعني  نمي )d T V dt+ ≠ Dي ناپايستار برابر است  و آهنگ تغيير انرژي كل سامانه، با آهنگ انجام كار نيروها.  
bاگر  < Dكهكنيممي، فرض پس. دست خواهد آورده  نوسانگر به جاي از دست دادن انرژي؛ انرژي ب، باشد b > D  است و سه

  :كنيمميحالت را بررسي 
  :تند ميرايي   1-3-6

γاي بزرگ باشد كه  به اندازهbاگر ω>داشته باشيم يعني ( د باش Ω >2 D(ي  آنگاه هر دو ريشهαشوند  حقيقي و منفي مي ) 
bچون > D است و γ γ ω> Ω ≡ −2   . آيدميبه صورت زير در) 6-24(ي  معادلهو) 2
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)28-6(  ( ) ( )( ) t tx t Ae Beγ γ− −Ω − +Ω= +  
 . نيست نوساني حركت كند و طور نمايي به صفر ميل ميه  بxجايي بينيم كه جابه مي. اند دو ثابت دلخواه  Bو Aآنكه در 

ي  در نتيجه، جمله. كند يل ميه صفر مي نخست ب تر از جمله  سريع)6-28(ي  ي دوم در رابطه هاي طولاني، جمله براي زمان
α( ي كوچكتر برجسته مربوط به ريشه γ− ≡ −Ω(و حركت به صورت است  ( )te γ− −Ωاين رفتار در شكل .   فروافت مي كند  

)( نخستي جمله) آبي(خم كلفت. نشان داده شده است) 3-6( )te γ− −Ω (  
)(ي دوم ي جمله نماينده)قرمز(نازك خم . است) 6-28 ( ي رابطه )te γ− +Ω ( و

همان گونه كه از شكل پيداست خم .  جمع آنهاست) بنفش (خم نقطه چين
گرايد و خم مربوط ي اول ميمربوط به مجموع دو جمله خيلي زود به خم جمله

 در  xجايي زمان سرشتي كه جابه. ندكي دوم سريع به صفر ميل ميبه جمله
  .α−1ست از اشود عبارت  ميe1آن مدت

  
  

   ييكند ميرا   2-3-6
γ  حالتي را در نظر بگيريد كه ω<يا  Ω <2 Dهاي در اين صورت ريشه.  باشدαشوند ميديگر مزدوج مختلط يك موهومي و: 

iα γ ω′= − ωدر اين جا. ± ω γ′ ≡ −2   آيدميبه صورت زير در) 6-24(ي براي اين حالت معادله. تعريف شده است2
)29-6(  ( ) ( )t i t i tx t e Ae Beγ ω ω′ ′− −= +  

cosي  تـوانيم آن را بـا اسـتفاده از  قاعـده           ا مـي  حالا عبارت داخل پرانتز رفتاري نوساني دارد زير        sinie iθ θ θ=  برحـسب   +
دهد كه حركت نوسـاني     آيد و نشان مي   به صورت زير در مي    ) 6-29(ي  پس، رابطه . توابع مثلثاتي، سينوس و كسينوس، بنويسيم     

  . است′ωبا بسامد
)30-6(  ( ) cos( )tx t e D tγ ω φ− ′= +  

توان به سادگي اند و ميمربوط) 6-29(ي  در رابطهB وAهايبه ثابت) 6-30(ي  در رابطهφ وDهايتوجه كنيد كه ثابت
cosAنشان داد  B D φ+ sinA و = B i D φ− )چون.  اند= )x tجايي  يك كميت اندازه پذير فيزيكي است يعني مقدار جابه
A*دارد كه حقيقي است و اين لازم ميDبنابراين،. ي ترازمندي است، بايد مقداري حقيقي باشداز نقطه B=اين حركت .  باشد

tDي آن  دامنهنوساني است و  e γ− به خاطر. استte γ−يابد و سرانجام برايمي  دامنه با زمان به طور نمايي كاهشt هاي 
  . نشان داده شده است6-4اين رفتار در شكل . گرايدبزرگ به صفر مي

k همواره از بسامد نوسانگر ناميرا′ω كنيد كه توجه mω   e1ي كه دامنه به اندازه زمان لازم براي اين. كوچكتر است =
m نوسانگر نام دارد و برابر است بازمان و اهلش ، دا كندكاهش پيمقدار بيشيبه  bγ =1 گاهي از كميت ديگري به نام . 2

  :شود صورت زير تعريف ميه شود كه عددي بدون بعد است و ب  نوسانگر استفاده مي" Q "ضريب كيفيت يا ضريب 
)31-6(  mQ

b
ω ω

γ
= = 2  

e، دامنه با ضريبدر يك دوره نوسان.  بزرگتر استQچه ميرايي كند باشد،هر πγ ω′2تعداد دوره ها در يك . ابدي  كاهش مي
Qاهلش تقريباٌ برابر زمان و π كميت .استω′ سامانه نام داردبسامد طبيعي .ω′و ωند اديگر مربوط يكي زير به با رابطه.  

t

x Ht L

 6-3شكل 
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)32-6(  b
m

ω ω γ ω′ = − = −
2

2 2 2 2
24  

tDeي بين دو خم  در ناحيهنوساندهد كه  نشان مي) 6-31( رابطه  γ−و tDe γ−−خواهد داشت  قرار  .  
  
  
  
  
  
  

  
  

γاگر  ωباشد آنگاه� ω ω′ γهر گاه. ي هم نخواهيم داشتشود و به تقريب ديگر ميراي مي≈ ω≈باشد خواهيم داشت  
ω′ ≈ D .ها هم آهسته اند و در اين صورت دشوار است كه بگوييم آيا نوسان وجود دارد يا نه، چون در اين يعني نوسان

γمقياس زماني ω≈1 هاي اساسي حركت به كوتاه آنكه، جنبه. روداز بين مي)  استي كوتاه زمانω′1در مقايسه با كه ( 1

γ نسبت ω′اگر.  بستگي داردγ ω′ tD باشد،�1 e γ−دناين گونه كُ. يابد در مدت زمان چندين نوسان خيلي كم كاهش مي-

γاگر. نامندميرايي را ميرايي سبك مي ω′ tDپس از چند نوسان باشد، �1 e γ−ُاين حالت ميرايي . گرايدندي به صفر مي به ت
  .  نامندكندميرايي سنگين ميرا 

  ميرايي بحراني   3-3-6  
γ  حالت حدي ω=در اين حالت. اني است ميرايي بحر، حالتΩ =2 Dاست و αهاي  پاسخ،بنابراين. داردي يكسان   دو ريشه  

  . خواهد داشت )  B + A( تنها يك ثابت  ) 6-30( يا  ) 29-6( 
)33-6(  ( ) ( )t t tx t Ae Be A B eγ γ γ− − −= + = +

1 1 1
2 2 2  

  معادله ديفرانسيل مرتبه دو بايد دو ( باشد ، ) 6-20( ي، رابطهي حركتهتواند پاسخ عمومي معادل روشن است كه اين پاسخ نمي
ن حالت در اي. پس بايد به جستجوي پاسخ مستقل دوم باشيم). تركيب خطي آنها پاسخ عمومي است.  باشد داشتهپاسخ متمايز

pttexخاص،  پاسخ عمومي ،پس. توان آزمود مي ) 6-20( يبطهرا پاسخ دوم است و درستي آن را با جايگزيني مستقيم در =−
  : ست از اعبارت

)34-6(  ( ) ( ) tx t a bt e γ−= +  
حركت نوساني نيست و  يك ي  اين پاسخ نماينده كه روشن است.كند  ميرايي بحراني را توصيف ميحركت) 6-34(ي  رابطه
. شود از ميرايي بحراني در بسياري مواقع استقبال مي. رسد طور مجانبي به صفر ميه هاي طولاني بازاي زمانه جايي ب جابه

كه ميرايي از  هنگامي. چه زودتر از ميان برودنوسان عقربه حول مكان دقيق آن هرگيري، علاقمنديم  براي نمونه، در ابزار اندازه

1 2 3 4 5 6 7

-2

-1

1

2

 6-4شكل
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)ني كمتر استحالت بحرا )γ ω<اهلشن سرشتي واكنش ابزار همان زمان و زماγ1است كه البته با افزايش γ كاهش 
γكههنگامي. يابد مي ω> داريم و همانگونه كه ديديم زمان سرشتي ميرايي تند است حالتα−1دشوار نيست كه   است و  

 روبرو خواهيم بود و در نتيجه زمان واكنش −α كاهش با ،γبا افزايش ببينيم
 افزايش α−1يعني) شد تا نوسان عقربه از ميان برودك زماني كه طول مي(ابزار 
γي چكترين زمان واكنش با گزينه كو،بنابراين. بايد مي ω=آيد كه  دست ميه ب

-6( در شكل . دهداين رفتار را نشان مي) 6-5( شكل .يرايي بحراني استهمانا م
γ ( نشان داده شده است γبراي دو مقدار) 6-34(ي رابطه ) 6 = γ و 1 = 2 . (

γبراي = )زبينيم كه در آغا مي1 )x tدهد و به  از خود حركت نوساني نشان مي
  شود و خم آن به طور نمايي كاهش پيدازودي اين حركت نوساني ناپديد مي

  

γبراي. كندمي =  هاي γ براي.هاي بسيار كوتاه اثري از وجود حركت نوساني را مشاهده كردتوان براي زمان به سختي مي2
  .بزرگ نوسان به تندي از ميان مي رود

  
  
  
  
  

                                                          
  

). 6-7شكل( آويخته شده است bي ثابتي با ريسماني به طول  از نقطهm جرم در آنآونگي را در نظر بگيريد كه  6-6مثال
كند كه با  اين محيط نيروي كند كننده را فراهم مي. فرو رفته است) مانند آب يا روغن (گرانرودر درون محيطي mي وزنه

mضريب تناسب برابر است با . سرعت متناسب است g b2 و g در آغاز، جرم.گرانش است شتاب mكه با خط  اي  از نقطه
  .دست آوريده  بtاي را در زمان جايي زاويههسرعت و جاب. شود سازد، از حالت سكون رها مي  ميαي كوچك عمودي زاويه

sخم(ركت در راستاي ح  :حل s1 sinmg: ي نيروي گراني در راستاي خم  مؤلفه)1 (:شود وارد مي دو نيرو mبه جرم) 2 θ و  
mي محيط گرانرو  نيروي بازدارنده)  2( g bbθ2  را برحسب θي ر زاويهاگ. كنيم  استفاده ميθدر اينجا از مختصات. �

sر برابθهاي كوچك  ان پيموده شده براي زاويهراديان در نظر بگيريم، طول كم A bθ=1 ي حركت بنا به قانون معادله .است  
    ون عبارت است ازدوم نيوت

)35-6(  sinmb mg m g bbθ θ θ= − − 2�� �  
)( كوچك استاوليهجايي هابچون ج <<θتوان از تقريب   ميsinθ θ≈ه ي حركت بالا را ب با اين تقريب معادله.  استفاده كرد

  .نويسيم صورت زير مي
  

γ  
ω  

α+  

α−  

α ±  

 6-5شكل 

 6-6شكل

t

x�t�

Γ�1

Γ�2
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 )36-6(  g gg b g b
b b

θ θ θ θ θ θ= − − ⇒ + + =2 2�� � �� � D  

 از xغيراست كه به جاي مت) 6-20رابطه(ميرا  ي حركت نوسان  اين همان معادله
θاستفاده شده است و به جاي kثابت mg bنشسته است و b m g b→ 2 

  روينوساني در اين سامانههاي حركت  كه كدام يك از حالت براي تعيين اين
gيد كه در اينجا دهد، توجه كن مي b k mω =    داريمدر نتيجه.  است2=
)37-6(  b m g b g

m m b
γ ω= = = =

2 2
2 2

2 2
4

4 4  

  ي حركت پاسخ معادله) 6-34(پس حركت، ميرايي بحراني است و باتوجه به رابطه 

  

  حركت عبارت است از
)38-6(  ( ) ( ) g b ttA Bt e A Bt eγθ −−= + = +  

tدر زمان: ه دست آوردتوان ب ي مسئله مي  را از شرايط اوليهB وAهايثابت  داشت و از αي  ذره با خط عمود زاويه 0=
): لت سكون رها شده بود در نتيجهحا ) , ( )t tθ θ α= = = =� D D D  پس،   
  
)39-6(  

( ) ( )

( )

t tt A Be A Bt e

t B B g b

γ γα θ θ γ

θ γα γα α

− −= = = ⇒ = − +

⇒ = = = − ⇒ = =

�D
� D D

  

   و در نتيجه داريم 
)40-6(  ( ) ,g b t g b tg te g bt e

b
αθ α θ− −= + = −1 �  

  .گردد طور نمايي با زمان به حالت تعادلي خود برميه بينيد كه حركت نوساني نيست و ب باز هم مي
 

      نوسانگر ميرا1فيزيك محاسباتي 
  :ست از اي حركت عبارت معادله. نوسانگر ميراي خطي را در نظر بگيريد كه در آن جابجايي با سرعت متناسب است

[ ] [ ] [ ]X t X t X tγ ω+ + 2
0

�� �  
]ي  اين معادله را با شرايط اوليه): الف(  ]X t X= D و [ ]X v= D

� Dحل كنيد .  
  .هاي كندميرا، تندميرا و ميرايي بحراني را رسم كنيد هاي حالت پاسخ ):ب(
  .شيدنمودار فضاي فاز را براي حالت كندميرا بك ):پ(
  ي مرتبه اول ي دوم نوسانگر ميرا را برحسب دو معادله ي حركت مرتبه معادله : )ت(

[ ] [ ] , [ ] [ ] [ ]X t v t v t v t X tγ ω= = − −D D
� �  

γ,هاي ميرا با گزينهبراي حالت كند. بيان كنيد =0 ω و 1 =1D از دستور PlotVectorFieldي  در بسته Graphics 'PlotField'   
  .مراه مسير نشان دهيد ههاي مماس بر مسير را رسم كنيد و سپس آن را با رسم بهانپيك

  .ي ميرايي را حل كنيد از دستور تبديل لاپلاس استفاده كنيد و معادله ):ج(

g
bm v2  

θ  

s1  
sinmg θ  

A  

s2  

b  

 6-7شكل
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xبنديم واز مكان   جسمي را به يك فنر مي      ) :سرعت بيشينه  (6-7مثال   D     كنيم تا با بسامد    از حالت سكون رها ميω  نوسان كند  .

. شودمي) γبا ضريب ميرايي  (بينيم، حركت جسم تندميرا     مي. كنيمتكرار مي ) مثلا در زير آب   ( اين آزمايش را در يك محيط مايع        
γدر حالت حدي. نسبت بيشينه سرعت دو حالت را بيابيد ωو براي حالت ميرايي بحراني اين نسبت را حساب كنيد� .  

 ي حركت عبارت است ازكند، معادله نوسان ميω براي حالت اول كه ميرايي وجود ندارد و سامانه با بسامد طبيعي:حل
( ) cos( )x t C tω φ=  :ي سرعت عبارت است ازمعادله :آوريم را از شرايط اوليه به دست ميφ وCثابت هاي. +

( ) ( ) sin( )v t dx t dt C tω ω φ= = − )ي واز شرط اوليه+ )v =0 ):آيدبه دست مي 0 ) sinv Cω φ φ= − ⇒ =D D D .
)يشرط اوليه )x x=0 Dد گوي ميC x= D .در نتيجه، براي اين حالت داريم  

)41-6(  ( ) cos( ) , ( ) sin( )x t x t v t x tω ω ω= = −D D  
)sinي سرعت هنگامي است كهبيشينه )tω xωي بيشينه سرعت براي اين حالت، اندازهپس.  باشد1= Dدر حالت دوم .  است

  :داده شده است ) 6-28(ي  مايع قرار دارد،  پاسخ با رابطهوقتي نوسانگر در
  
)42-6(  

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

t t

t t

x t Ae Be
dx tv t A e B e

dt

γ γ

γ γγ γ

− −Ω − +Ω

− −Ω − +Ω

= +

= = − −Ω − +Ω
  

)ي از شرط اوليه: آيند با شرايط اوليه به دست ميB وAهايثابت )x t x= D داريم   
  
)43-6(  

( )
( ) ( ) ( )

x x A B x
v A Bγ γ

= ⇒ + =
= ⇒ − −Ω − +Ω =

D DD
D D D

  

: آيند به دست ميB وAزمان اين دو معادلهاز حل هم
2

A xγ + Ω

Ω
= D و 

2
B xγ − Ω

Ω
= − D .پس  

)44-6(  ( ) ( )( ) [( ) ( ) ]t txx t e eγ γγ γ− −Ω − +Ω= +Ω − −Ω
Ω2
D  

2ه ازبا مشتق گرفتن از اين رابطه و با استفاد 2 2γ ω−Ω   ي سرعت عبارت خواهد شد از ، معادله=
)45-6(  ( ) ( )( ) [ ]t txv t e eγ γω − −Ω − +Ω= − −

Ω

2

2
D  

  زمان بيشينه سرعت در . مدهيگيريم و برابر صفر قرار مياز آن مشتق مي. ي اين سرعت آسان استيافتن بيشينه
)46-6(  

max ( )t n γ
γ
+Ω

=
Ω −Ω
1

2 A  

  داريم) 6-45(ي اگذاري اين زمان در رابطهبا ج. آيدپديد مي
 
 
)47-6(  

max( ) exp[ ln( )][ ]xv t x
γ

ω γ γ γ γ γω
γ γ γ γ

Ω
⎛ ⎞+Ω +Ω −Ω −Ω

= − − − = − ⎜ ⎟Ω Ω −Ω −Ω +Ω +Ω⎝ ⎠

22

2 2
D

D  

  ي خواسته شده را حساب كرد ، دو سرعت بيشينهRتوان نسبت ،حالا مي
)48-6(  

R
γ

γ
γ

Ω
⎛ ⎞+Ω

= ⎜ ⎟−Ω⎝ ⎠

2

  

γدر حالت حدي  ωداريم�   
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)49-6(  ...ω ω ω ωγ ω γ γ γ γ

γ γ γ γ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Ω ≡ − = − = − ≈ − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 22 2 2 2
2 2

2 2 2
1 11 1 1 2 2  

  ، عبارت خواهد بود از ) 6-48(ي ها ، رابطهو بنابراين، نسبت بيشينه سرعت
  
)50-6(  

( )
( )
( )

R
γ γ ω γ

γ γ ω γ γ γ
γ γ ω γ ω γ ω

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −

= ≈ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎝ ⎠

22 1 22

2 2
2 2 2
2 2  

ωتوجه كنيد كه در صورت كسر اول و نيز در مخرج ، از γ2   . م پوشي كرديم چشγ در مقايسه با 2
γ( در حالت ميرايي بحراني  ω≈و Ω ≈ D(اگر براي سادگي تعريف كنيم ،γ εΩ را به صورت ) 6-48(ي توانيم رابطهمي.  ≡

  :زير بنويسيم
  
)51-6(  

( ) ( )R e
εγ ε

εγ ε ε ε
γ ε ε

Ω
⎛ ⎞⎛ ⎞+Ω + +⎛ ⎞= = = ≈ + ≈⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−Ω − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 22 1 2 2
1 2

2
1 1 1 1 21 1 1  

) به ترتيب عبارتند از maxtتوان نشان داد كه در اين دو حالت حدي جبري مانند بالا ميي با اندك محاسبه )n γ ω γ2A و 
γ ω≈1 1 .  

  
  حركت نوساني واداشته و ميرا  4-6

 
ه آن نيروي وابسته به ب ي بدون نيروي ميراننده را در نظر بگيريد كهنخست نوسانگر ساده

)زمان )dF tمانند جرمي كه به انتهاي فنري بسته شده است و به جرم يك . شود اعمال مي
): شودوارد مي) وابسته به زمان( اي ي دورهنيروي جنباننده ) cos( )dF t F tω= D D . در

  ي حركت اين سامانهبنابراين، معادله. اي نشان داده شده استيك چنين سامانه)6-8( شكل 

  
  

Fبنا به ma=عبارت است از cos( )mx kx F tω= − + D D��. نيروي ( )dF t نوساني  نيروي وادارنده است و حركت اينك
ي ما افزون بر نيروي وادارنده، ممكن به سامانه.  بسامد وادارنده استωDد وي نيروي وادارنده نام دار دامنهFD.واداشته است

شود اما در تر ميي حركت اندكي پيچيدهدر اين صورت معادله. ، هم وارد شود مانند نيروي پسار هوااست نيروي ميراننده ،
شود در اين صورت، حركت شبيه حركت نوسانگر ميرا مي.  چنداني نداردپردازيم تاثيري حل مسئله كه در زير به آن ميشيوه

افزون بر  ) 6 -9(  در شكل.  خواهيم ناميدحركت واداشته ميراشود و از اين رو آن را كه به آن نيروي وادارنده نيز اعمال مي
  تر نگاه به مسئله عمومي بنابراين، بگذاريد در اين حالت. ده شده است نشان داfF با)ارپس( نيروي وادارنده،  نيروي ميراننده 

 در اينجا روشن است كه براي نيروي وادارنده، قانون نيروي خاصي را به صورت. كنيم
cos( )F tωD Dتر در حالت عمومي. اي در زمان استاين يك نيروي دوره.  برگزيديم  

iايي،توان آن را به صورت نممي tFe ωD
Dدرست است كه اين يك تابع مختلط . ، نوشت  

  
  

حقيقي و يا بخش موهومي بخش . اما اين شكل عموميت دارد. قي استاست و نيرو كميت اندازه پذير و در نتيجه يك مقدار حقي
اي را افزون براين، هر نيروي دوره. دهدمياند و نيروهاي از نوع سينوس و كسينوس را به دست هاي حقيقيآن، هر دو، كميت

اين اساس . هاي نمايي نوشت، يا به طور كلي به شكل جمعي از جملهصورت جمع توابع سينوسي و كسينوسيتوان به مي
  ي ابنابراين، فهميدن واكنش سامانه به اين قانون نيرو، زيرساخت يافتن واكنش سامانه به هر نيروي دوره. ي فوريه استقضيه

 
k  ( )dF t  

m  

6-9شكل   fF  

v  

 
k  ( )dF t  

m  

6-8شكل   

v  
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  .است
 و نيروي وادارنده −bv ، نيروي پسار−kxنيروي فنر:  شود سه نيرو وارد ميmشود كه به جرمديده مي )6-9 (از شكل

i tF e ωD
D .دهد كه به جرمها نشان ميبرآيند اين نيروmنيرويي به صورت ( , , )F x x tكه جمع هر سه استشود وارد مي� : 

0
0( , , ) i tF x x t bx kx F e ω= − − +�   ي حركت سامانه عبارت است ازمعادله.  �

)52-6(  i t i tmx bx kx Fe x x C eω ωγ ω= − − + ⇒ + + =22D D
D D�� � �� �  

C وγ،ω كه در آن Dهمگن به اين معني است كه سمت نا. همگن استي ديفرانسيل نااين يك معادله. هاي داده شده اند كميت
آيد؛ اش خيلي فيزيكي به نظر نميتوان اين معادله را حل كرد؟ اين معادله در شكل كنونيچگونه مي. راست آن ديگر صفر نيست

)cosي سمت راست را باتوان جملهگونه كه گفتم ميهمان. ي مختلط داردچون يك جمله )F tωD Dاما در اينجا ما .  جايگزين كرد
به ) 6-52(هاي از نوع ي معادلهسرو كله.  اين جايگزيني را انجام خواهيم داد6-7در مثال . نگران فيزيكي بودن آن نيستيم

  . شود و بهتر است يك بار براي هميشه حل آنها را ببينيمفراواني در فيزيك ظاهر مي
ي هايش در معادلهزنيم و آن را به همراه مشتقپاسخي را حدس مي. كنيمدر اين جا هم از روش پاسخ آزمون استفاده مي

) 6-52(ي رابطهچون در سمت راست . كندكنيم تا ببينيم با چه شرايطي در معادله صدق ميجا گذاري مي) 6-52(ديفرانسيل 
0iاي به صورتجمله te ω  0داريم پس، پاسخ را به صورت( ) i tx t A e ω=ضريب. گزينيم برميAبه ωD بستگي خواهد داشت و 

  .ما آن را به زودي خواهيم ديد
)0اگر از ) i tx t A e ω=مشتق بگيريم و xو� xگذاري و از دو طرف ضريب غير جا) 6-52(ي  را به دست آوريم و در رابطه��
0iصفر te ωرا حذف كنيم، خواهيم داشت   

)53-6(  ( ) ( )A i A A Cω γ ω ω− + + =2 22D D D  
  داريم. ي كميت هاي داده شده به دست آورد را برحسب بقيهAانيمتواز اين جا مي

)54-6(  CA
iω γω ω

=
− + +2 22

D

D D

  

  عبارت است از) 6-52(ي بنابراين، پاسخ معادله
)55-6(  

( ) i tCx t e
i

ω

ω γω ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟− + +⎝ ⎠
2 22

DD

D D

  

ما يك . دارد كه براي يافتن آنها به شرايط اوليه نياز داشته باشيم وجود نپارامتر آزاديهيچ ) 6-55(ي توجه كنيد كه در رابطه
  . ايم  يافتهخاصپاسخ 

ي مسئله را كه دلخواه اند، توان  شرايط اوليهتغيير بدهيم، چگونه مي را) 6-55(ي ي رابطهحالا كه آزاد نيستيم تا پارامترها
. نيست) 6-52(ي ديفرانسيل عمومي ترين پلسخ معادله) 6-55(ي راضي كرد؟ پاسخ اين پرسش نگران كننده اين است كه رابطه

گيري هاي انتگرالي دو بايد دو پاسخ داشته باشد و دو پارامتر هم دارد كه ثابتي ديفرانسيل مرتبهآيد كه هر معادلهيادتان مي
،  يعني "ي ديفرانسيل همگنعادله م"ي پاسخبعلاوه) 6-55(عبارت است از پاسخ ) 6-52(ي ترين پاسخ معادلهعمومي اند؟

2aبا( اما بدون سمت راست آن است )  6-52(ي پاسخ معادله) 6-6(ي رابطه). 6-6(ي رابطه ω→ .( بنابراين، جمع دو پاسخ
به ويژه چنان به دست را ) 6-6(است؛ چون ما پاسخ ) 6-52(ي ي ديفرانسيل ما، معادلهبه يقين پاسخ معادله) 6-55(و ) 6-6(

بنابراين، افزودن آن به پاسخ . شودسمت چپ آن صفر مي ، جاگذاري كنيم) 6-52(ي ايم كه اگر در سمت چپ معادلهآورده
  پس ، پاسخ . زند؛ چون سمت چپ خطي است و اصل برنهش هم به دادمان رسيدبرهم نمي) 6-55(ي خاص تساوي را در معادله
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   عبارت است از  )6-52(ي عمومي معادله
)56-6(  

( ) ( )t t i tt Cx t e Ae Be e
i

γ ω γ ω ωγ

ω γω ω
− − −− ⎛ ⎞

= + + ⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

2 2 2 2

2 22
DD

D D

  

  . شوندي مسئله تعيين مي با شرايط اوليهB وAحالا
 سمت بود و بيش از يك جمله دري ديفرانسيل ما اندكي متفاوت ميبا توجه به اصل برنهش، اينك روشن است كه اگر معادله

  داشت، مانندراست خود مي
)57-6(  i t i tx x C e C eω ωγ ω+ + = +1 22

1 22�� �  
سپس معادله را فقط با . كنيمي اول سمت راست حل مينخست معادله را فقط با جمله: تواند باشدكار حل آن چگونه ميراه

را بر ) 6-6(ي همگن، يعني رابطهي كنيم و پاسخ معادلهاين دو پاسخ را با هم جمع مي. كنيمي دوم سمت راست حل ميجمله
ي توان انجام داد كه سمت چپ معادلهاين كار را به اين خاطر مي. به دست آيد) 6-57(ي افزاييم تا پاسخ عمومي معادلهآنها مي

  انندسرانجام اين كه اگر چندين جمله در سمت راست داشته باشيم ، م .توان استفاده كردخطي است واز اصل برنهي مي) 57-6(
)58-6(  ni t

n
n

x x C e ωγ ω+ + =∑22�� �  

ها را باهم جمع كنيم و سرانجام پاسخ سپس پاسخ. ي سمت راست جملهn معادله را حل كنيم، هر بار فقط با يكي ازnبايد
هاي سمت راست بينهايت باشد، ايرادي ندارد اين  اگر تعداد جمله.، را هم به آنها اضافه كنيم)6-6(ي ي همگن، رابطهمعادله

  .بايد بينهايت جمله را با هم جمع كنيم. بهترين حالت كاربرد اصل برنهي است
  ي ديفرانسيل از نوعدهد تا بتوانيم هر معادلهي بنيادي تحليل فوريه، اجازه مي آنچه كه در بالا آمد به همراه نتيجه:نكته

)59-6(  ( )x x f tγ ω+ + =22�� �  
  .حل كنيم)  دستكم، در بنياد(را 

)بر اساس تحليل فوريه هر تابع )f tي آن تجزيه كرد و نوشتهاي فوريهتوان به مولفه خوش رفتاري را مي  
)60-6(  

( ) ( ) i tf t g e dωω ω
+∞

−∞

= ∫  

)) يعني انتگرال( در اين جمع پيوسته  )g dω ωبه جاي nCبنابراين، اگر در سمت راست . نشسته است) 6-58(ي  در رابطه
)، تابع)59-6( )f tيعني يك جمله از نوع( ي  فقط يك جمله باشد  نمايندهi te ω(و پاسخ آن را با ( ) ( )x t S tω= نشان بدهيم 
)( )S tω است بدون ضريب ) 6-55( همان پاسخC D(ي ، آنگاه بنابه اصل برنهي پاسخ كامل معادله)عبارت است از ) 6-59  
)61-6(  

( ) ( ) ( )x t g S t dωω ω
+∞

−∞

= ∫  

) يافتن ضريب )g ωتوان رين يا پيچيده ترين بخش اين تحليل است، ما به آن نخواهيم پرداخت ولي دانستن اين كه مي دشوارت
   .را حل كرد خوب است) 6-59(اي از نوع هر معادله

  
به انتهاي آن بسته شده ) 6-9( برابر شكل mجرم.  را در نظر بگيريدk فنري با ثابت):ي ميراي واداشتهسامانه (6-8مثال 
fFنيروي پسار متناسب با سرعت. است bv= )ي نيروي وادارنده،افزون براين. شود به آن وارد مي− ) cosd d dF t F tω= به 

  .مكان جرم را به صورت تابعي از زمان بيابيد. كندجرم اثر مي
)ارد به جرم  و كل نيروي  :حل , , ) cosd dF x x t bx kx F tω= − − +� Fاز.  است � ma=داريم   
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)62-6(  cos ( )d di t i t
d

Fx x x F t e eω ωγ ω ω −+ + = = +22 2�� �  
bكه در آن mγ ≡2،k mω dF و2≡ F m≡توجه كنيد كه در اينجا دو بسامد.  اندωو dω وجود دارند كه لزوما به هم 

  عبارت است از) 6-62(ي  گويند كه پاسخ خاص معادلهبه همراه اصل برنهي مي) 6-55(ي رابطه. ديگر مربوط نيستند
 
)63-6(  ( ) d di dt i dt

p
d d d d

F Fx t e e
i i

ω ω

ω γω ω ω γω ω
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + − − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 2 2 2

2 2
2 2  

  .داده شده است) 6-29(ي ي ديفرانسيل همگن كه در رابطهاسخ با پاسخ معادلهبنابراين، پاسخ عمومي عبارت است از جمع اين پ
 مكان است و در نتيجه بايد يك كميت xدهد و اين خوب نيست زيرا ها آن را موهومي نشان ميiوجود) 6-63(ي در رابطه

ها را در مزدوج مختلط براي اين كار صورت و مخرج هر يك از جمله. ي بالا حذف كنيم ها را از رابطهiتوانيممي. حقيقي باشد
cosي مخرج ضرب كنيد و از قاعده sinie iθ θ θ=   پس از اندكي عمليات جبري خواهيم داشت.  استفاده كنيد+

)64-6(  ( )( ) cos sin
( ) ( )

d d
p d d

d d d d

F Fx t t tω ω γωω ω
ω ω γ ω ω ω γ ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

4 4  

به دست هم ) 6-55(يعني با پاسخ ) 6-52(ي را با انتخاب قسمت حقيقي پاسخ معادله) 6-62(ي توانستيم پاسخ معادله مي:كتهن
aهايالبته با جاگذاري. آوريم  ω→ C و2 F→D .گاه كنيم را ن) 6-52(ي اين كار شدني است زيرا اگر قسمت حقيقي معادله
  :داريم

)65-6(  ( ) ( ) ( ) ( )Re( ) Re( ) Re( ) Re cos( )i td dx x x Fe F t
dt dt

ωω ω+ Ω + = =
2

2
2 2 D

D  
)به بيان ديگر، اگر )x t0با طرف دوم به صورت) 6-52(ي  در معادلهi tFe ωصدق كند، آنگاه قسمت حقيقي ( )x t يعنيRe( )x 

cosFعادله با طرف دومدر همان م tωD6-64(ي  به نتيجه)6-55(ن است كه قسمت حقيقي پاسخ بنابراين، روش. كند صدق مي (
  .انجامدمي

cosبا طرف دوم به صورت) 6-62(ي اگر دوست نداريد از اعداد مختلط استفاده كنيد، هنوز راه ديگري براي حل معادله d tω 
cosكافي است پاسخ آزموني به صورت. وجود دارد sind dA t B tω ω+برگزينيد و آن را در معادله قرار دهيد و سپس A 

   .مجزييات آن را به مسئله ها واگذار مي كني. رسيدمي) 6-64(باز هم به پاسخ .  را به دست آوريدBو
   را به صورت زير تعريف كردRكافي است كميت. تر نوشتتوان سادهرا مي) 6-64(پاسخ 

)66-6(  ( ) ( )d dR ω ω γω≡ − +2 2 2 22  
  توان به صورت زير نوشترا مي) 6-64(ي يعني رابطه) 6-62(ي حالا پاسخ خاص معادله

)67-6(  ( )( ) cos sin cos( )d d
p d d d

F Fx t t t t
R R R R

ω ω γωω ω ω φ
⎛ ⎞−

= + ≡ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2  

  هاي زير داده شده است با رابطهφفاز
)68-4(  

cos , sin tand d d

dR R
ω ω γω γωφ φ φ

ω ω
−

= = ⇒ =
−

2 2

2 2
2 2  

φتوجه كنيد كه . نشان داده شده است ) 6-10(  را توصيف مي كند در شكلφي مثلثي كه زاويه π≤   يچون در رابطه  ،0>
)68-6 (sinφي معادله.  بزرگتر يا مساوي صفر است)است و براي اين كه ) 6-62(ي ديفرانسيل پاسخ خاص معادله) 6-67

  ) 6-24(ي ي ديفرانسيل همگن را نيز كه در رابطهگونه كه به آن اشاره كرديم بايد پاسخ معادلهپاسخ عمومي را بيابيم، همان
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 پس ، سرانجام  براي پاسخ كامل خواهيم .اضافه كنيم) 6-67( به پاسخ شده است داده
  :داشت

)69-6(  ( ) cos( ) ( )t t t
d

Fx t t e Ae Be
R

γω φ − Ω −Ω= − + +  
Aو Bتوجه كنيد كه اگر در سامانه ميرايي وجود . كنند را شرايط اوليه تعيين مي

γيعني(نداشته باشد  > D  ( پاسخ قسمت همگن)به ) ) 6-69(ي ي دوم در رابطهجمله
به بيان ديگر، . ماندگرايد و تنها پاسخ خاص باقي ميهاي بزرگ به صفر ميازاي زمان

)سامانه به يك )x tكند كه مستقل از شرايط اوليه است مشخص ميل مي.  

  
  

Fيدامنه Rو فاز φهر دو تابعي از dωرفتار آنها به.  اندγ ω2اين رفتار براي.  بستگي داردF R نشان  ) 6-11(  در شكل
Fيبراي ميرايي سبك، دامنه. داده شده است Rدر dω ω=دامنه تشديد حالت حديِدر اين .  بيشينه استF γω2 است .  

1
����
2

Ω0 Ω0 2 Ω0
Ω

F
����
R

2 Γ
��������

Ω
��1

  
    الف6-11شكل 

  
  

γبا  F  دامنه به0→ γω   .ا انتظار داريم ميل مي كند؛ چيزي كه براي نوسانگر نامير2∞→
  
  تشديد 1-5-6

dωي آن در داده شده بيشينهγ وdωبراي.  متناسب استR1ي حركت بادامنه ω=براي.  استωو γي آن در بيشينه   

dω ω γ= −2   در حالت .)  را بيابيدي آن مشتق بگيريد و كمينهR ازγو ωبراي به دست آوردن اين مقدار به ازاي(  است 22
γ، يعني برايميرايي سبك ωاين مقدار به� dω ω≈رود كه ي تشديد براي توصيف حالتي به كار ميواژه. يابد مي كاهش

هنگامي روي بدهد كه ) تشديد( توان پذيرفت كه اين حالت به طور شهودي هم مي. دامنه بيشترين مقدار ممكن خود را دارد
) 6-68(ي  ، حركت در حالت تشديد چقدر است؟ با استفاده از رابطهφاما فاز،. ابر باشندبسامد وادارنده و بسامد فنر باهم بر

dωبينيم كه وقتيمي ω≈ است tanφ ≈ φپس در حالت تشديد داريم. شود مي∞± π= π اين مقدارتوجه بكنيد كه ( 2 2 
−πاست و نه براي نمونه، . ي نوسان  نيروي وادارنده عقب استو حركت ذره با ضريبي از دوره.)  مثبت استsinφ ؛ چون2

1ي هنوز بايديعن( اگر جرم چسبيده به فنر به سمت راست حركت كند و از مبداء بگذرد  ي نوسان را بپيمايد تا به  چرخه4
رسد نيرو به جايي خود ميي جابهي خودش قرار دارد و هنگامي كه ذره به بيشينهنيرو در بيشينه)  برسدxي مسافتبيشينه

  .صفر رسيده است
اگر بخواهيم دامنه بزرگتر بشود . وقتي نيرو بيشينه است كه جرم بيشترين سرعت را داردتوان دريافت كه از نگاه انرژي هم مي

يعني تا جايي كه بتوانيم . براي اين كار بايد بر روي سامانه كار انجام دهيم. توانيم انرژي بدهيمبايد به سامانه تا جايي كه مي

6-10شكل   

1
����
2

Ω0 Ω0 2 Ω0
Ω

F
����
R

2 Γ
��������

Ω
�1

  ب6-11شكل
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 ممكن را روي سامانه انجام دهيم بايد نيرو تا مسافت بزرگتري به براي اين كه بيشينه كار. دهيمبر روي سامانه كار انجام مي
وقتي ( سامانه اعمال شود و اين يعني نيرو را بايد هنگامي به سامانه اعمال كنيم كه جرم بيشترين سرعت خود را داشته باشد 

1ي است و بنابراين به اندازهx مشتق مسافتvكوتاه آنكه، سرعت). گيردگذرد و سرعت ميكه جرم از مبداء مي ي  چرخه4
1يخواهيم نيرو و سرعت هم فاز باشند، پس بايد نيرو نيز به اندازهچون در حالت تشديد مي.  جلوتر استxنوسان از 4 

  .   جلوتر باشدxي نوسان ازچرخه
  
     φ  فاز 2-5-6

  به صورت زير داده شده است)  6-68(ي فاز حركت با رابطه
)70-6(  tan d

d

γωφ
ω ω

=
−2 2

2  

  .پذيرد چه مقدارهايي را ميφفاز بينيم  dωاينك مي خواهيم براي چند مقدار
dωاگر • ≈ D ) يا دقيق ترdω ω� (باشد، آنگاهφ ≈ Dفهميدن رياضي اين  . شود، يعني حركت و نيرو هم فازند مي

dωبراي. رفتارساده است dωچون آنها به ترتيب با(  كوچك اند �x و��x هر دوي0≈
پس در ).  متناسب اندdω و2

cosاند و داريمي نخست قابل چشم پوشيدو جمله) 6-62(ي رابطه dx tω∝ . دليل .يعني فاز حركت صفر است 
اين بدان معني است كه نيروي . حركت اساسا شتاب ندارد، نيروهاي برآيند صفر است اش اين است كه چونفيزيكي

و البته ) ارندبا هم اختلاف فاز د180Dيعني اين دو نيرو به اندازه ي( كنند وادارنده و نيروي فنر يكديگر را حذف مي
xنيروي ميراننده هم وجود دارد اما قابل چشم پوشي است زيرا با سرعت متناسب است و داريم ≈� D . اما نيروي فنر

Fبه خاطر علامت منفي در(  با حركت اختلاف فاز دارد 180Dيهم به اندازه kx= بنابراين، نيروي وادارنده با ) −
 .شودحركت هم فاز مي

dωاگر  • ω≈ باشد، آنگاه tanφ π≈  .شود كه حالت تشديد است و در بالا به آن پرداختيم مي2

dωاگر • ≈ dωدقيق تر(  باشد، ∞ ω� (آنگاهφ π≈دليل رياضي آن، اين است كه اگر. شود ميdω ≈  باشد، ∞
cosدر نتيجه، داريم. شودهاي ديگر چيره ميبر جمله) 6-62(ي  در معادله��xيجمله dx tω∝�� . ،پسx�� نيرو هم  با

 پيدا  اختلاف فاز180Dي و نيرو به اندازهxشود كهاين سبب مي.  اختلاف فاز دارند180D به هم��x وxاما. فاز است
dωراگ: دليل فيزيكي. كنند ≈ ) 6-67(ي كند؛ چون از رابطهسبيده به فنر به سختي حركت مي باشد، آنگاه جرم چ∞
dω و بنابراين، با R1دانيم كه دامنه بامي

پس،  .  متناسب استdω1گويد كه سرعت بااين دامنه مي. متناسب است 21
 متناسب xتوان از نيروي فنر كه با هر دو همواره كوچك باشند ميv وx اما اگر. همواره كوچك اندv وxهر دوي
ماند آنجه باقي مي. پوشي كرد متناسب است چشمvتوان از نيروي ميراننده كه باچنين ميهم. پوشي كنيمسماست چ

اي را كه تنها تحت اثر نيروي البته رفتار ذره. شودعبارت است از جرمي كه به آن تنها نيروي وادارنده اعمال مي
ايم نمي تواند بگويد كه جرمي را كه در اين حالت به فنر بسته. جرم متصل به فنر: يمكند، مي شناسنوساني حركت مي

براي جرم هر دو . شودي نيروي فنر پس و پيش ميكند يا به وسيلهي نوساني حركت ميآيا تحت اثر نيروي وادارنده
Fمت منفي دري ما علااما در مسئله. پس، بايد در هر دو صورت فاز حركت يكسان باشد. يكي است kx= گويد  مي−

dωپس، براي.  با حركت اختلاف فاز دارد180Dيكه نيرو به اندازه ≈  . نيز نتيجه همان است∞
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  نوسانگرهاي جفت شده 6-6
)هاي پيش ، تنها با يك تابع وابسته به زمان،تاكنون در بخش )x tاگر دو تابع وابسته به زمان. تيم، سروكار داش،( )x t و 

( )y tهاي ديفرانسيل  به هم مربوط باشند چه كنيم؟ معادله"جفت شده"ي دو معادله ي ديفرانسيل  داشته باشيم كه به وسيله
   بگيريدزير را براي نمونه در نظر

)71-6(  ( ) , ( )x x y y y xω ω+ − = + − =2 22 5 3 2 5 3�� ��D D  
 در هردوي آنها وجود دارند و چندان روشن y وxها مي گوييم معادله هاي ديفرانسيل جفت شده، چونبه اين گونه معادله

ها در حال حاضر كاري نداريم كه اين گونه معادله.  را به دست آوردy وxتوان آنها را از هم جدا كرد ونيست كه چگونه مي
نخست . انجامند روبرو خواهيم شدهاي جفت شده ميهاي فيزيكي كه به اين گونه معادلهبه زودي با وضعيت. آينداز كجا مي

) يعنيزيم،ا بياموي حل آن ها رخواهيم شيوهمي )x tو ( )y tدستكم دو . صدق كنند) 6-71(ي  را چنان بيابيم كه در رابطه
  ها را ببينيمبگذاريد آن. ل جفت شده وجود داردهاي ديفرانسيشيوه براي حل معادله

) 6-71(ي هاي رابطهمعادله. را يافت كه زيبا و آشنا هستندهاي داده شده هاي خطي از معادلهتوان تركيب  گاهي مي:1روش 
  اگر آن ها را باهم جمع كنيم خواهيم داشت. اين ويژگي را دارند

)72-6(  ( ) ( )x y x yω+ + + =2�� �� D  
zاگر تغيير متغيري به صورت. اندصات ظاهر شده تنها به صورت جمع مختy وxبينيم كهدر اين رابطه مي! خب x y≡ + 

z و آشنايي نوسانگر هماهنگ سادهبه معادله) 6-72(ي تعريف كنيم آنگاه رابطه zω+ =2�� Dشود كه پاسخش را  تبديل مي
  شناسيممي

)73-6(  cos( )x y A tω φ+ = +1 1  
 ،را حساب كنيم) 6-59(ي هاي رابطهاگر تفاضل معادله. كنند را شرايط اوليه تعيين ميφ1 وA1هايم كه ثابتدانيو البته مي

  خواهيم داشت
)74-6(  ( ) ( )x y x yω− + − =24�� �� D  

  هم ) 6-74(ي رابطه. اند تنها به صورت تفاضل مختصات در آن ظاهر شدهy وxاست و) 6-72(ي اين رابطه هم مانند رابطه
  دانيمي نوسانگر هماهنگ ساده است و پاسخ آن را ميهمانند معادله

)75-6(  cos( )x y A tω φ− = +2 22  
)را باهم حل كنيم،) 6-75(و ) 6-73(هاي حالا اگر معادله )x tو ( )y tداريم. آيند به دست مي:  

)76-6(  ( ) cos( ) cos( )
( ) cos( ) cos( )

x t B t B t
y t B t B t

ω φ ω φ
ω φ ω φ

= + + +

= + − +
1 1 2 2

1 1 2 2

2
2  

iدر اين جا iB A=   .  اند2
)هاي ديفرانسيل جفت شده را حل كنيم و توابعتوانستيم معادله! خب )x tو ( )y t را به صورت تركيب خطي دو پاسخ آشنا 

را ) 6-75(و ) 6-73(هاي ها به آن دست يافتيم اين است كه توانستيم معادلهي مهمي كه در فرايند حل اين معادلهنكته. بنويسيم
)هايتركيب. به دست آوريم )x y+و ( )x y− "در هر كدام از اين دو معادله تنها يك .  سامانه نام دارند"بهنجار مختصات

)بسامد نوسان براي. بسامد وجود دارد )x y+عبارت است از ωو براي ( )x y−بسامد نوسان چيز ديگري است : ω2 .
)كتحر )x tو ( )y t از  گفت كه هر يك فقط بتوانها تنها با نگاه كردن به آن در حالت عمومي پيچيده است و دشوار است كه  

)البته در مثال ما( دو بسامد تشكيل شده است  )x tو ( )y tتركيبي خطي از دو حركت نوساني با بسامد هر يك ωو ω2است(  
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)ما ) 6-12(هاي در شكل )x tو ( )y tشود، دشوار استگونه كه ديده ميهمان. را نشان داده ايم) 6-76(ي  مربوط به رابطه  
  

  
  

  

)اما اگر. كه بگوييم بسامد حركت در آنها چيست )x y+و ( )x y−بينيم كه براي هر حركت سامانه، آنها با  را رسم كنيم مي
در .  اين قابل توجه استy وxدر مقايسه با رفتار ناخوش آيند. گذشت زمان همواره توابع خوش رفتار سينوسي خواهند بود

)هايتركيب) 6-13(هاي شكل )x y+ و ( )x y−كمكي در براي اين كه اين نكته را به روشني ببينيد و . نشان داده شده اند  
  

  
  

  

) وxهر دوي)  6-14(  در شكل  باشد،"بهنجارهاي حالت"فهميدن مفهوم  )x y+به تفاوت . ام رسم كردهمودار را در يك ن  
  .رفتار آنها توجه كنيد

)آسان بود وما را به يافتن) 6-71(ي هاي رابطههاي خطي معادله در مثال بالا حدس زدن تركيب:2روش  )x y+و ( )x y− 
ن اي عمومي ومطمئخوشبختانه، شيوه. زني به اين آساني نيستهاي ديگر فيزيكي گمانهدر مسئله.  رهنمون شدy وxو نيز به

با توجه به آنچه كه در بخش   .كنيمر اين فرايند را دنبال ميدر زي. رساندهاي بهنجار ميوجود دارد كه ما را به پاسخ و حالت
iهاي آزمون را به صورتگفتيم، پاسخ  1-6 tx Ae α=و i tx Be α=براي آساني من آن ها را به صورت زير .  برگزينيد  
 )77-6(  i tx A

e
y B

α⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

 م و در واقع روشن هم نيست كه وابستگيدانيما نمي. نويسممي
xو yبه t يكسان باشند، با وجود اين، بگذاريد كارمان را پي 

 را iچنين، توجه كنيد كه منهم. آيدبگيريم و ببينيم چه پيش مي
اين كار از . به روشني در توان اين پاسخ هاي آزمون وارد كردم

 موهومي باشد آنگاه توان اين αاگر. كاهدعموميت مسئله نمي
   iي شخصي است كهاين يك گزينه. ها حقيقي خواهند شدپاسخ

  
  

1 2 3 4 5 6
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

yH tL

 )ب (6-12شكل 

1 2 3 4 5 6
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

xHtL

 )الف (6-12شكل

1 2 3 4 5 6
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Hx-yL

  ب6-13شكل 

1 2 3 4 5 6
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0
Hx+yL

   الف6-13شكل

1 2 3 4 5 6
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

x, Hx+yL

 6-14شكل 
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قرار ) 6-71(هاي اگر اين پاسخ هاي آزمون و مشتق هاي آنها را در معادله . م يا نههاي آزمون به كار ببريتوان پاسخ  را در
iدهيم و به te αتقسيم كنيم خواهيم داشت   

  
)78-6(  

( )
( )

A A B
B B A

α ω ω

α ω ω

− + − =

− + − =

2 2 2

2 2 2
2 5 3
2 5 3

D
D

  

   نوشتتوانارز، مي  يا به طور هم
)79-6(  A

B
α ω ω

ω α ω

⎛ ⎞− + − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2
2 5 3

3 2 5
D
D

  

دارد كه )  صفرندB وAبديهي به اين معني كه هر دوي(  است و هنگامي پاسخ غير بديهي B وAي همگن برايعادلهكه يك م
  به بيان ديگر. دترمينان ضرايب آن صفر باشد

  
)80-6(  

α ω ω
α α ω ω

ω α ω

− + −
= ⇒ − + =

− − +

2 2 2
2 2 2 4

2 2 2
2 5 3 4 20 16

3 2 5
D D  

αي درجه دو نسبت بهاين يك معادله αهايش عبارتند از است و ريشه2 ω= α و ± ω= . بنابراين ، چهار پاسخ داريم. ±2
αاگر ω= Aقرار دهيم خواهيم داشت) 6-79(ي ها باشد و آن را در در معادله± B= ) انجامدهر دو علامت به يك نتيجه مي (.
αاگر ω= Aخواهيم داشت) 6-79(هاي معادله  باشد، آنگاه با جاگذاري در±2 B= را  B وAتوانيمتوجه كنيد كه نمي . −

كنيم و پاسخ حالا بنا به اصل برنهي، چهار پاسخ را با هم جمع مي. توانيم نسبت آنها را به دست آوريمحساب كنيم؛ بلكه فقط مي
  )تر باشدشان آسانگيري به شكل بردار نوشتيم كه پيما آنها را( نويسيم  را به صورت زير ميy وxعمومي

)81-6(  i t i t i t i tx
A e A e A e A e

y
ω ω ω ω− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 2

1 2 3 4
1 1 1 1
1 1 1 1  

- توصيف مكان ذرهy وxاگر. توان اندكي آشناتر نوشتاين رابطه را مي. كنند را شرايط اوليه تعيين ميiAچهار مقدار ثابت

اگر تعريف . A4 وA3همين طور براي.  لازم است كه مزدوج مختلط يكديگر باشندA2 وA1،بنابراين. ها باشند بايد حقيقي باشند
)كنيم ) iA A B e φ∗ = ≡ 1

2 1 1 ) و2 ) iA A B e φ∗ = ≡ 2
4 3 2   توانيم پاسخ بالا را به صورت زير بنويسيم مي2

)82-6(  
cos( ) cos( )

x
B t B t

y
ω φ ω φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 2 2
1 1 21 1  

B1,كه در آن φ1, و2 ي ن پاسخ پيشين، رابطهبينيم كه دوباره به هماپس، مي. شونداند و با شرايط اوليه تعيين مي اعداد حقيقي2
  .، رسيديم) 76-6(

)هايدهد كه تركيببه روشني نشان مي) 6-82(ي رابطه )x y+و ( )x y− )  هايبه ترتيب با بسامد) بهنجارمختصاتω 
)را در تركيبكنند؛ زي نوسان ميω2و )x y+ي جملهB ) وجود ندارد و در تركيب2 )x y−ي  جملهB1نيست .  

Bروشن است كه اگر =2 Dباشد داريم x y= .ا يك بسامد،يعني هردو بωاگر. كنند، نوسان ميB =1 Dباشد آنگاه x y= − 
حالت هاي  "اين دو نوسان با يك بسامد خالص براي هر دو را.  نوسان خواهند كردω2مي شود و هر دو با بسامد يكسان 

)آنها به ترتيب با بردارهاي. نامند مي"نجاربه , )1 ) و1 , )−1  روشن بهنجارهاي در مثال زير اهميت حالت.  نشان داده شده اند1
  .خواهد شد

  
  دو يكديگر و بهبه  ) 6-15(  برابر شكل kثابت فنر با سه فنر يكسان با m دو جرم يكسان):دو جرم و سه فنر ( 6-9مثال 
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  مختصات بهنجار آنها كدامند و حالت . هاي دو ذره را برحسب تابعي از زمان پيدا كنيدترين پاسخ مكانعمومي. ديوار وصل اند
  هاي بهنجار چيستند؟

xفرض كنيد.  ما مسئله را به هر دو روش بالا حل خواهيم كرد:حل x و1  به ترتيب 2
x.هاي سمت چپ و سمت راست از نقاط ترازمندي آنها باشدهاي جرممكان x و1    را به 2

xيدر اين صورت فنر سمت چپ به اندازه. سمت راست مثبت فرض كنيد  به راست 1
kxشود و در نتيجه، نيرويي برابر كشيده مي    و به سمت چپ به جرم سمت چپ وارد1

  
  

  

 توان ديد كه فنراما به آساني مي. گذارندجايي هر دو جرم برآن اثر مي فنر مياني اندكي پيچيده تر است؛ چون  جابه .كندمي
xيمياني به اندازه x−2 xيزيرا به اندازه. شود كشيده مي1 xيشود و به اندازه به سمت راست فشرده مي1  به سمت راست 2

 ي پس،  فنر مياني نيرويي به اندازه.كشيدگي خالص فنر مياني= كشيدگي منهاي فشردگي : در نتيجه داريم. شودكشيده مي
( )k x x−2   بنابراين، نيروي خالص وارد به جرم سمت چپ عبارت است از. كند و به سمت راست به جرم سمت چپ وارد مي1

)83-6(  ( )kx k x x kx kx= − + − = − +1 2 1 1      نيروي وارد به جرم سمت چپ22
xيفنر سمت راست به اندازه: توان حساب كردمت راست را ميبه همين ترتيب، نيروهاي وارد به جرم س .  فشرده شده است2

kxاين فنر نيروي xيفنر مياني به اندازه. جهت اين نيرو به چپ است. كند به جرم سمت راست وارد مي2 x−2  كشده شده 1
)روياست و ني )k x x−2 پس نيروي خالص . جهت اين نيرو هم به سوي چپ است. كند را به جرم سمت راست اعمال مي1

  وارد به جرم سمت راست عبارت است از
)84-6(  ( )k x x kx kx kx= − − − = −2 1 2 1    نيروي وارد به جرم سمت راست22

Fتوان با استفاده ازحال مي ma=هاي حركت را براي اين دو جرم نوشت معادله.  
)85-6(  mx kx kx

mx kx kx
= − +

= −
1 1 2

2 1 2

2
2

��
��

  

kاكر تعريف كنيم mω   ي بالا را ميتوان به صورت زير نوشت آنگاه رابطه2≡
  
)86-6(  

x x x

x x x

ω ω

ω ω

+ − =

+ − =

2 2
1 1 2

2 2
2 2 1

2
2

�� D
�� D

  

هاي خطي  ديد كه جمع و تفاضل آنها تركيب1ان با بهره گيري از روش توآيند و مي اين دو معادله دوستانه به نظر مي:1روش 
  اگر آنها را با هم جمع كنيم داريم. دلخواه ما هستند

)87-6(  ( ) ( )x x x xω+ + + =2
1 2 1 2�� �� D  

  : و اگر از هم كم كنيم خواهيم داشت
)88-6(  ( ) ( )x x x xω− + − =2

1 2 1 23�� �� D  
)هاي اين دو معادله برايپاسخ )x x+1 ) و2 )x x−1   شناسيم و آنها را ميبهنجارند مختصات 2

  
)89-6(  

cos( )

cos( )

x x A t

x x A t

ω φ

ω φ
+ +

− −

+ = +

− = +
1 2

1 2 3
  

)حالا از جمع و تفاضل اين مختصات طبيعي، )x t1و ( )x t2داريم. آيند به دست مي  
  
)90-6(  

( ) cos( ) cos( )

( ) cos( ) cos( )

x t B t B t

x t B t B t

ω φ ω φ

ω φ ω φ
+ + − −

+ + − −

= + + +

= + − +
1

2

3
3

  

2x1x  
 6-15ل شك
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iدر اين جا هم iB A=   .شوند ها با شرايط اوليه تعيين ميiφ و به همراه 2
هاي آزمون را به باز هم پاسخ . براي تمرين هم كه شده باشد بگذاريد اين مسئله را به روش دترمينان هم حل كنيم :2روش 
iصورت tx Ae α=1و i tx Be α=2جاگذاري ) 6-86(هاي هايشان در رابطهپاسخ هاي آزمون را به همراه مشتق.  برگزينيد

iپس از تقسيم كردن به. كنيد te αخواهيم داشت    
  
)91-6(  

A A B
B B A

α ω ω

α ω ω

− + − =

− + − =

2 2 2

2 2 2
2
2

D
D

  

   داريمو يا اگر به صورت بردار بنويسيم،
)92-6(  A

B
α ω ω

ω α ω

⎛ ⎞− + − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 2

2 2 2
2

2
D
D

  

  : داشته باشيم دترمينان ضرايب بايد برابر صفر باشدB وAهاي غير بديهي برايو براي اين كه پاسخ
  
)93-6(  

α ω ω
α α ω ω

ω α ω

− + −
= ⇒ − + =

− − +

2 2 2
4 2 2 4

2 2 2
2 4 3

2
D D  

αي درجه دو نسبت بهبه يك معادلهباز هم  αهاي آن ريشه. رسيديم2 ω= α و± ω= ± αجاگذارياز .  اند3 ω=  در ±
Aبينيم كهمي) 6-81(ي رابطه B=و از جاگذاري α ω= ± Aيابيم كه درمي3 B= ها بنابراين، شكل عمومي پاسخ.  −

  عبارتند از
  
)94-6(  

cos( ) cos( )

i t i t i t i tx
A e A e A e A e

x

B t B t

ω ω ω ω

ω φ ω φ

− −

+ + − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≡ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 3 3
1 2 3 4

2

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 31 1

  

 .ارز استهم)  6-90(ي كه با رابطه

B را با قرار دادن بهنجارهاي حالت − = D يا B + = Dپس ، حالت . آوريمبه دست مي) 6-94(ي يا در رابطه) 6-90(ي  در رابطه  
)هاي بهنجار , )1 ) و1 , )−1 هاي بهنجار را تجسم كرد و آنها چگونه بايد اين حالت.  است1

)بهنجارحالت را نشان داد؟  , )1 Bدر اين حالت. كند نوسان ميωد با بسام1 − = D است 
)ها داريمي زمان همه برايو ) ( ) cos( )x t x t B tω φ+ += = +1 يعني هر دو جرم   ،2

اين حالت نوساني نشان  ) 6-16 ( در شكل. ت نوساني پس و پيش دارندمانند هم حرك
چون تا جايي كه به دو جرم .  استωه بسامد اين حركتروشن است ك .داده شده است

 فقط تحت تاثير يك فنر نوسان شود، انگار فنر مياني وجود ندارد و هر جرممربوط مي
  جرم شود كه دوديده مي) 6-16(در شكل .  استωبسامد هر كدام  و در نتيجهكندمي

  

)حالت بهنجار .رونده با هم به سمت چپ و يا به سمت راست ميچگون , )−1 در اين حالت  .كند نوسان ميω3 با بسامد 1
B + = D1ها پيداست كه براي همه زمان )6-94(يا ) 6-90(هاي و از رابطه  است 2( ) ( ) cos( 3 )x t x t B tω φ− −= − = + 

  .استنشان داده شده ) 6-17(اين رفتار در شكل . كنندجرم ها در خلاف جهت يكديگر حركت مي يعني. است
  حالت، فنر مياني كشيده يا فشرده در اين روشن است كه در اين حالت بسامد حركت بايد بزرگتر از حالت قبلي باشد، زيرا
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شود و از اين رو بسامد حركت تري وارد ميشود و در نتيجه، به جرم ها نيروي بيشمي
  .شودبزرگتر مي

  
) بهنجارحالت , )1 xبهنجار در بالا به مختصات 1 x+1 xبسامد هر دوي.  مربوط است2 1 

xو xهاياما دليل اين تناظر ربطي به اين ندارد كه ضريب.  استω در اين حالت2 x و1 2 
)بلكه به اين دليل است كه حالت نوساني ديگر، يعني.  است1هر دو  ) ( , )x x− ∝ −1 2 1 1  

  
  

xسهمي در x+1 دهد تا به روشني ببينيم چه چيزي به كدام حالت  ها زياد است و اين اجازه نمي1ال بالا تعداد در مث .  ندارد2
  اي را حل كرده ايم و پاسخ آن به صورت زير استفرض كنيد مسئله. مربوط است

)95-6(  
cos( ) cos( )

x
B t B t

y
ω φ ω φ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 1 2 2 2
3 1
2 5  

)بهنجار مربوط به حالت بهنجار در اين مثال مختصات , )3 x عبارت است از2 y+5 ؛ چون در يك چنين تركيبي است كه ديگر 
cos( )tω φ+2   داريم) 6-95(ي از رابطه. بگذاريد اين را با جزييات بيشتري ببينيم. شود ظاهر نمي2

  
)96-6(  

cos( ) cos( )
cos( ) cos( )

x B t B t
y B t B t

ω φ ω φ
ω φ ω φ

= + + +

= + − +
1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

3
2 5  

xكيبشود كه در ترحالا ديده مي y+5ديگر cos( )tω φ+2 xبه همين ترتيب.  وجود ندارد2 y−2   بهنجار مربوط  مختصات 3
)بهنجاربه حالت  , )−1 )cosكند و در آن ديگر نوسان ميω2  است كه با بسامد5 )tω φ+1   . وجود ندارد1

  
  
  

  هاي تكميليمثال
)  فرض كنيد1-ت )x t1و ( )x t2ي ديفرانسيلهاي معادله پاسخx bx=2نشان دهيد كه.  باشند��( ) ( )x t x t+1  پاسخ 2

xيمعادله bx=2�� نيست.  
xي معادله 2-ت a x=اگر.  را در نظر بگيريد��a xي باشد، پاسخ معادله0= ) عبارت است از��0= )x t C Dt= نشان دهيد . +

aكه در حد aتوجه كنيد كه. ( كندن پاسخ كاهش پيدا ميبه اي) 6-2(ي  رابطه0→ .)  نيست زبان گويايي براي منظور ما0→
  روش درست براي بيان اين حد چيست؟ 

vپرتابه با سرعت. ر وصل است و طول طبيعي صفk در مبداء مختصات به فنري با ثابتmاي به جرم   پرتابه3-ت D و با 
  . شود شليك ميθيزاويه

) ):الف( )x tو ( )y tرا بيابيد .  
k   نشان دهيد كه به ازاي):ب( mω چنين هم. يابدي معمولي كاهش مي پرتابه به مسير پرتابههاي كوچك، مسير اين ≡

حركت نوساني در به كند، يعني ميتقليل پيدا  هاي بزرگ مسير آن به مسير حركت نوسانگر ساده ωنشان دهيد كه به ازاي
 چه " بزرگω" و " كوچكω"به جاي.) كنددستكم پيش از آن كه پرتابه با زمين برخورد ( راستاي خط راست، كاهش پيدا 

  كنيد؟تري را پيشنهاد ميي مناسبگزاره
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  كند؟ پرتابه در برخورد با زمين در راستاي خط قائم حركت ميω به ازاي چه مقدار):پ(
kg و چگالي جرميL   ريسماني به طول4-ت mλي بدون جرم گذشته است  از روي قرقره

xييك انتهاي ريسمان به اندازه. و از دو طرف آن آويزان است D در زير مكان ميانگين دو 
xيانتها و ديگري به اندازه Dي ريسمان را با سرعت اوليه. الاي آن قرار دارد بv D از اين 

براي اين كه ريسمان قرقره را ترك نكند، اين سرعت اوليه چقدر بايد . كنيموضعيت رها مي
  باشد؟

طح افقي قرار سازند و در روي يك سميθ2يي بدون اصطكاك با هم زاويه دو ميله5-ت
  ها با فنري با ثابتجرم. ها حركت كنند مقيدند در روي ميلهmدو ذره هر يك به جرم. دارند

k  نشان داده شده ) 6-18( فنر در وضعيتي است كه در شكل طول طبيعي. اندوصلبه يكديگر
   همواره فنر موازي وضعيت نشان داده شده در شكل باقي اگر حركت چنان باشد كه. است

  

  .بماند، بسامد حركت نوساني را به دست آوريد 
طول . هاي يكسان وصل استبه دو فنر با ثابت) 6-19( برابر شكل m  جرم)الف  (6-ت

 ابتدا mجرم. اندثابتي وصلهاي ها در به نقطهطبيعي فنرها صفر است و انتهاي ديگر آن
حركت سامانه . شوددر جهت دلخواه وارد مي به آن تلنگري. در مكان ترازمندي خود است

  .)پوشي كنيدگرانش چشم توانيد ازاگرچه نيازي نيست، اما مي. ( را توصيف كنيد
1هاي فنر با ثابتnبه) 6-20( برابر شكل m جرم):ب(  2, , , nk k k⋅ ⋅ طول .  وصل است⋅

   ابتدا mجرم. . اندانتهاي ديگر فنرها به نقاط ثابتي در فضا وصل. طبيعي فنرها صفر اند

       
   
    

بازهم، اگرچه . ( حركت سامانه را توصيف كنيد. شوددلخواه وارد ميدر جهت  به آن تلنگري. در مكان ترازمندي خود است
  .)پوشي كنيدتوانيد از گرانش چشمنيازي نيست، اما مي

  
  
 

 مسئله ها
) نيروي  تحتm به جرمايذره) :  kxرويني(  1-6 )F x kx= قرار دارد؛ K )ترين پاسخ عمومي  . 0< )x t كدام است؟ 

xياگر ذره از نقطه D شروع به حركت كند به ازاي كدام مقدار خاصِ سرعت اوليه، پس از زماني طولاني ذره  خيلي از مبداء 
  دور نخواهد شد؟

) حركت جسمي به صورتي معادله):دامنه (2-6 ) cos sinx t C t D tω ω=   .ي اين حركت را حساب كنيددامنه.  است+
)هايهاي نوسانگر هماهنگ در شكلنشان دهيد كه پاسخ  3-6 ) cos( ) sin( )x t A t B tω ω= ) و+ ) cos( )x t D tω φ= + 
)ي بينرابطه. ارزندهم , )A Bو ( , )D φرا به دست آوريد . 

  .داريمبنديم و مجموعه را قائم نگه مي را به فنر ميmجرم.  را در نظر بگيريدA و طول طبيعيk  فنري با ثابت4-6
  .را بيابيد) تي كه ديگر جرم نوسان نميكند يعني طول فنر وق( طول حالت ترازمندي فنر  ):الف(
  . بسامد طبيعي نوسانگر قائم را پيدا كنيد)  :ب(
  بسامد . وريمآ  همين فنر را با همان جرم در روي ميز افقي بدون اصطكاك قرار مي دهيم و آن را به نوسان در مي):پ(
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  . فنر را در اين حالت با حالت قائم مقايسه كنيدبهنجارنوسانهاي 
  T و انرزي جنبشيUبا انرژي پتانسيل) مانند جرمي كه به فنر وصل است(  براي نوسانگر ساده 5-6
)  ):الف( )U tو ( )T tراروي يك نمودار برحسب  t كنيد رسم.  
)   ):ب( )U xو ( )T xراروي يك نمودار برحسب xرسم كنيد .  
  .را براي يك دوره ي نوسان حساب كنيد T وU  ميانگين زماني):پ(
  .را براي يك دوره ي نوسان حساب كنيدT وUيي ميانگين فضا):ت(
  طبيعي يكسان، اما با ثابت هاي فنر متفاوتهايطول  دو فنر با 6-6

k k و1 قطعه روي سطح افقي .  وصل اندmاي به جرم به قطعه2
 را براي هر يك از سه effkثابت موثر. بدون اصطكاك قرار دارد

ضريب ثابت . نيد حساب ك)6-21(در شكل ) پ(و ) ب(، ) الف(حالت 
effFيموثر با رابطه k x=    .شودتعريف مي ∑−

  وصل است و با بسامدk به فنري با ثابتm  جسمي به جرم7-6
1fها  و جسم را به يكي از نيمهكنيميمفنر را دو نيم . كند نوسان مي

2نسبت . كند نوسان مي2fجسم با بسامد. بنديممي 1f f را با توجه 
  . حساب كنيد6-6ي مسئله) پ(به قسمت 

  

 هاي متفاوت برايتوان با نسبت دادن ثابتاين واقعيت را مي. تر از فشردن آنهاستهاي واقعي معمولا آسان  كشيدن فنر8-6
x > Dو x < D در نظر بگيريد كه نيروي بازگردانندهبراي نمونه فنري را.  توصيف كرد     

  .آن به صورت زير است
;

;
kx x

F
kx x
− >⎧

= ⎨− <⎩ 2
D
D

  

xيكشيم و به اندازهجرم را مي.  روي سطح افقي بدون اصطكاك قرار دارد و به اين فنر وصل استmجرم A= آن را   
  .كنيم تا نوسان كندميجا  و سپس رها جابه

   بستگي دارد؟ آيا اين حركت نوساني هماهنگ ساده است؟Aي حركت بهآيا دوره. ي حركت را پيدا كنيد  دوره):الف(
xيقدر است؟ آيا نسبت به نقطهرسد چ كه جرم به آن ميx  بيشينه مقدار منفي):ب(    اين نوسان متقارن است؟0=
cosdي و نيروي وادارنده−bvي نيروي بازدارندهm به جرم 9-6 dF tωشود، اما نيروي فنر وجود ندارد وارد مي .

)پاسخ )x t صورت حركت را به( ) cos sind dx t A t B tω ω=  را B وA(ارز بنويسيد هاي مناسب هم يا يكي از شكل+
)اگر پاسخ را به صورت). حساب كنيد ) cos( )dx t C tω φ=  را نگاه 6-52ي  رابطه:راهنمايي. ( را بيابيدφ وC برگزيديد،−

  ) كنيد
به ) 6-22(بنديم و انتهاهاي آزاد فنرها را برابر شكل  را به هم ميA و طول طبيعيk فنر بدون جرم يكسان با ثابت  دو10-6

آوريم تا بنديم و آن را به آرامي پايين ميميي مياني  را به نقطهmجرم. كنيم از هم وصل مي2Aيدو ديوار روبرو به فاصله
  .د مي سازθيها با افق زاويهدر اين مكان ترازمندي، هر يك از فنر. در جايگاه ترازمنديش به حال سكون در آيد

  .به دست آوريد) g وk،Aو شايد ( θ را برحسبm  مقدار):الف(
   ؛ اما از g وk،Aو شايد ( θ كوچك را برحسبهاي  اگر به جرم تلنگر كوچكي در امتداد قائم وارد كنيم، بسامد نوسان):ب(

 

 

  

 

 m  
1k  

2k  

1k  
2k  

m  

m  
1k  2k  

)الف(  

)ب(  

)پ(  
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  .به دست آوريد) هاي ديگر بنويسيد را برحسب كميتmاستفاده كنيد و) الف(پاسخ قسمت 
  
   

     
  
  

 به ترتيب هاهاي فنر و ثابتmهر دو جرم) 6-23(  در چيدمان شكل 11-6
nk) nو)  يك ضريب عددي استkطول طبيعي فنرها يكسان است.  اند .

  ها، طول فراهم شده است كه با نوسان جرمفرض كنيد كه شرايط اوليه چنان

  

  . را به دست آوريدnاز گرانش چشم پوشي كنيد و. اي با هم برابر باشندها در هر لحظهفنر
  تعادل فنرها طول حالت.  به دو فنر وصل استmجرم) 6-24(در شكل   12-6

 يك در. كند در راستاي فنرها نوسان ميdي با دامنهm جرم.خود را دارند
tتوانيد اين لحظه رامي(  كه لحظه = Dيجرم در فاصله)   فرض كنيد x d= 2 

    است، فنر سمت راستراست در حركتترازمندي قرار دارد و به سمت از مكان 
  .) كنيمبا سازوكاري ثابت آن را صفر مي( كنيم را حذف مي

)ي حركت  معادله) :الف( )x tجديد را بيابيد  .  
  .ي نوسان جديد را حساب كنيد  دامنه):ب(

  هر دو فنر.  را در نظر بگيريدAعي و طول طبيk  دو فنر هر يك با ثابت13-6

  
                    

ي معين ثابت فنر سمت در يك لحظه. بنديم  و دو ديوار روبرو ميmبه جرم) 6-25(كشيم و برابر شكل  ميAيرا به اندازه
)زمان بعديدر. ماند  باقي ميAكند اما طول طبيعي آن تغيير مي3kاري ناگهاني بهراست با سازوك )t m kπ=    مكان 4

  ). پوشي كنيدگرانش چشم در اين مسئله از ( سرعت ذره در اين مكان چيست؟ .  را بيابيدmجرم
. به هم وصل اند) 6-26( برابر شكل k با فنر بدون جرم و ثابتM وmهاي   جرم14-6

ها را از حالت  جرمسپس. شود مي كشيدهAيكنيم و فنر به اندازهها را از هم دور ميجرم
xفرض كنيد.  را برحسب زمان پيدا كنيدmمكان. كنيمسكون رها مي = D مكان نيم راه 

  ) كند؟ مركزجرم چه مي:راهنمايي(  است mحركت جرم

  

xكنيم و از مكان وصل ميωجرمي را به فنري با بسامد طبيعي  15-6 Dاين آزمايش را در درون مايعي تكرار. كنيم رها مي  
 ست ها را در دو وضعيت به دي سرعتنسبت بيشينه.  تندميرا شودγمايع سبب مي شود كه حركت با ضريب ميرايي.  مي كنيم

γهاي حدي تند ميراييدر حالت. آوريد ω� و در حد ميرايي بحراني اين نسبت 
  چه خواهد شد؟

به هم و به دو ) 6-27( برابر شكل 2m وmهاي   سه فنر يكسان و جرم6- 16
  . سامانه را بيابيدنجاربهحالت هاي . ديوار روبرو وصل اند

  

                    

  

nk  k

m  m  
6-23شكل   

  

k  k  

m  

6-24شكل   

  

k  3k k→  

m  

6-25شكل   

2A  2A  

6-22شكل  

6-27شكل   
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  هاي تكميليحل مثال
x  جمع1-ت x+1 xي پاسخ معادله2 bx=2است اگر داشته باشيم��   
  
  
)97-6(  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

d x x
b x x x x b x x

dt

x x x x b x x

⎛ ⎞+
= + ⇔ + = +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⇔ + + = +

22
21 2

1 2 1 2 1 22

2 2
1 1 2 2 1 22

�� ��

�� �� �� ��

  

xدانيم كهاما  بنا به فرض مسئله مي bx=2
1 x و��1 bx=2

2 xيبنابراين، جمله.  اند��2 x1 22 �� ي بالا تساوي را  در سمت چپ رابطه��
xتوجه كنيد كه. ( كندنقض مي x1 22 �� xتواند صفر باشد؛ چون در اين صورت اگر هر كدام  نمي�� x يا��1 x صفر باشند، بايد��2   يا1

x   .)ماندي ديفرانسيل باقي نمي هم صفر باشد كه در اين صورت پاسخي براي معادله2
  
T به صورتa  يكاي2-ت a"بنابراين، .  است و عدد صفر بدون بعد است2− → D"بيان .  بيان درستي براي اين حد نيست

)وقتي به) 6-2(ي درست اين است كه بگوييم رابطه )x t C Dt= atيابد كه  كاهش مي+  ارز، و يا، به طور هم�1
t a1هرچه. شوندهاي با بعد يكسان مقايسه ميدر اين صورت كميت.  باشد�a،كوچك شود tشود و بنابراين  بزرگ مي 

a اگر ، atبا فرض. يردتواند هر مقداري را بپذ ميt آنگاه0→ ateتوان نوشت مي�1 at± ≈ ي  و در نتيجه رابطه1+
  :آيدبه صورت زير درمي) 2-6(
)98-6(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A at B at A B a A B t C Dt≈ + + − = + + − ≡ +1 1  

Cمكان اوليه و Dدر يكاهاي مربوطه باشند، آنگاه با به دست آوردن1ي بزرگي ها از مرتبهاگر اين كميت.  سرعت ذره است  
Aو Bي بزرگي بينيم كه به تقريب بايد منهاي يكديگر برابر و هر دو از يك مرتبه ميa1يه در نتيجه، اگر مكان اول.  باشند

a در حدB وAي بزرگي باشند،و سرعت از يك مرتبه  به t كوچك، اما غير صفر شود، سرانجامaاگر. شوند واگرا مي0→
at كه ديگراي بزرگ خواهد شداندازه   .ديگر برقرار نيست) 6-2(ي  رابطهدر اين حالت، شكل خطي. نخواهد بود برقرار �1

  
k   نيروي وارد به پرتابه عبارت است از)الف(  3-ت mg= − −F r j .يمولفهxي حركت معادلهm=F aدهد به دست مي  
)99-6(  ( ) cos sinmx kx x t A t B tω ω= − ⇒ = +��  

kكه در آن mω my  داريمyياز مولفه.  است≡ ky mg= − zبا تعريف. ��− y mg k≡  صورت  اين رابطه به+
  آيدميزير در

)100-6(  cos sin
cos sin

mz kz z C t D t
y z mg k C t D t mg k

ω ω
ω ω

= − ⇒ = +
⇒ = − = + −

��  

)اند ازشرايط اوليه عبارت )x =D D، ( ) cosx v θ= D� Dو ( )y =D D،( ) siny v θ= D� D  .آيدها به دست مياز اين شرطA = D 
 ،cosB v θ ω= D ،و بنابراين   
)101-6(  ( ) cos sinvx t tθ ω

ω
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

D  

C:آيد به دست ميyاز شرايط اوليه در راستاي mg k=و ( )0 sin cosD v tθ ω ω=،و بنابراين   
)102-6(  ( ) ( ) sincos sinvmgy t t t

k
θω ω

ω
⎛ ⎞⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1 D  
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sin هاي كوچگωبه ازاي t tω ω≈ و ( )cos t tω ω≈ − 21   بنابراين، داريم. 2
)103-6(  ( ) ( )cos cosvx t t v tθ ω θ

ω
⎛ ⎞≈ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

D
D  

kو با استفاده از mω =2  
  
)104-6(  ( ) ( ) ( )sin sin

k m t vmgy t t gt v t
k

θ ω θ
ω

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎛ ⎞≈ + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2
21

2 2
D

D  

tωدار باشد بايد در تمام طول حركت  معنيبراي اين كه تقريب بالا. ي معمولي اندهاي حركت پرتابهها معادلهاين .  باشد�1
)اگر فرض كنيم )sinv gω θ2 1D )، آنگاه تقريب بالا براي� sin )t v gθ= 2 Dي  درست است و در اين صورت به ازاي همه

yها زمان ≈ Dدر نتيجه،.  زمين برخورد كرده است و حركت به پابان رسيده استشود؛ يعني پرتابه با مي"ωبه " كوچك 
) معني )sing vω θDحال.  است�ωهربه ازاي.  بزرگ را در نظر بگيريد tدلخواه  ( )x tحركت نوساني ساده دارد  .

yبراي اين كه كل حركت نوساني ساده باشد، بايد حركت در امتداد خط راست باشد و در نتيجه بايد xاين .  مقدار ثابتي باشد
)يبدان معني است كه جمله )( )cosmg k tω ) در1− )y tپس، لازم است كه. پوشي باشدشم بايد قابل چ  

)105-6(  sin sin
sin

v vmg g g
k v

θ θ ω
ω ω ω θ

⇒ ⇒2
D D

D

� � �  

sin اساسا باy وxدر اين حالت، هر دوي.  است" بزرگω"و اين معني tωيه فاصلهپرتابه تا بيشين. اند متناسبv ωD از 
  .گرددشود و سپس برميمبداء دور مي

تر يا ، حركت بايد خيلي بزرگω1توان به اين صورت خلاصه كرد كه بدون گرانش، مقياس زماني، را ميωدو شرط بالا براي
)ماني حركت پرتابي بدون فنر، تر از مقياس زخيلي كوچك )sinv gθ2 Dباشد .  

xخواهيم وقتي مي):پ( =� Dشود، ميy = Dاما.  باشد( )cos cosx v tθ ω= Dاست كه به ازاي� t π= پس، .  صفر است2
t در زمانyمقدار π= ) عبارت است از2 ) ( ) ( )( )sinmg k v θ ω− +1 1DD كه اگر برابر صفر قرار دهيم و با استفاده 

kاز mω    خواهيم داشت2=
)106-6(  sin

sin
vg g

v
θ ω

ω ω θ
= ⇒ =2

D

D

  

  .كه به حسابي درست در وسط دو حد بالاست
  
در ).  بالا و ديگري در زير آنxيه اندازهبيك انتها ( ي هر انتهاي ريسمان از مكان ميانگين باشد  فاصلهxيد فرض كن4-ت

)اين صورت نيروي در امتداد ريسمان )2x gλاز.  استF ma= داريم   
)107-6(  ( )gx Lx x g L xλ λ= ⇒ =2 2�� ��  

)ي بالا را به صورتپاسخ آزمون معادله. ي نوسانگر ساده با  استكه معادله ) tx t Aeα=6-107(ي  فرض كنيد و در رابطه (
  آيدبه دست مي. جايگزين كنيد

)108-6(  t tgA e Ae g L
L

α αα α= ⇒ = ±2 2 2  
  عبارت است از) 6-107(ي بنابراين، پاسخ عمومي معادله

)109-6(  ( ) g L t g L tx t Ae Be −= +2 2  
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Aخواهيماما ما مي = Dپس. كندي اول با گذشت زمان به طور نمايي افزايش پيدا مي باشد؛ چون جمله:( ) g Ltx t Be −= به . 2
)شرط  )x t x= = DDخواهيم داشت B x= Dو   

)110-6(  ( ) ( )g Lt g Ltx t x e v t x g Le− −= ⇒ = −2 2
0 0 2  

)بنابراين، بايد انتهاي بالاتر را با سرعت  )v x g L= 2DDبه پايين كشيد .  
  
sinxيندازهفنر به ا.  بناميدxها را در امتداد ميله، نسبت به حالت ترازمندي،  مكان هر يك از جرم5-ت θ2شود و  كشيده مي

sinkxنيروي θ2ي اين نيرو در امتداد ميلهمولفه. آيد به وجود ميsinkx θ22از.  استF ma=در امتداد ميله داريم   
)111-6(  sin sinkx mx k mθ ω θ− = ⇒ =22 2��  
  
−kتوان به صورتي مسئله در اين است كه چون طول طبيعي فنر صفر است، نيروي فنر را مي  نكته):الف  (6-ت r كه (  نوشت

بنابراين، اگر يكي از . اند، هر دو درست جهت و اندازهr−در بردار). شودگيري مي نسبت به انتهاي ثابت فنر اندازهrدر آن
)جا شود، اختلاف نيروي آن جابهr2 به مكانr1 فنرها نسبت به انتهاي ثابتش از مكان )k kΔ = − − = − ΔF r r r2 . شود مي1

كه شود گيري مي نسبت به انتهاي ثابت هر فنر اندازهrهايبردارتوجه كنيد كه . ي فنر دوم هم درست استهمين گزاره در باره
kΔي با وجود اين، تاثيري در نتيجه.با انتهاي ثابت فنر اولي فرق دارد = − ΔF rي بردارپس، وقتي جرم به اندازه.  نداردΔr 

−k، تغيير كل نيروشودجا ميجابه Δr2اما، از آنجايي كه در مكان ترازمندي جرم، نيرو صفر است، نيروي كل وارد به .  است
−kي ترازمندي آن برابر از نقطهΔrجرم در مكان Δr2با ثابتبه بيان ديگر، اساسا جرم در انتهاي فنري.  است k2است  .

حركت ) دهداي كه تلنگر ذره را در آن نقطه قرار ميي اوليهخطي بين مكان ترازمندي و نقطه( پس، فنر در امتداد خط راستي 
kنوساني هماهنگ ساده با بسامد m2اين بسامد مستقل از جهت تلنگر است.  خواهد داشت.  

 نيروي كل وارد به آن  باشدΔrدر مكان ،اشگفته شد، اگر جرم نسبت به مكان ترازمندي) الف( بنابر آنچه كه در قسمت ):ب(
( )nk k k= − + + ⋅⋅⋅ + ΔF r1 ) جرم اساسا به انتهاي فنري با ثابت پس،.  است2 )nk k k+ + ⋅⋅⋅ +1  وصل است و حركت 2

)ساده با بسامدنوساني  )nk k k m+ + ⋅⋅⋅ +1 ي تلنگر اين بسامد مستقل از جهت اوليه.  در امتداد خط راست خواهد داشت2
  .است

 


