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  5فصل 
  پايستگي انرژي و تكانه

   قانون هاي پايستگي 1-5
ي فيزيكي چه مي گذرد كمك  اين كه در سامانه براي فهميدن كمي و كيفي. دي دارندهاي پايستكي در فيزيك اهميت زياقانون

  .كنندزيادي مي
مانند ( ي فيزيكي در يك سامانه. كندمي است ، منظور اين است كه آن چيز با زمان تغيير ن"پايسته"گوييم  چيزي هنگامي كه مي

اگر كميتي پايسته باشد، حركت پاياني سامانه به مقدار زيادي ) اي از ذراتكنش مجموعهغلتيدن توپي از بالاي تپه و يا برهم
هايي كه ما لهتوانيم، دستكم براي مسئمعمولا مي( اگر بتوان به تعداد كافي كميت پايسته براي يك سامانه نوشت . شودمقيد مي

  .ايمتوان حركت پاياني آن را به يك حالت شدني محدود كرد و بنابراين، مسئله را حل كردهمي) كنيمدر اين كتاب بررسي مي
ي قانون پايستگي سوم، قانون پايستگي تكانه. اندهاي پايستگي در فيزيكترين قانون دو تا از اصليپايستگي انرژي و تكانه

  . به آن خواهيم پرداخت8اصلي است و در فصل ، هم ايزاويه
هاي  از قانونهاي پايستگيقانوندر مكانيك ،.  نيست كه از پايستگي انرژي و تكانه استفاده كنيمضروريبراي حل مسئله حتما 
Fتوانيد ازآيند و بنابراين، اگر دوست داشتيد مينيوتون به دست مي ma=و غيره  براي حل مسئله استفاده ، اصول اوليه 

كنند و تر مي را آسانهاي پايستگي اين است كه كاري قانوني اصلي در بارهنكته. شويداما به زودي خسته و دلسرد مي. كنيد
  .آورندابزاري براي فهميدن رفتار كلي سامانه فراهم مي

     پايستگي انرژي در يك بعد1-1-5
)كند و به آن نيروي را در نظر بگيريد كه در يك بعد حركت ميmاي با جرمذره )F F x=يعني نيرو تنها .  شود وارد مي

Fي حركت اين ذره بنابهمعادله. تابعي از مكان ذره است ma= عبارت است از   
)1-5(  ( )mx F x=  
xگر بنويسيما a v dv dx≡   آيدبه صورت زير در مي) 5-1(ي   آنگاه رابطه=
)٢-۵(  

( )dvmv F x
dx

=  
 و از دو نگه داريم يگر ها را در سوي دx ها را در يك طرف وvاگر. ي ديفرانسيل از هم جدا پذيرندمتغيرهاي اين معادله

  طرف انتگرال بگيريم خواهيم داشت
)3-5(  
  يا
)4-5(  

( )

( )

x

x

x

x

mv dv F x dx

mv E F x dx

′ ′ ′ ′=

′ ′= +

∫ ∫

∫21
2

  

  .  بستگي داردxيگيري است و مقدارش به گزينه ثابت انتگرالE،) 5-4(ي در رابطه
)،تابع انرژي پتانسيلاگر  )V xي زير تعريف كنيم  ، را با رابطه  

)5-5(  
( ) ( )

x

x

V x F x dx′ ′≡ −∫  

  توانيم بنويسيممي
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)6-5(  ( )mv V x E+ =21
2  

T:  استانرژي جنبشي) 5-6(ي ي نخست سمت چپ رابطهجمله mv≡ 2 حركت ي نقاط مسير در همه) 5-6(ي چون رابطه. 2
يعني اگر ذره انرژي پتانسيل از دست بدهد . ذره برقرار است،  پس  جمع انرژي جنبشي و انرژي پتانسيل ذره مقدار ثابتي است

  .  استقانون پايستكي انرژيبيان  ) 5-6 (يرابطه. كندپيدا مي) يا كاهش( آنگاه سرعتش افزايش ) يا به دست آورد( 
) وEهر دو كميت )V xي دلخواه  به گزينهxاين بدان معني است كه. بستگي دارند) 5-4(ي  در رابطهEو ( )V x به تنهايي  

)تفاوت ها وEفقط تفاوت. اندمعنيبي )V xيها مستقل از گزينه ها در دو نقطه يا دو حالت معني دارند؛ اين تفاوتxبراي .  اند
) انرژي پتانسيل گرانشي جسميyدر ارتفاع مثال، گفتن اين كه )F dy mg dy mgy− = − − =∫  بايد بگوييم. دارد  است معني ن∫

mgy اگر(  انرژي پتانسيل نسبت به سطح زمين استxتوانستيم بگوييم انرژي خواستيم مياگر مي).  را سطح زمين برگزينيم
) متري زير زمين7اي در پتانسيل نسبت به نقطه )mmgy mg+   .ه غير معمول، اما اين گزاره كاملا درست استاگرچ.  است7

xيرا در دو نقطه) 5-6(ي اگر رابطه x و 1    بنويسيم واز يكديگر كم كنيم، خواهيم داشت2
)7-5(  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x

mv x mv x V x V x F x dx′ ′− = − = ∫
2

1

2 2
2 1 1 2

1 1
2 2  

 انجام يافته روي ذره براي حركت از كاررا ) 5-7(ي انتگرال رابطه اگر. ها اهميت دارند اختلاف انرژيحالا روشن است كه فقط
xمكان x به مكان1   . آوريم را به دست ميانرژي -ي كارقضيه  آنگاه  تعريف كنيم،2

xي ين دو نقطهيير انرژي جنبشي ذره بتغ  5 -1قضيه   x و 1 xي نقطه با كار انجام يافته بر روي ذره براي رفتن از2   به1
xينقطه   .  برابر است 2

)هاييعني علامت (هاي نيرو و حركت يكي باشنداگر جهت )F xو dxكار مثبت است و ) يكسان باشند) 5-7(ي  در رابطه
  .يابداگر جهت نيرو در خلاف جهت حركت باشد، كار منفي است و سرعت كاهش مي. يابدسرعت افزايش مي

)ع براي انرژي پتانسيل، تابxي مرجعبا انتخاب نقطه )V xاگر خم. شود كاملا مشخص مي( )V x و خط مربوطه به مقدار 
تواند به جاهايي ذره نمي. دهدتفاوت آن دو، انرژي جنبشي را به دست مي)  را ببينيد5-1شكل (  را با هم رسم كنيم Eثابت

)برود كه )V x E>معني است ؛ چون بنابه تعريف، شود و اين بيچون در اين صورت انرژي جنبشي آن منفي مي.   است
mvانرژي جنبشي 2 )نقاطي كه در آنها.  است كه همواره يك كميت مثبت است2 )V x E= در اين .  اند" نقاط بازگشت" است

  . و جهت حركتش را عوض مي كند) شودانرژي جنبشي و در نتيجه سرعتش صفر مي(ايستد ها ذره مينقطه
xهايدهد كه بين نقطهاي را نشان ميذره ) 5-1(شكل  x و1  به دام افتاده است و 2

از اين ديدگاه، تابع انرژي . است رود و در نوسانبين اين دو نقطه پس و پيش مي
) پتانسيل )V xت را بدون انجام هاي عمومي حرك؛ چون ويژگي بسيار سودمند است

  .كندمحاسبه آشكار مي
، اين ت؛ با اين وجود اشاره نشده اسxي مرجعبه نقطه) 5-7(ي  در رابطه:1نكته
   راxي مرجعآيد كه نقطهخردانه ميپس، به نظر بي. معني و درست استاي با رابطه

   اي شبيه اين است كه براي يافتن تفاوتاين كار به گونه.  وارد بحث خود كرديم

  
  
  
  
  

  

 را به دست 9 كم كنيم و12را از  3و سپس) 3و 12شود كه مي( بسنجيم 5ها را نسبت بهي اين عدد  اول اندازه8 و 17عددهاي 
  بنابراين، به سود ماست كه يك بار براي هميشه انتگرال را انجام دهيم . ها دشوار استاين تفريق ساده در مورد انتگرال. آوريم

x 2  x 1  x

( )V x  

E  

5-1شكل   
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)ها را با عدد معيني مكانو همه )V xبسنجيم و سپس اگر خواستيم اختلاف  Vها را حساب كنيم .   
xتوان تابعي از بستگي داشته باشد، همواره ميx اگر نيرو تنها به:2نكته  v=و xكند  يافت كه مقدار آن با زمان تغيير نمي )

توان آن را مي. از اين دست است) 5-6(ي   در رابطهEانرژي. گويند مي"هاي اولانتگرال "اين گونه توابع را). ماندپايسته مي
  انرژي جنبشي را در نظر بگيريد. ي ديگري هم به دست آوردبه گونه

)8-5(  T m x≡ 21
2  

  : خواهيم داشت ،ن رابطه نسبت به زمان مشتق بگيريماز اياگر 
)9-5(  xxFxxmxxmT )(===  

  :انتگرال بگيريم، داريم نسبت به زمان ) 5-9(اگر از 
)10-5(   

∫∫ ∫ === dxxFdt
dt
dxxFdtxxFT )()()(  

  : انرژي پتانسيل با توجه به تعريف 
)5-5(  ( ) ( )

x

x

V x F x dx′ ′= − ∫  

  : صورت زير نوشته توان ب را مي) 5-10(ي   رابطه
T=ثابت  )6-5( V E+ =  

 است كه به ثابت خواهدل، ثابت xحد پايين انتگرال،) 5-5(ي رابطهدر : كنمباز هم يادآوري مي. است) 5-6(ي رابطه كه همان
  .وجود دارددلخواه هم ودني افز  يك مقدارE در انرژي كلاين بدان معني است كه. استمربوط  )5-10(گيري در  انتگرال

  .دست آورده توان وارون نوشت و نيرو را از انرژي پتانسيل ب را مي) 5-5(ي  توجه داشته باشيد كه رابطه
)11-5(  ( )( ) ( )dV xF x V x

dx
′= − ≡ −  

نيروي  نيروهاي از اين دست. جامندان به پايستگي انرژي ميدن بستگي دارxيي كه تنها بههانيروبينيم كه در يك بعد،  مي
 براي پايستار بودن نيرو در سه بعد، كافي نيست كه نيرو تنها تابعي از مكان باشد، بلكه شرط ديگري نيز .دن نام دارپايستار
  .ات بيشتري به نيروهاي پايستار خواهيم پرداختزيي با ج5-1-2در بخش . لازم است

اين كه مجبورباشيم ازچيزي بدون ها  اين آگاهي. دهدميدست ه ي حركت ب اني دربارههاي فراوپايستگي انرژي آگاهي قانون 
 ،اگر مكان و سرعت اوليه داده شده باشند. آيند دست ميه  ب آوريم،صورت تابعي از زمانه ب جسم را xانتگرال بگيريم و مكان

mv مقدارTبه جاي) 5-6(ي   رابطهاگر در. را حساب كردE مقدار ثابتتوان مي 2     قراردهيم، ،خواهيم داشت2
)12-5(  ( )mx E V x= −21

2  

   حركت به چون انرژي جنبشي آشكارا مقدار مثبتي است،. دهد دست ميه  بيدر هر مكان) به جز علامت آن(سرعت ذره را كه 
ExVناحيه در آن كهمحدود است  اي ناحيه   .ياري كند نكته  توضيح اين بهتواند   مثال زير مي دو. است)(≥

)با داشتن )V xتوان به سادگي از آن مشتق گرفت و نيروي  مي( )F xاما اگر.  را به دست آورد( )F x،براي   داده شده باشد
)يافتن )V xبايد از  ( )F xاين دشواري بستگي به اين دارد كه قانون نيرو تا چه . تواند دشوارتر باشدگرفت كه مي انتگرال  
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V�r��
�GMm
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r

r

  .اندازه پيچيده باشد
  

گويد قانون گرانش نيوتون مي.  استrشان را در نظر بگيريد كه فاصلهm وMدو جرم ):انرژي پتانسيل گرانشي (5-1مثال 
GMmيبين اين دو جرم نيروي ربايشي با اندازه r  از rيي دوجرمي در فاصلهانرژي پتانسيل اين سامانه.  وجود دارد2

   آنها ، عبارت است ازrييكديگر نسبت به فاصله
)13-5(  

( ) ( )
r

r

GMm GMm GMmV r V r dr
r r r

− −′− = − = +
′∫ 2  

ي  است؛ چون در اين  صورت جملهrبرايي مناسي  گزينه∞). علامت منها در انتگرالنده به خاطر ربايشي بودن نيرو است( 
  . آيدبه صورت زير در مي) 5-13(ي با اين گزينه رابطه. از اين پس اين گزينه را حفظ خواهيم كرد. شوددوم صفر مي

)14-5(  ( ) MmV r G
r

= −  

  . نشان داده شده است) 5-2(اين تابع در شكل 
  

از ( ي سبكي  از ميله) 5-3( برابر شكل  كه تشكيل شده استmاي به جرم اي از گلوله آونگ ساده  ):آونگ ساده (5-2مثال 
انيم حركت ايم تا بتو جاي ريسمان ميله را جايگزين كردهه  در اينجا ب(آويزان است    به طول)استپوشي شده  جرم ميله چشم

 چه  vبراي مقدارهاي متفاوت. كند از مكان ترازمندي آغاز به حركت مي vگلوله با سرعت. ) بررسي كنيمهمي آويز را  در نقطه
  هايي شدني است؟  حركتنوع

    
  

xپيمايد   كه گلوله مي را مسافتي:حل θ=است  .θ رژي تابع ان . استي مسير آننقطه ترين اي گلوله از پائين جايي زاويه به جا
sinي پتانسيل نيروي بازگرداننده sin ( )F mg mg xθ= − =   برابر است با −

) 15-5(  ( ) ( )[ cos ] cosV mg x mg θ= − = −1 1  
πθπθنقاط : توجه كنيد(. است نشان داده شده) 5-4(نمودار اين تابع در شكل  −== θحركت از ).توانيد ببينيدمي را, =  

  كهايم را چنان انتخاب كرده Vدرموجود خواه ثابت دلچون . كند مي  حركت شروع بهvشود و گلوله با سرعتآغاز مي
( )V Eدر نتيجه انرژي كل،   باشد= mv= 2 Eاگر . است2 mg<   بهحركت ، ))5-4 (شكل در E1انرژي (  باشد2

m  
A  x  

 

θ  

 5-2شكل 5-3شكل 
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) و داريم  محدود خواهد بود±θي بين دو زاويه )V Eθ   : يعني   =

)16-5(  ( )cos

cos

m g m v

v
g

θ

θ

− =

⇒ − =

2

2

11 2
1 2

  

ي آونگ  گلولهشود و انرژي جنبشي صفر مي) ±θ دريعني(در اين نقاط 
ي   نوساني است و دامنهپس، حركت. رسد اي مي به حالت سكون لحظه

Eدهيم كه  از سوي ديگر اگر گلوله را چنان هل. است θآن mg> 2 ) 
Eانرژي   .شودنميانرژي جنبشي هرگز صفر   آنگاه باشد،)5-4در شكل2

  
  

  : يعني  مثبت است آنرسد  هنوز انرژي مي كه گلوله به بالاترين نقطه عمودي خود هنگامي
)17-5(  mv E mg mv mg′ = − = −2 21 12 22 2  

  .شود كه نوساني باشد، چرخشي پيوسته مي ي اينجاه در چنين حالتي، حركت ب
  
   نيروهاي پايستار 2-1-5

  يبرروي يك جسم با رابطه)  و يا هر چيز ديگري وابسته باشدx، v، tتواند بهنيرو مي( كار هر نيرويي 
)18-5(  W Fdx≡ ∫  

عد را در بخش بعدي ي بالا به سه بتعميم رابطه. كنيمعد محدود ميما هنوز هم خود را به حركت در يك ب. (تعريف مي شود
xياگر جسم از نقطه.) خواهيم ديد xي شروع به حركت كند و به نقطه1 سرعت جسم ( ن نگراني از چگونگي حركت  برود، بدو2

توان گفت كه  كار نيرو با تغيير در انرژي همواره مي) تواند زياد يا كم شود و يا براثر نيروي ديگري جهتش را تغيير دهدمي
  .جنبشي جسم برابر است

)19-5(  
( )

x x x

x x x

vdvW Fdx madx m dx mv mv
dx

≡ = = = −∫ ∫ ∫
2 2 2

1 1 1

2 2
2 1

1 1
2 2  

تنها به مكان وابسته باشد )  در يك بعد( نيرويي كه . كندونه حركت ميبراي برخي نيروها، كار مستقل از اين است كه جسم چگ
Fانتگرال. فقط به نقاط آغازين و پاياني بستگي دارد) 5-7(ي اين ويژگي را دارد؛ چون انتگرال رابطه dxW ≡   سطح زير ∫

x است و اين سطح مستقل از اين است كه ذره چگونه ازx برحسبFخم x به 1   . مي رود2
چون در اين . ن گروه انداند از اي وابستهv وtنيروهايي كه به. براي نيروهاي ديگر، كار به چگونگي حركت ذره بستگي دارد

x ذره ازسرعتي و با چه چه هنگامصورت مهم است كه  x به1 . نيروي اصطكاك مثال معمول اين گروه از نيروهاست. رود مي2
xاي را در روي ميز ازاگر قطعه x به1 | بلغزانيد، كار نيروي اصطكاك2 |mg xμ− Δاما اگر همين قطعه را به مدت . شود مي

xيك ساعت با دست روي ميز به چپ و راست يا به پس و پيش هل دهيد تا سرانجام به  برسد، آنگاه مقدار كار منفي كه 2
كند، سهم آن در چون اصطكاك همواره با حركت جسم مخالفت مي. هد بسيار بزرگ خواهد بودداصطكاك روي قطعه انجام مي

Fانتگرال dxW ≡   جايي جزيي مقدارهاي منفي برهم براي هر جابه( دهد   هميشه منفي است و هرگز حذف شدن رخ نمي∫

�Π Π
Θ0

E1

E2

�
1
�����
2

mv�2

�Θ0

5-4شكل   
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  .زرگ استبنابراين، حاصل انتگرال يك عدد منفي ب.). شوندافزوده مي
تواند در هرمكان اصطكاك مي.  فقط تابعي از مكان نيستmgμ در مورد نيروي اصطكاك موضوع از اين قرار است كه نيروي

. پس، اصطكاك به سرعت بستگي دارد. كنددر جهت راست يا چپ باشد، بستگي به اين دارد كه ذره در كدام سو حركت مي
  .  سرعت است اما همين كافي است كه فقط به مكان وابسته بودن آن را نابود كندعلامتيروي اصطكاك تابع درست است كه ن

ي ديگر مستقل از اين اي به نقطهكنيم كه كارش روي يك جسم براي رفتن از نقطه را نيرويي تعريف مينيروي پايستارپس، 
دانيم كه نيروي يك بعدي وقتي پايستار است كه فقط  در بالا كرديم، ميبا توجه به بحثي كه. گيردباشد كه سفر چگونه انجام مي

  .)  به آن خواهيم پرداخت5-3يرو شرط ديگري لازم است و در بخشدر دو يا سه بعد براي پايستار بودن ن(  وابسته باشد xبه
توان از انرژي پتانسيل مربوط به ما فقط براي نيروهاي پايستار ميتوان براي هر نيرويي كار تعريف كرد؛ امي: نكته اين است

) يك عدد،xپتانسيل براي هر مقدار. آن نيرو سخن گفت )V xدهد كه با ، نسبت مي( )
x

x
FdxV x = اگر اين . شود  داده مي∫−

)دانيم چه عددي بهشود و نميشته باشد، خوش تعريف نميانتگرال به مسير بستگي دا )V xپس تنها از انرژي .   نسبت بدهيم
  .معني است، بيبه ويژه سخن گفتن از انرژي پتانسيل نيروي اصطكاك،. گوييمپتانسيل مربوط به نيروهاي پايستار سخن مي

  
  كار و انرژي پتانسيل 3-1-5

 دهد يا در اثرافتد، آيا افزايش سرعت آن به خاطر كاري است كه  نيروي گرانش روي توپ انجام مييوقتي كه توپي فرو م
كار و انرژي پتانسيل دو بيان متفاوت از يك ). تر اگر بگوييم يكي از آنهايا دقيق( سيل توپ است؟ خب، هردو كاهش انرژي پتان

اما . رسيمي درست ميها را به كار ببريم به نتيجههر كدام از اين بيان). دستكم براي نيروهاي پايستار اين چنين است( اند چيز
از كدام بيان بايد استفاده .  به حساب نياورد"دوبار"بايد هوشيار بود و از هر دو بيان استفاده نكرد و اثر گرانش را روي توپ 

m=F درست مانند؛ناميم مي"سامانه"كرد به اين بستگي دارد كه چه چيزي را a و نمودار آزاد نيروها، اين جا هم براي 
  .استفاده از انرژي و كار مشخص كردن سامانه مهم است

اي سروكار داشته باشيم كه از چند بخش اگر با سامانه.  بيان شد، به يك ذره مربوط بود5-1 انرژي كه با قضيه -ي كارقضيه
دهد با  روي يك سامانه انجام ميخارجيگويد كاري كه نيروي  انرژي مي-مومي كاري عتشكيل شده باشد چه كنيم؟ قضيه

چون . باشد) كه در واقع انرژي جنبشي است( ، پتانسيل يا گرما تواند جنبشياين انرژي مي. تغيير انرژي سامانه برابر است
 كاهش 5-1ي  انرژي به قضيه–ي كارعمومي قضيهازاين رو، بيان . توان آن را گرم كرداي ساختار دروني ندارد نميجرم نقطه

  .اما براي ديدن اين كه اگر سامانه  ساختار دروني داشته باشد چگونه بايد با آن كنار آمد  به مثال زير توجه كنيد. يابدمي
 

رژي جنبشي تغيير چون سرعت ثابت است ان. كنيم كتابي را با سرعت ثابت از روي ميز بلند مي):بالا بردن كتاب ( 5-3مثال 
  .گويد مي انرژي چه-ي كار قضيه"سامانه"هاي مختلف خواهيم ببينيم براي گزينهمي. كندنمي

 ي كتاب سامانه. اند در اين حالت نيروي دست و گرانش هر دو نسبت به سامانه نيروهاي خارجي):كتاب=(سامانه •

  انرژي داريم-ي كاركند، پس بنابه قضيهانرژي آن تغيير نمي ماست؛ چون

( )mgh mgh+ −  Wدست + W گرانش   ⇔   0=

 نيروي گرانش بين كتاب و زمين نيروي.  در اين صورت دست تنها نيروي خارجي است) :زمين+ كتاب=(سامانه  •

 اريم انرژي د-ي كاربنا به قضيه. كند داخلي است و انرژي پتانسيل داخلي توليد مي

mgh mgh=    ⇔   زمين-كتابVΔ= دست W 
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 . كندانرژي دروني سامانه تغيير مي.  در اين حالت هيچ نيروي خارجي وجود ندارد:)دست+ زمين + كتاب= (سامانه •

براي اين كه كتاب را بلند كنيد بايد مقداري . كنند كاهش پيدا ميستدپتانسيل  كتاب افزايش و انرژي -چون انرژي پتانسيل زمين
 گويد مي انرژي-ي كارپس، قضيه. كالري بسوزانيد

( )mgh mgh⇔ = + =Vزمين-كتاب + VΔ      دست− Δ  
دهد اين است كه انرژي پتانسيل دست ست و بنابراين، آنچه كه به واقع در اينجا روي ميني%  100در حقيقت، كارآيي بدن انسان

  . برابر است−mghجمع اين دو تغيير انرژي با. كندكند و مقداري گرما توليد مي كاهش پيدا ميmghبيشتر از
  

 و در نگرشي ديگر مناسبانرژي پتانسيل در يك نگرش ممكن است . هاي متفاوت نگريستگونهتوان به به سامانه مي:  نتيجه
 در گرانش را شود معمولاپس، در مورد توپي كه رها مي. ر كنيمتر است كه با انرژي پتانسيل كامل آساندر ع. نامناسب باشد

  . نيروي خارجي استنگاه نيروي گرانشپ فرض كنيم آ اگر سامانه را فقط تو.گيريم نيروي داخلي مي" زمين-توپ"ي سامانه
  
    نوسانگر هماهنگي ترازمندي؛  حركت در همسايگي نقطه2-5
براي نيروي پايستار اين بدان معني است كه .  كه نيروي كل وارد بر آن صفر باشدترازمندي است تنها هنگامي در حال يذره 

 در يعني مشتق پتانسيل كه نيروست بايد. ر مكان ترازمندي ذره، افقي باشد خم انرژي پتانسيل د )5-11(ي  با توجه به رابطه
بدون اينكه از كليت مسئله . ي ترازمندي در نظر بگيريد اي را در همسايگي نقطه  حركت ذرهحالا. ي ترازمندي صفر باشدنقطه

x در مبداء مختصات،ترازمنديي   نقطهفرض كنيد كاسته شود،   را چنان انتخاب كنيد كه Vرمقدار ثابت موجود د. ، است=
xپتانسيل در ): شود صفر 0= )V =0  را در همسايگيxV)(انيم تو هاي كوچك علاقمند باشيم مي جايي  تنها به جابهاگر.  0

x   :بدهيمبسط تيلورـ مك لورين ي ترازمندي،   در همسايگي نقطه، يعني0=
)20-5(  ( ) ( ) ( ) ( )V x V x V x V′ ′′= + + +21

2
  

Vكه در آن dv dx′ V و = d v d x′′ = 2  را چنان انتخاب مبداء پتانسيل چون ؛ صفر است بسط بالاي اول جمله.  اند... و 2
)كرديم كه )V x چون.باشد = )، پسي ترازمندي است نقطه = )V x′ ي ترازمندي نيرو صفر   در نقطهچون(صفر است  =

xگيدر ننتيجه، در همساي. است صفر هم  بسط بالاي دوم  جملهپس، . ) . به نيرو مربوط استV' واست آنچه كه باقي  =
   عبارت است ازماند مي

)21-5(  ( ) ( )V x x V ′′= 21
2  

  يا 
)22-5(  ( )k V ′′=      ; ( )V x kx= 21

2  
در  .بينيم  آن را همه جا ميبا اين تابع پتانسيل توصيف كرد،توان  مي با تقريب خوبي ترازمندي را  حركت در همسايگي هر نقطه

  . سودمند استرو بررسي جزئيات آن  از اين.  اهميت داردمكانيك كلاسيكدر  هم همان قدر اهميت دارد كهمكانيك كوانتومي
) تابع پتانسيل :نكته )V xدر همسايگيلازم نيست كه اين بسط  فقط. ي موضعي بسط دادتوان در همسايگي هر كمينه را مي  

x )ي موضعي  كمينهxيعني.  استxي ترازمندي درفرض كنيد نقطه.  باشد= )V xبسط تيلور آن در نقطه.  استx   
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  عبارت است از 
)23-5(  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

! !
V x V x V x x x V x x x V x x x′ ′′ ′′′= + − + − + − +2 31 1

2 3  

)ي اول، جمله )V xيا به بيان ( توان از آن چشم پوشيد؛ چون فقط اختلاف انرژي است كه معني دارد  ، يك عدد است و مي
Fارز چونهم dV dx= .(ي ترازمنديبنا به تعريف، در نقطه( )V x′ )0يماند جمله  است و آنچه كه باقي مي= )V x′′ و 

)يهاي بالاتر در مقايسه با جملههاي كوچك، مرتبهجايياما براي جابه. هاي بالاتر استمرتبه )V x′′تر مي كوچك و كوچك-

) حتي اگر(دهد شوند و ناديده گرفتن آنها تقريب بسيار خوبي به دست مي )V x′′′خيلي بزرگتر از  ( )V x′′توانيم  باشد، مي
xيبازه x−يي كافي كوچك انتخاب كنيم به طوري كه جمله را به اندازه( )V x′′′پس داريم.)  قابل چشم پوشي بشود  

)24-5(  ( ) ( )( )V x V x x x′′≈ − 21
2  

)و اگر )V x′′ثابت فنر"  برابر را"،k، شودهمانند قانون هوك مي) 5-24(ي ، آنگاه رابطهبناميم:( ) ( ) ( )V x k x x= −1 2 . 
ي حركت ها در بارهتوان به برخي پرسشك باشد، ميي كافي كوچي ترازمنديش به اندازهاي از نقطهبنابراين، اگر دور شدن ذره

  اش بستگي دارد؟ آيا حركت نوساني است؟ بسامد آن چگونه به دامنه: هايي مانندپرسش. ذره پاسخ داد
kبينيم كه بسامد اين حركت،مي) 5-24(يا ) 5-21(ي با نگاه كردن به رابطه mω   ، عبارت است از=

)25-5(  ( )V x mω ′′=  
  

)اي در پتانسيل ذره :5-4مثال  )V x A x B x= ي ترازمندي هاي كوچك آن را حول نقطهبسامد نوسان. كند حركت مي2−
  . خواهيم ديد7 مربوط است و دوباره آن را در فصل پتانسيل بالا به حركت سياره. به دست آوريد

  داريم.   ، استxي مكان ترازمندي،ايد بكنيم محاسبه نخستين كاري كه ب:حل
)26-5(  ( ) A BV x

x x
′ = − +3 2

2  

)با قرار دادن )V x′ x  خواهيم داشت0= A B x= )مشتق دوم. ي ترازمندي ذره استاين نقطه. 2≡ )V xعبارت است از    
)27-5(  ( ) A BV x

x x
′′ = −4 3

6 2  

xبا جايگزين كردن A B=2براي xآيدبسامد حركت به دست مي) 5-27(ي  در رابطه  
)28-5(  ( )V x B

m mA
ω

′′
= =

4

38  

  
)چون هر تابع. ي مهمي استنتيجه) 5-25(ي رابطه )V xي نقطه–ي آني كافي كوچك در همسايگي كمينهي به اندازه در بازه   

) به جز در حالت خاصي كه( شبيه يك سهمي است )  5-5( مانند شكل - ترازمندي )V x′′ ي ، در رابطهبنابراين.)  است=
k براي)22-5( Eرژي و هر ان< )آن دو نقطه كه در دارد دو نقطه وجود  < )V x E=الف را ببينيد5-6( شكل.  است ( 

  :يعني
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) 29-5(  
, Ex a a

k
= ± =

2  

k از سوي ديگر اگر. بينيم كه حركت بين اين دو نقطه نوساني استمي ، خم  باشد>
حالت دو نوع حركت  در اين).  ب5-6شكل ( سهمي رو به پائين خواهد بود )5-22(ي  رابطه

Eاگر .شدني است  ي حدي به نقطه  ي ي كمينه تواند تا يك فاصله باشد آنگاه ذره مي >
Eيانرژ(اي بكند و جهت خود را تغيير دهد  در آنجا توقف لحظه ترازمندي نزديك شود، 2  

      
  

Eاگراما  .) را ببينيد ب5-6در شكل   كه از مانع ي انرژي داردي كاف  آنگاه ذره به اندازه باشد،)E1انرژي  ب،5-6شكل  (<
  

  
  

  

در اين . دادركت خود در همان سوي ادامه خواهد براي هميشه به ح در اين صورت ذره. هرگز به حالت سكون در نيايدبگذرد و 
xحركت سرعت ذره با نزديك شدن به ي  با توجه به رابطه .كند مييابد و سپس افزايش پيدا كاهش مي )ي ترازمندينقطه ( =

 : ازعبارت است) 5-22(نيروي مربوط به تابع انرژي پتانسيل رابطه ) 11-5(
)30-5(  ( ) ( )dV dF x k x k x

dx dx
= − = − = −21

2
  

kاگر k باشد، نيرو ربايشي و اگر <  ي ترازمندي در هر دو حالت نيرو با فاصله از نقطه.  ترانشي اس نيروباشد  >
  .متناسب است
  :ي زير نوشت نهتوان به گو را مي) قانون دوم نيوتن (ي حركت   اينك معادله

)31-5(  mx kx+ =  
  : خواهيم داشت، )5-12(ي  رابطهاستفاده از پايستگي انرژي، با . معادله بسيار آسان استحل اين 

)32-5(  ( ) E km x E V x m x E k x x x
m m

= − ⇒ = − ⇒ = −2 2 2 2 21 1 1 2
2 2 2

  

  داريمو يا 
)33-5(  d x E k E kx x d x d t

d t m m m m

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⇒ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

1 2 1 2
22 2 2  

 به كار برد همديگر  يها  حلي كه بتوان در مثالروشبرو خواهيم شد، بررسي هاي از اين دست بارها رو چون درآينده با معادله
   پاسخ فرازهاي فيزيكيِ آوريم و به كوتاهي به دست ميه را ب) 5-33(پيش از پرداختن به آن، پاسخ انتگرال . سودمند است

 سهمي

 5-5شكل 

�a a
x

V
		


 	E2

E1


 	

  الف5-6شكل  ب5-6شكل
�a a

x

V

	E
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 :به صورت زير است) 5-33(ي  هاي از گونهپاسخ انتگرال. پردازيم مي
)34-5(  sindu u c

aa u
−= +

−
∫ 1

2 2
  

  : قرار دهيد x متغيرuرا به صورت بالا در بياوريد و سپس به جاي) 5-33(ي  نخست رابطه
)35-5(  

( )
d x d t

k m E k x
=

−
∫22

 

  : اسخ به قرار زير استپ
)36-5(  sin x A t

k m E k
− + =11

2
  

  يا
)37-5(  sin x B k mt

E K
− + =1

2
 

  :توان به صورت زير نوشت  ميي بالا رارابطه
)38-5(  ( )s i nx E k k m t B= +2 

)sin:و يا به طور كلي )x t Bα ω= E  آن كه در + kα ≡ k و 2 mω  α دو ثابت جا در اينبينيم كه مي .است ≡
Eثابت. وجود دارندBو kα ≡ . ترازمندي استي  جايي از نقطه ي جابه بيشينهي يعناست؛ ) 5-29(ي   در رابطهaهمان 2

SSخط : دريافتتوان  مي) 5-7(  را با مراجعه به شكل B وαهاي فيزيكيمفهوم  بيشينه α حركت ذره است وxيمولفه′
O،ي مياني  از نقطهxمقدار SSخط ،′ ) را در نظر بگيريد كه درαي به شعاع دايره . است′ )x O SS خط  بر=′  مماس ′
ϕαتوان با تصوير  ذره را مي xزمان، مكان در هر لحظه از .است sinروي SS tϕفرض كنيد . نشان داد′ ω=   يعني است؛

آنگاه  ). نام دارد اي بسامد زاويه يا اي سرعت زاويه ω( افزايش پيدا كند ωطور يكنواخت با آهنگه  بϕي اجازه دهيم زاويه
x sin tα ω= اي سرعت زاويهبااي  نواخت ذره بر روي مسير دايرهحركت يك نمايشωبينيم كه بيشينه مقدار  مي،پس . است 

xهمان αاي بسامد زاويه.  است جايي به جا مقدار  است كه دامنه يا بيشينهω ي با رابطهfω π=   fواقعي به بسامد 2
tياtωكميت .مربوط است Bω  به ازاي (B يا فاز اوليه ثابت فازبه اين ترتيب معني  .دزاويه فاز و يا فاز حركت نام دار +

t tدر زمان ي مرجع، ر دايرهد :  روشن است )= )sinي اگر رابطه.  استBي فاز اوليهي زاويهاندازه،  = )x t Bα ω=     را +
  :آوريم دست ميه با استفاده از اتحاد مثلثاتي بسط دهيم، روشنگري بيشتري ب

)39-5(  sin( ) sin cos cos sin
sin cos

x t B t B t B
D t F t
α ω α ω α ω

ω ω
= + = +
= +

  

BDه در آن ك cosα=و BF sinα=با تقسيم اين دو بر هم ، بنابراين.ند ا 
  :داريم

)40-5(  ta n FB
D

−= 1  

tبينيم كه در زمان  ميپس، xجايي، جابه = F= است، در نتيجهF ي  مقدار اوليه  

  
 α

O

S ′
x

α

o ′
S

ϕ

 5-7شكل 
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  خواهيم داشت نسبت به زمان مشتق بگيريم، )5-39(ي  اگر از رابطه. جايي است به جا
)41-5(  cos sindx x D t F t

dt
ω ω ω ω= = −  

tدر زمان ( مقدار اوليه ωD.شود آشكار ميDاز اينجا معني   توان آن را به صورت زير نوشت مي.سرعت است) =
)42-5(  c o s c o s c o sD B E k k m B E m Bω α ω= = =2 2  

x، صفر باشد؛ يعني حركت از نقطه ترازمندي درBاگر فاز اوليه، t زمان آغاز شود، براي=   :داريم =
)43-5(  ( )m vD E m V

m
ω = = =

22 22  

  

  ي نوسانگر هماهنگ    پاسخ معادله 1-2-5
 خطي است،  مرتبه دوي ديفرانسيل يك معادله) 5-31(ي  معادله.  برگرديم و آن را حل كنيم)5-31(ي  معادلهخواهيم به اينك مي

 برنهيهاي آنها از اصل   پاسخ. مهمي برخوردارندهائي از ويژگي  معادله چنين. ستاهاي آن   و مشتقx توان اولشامليعني 
)1اگر: كنند پيروي مي )x t2 و ( )x tاه تركيب خطي آنها نيز پاسخ استباشند، آنگ )5-31(ي پاسخ معادله  هر دو  

)44-5(  ( ) ( ) ( )x t a x t a x t= +1 1 2 2  
  ر، داريمبه بيان ديگ. ندا مقادير ثابتa2 وa1كه در آن

)45-5(  ( ) ( )mx kx a mx kx a mx kx+ = = + + + =1 1 1 2 2 2 
)فراتر از اين، اگر )x t1و ( )x t25-44(ي  آنگاه رابطه) يعني اگر يكي ضريبي از ديگري نباشد(هاي مستقل خطي باشند   پاسخ( 

را به پاسخ  با دو بار انتگرال گرفتن نسبت به زمان توان  مي وي دوم است  از مرتبه)5-31(ي  بطهرا. در واقع پاسخ عمومي است
،  عمومي، آنچه كه بايد انجام داد براي يافتن پاسخ،بنابراين. داشته باشدگيري   دو ثابت انتگرالبايدپاسخ عمومي . دست آورد

)يافتن دو پاسخ مستقل )x t1 و( )x t2نخست حالت.  استk xي نقطه براي اين وضعيت. كنيم را بررسي مي0> اي  نقطه0=
)است كه در آن پتانسيل )( )V x kx= 21   : صورت زير بازنويسي كرده توان ب  را مي)5-31(ي  رابطه. بيشينه است  2

)46-5(  ,x p x p k m− = = −2  
ptxتوان با جايگزيني ديد كه  به آساني مي e=و ptx e ptx  براي نمونه.كنند  هر دو در اين معادله صدق مي=− e= را در 
  :نظر بگيريد

)47-5(  
,p t p td x d xx p e x p e

d t d t
= = = =

2
2

2  

  :  جايگزين كنيد)5-46(ي  در رابطه
)48-5(  pt ptp e p e− =2 2  

ptx:پس e= به همين ترتيب،. است)  5-46( ي پاسخ معادلهp tx e پس پاسخ عمومي . كند صدق مي) 5-46( ي رابطه در=−
  : نويسيم صورت زير ميه تركيب خطي از اين دو است، آن را  ب

)49-5(  p t p tx A e B e −= +
1 1
2 2  
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Aضرايب B و2 a,همان 2 a1 1در اينجا ضريب. ندا )5-44(ي   رابطه2 اين در واقع (هاي آينده وارد كرديم ت را براي مناسب2
A يا B وAهاي دلخواه را كاملاً دلخواه و قراردادي است كه ثابت B و2 جايي اندك، در  به جا روشن است كه.)  بناميم2

 موجود در با زمان خواهد انجاميد و اين افزايش تا هنگامي ادامه خواهد يافت كه ديگر تقريب x به افزايش نمايي، حالت عمومي
 ي ترازمندي نقطهچون  ،داشتيم ترازمندي ناپايدار است، چيزي كه بايد انتظار آن را ميبنابراين، . درست نباشد) 5-22(ي  رابطه

  .  بيشينه استV جايي است كه
kاينك به حالت x درxV)(: توجه كنيد 0<  نوسانگراز نوع ) 5-22(ي تابع انرژي پتانسيل، رابطه.  داراي كمينه است=

  : را به صورت زير بنويسيد)5-31(ي حركت  معادله.  ساده است هماهنگ
)50-5(  ,x x k mω ω+ = =2  

cosxتوان ديد كه توابع به آساني مي tω=و sinx tω=نيز )5-33(حل انتگرال  اين را در (. اند) 5-50( يمعادلههاي  پاسخ 
xآنجا كه نوشتيم. ديديم D sin t F cos tω ω=   : ست از ا عبارت)5-50(ي  پس پاسخ عمومي معادله ).+

)51-5(  cos sinx c t d tω ω= +  
tاگر در زمان. ه دست آوردهاي اوليه ب  از دانستهاستفاده را بايد با ) FوDدهمانن (d وcهاي ثابت  vذره با سرعت   0=
  :يابيم كه  باشد آنگاه به سادگي در ميxدر
  
)52-5(  

( ) cos( ) sin( )x t x c d c x= ≡ = + = ⇒ =0  
( ) sin( ) sin( ) vx t v c d dω ω

ω
= ≡ = − + ⇒ =  

  :ي ديگري هم نوشت گونهه توان ب  را مي)5-51( يگونه كه ديديد رابطههمان
)53-5(  ( )x a cos tω θ= −  

sindهاي با رابطه θ وaهايكه در آن ثابت a θ=و cosc a θ=به cو d ثابت .مربوطندa نام دارد و هماني است كه دامنه 
x، ي بين آنها كند كه ذره در فاصله  آمده است و حدهائي را تعريف مي)5-29( يدر رابطه a= ت حرك. كند ، نوسان مي±

 مكان ذره نسبت به زمان رسم ) 5-8(شكل در . شود ي زير تعريف مي كه با رابطهاست  τ آني  دورهواي است  نوساني دوره
  .دهدشده است و رفتار نوساني آن را نشان مي

)54-5(  τ π ω= 2  
  
  
  
  
  
  

  : ها در واحد زمان يعنيداد نوسانست از تع اعبارتfبسامد
)55-5(  f ω

τ π
= =

1
2

  

0 Π
����
2

Π
t

-2

-1

1

2

x

  5-8شكل 
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براي . براي هرگونه تابع انرژي پتانسيل است و ي ترازمندي آن  در همسايگي نقطه توجه كنيد كه اين بررسي براي حركت ذره
توان بكار  هم ميبسته شده است)  بدون جرم(ه انتهاي يك فنر  كه بmاي به جرم  براي ذرهنمونه، اين بحث را با همان دقت

kxFsنيروي فنر. برد kx و پتانسيل آن=− 2   ي بسنده هاي به اندازه جائي به جا براي.  ثابت نيرو يا ثابت فنر استk. است2
هاي كوچك را  به ويژه، دوره يا بسامد نوسانكند؛ مانند نوسانگر هماهنگ ساده رفتار مياي از اين دست ه كوچك، هر سامانه

 .ي ترازمندي بدست آورد توان از مشتق دوم تابع انرژي پتانسيل در نقطه مي
  
xهاي در نقطه qدو بار مساوي): ي باردار  باردار در ميان دو ذرهيذره  ( 5-5مثال a= ي باردار ذره.  قرار دارند±

   كدام است؟q بارهاي كوچكي نوسان دوره. خط داردبين اين دو بار حركت راست qديگري با بار
axي ميان در اينجا نيرو در فاصله: حل  ax و=− |بازه ي  ( =+ |x a< ( ست از اعبارت :  
)56-5(  

( ) ( )
q qF
a x a xπε πε

= −
+ −

2 2

2 24 4  

  ست از  اتابع انرژي پتانسيل عبارت
)57-5(  2qV q a

a x a x a xπε πε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 2
1 1 2

4 4  

V در جايي است كهترازمنديمكان شود كه  ديده ميبه روشني ′ x دريعني. باشد 0=   بينيم كه آنگاه به سادگي مي. =
  
)57-5(  ( )

( )
q a a x

a x x

q
k V

aπε πε

+

− =

′′= = =
2 2 23

2 2 3

2
0 3  

  : پس
)58-5(  q

a m
ω

πε
=

2
2

a   و   3 m
q
πτ πε= 32  

  
  : 1فيزيك محاسباتي

]ه صورتي آن ب ي نوسانگر هماهنگ را كه معادله  استفاده كنيد و مسئله Mathematicaاز نرم افزار  ] [ ]x t x tω+ =2      
  . حل كنيداست ،

]اگر شرايط اوليه را چنان انتخاب كنيم كه ) :الف( ]x x=, [ ]x v=  باشند، نشان دهيد كه پاسخ   
 s i n [ ][ ] c o s [ ] v tx t x t ωω

ω
= ]. است + ]x t رسم كنيدبرحسب زمان  را.   

]توان پاسخ را به صورت دهيد كه مينشان   ):ب( ]Acos tω δ+نوشت كه در آن [ ] cos[ ]x A δ= و   
[ ] sin[ ]x Aω δ=   .است فاز δدامنه وA.  اند −

  . معادله را حل كنيد LaplaceTransform  با استفاده از دستور):پ(
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 .پيكان روي محورهاي افقي و عمودي را تعريف كنيد و پيكاني هم روي خم بگذاريد) الف(راي رسم پاسخ در قسمت  ب):ت(

   ) پاسخ با بسط سري ( 2 فيزيك محاسباتي
  .توان با بسط سري زماني حل كرد ديفرانسيل را مي هاي بسياري مواقع معادله

]ريف كنيد و آنرا با دستور تابع كاربر زير را تعMathematica در محيط  ):الف( ]Protect diffSeriOne  نگهداري كنيد .  
Clear["Global` *"] 
diffSeriOne[eq_,z_,t_,initialx_,initialv,Order_]:= 
  Modul[{tempser,tempeq,tempvar,tempsol,tempinit},tempest=z→Series[z,{t,0,order}]; 
    tempeq=((eq[[1]]-eq[[2]])//.tempser)m0; 
    tempvar=(Table[D[z,{t,j}],{j,2,order+2}]/.t→0)//Flatten; 
    tempsol=Solve[tempeq,tempvar]//Flatten; 
    tempinit={Head[z][0]→initialx,Head[z]'->initialv}; 
    z/.tempser/.tempsol/.tempinit] 

 شرايط initialv  و initialx . متغير مستقل استt تابع و z.  استي دوم  مرتبهي ديفرانسيل ورودي يك معادله  eqدر اينجا 
  .  نوشتتوانيصورت سري ه توان ب  كه پاسخ را ميكند اين فرايند فرض مي .ي پاسخ سري است ، مرتبهOrder. اند اوليه

]ي  با آزمودن گامهاي مياني پاسخ معادله):ب( ] [ ] [ ] [ ] [ ]Y t Y t Y t a Y t Y tγ ω′′ ′ ′+ + = +2  توضيح دهيد كه 2
  .كند  كار ميdiffSerieOneر چگونه دستو

]:كت نوسانگر خطي را در نظر بگيريدي حر  معادله):پ( ] [ ]x t x tω′′ + با استفاده از . بسط سري زماني آن را بيابيد2=
 .دست آوريده  جمع بينهايت را حساب كنيد و جواب دقيق را بSumدستور 

   )طيپتانسيل و نمودار فضاي فاز نوسانگر خ( 3فيزيك محاسباتي
]ينوسانگر خطي را كه با رابطه ] [ ]mx t kx t′′ +  .شود، در نظر بگيريد  توصيف مي=

 از انرژي پايسته،. ي اول، انرژي پايسته را بيابيد ي ديفرانسيل مرتبه ي دو به معادله ي مرتبه  با كاستن اين معادله ):الف( 
 .كنيدهاي مربوط به انرژي جنبشي و پتانسيل را مشخص  جمله

  . تابع انرژي پتانسيل را رسم كنيد و رفتار سامانه را توصيف كنيد):ب(
رسم  )يعني تابع سرعت نسبت به مكان( نمودار فاز را ShadowPlot3D و  ContourPlotهاي  با استفاده از دستور):پ(

  .كنيد
 
    پايستگي انرژي در سه بعد3-5
  ثالچند م: قانون پايستگي انرژي در يك بعد  1-3-5

 با . بودx كه نيرو تنها تابعي از به دست آورديمبراي حالتيهاي نيوتون  را  از قانون قانون پايستگي انرژي 5-1-1 در بخش
انرژي گرمايي، شيميايي، (هاي مختلف انرژي   با شناختن گونه و كاربردهاي فراواني دارد، اين قانون پايستگياين حال

هاي ترين قانونه عنوان يكي از بنياديهاي فراتر از مكانيك راه يافت تا جائي كه اينك ب به گستره) ومغناطيسي و غيرهالكتر
اي، در واقع با اصل نسبيت ارتباط  زاويهي  هاي پايستگي تكانه و تكانهود چنين قانوني و نيز قانونوج. شود فيزيك شناخته مي
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اي ي زاويه قانون پايستگي تكانه.شوند نتيجه مي از همگني فضا و زمان ي خطي و انرژي  تكانههاي پايستگيقانون. ارندنزديك د
  .به همسانگردي فضا مربوط است

هاي نيروهايي دانست كه در مقياس) ماكروسكوپيك(توان اثرهاي بزرگ مقياس  را مي) يا اتلافي(بسياري از نيروهاي ناپايستار 
ذره نيرويي را : اي در يك محيط بازدارنده، مانند اتمسفر، را در نظر بگيريد  نفوذ ذره،ي نمونهبرا. كوچك به واقع پايستارند

مقياس ابعاد خرد اگر به وضعيت در ،با اين حال.  ناپايستار است،كند كه به سرعتش بستگي دارد و بنابراينميتجربه 
. دهد هاي محيط انجام ميكه ذره تعدادي برخورد با مولكولدهد اين است   مييابيم كه آنچه روي بنگريم، درمي) ميكروسكوپيك(

كنند  كه با ذره برخورد مي هاي محيطي فرودي به مولكول بخشي از انرژي جنبشي ذره است و در هر برخورد، انرژي پايسته
رفته   رفتهورد كنندهرخي ب ذرهبا افزايش برخوردها،  انرژي.) بررسي خواهيم كرد 8 اين برخوردها را در فصل(شود  منتقل مي

 كاسته هاي محيط افزايش و از حركت ذره انرژي ميانگين مولكولبه اين صورت،. شودميهاي اطراف ذره توزيع ميان مولكول
يابد و به افزايش دماي محيط  صورت گرما نمود ميه اين انرژي افزوده شده به محيط در مقياس كلان نگرانه ب. شودمي
  داده مي شود) 5-9(ي   با رابطهT آهنگ تغيير انرژي جنبشيFدلخواه نيروي  براي هر.انجامد مي

)9-5(  dT dxT mx mxx Fx F
dt dt

= ⇒ = = =21
2

  

    برابر است باdtي زماني،  در بازهdT تغيير انرژي جنبشي،در نتيجه
)59-5(  dWFdxdT ≡=  

dWكاري است كه نيروي Fجايي جزيي به  در جاdx اي نيروي پايستار، انرژي پتانسيلبنابراين، بر(دهد  انجام مي)(xV 
اي   پس، كار سنجه.)xي   به نقطهxي ثابت  از نقطه سامانهجايي به رو در جاوسط نيبرابر است با منهاي كار انجام شده ت

در . شود تعريف ميFvبا ) توان( آهنگ انجام كار .هاي ديگر به انرژي جنبشي است ز گونهبراي تبديل انرژي ا) معياري(
هاي  شكل بهبه صورت گرما يا) جنبشي يا پتانسيل(معمولاَ بخشي از انرژي مكانيكي ) آرمانيغير(اي مكانيكي واقعي ه نهساما
  .كنند نيروهاي اتلافي اثر ميهايي گوييم به سامانه در چنين سامانه. رود ر از دست ميديگ

  تا  t ضرب كنيد و سپس از زمان dt را درآنطرف برگرديد ودو ) 5-9(ي  به رابطه :اينك بيان كمي پايستگي انرژي مكانيكي 
t1از آن انتگرال بگيريد   

)60-5(  t x

t x

dT dxdt Fv dt T T F dt Fdx
dt dt

= ⇒ − = =∫ ∫ ∫ ∫
1 1

1  

tدر زمانFدانيم انتگرال سمت راست كاري است كه نيرويميگونه كه همان t−1 دهد و با تغيير انرژي جنبشي انجام مي
  :سامانه برابر است

)61-5(  ( )
x

x
mv mv F x dx− = ∫

12 2
1

1 1
2 2

  

)به صورت ) 5-5(ي  با رابطهرا پيشترxV)(تابع انرژي پتانسيل ) ( )
x

V x F x dx=    مبداء 0كه در آن حد پايين تعريف كرديم ∫−
)، پس. پتانسيل است ) ( )mv mv−2 2

11 2 1  به صورت  وتوان بر حسب تابع انرژي پتانسيل را مي) 5-61(ي سمت چپ رابطه در 2
  :زير نوشت
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)62-5(  ( ) ( ) ( )
x

x
F x dx V x V x= − +∫

1
1  

  و بنابراين داريم
)63-5(  ( ) ( ) ( ) ( )mv mv V x V x mv V x mv V x− = − + ⇒ + = +2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 2  

اين مقدار ثابت . ماند يط اوليه بستگي دارد و از اين رو در طول حركت ثابت باقي ميسمت راست كميتي است كه فقط به شرا 
) جمع انرژي جنبشي و انرژي پتانسيل(يعني انرژي مكانيكي  .كند ت مقدار آن تغيير نمياست و در طول حركEانرژي كلهمان 

  T+V=E= ثابت   :يمديد) 5-6(ي  اين همه را پيشتر در رابطه. ثابت است
 نيروهاي پايستار را تعريف كرديم و گفتيم نيرويي 5-1در بخش . گرديمميشناسيم؛ اندكي به عقب بر اكنون كه كار نيرو را مي

همچنين . ار استگونه نيروها، پايستگي انرژي برقر، وابسته باشد، و نيز دريافتيم كه براي اينxپايستار است كه تنها به مكان،
 با اختلاف fxبه نقطه پايانيixي ي اوليه جايي جسمي از نقطه به آموختيم كه اگر نيرو پايستار باشد آنگاه كار اين نيرو براي جا

  يعني. انرژي پتانسيل در اين دو نقطه برابر است
)64-5(  ∫−=Δ=− f

i

x

xif dxxFVxVxV )()()(  
  سمت . اند نسبت داده شدهix وfxسمت چپ اين رابطه يك عدد است يا بهتر است بگوئيم تفاضل دو عددي است كه به نقاط

-اين رابطه توضيح نمي. دهد ام ميانجxF)(ي بالا كاري است كه نيرويراست رابطه

اگر ) 5-9(در شكل .  چه مسيري را پيموده استfxبهix براي رفتن ازي دهد كه ذره
 ببرد همان مقدار كار انجام fx به ixاز) 1( ذره را بر روي مسير xF)(نيروي

زيرا . جا كنده جابfx وixي ثابت  ذره را بين اين دو نقطه) 2(دهد كه از مسير  مي
  اين توضيح با . ط پتانسيل مقادير معيني دارد ثابت اند و در آن نقاfx وixهاي نقطه

  
  
  
  
  

    
نيروي پايستار نيرويي است كه  :بيان كرد) نداردبستگي  نيروهايي كه به سرعت(اي نيروهاي پايستار توان تعريف ديگري برمي

از اين . پيمايد مستقل از مسيري است كه ذره بين دو نقطه مي كند، كارش جاهاگر به جسمي اثر كند و جسم را بين دو نقطه جاب
بينيد كه  توجه كنيد مي) 5-9(اگر به شكل .  همواره صفر استهتمسير بستعريف روشن است كه كار نيروي پايستار بر روي 

 ix بهfxاز) 2(روي مسير  برويم و بر fxي ه به نقطixي  ه، از نقط)1(در مسير: ين تصور كردوان مسير بسته را چنت مي
) برابر است با )1(بر روي مسير كار نيرو . برگرديم ) ( ) ( )f

i

x

i fx
F x dx V x V xW = −= كار برابر ) 2(و  كار نيرو بر روي مسير  1∫

)است با  ) ( ) ( )i

f

x

f ix
F x dx V x V xW = −=   عبارت است ازپس، كار كل روي مسير بسته  . 2∫

)65-5(  [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )i f f iW W V x V x V x V x+ = − + − =1 2  
ديديم كه براي هر نيروي دلخواه ) 5-19(ي  در رابطه. ته صفر است يعني اگر نيرو پايستار باشد، كارش در يك مسير بس

  انرژي جنبشيو برابراست با تغيير  كار نير)پايستار يا ناپايستار(
)66-5(  f

i

x

f ix
W F dx mV mV T= = − = Δ∫ 2 21 1

2 2  

fx
(1)

(2)

ix

 5-9شكل 
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ر سروكار داشته  با نيروهاي پايستاتنهاپس هنگامي كه . برابر است  براي نيروهاي پايستار كار با تغيير انرژي پتانسيلفقطاما 
  باشيم، داريم

)67-5(  ∫ +−=−=f

i

x

x ifif xVxVTTdxF )()(  
  كه چيزي نيست جز بيان پايستگي انرژي مكانيكي

)68-5(  )()( iiff xVTxVT +=+  
  گونه كه ديديم عبارت است اززيرا همان. نيروي گرانشي نيروي پايستار است

)69-5(  
2

ˆ ˆ( ) i j
ij ij

ij

Gm m
f r

r
= = −F r r  

gmFست ازت ا در سطح زمين عبارim جرمي به شعاع آن باشد، نيروي گرانشي وارد به جسمijr جرم زمين وjmاگر ii =  
,كه در آن m sj ijg Gm r= − = 22 9  ، h از سطح زمين تا ارتفاع براي بالابردن جسمي،بنابراين .ناميم  را شتاب گرانش مي81

بام برسانيم و يا از نردبان استفاده كنيم، كار لازم  ها بار را به پشت چه از ريسمان براي بالا كشيدن بار استفاده كنيم، چه از پله
  خواهد داشت بستگي hره يكسان و تنها به ارتفاعهموا

همان قانون براي هر جسم . آن را براي تغيير طول ريسمان كشسان بيان كرديم. ي قانون هوك هم سخن گفتيم دربارهپيشتر 
 يك  شدنخواهيم كار لازم براي كشيدن در اينجا مي. يك نمونه فنر است. رود كار ميه  ب همكشسان با برخي شرايط خاص

اگر ريسمان، كش و يا فنر كاملاً كشسان باشد، پس از آنكه . وك حساب كنيمريسمان يا كش و يا فنر را با  استفاده از قانون  ه
ي خود   نيرويي كه ريسمان، كش و يا فنر را به حالت اوليه،بنابراين. گرددميي خود بر نيروي كشنده قطع شود به طول اوليه

خواهيم   مي،باتوجه به اين. ار پنداشته شودتواند همانند نيروي پايست  مي)در ريسمان، كش و يا فنر وجود داردو(گرداند  برمي
دست ه  را حساب كنيم كه به ريسمان متصل است و در اثر كشيده شدن ريسمان انرژي بmانرژي پتانسيلي جسمي به جرم

 تاكشيم را مي ريسمان . استوصل xل طبيعيطو  با  به انتهاي ريسمان كشسانيmفرض كنيد جسمي به جرم. آورد مي
xطولش    كشيده نشده حد كشساني است و ريسمان فراتر از kچنين فرض كنيد كه ثابت نيروي فنر، هم.)5-10شكل ( بشود 1
ريسمان به آهستگي :  يادآوري كنيم همي راگردي به جاست كه در اينجا يك فرض. است

يابد نميچشمگيري به سامانه انتقال انرژي جنبشي   با اين فرض پس،شود، ميكشيده 
اگر طول كشيده شده يا افزايش طول . توان ثابت فرض كردو انرژي جنبشي آن را مي

xريسمان، x−1ي باشد، نيروي بازگردانندهF در ريسمان در جهتي خواهد بود كه 
  پس مي توان . خواهد بود−xهت در جFريسمان را به طول طبيعي آن برگرداند، يعني 

  

) :نوشت )F k x x= − xاگر  .1− x=ل صفر است، آنگاه داريم را جايي بگيريم كه در آن نقطه انرژي پتانسي  
)70-5(  ( ) ( )

x x

x x

kV Fdx k x x dx x x= − = + − = −∫ ∫
1 1 2

12  

مقدار كاري است كه بايد براي . پذير است شود و يك كميت جمعدر ريسمان كشسان كشيده شده انبار مي اين انرژي پتانسيل
xچيره شدن به نيروي بازدارنده انجام داد تا ريسمان، كش يا فنر را كشيد و به طول   كه در اين فرآيند رساند،  مشروط بر اين 1

1x  

0x  

F  
 5-10شكل 
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  .هيچ انرژي جنبشي به سامانه انتقال نيابد
  

 و طول kغلاف با فنري كه ثابت نيروي آن. تواند روي ميله عمودي بلغزد   ميm، غلافي به جرم)5-11(برابر شكل    :5-6مثال
 vلاف از اين حالت با سرعتغ. فقي فنر طول طبيعي خود را دارد ادر حالت.  بسته شده استA است به نقطه الت آزادشح

  ين غلاف و ميله چشماز اصطكاك ب. دست آوريده بθي  صورت تابعي از زاويهه سرعت غلاف را ب. شروع به حركت مي كند
  .   پوشي كنيد

θكه  هنگامي :حل  : داريم)5-12( ازشكل .  نشان دهيد با θطول فنر را در موقعيت  . استاست طول آزاد يا طبيعي فنر0=
cos

cos cos
θ

θ θ
−⎛ ⎞Δ = − = − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
0 tany : بناميدyجايي غلاف را هبجا. 1 θ=.  

  .آموزد ي كار انرژي مي قضيه
  
)71-5(  
  ( )

W mv mv

mgy k

ΔΤ = ⇒ −

= − Δ

2 2

2

1 1
2 2
1
2

  

mgyو كار نيروي گرانش ( )k Δ 2 از .  كار نيروي فنر است2
  .توان حساب كرد  را ميvاينجا

  

)71-5(  costan
cos

kv v g
m

θθ
θ

−⎛ ⎞= + − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 2 2 12  

. هاي نيوتون به دست آمده است انرژي از قانون-ي كار قضيه. ـ انرژي حل كرديم  كاريقضيهنجا مسئله را با استفاده از در اي
  .حل كردن نيز وي مستقيم از قانون دوم نيوت  را با استفادهنآن توا مي

  
  . حل كنيديوتونبا استفاده از قانون ن  ودوبارهي بالا را  مسئله:5-7مثال 
 دو به غلاف. نشان داده شده است) 5-13( نمودار آزاد نيروها درشكل: حل

k و نيروي كشش فنرmgنيروي وزن: دشو نيرو وارد مي lΔ  .داريم  
  
  
)72-5(  

sin

tan , ( tan )
cos

y
dvF mg k ma mv
dy

dy dy d

θ

θθ θ θ
θ

= − Δ = =

= = + =2
21

  

Wيروها عبارت است ازكار كل اين ن F dy=   ) 5-72(ي   كه اگر از رابطه∫⋅
  : قرار دهيم خواهيم داشتF وdyبه جاي

  

k Δ  
θ  

mg  

 5-13شكل 

 غلاف

 ميله

0v  
 A  

θ  

0  
  

 5-11شكل

 
  

y  

θ0l

l   

 
 

 

0  

  5-12شكل 
A  
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)73-5(  
  
  
  
  
  
  
)74-5(  

tan cos sin ( tan )
cos

sintan tan ( tan ) ( )
cos

tan tan ( )
cos

tan

v

v
W mg dy k d mv dv

mg k d d m v v

mg k m v v

g

θ θ

θ θ

θ

θ θ θ θ
θ

θθ θ θ θ θ
θ

θ θ
θ

θ

′−⎛ ⎞ ′ ′ ′ ′ ′= − + =⎜ ⎟′⎝ ⎠
′−⎡ ⎤′ ′ ′ ′⇒ − + + = −⎢ ⎥′⎣ ⎦

⎡ ⎤′⇒ − − = −⎢ ⎥′⎣ ⎦

⇒ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

2 2

2 2 2 2
2

2 2 2 2

1 1

11 2
1 2 1
2 2

2 (tan )
cos

cos costan
cos

costan
cos

k v v
m
k sing v v
m

kv v g
m

θ
θ

θ θ θθ
θ

θθ
θ

− + + =

⎛ ⎞+ −
⇒ − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

−⎛ ⎞⇒ = + − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2

2 2
2 2 2

2

2
2 2 2

2 2

2 22

12

  

 . تر بودكي طولاني اما به دست آوردنش اندكه همان پاسخ پيشين است

  
) 5-14(ريسمان از روي قرقره بدون اصطكاك، برابر شكل . اند م پيوسته ه  دو جسم با ريسمان بدون جرم به :5-8مثال 
 وقتي  كه فنر طول.  وصل استk ناهموار قرار دارد و به فنري با ثابت افقي  روي سطح استm1شجرمكه  يجسم. گذرد مي

 سقوط hي  درست پيش از آنكه بايستد، به اندازهm2اگر جرم. كنيم  حالت سكون رها مياين سامانه را ازطبيعي خود را دارد 
 . و سطح را حساب كنيدm1؛ ضريب اصطكاك جنبشي بين جسم كرده باشد

ل گرانشي و انرژي انرژي پتانسي: نرژي پتانسيل وجود دارد انوعينجا دو  در ا:حل
 ناپايستارمسئله نيروي افزون بر اين، در. است  كه در فنر انباشتهپتانسيل كشساني

 ـ پايستار يا ناپايستارـ با تغيير كار هر نيرو دانيم كه  مي.اصطكاك هم وجود دارد
 كار ncWاي پايستار و ي نيروه  كارمجموعهcWاگر . برابر است انرژي جنبشي

  : توان نوشت باشند؛ ميرنيروهاي ناپايستا
)75-5(  TWW cnc Δ=+  
VWc كار نيروهاي پايستار برابراست با  كهدانيم  مياز طرف ديگر  Δ−=كه اگر       

  

  : خواهيم داشتجايگزين كنيم) 5-75(ي ابطهدر ر 
  
)76-5(  

)()( ififnc VVTTVTW −+−=Δ+Δ= 

( ) ( )nc f f i i f iW T V T V E E⇒ = + − + = −  
  .استفاده كنيد   مسئلهاز اين رابطه حالا در

)77-5(  nc g s nc g sW T V V W T V V= Δ + Δ + Δ ⇒ = Δ + Δ + Δ  
سامانه از حالت  ، مسئله ايندر. استمربوط به فنر  انرژي پتانسيل sVΔ تغيير انرژي پتانسيل در اثر گرانش وgVΔكه در آن

iT و بنابراينكند سكون حركت خود را آغاز مي fT،رسد، پس  چون سرانجام به حالت سكون مي و است=   .  است=

k  
m1  

h  
 5-14شكل 

μ  

m2  
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TΔ،بنابراين   : ناپايستار، يعني نيروي اصطكاك برابر است باچنين كار نيرويهم.  است=
)78-5(  ncW fh m ghμ= − = − 1  

  عبارت است ازو تغيير در پتانسيل گرانشي 
)79-5(  g f iV V V m ghΔ = − = − 2  

  انباشته كه در فنركشساني يلتغيير در انرژي پتانس. ست اندازه گيري شده اm2ترين مكان مختصات عمودي از پائينكه در آن 
   شده است، برابر است با

)80-5(  
s f iV V V khΔ = − = 21

2  

  جاگذاري كنيم ، خواهيم داشت) 5-77(ي در رابطه) 5-80(و ) 5-79(، ) 5-78(هاي كه اگر از رابطه
)81-5(  m g kh

m gh m gh kh
m g

μ μ
−

− = − + ⇒ =2 2
1 2

1

21
2  

   
 پايستگي انرژي در سه بعد 2-3-5

m=F:كنيم ن آغاز ميوتدر اينجا هم از قانون نيو a اندابعي از مكانيروهايي سر و كار داريم كه تنها تبا نو :( )=F F r. بر 
    داريمها حسب مؤلفه

)82-5(  ( )x y z x x y y z zd F dx F dy F dz m v dv v dv v dv⋅ = + + = + +F r  
)حال اگر از اين رابطه بين , , )x y z تا ( , , )x y zانتگرال بگيريم خواهيم داشت :  

)83-5(  
( )

yx z

x y z x y z
x y z

E F dx F dy F dz m v v v mv′ ′ ′+ + + = + + =∫ ∫ ∫ 2 2 2 21 1
2 2  

به مسيري بستگي دارد كه ذره  است و در فضاي سه بعدي  سمت چپ تساوي گيري انتگرال. ستگيري ا  ثابت انتگرالEكه
)براي رفتن از , , )x y zبه ( , , )x y zدر يك بعد، . توجه كنيد كه در يك بعد اين اختيار براي ذره وجود نداشت. گزيند مي بر

)با  . بودxدر روي محور ناگزير از باقي ماندن x بهxذره براي رفتن از , , )d dx dy dz≡r 5-83(ي ، سمت چپ رابطه( 
d⋅Fهمان r توان به صورت زير نوشترا مي) 5-83(ي بنابراين، رابطه.  است:  

)84-5(  
( )mv d E′ ′− ⋅ =∫

r

r

F r r21
2  

)،، اگر انرژي پتانسيلپس )V r را به صورت زير تعريف كنيم ،  
)85-5(  

( ) ( )V d′ ′≡ − ⋅∫
r

r

r F r r  

  آنگاه خواهيم داشت
)86-5(  ( )mv V E+ =r21

2  
  .كه همان پايستگي انرژي است

  تر  توصيف ديگري از پايستگي انرژي در سه بعد داده شده است كه شايد زباني ساده1 در پايان اين فصل در پيوست :نكته
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  .پيوست را حتما بخوانيد. دارد
   پايستار در سه بعد  نيروهاي3-3-5

در يك . د؛ يك پيچيدگي اضافي وجود داردنكه تنها به مكان بستگي دار براي نيروهايي در سه بعد در مقايسه با حالت يك بعدي،
جهتش عوض تند شود، كند شود يا حركت ممكن است در طول مسير .  وجود داردx بهxبعد فقط يك مسير براي رفتن از

بينهايت  r بهrاما در سه بعد براي رفتن از. كند  وصل ميx را بهx كهخط وجود داردشود، اما همواره يك مسير راست
)كه پتانسيل اي اينبر. دوجود دارمسير  )V r خوش تعريف باشد، يعني بايد مستقل از  سودمند باشد، بايد معني پيدا كند و

  . پايستارند  سه بعد چه نيروهاي درحال ببينيم. هر نيروي مربوط به يك چنين پتانسيلي يك نيروي پايستار است. مسير باشد
  ي اينكه پتانسيلشرط لازم و كافي برا : 5-2 قضيه

)87-5(  
( ) ( )V d′ ′≡ − ⋅∫

r

r

r F r r  

) نيرويمربوط به )F r  اينست كه كرل ) مستقل از مسير باشد(، خوش تعريف باشد
×∇يعني . صفر باشدFنيروي =F .  
×∇دهيم كه نخست نشان مي:   اثبات =F   براي مستقل از مسير بودن  شرط لازم0

)اگر«  يعني  . استپتانسيل )V r،آنگاه  مستقل از مسير باشد ∇× =Fدر . »است
xي مستطيل كوچكي را در صفحه ) 5-15( شكل  y−راين از  بناب. در نظر بگيريد
  اگر . تر باشد كنيم تا كارمان ساده پوشي مي ي مختصات چشم  همهzي مؤلفه

  

) تانسيل مستقل از مسير باشد آنگاه كار انجام شده در رفتن ازپ , )X Yبه ( , )X dX Y dY+ d⋅∫Fكه برابر  + r است   
  :برابر باشد يعني) 4(و ) 3(در مسيرهاي  با انتگرال بايد) 2(و ) 1(در مسيرهاي  به ويژه، انتگرال .بايد مستقل از مسير باشد

y x x yF dy F dx F dx F dy+ = +∫ ∫ ∫ ∫
1 2 3 2

پس. 
  شرط لازم براي مستقل از مسير بودن عبارتست از  

  
  
  
)88-5(  

( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x x y y

X dX Y dY

x x y y
X Y

F dx F dx F dy F dy

F x Y dY F x Y dx F X dX y F X y dy
+ +

− = −

⇒ + − = + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

2 3 4 1  

  و بنابراين، 
  
)89-5(  ( , ) ( , )

( , ) ( , )( , ) ( , ) x x
x x

x Y X Y

F x y F x yF x Y dY F x Y dY dY
y y

∂ ∂
+ − ≈ ≈

∂ ∂
  

اي كوچك است   مستطيل ما به اندازهچون درست است  همتقريب دوم. پذيرفتني استاي   تعريف مشتق پارهبنابهتقريب نخست 
  ضريبي بالادر رابطهي دوم خواهد بود؛ چون مرتبهب از هر خطاي پديد آمده با اين تقري.  برابر است Xدر اساس با xكه

dYي همين كار را با جمله.  داريمهم  راyF آيدبه صورت زير در مي ) 5-88(ي رابطه.  انجام دهد:  
  
)90-5(  ( , ) ( , )

( , )( , )X dX Y dY
yx

X YX Y X Y

F x yF x ydY dx dX dy
y x

+ + ∂∂
=

∂ ∂∫ ∫  

  خواهيم داشت.  استگيري از آنها آسان ند و انتگرال اها ثابت انتگرالاين

x 5-15شكل   

y  ( ),X Y  

( ),X dX Y dY+ +  

1 

2  

4  

3  
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)91-5(  

( , )

( , )( , ) yx

X Y

F x yF x ydX dY
y x

∂⎛ ⎞∂
− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  

dXو با حذف dYكه و با توجه به اين( , )X Yمسير باشد بينيم كه اگر پتانسيل بخواهد مستقل از  يي دلخواهي است، م  نقطه
)يبايد براي هر نقطه , )x yداشته باشيم :  

)92-5(  ( , )( , ) .yx
F x yF x y

y x
∂∂

− =
∂ ∂

  

xي  در صفحه رامستطيل كوچك y− ي هاي كوچك در صفحه همين روند را براي مستطيل. گرفتيمx z− ي  و در صفحه 
y z−و جور به صورت  ه طور جمعتوان ب رط را ميهر سه ش. رط ديگر را هم به دست آوردتوان انجام داد و دو ش  نيز مي 

  زير نوشت
)93-5(  

, ,y yz x z x
F FF F F F

y z z x x y
∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

∇ ≡ − − − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
×F  

∇پس نشان داديم كه =×F ×∇ دهيم كه  ميحال نشان.  است پتانسيلشرط لازم براي مستقل از مسير بودن0 =F شرط 
×∇اگر« : به بيان ديگر.  است همكافي =Fباشد آنگاه ( )V rمستقل از مسير است «. 

  ي استوكس به صورت زير است قضيه. شود توكس نتيجه ميي اس  كافي بودن از قضيه:اثبات
)94-5(  ( ) ( )

C S

d d⋅ = ∇ ⋅∫ ∫F r r ×F A  

  خواهيسطح دل S.نشان داده شده است)  5-16( شكل يك نمونه در . گذرد  ميr وrاي است كه از  هر خم بستهCاينجادر 
   داريماي بسته آنگاه براي هر خم ، همه جا صفر باشدF×∇گويد اگر الا ميي ب  رابطه. مرزهاي آن استC است كه

( )
C

d⋅ =∫ F r r.  5-16( اما شكل(كه پيمايش خم دهد  نشان ميCمسير  اين است كه  نيازمند)در ) 2(مسير جهت و در يك ) 1

dپس .  استr بهr حد هر دو انتگرال ازچون. جهت عكس پيموده شوند d⋅ − ⋅ =∫ ∫F r F r
1 2

.   
توانيد همه انيد، يا از نامش هراس داريد، ميدي استوكس را نمياگر قضيه):  1( نكته

اي از آن را در اين جا كوتاه شده.  ثابت كنيداز و قضيه را از اولچيز را از پايه آغ
براي  .كنم جزييات آن را براي خودتان انجام بدهيدآورم و تشويق  ميبرايتان مي

xيهايي را برگزينيد كه در صفحه، مسيرسادگي y−اثبات حالت عمومي (   باشند
توان با تعدادي  هر مسيري را ميdy وdxهايانتگرالدر ). ه همين شكل استهم ب
حالا تصور  .  تقريب زد،)5-17( همانند شكل ،هاي موازي محورهاي مختصاتخط
  كنيدپادساعتگرد حركت مي) 5-17( شكل  كوچكهايمستطيل  يك از كه روي هركنيد

  
  

.d∫F و از r با توجه به بحثي ) 1(:  به نتيجه انديشيدتوانمي به دو صورت .گيريد ميانتگرال
بينيم كه هر انتگرالي برابر است با حاصل ضرب مي، انجاميد) 5-91( يبه رابطهكه در بالا 

dx(مساحت مستطيل  dy (جمع كنيم، خواهيمي آنها را باهماگر همه. و كرل نيرو  
)داشت )

S

d∇ ⋅∫ × F A)  .2 ( هر خط دروني ) دو ) مستطيل هاي كوچك هاي افقي و عموديضلع

  پس، فقط . شونداين در كل انتگرال حذف ميو بنابر) اما در خلاف جهت( آيند ميحساب  بار به

  
  

5-16شكل   

5-17شكل   
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) و خواهيم داشت ندماهاي مرزي باقي ميقسمت )
C

d∫ F r . r. ي استوكس نتيجه ،  قضيهي انتگرال از برابري اين دو نگاه به نتيجه

  .مي شود
∇توان نشان داد كه يك جور ديگر هم مي):2(نكته   =×Fاگر":يعني( براي مستقل از مسير بودن  شرط لازم ( )V r مستقل 

×∇ آنگاهاز مسير باشد،  =F" (اگر: اين گونه. پتانسيل است( )V r توانمي ،باشد) و بنابراين خوش تعريف( مستقل از مسير 
  وشتنرا به صورت زير ) 5-83(ي شكل ديفرانسيلي رابطه

)95-5(  ( ) ( ) ( )x y zdV d F dx F dy F dz= − ≡ − + +r F r . r  
  از سوي ديگر داريم

)96-5(  ( ) V V VdV dx dy dz
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

r  

,براي مقدارهاي دلخواه ,dz dy dxپس داريم. بايد با هم برابر باشند)  5-96(و ) 5-95(هاي  رابطه  
)97-5(  ( , , ) ( , , ) ( ) ( )x y z

V V VF F F V
x y z

∂ ∂ ∂
= − ⇒ = −∇

∂ ∂ ∂
F r r  

  .به بيان ديگر، نيرو گراديان پتانسيل است
)98-5(  ( )V∇ = −∇×∇ =×F r  

  .، كرل گراديان همواره صفر استزيرا 
  

.   بستگي داردrي آن فقط به فاصله  نيروي مركزي نيرويي است كه در جهت شعاع است و اندازه ):نيروي مركزي (5-9مثال 
)ˆيعني ) ( )F r=F r r.  ي محاسبهبا∇ =×F   . پايستار است يك نيروي روي مركزي  ني هر نشان دهيد كه0
  :توان به صورت زير نوشت را مي F: حل

)99-5(  ( ),
ˆ ˆ ˆ

ˆ( , , ) ( ) ( ) ( ) ,x y z x y zx y z F r F r F r
r r r r

⎛ ⎞+ +
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

i j kF r  

  توان ديد كه مي
)100-5(  x y zr x

x x r
∂ + +∂

= =
∂ ∂

2 2 2
  

)  كرل،zي  مؤلفهپس. z وyچنين برايهم )z
∇×Fعبارت است از ،  

)101-5(  ( ) ( )y x
F F yF r xF r
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
− = −

∂ ∂ ∂ ∂
  

)به جايرا  Fاينجا در ( )F rو F ) را براي′ )dF r drپس).بريم  بكار مي   
  
  
)102-5(  

( ) ( )y x
F F yF r xF r
x y x y

y r r x r r yxF yxF xyF xyFF yF F xF
r x r x r y r y r r r r

∂ ∂ ∂ ∂
− = −

∂ ∂ ∂ ∂

′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= − − − = − − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
2 2 2 3 2 3

1 1
  

    .كنيم تكرار ميy وxهاي  براي مؤلفهين محاسبه راهم
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 تكانه 5- 4

  ي تكانهپايستگ 1-4-5
يعني براي هر . اندها جفتگويد نيروم ميقانون سو.  نشان داديم كه قانون سوم نيوتون بيان پايستگي تكانه است3در فصل

 نيرويي باشد كه از سوي abFاگر: تر بگوييمدقيق. نيرويي، نيروي ديگري وجود دارد كه با آن برابر و در خلاف جهت آن است
 هاي زمانكند، آنگاه براي همه وارد ميbي ذره بهaي نيرويي باشد كه ذرهbaF وشود وارد ميaيذره  بهbيذره

ab ba= −F Fي منزوي را در نظر دو ذره. دهاي مهمي براي تكانه به همراه دارآمد بيان قانون سوم نيوتون است و پياين. ست ا
  بنا به قانون دوم نيوتون داريم. كنندبگيريد كه براي مدتي با هم برهم كنش مي

)103-5(  d
dt

=
pF  

  يعني .  برابر است شودي يك ذره با انتگرال زماني نيرويي كه به آن ذره وارد ميبينيم كه تغيير كل در تكانهپس، مي
)104-5(  

( ) ( )
t

t

t t dt− = ∫p p F
2

1

2 1  

abحال اگر قانون سوم نيوتون،.  استضربه، انتگرال انتگرال بالا ba= −F Fرا به كار ببريم، خواهيم داشت ،   
)105-5(  

( ) ( ) ( ( ) ( ))
t t

a a ab ba b b
t t

t t dt dt t t− = = − = − −∫ ∫p p F F p p
2 2

1 1

2 1 2 1  

  و بنابراين
)106-5(  ( ) ( ) ( ) ( )a b a bt t t t+ = +p p p p2 2 1 1  

ي يك رابطه) 5-106(ي رابطه). كندبه زمان بستگي ندارد و با زمان تغيير نمي( منزوي پايسته است ي ي كل سامانهيعني تكانه
,يبرداري است و بنابراين در واقع سه معادله براي سه مولفه ,z y xp p pاست .  

Fچون نيرو با. ي نيروهاستاي در بارهقانون سوم نيوتون گزاره dp dt= تعريف شده است ، پس قانون سوم در اساس 
 توان به عنوانگيري ساده بود، به سختي مي كه يك انتگرال،) 5-106(ي  رابطه،اثبات بالا را( پايستگي تكانه است اصل موضوع

 را فرض كرد؟ در بالا ما   كرد يا  آن"اثبات"بنابراين، اين پرسش وجود دارد كه آيا پايستگي تكانه را بايد .  پذيرفت" اثبات"
  .) دومي را پذيرفتيم

در . اصل موضوع يك نفر شايد براي شخص ديگري قضيه باشد و برعكس. تفاوت ميان اصل موضوع و قضيه دو پهلوست
ز ي آغادر فرمولبندي لاگرانژي مكانيك كلاسيك، نقطه. ما از قانون سوم آغاز كرديم. هاي خود بايد از جايي آغاز كنيمفرض

در اين فرمولبندي پايستگي . آيدآمدي است كه از ناوردايي انتفال در فضا به دست مي پييز ديگري است و پايستگي تكانهچ
  .تكانه بيشتر به قضيه شبيه است

. زيرا پايستگي لزوما برقرار نيست. توان ثابت كردي دو ذره را براي هر نيروي دلخواه نميپايستگي تكانه: يك چيز روشن است
ي كل دو ذره پايسته كنش بكنند، آنگاه تكانههمكنند، برهاي مغناطيسي كه ايجاد ميي باردار با ميدانراي مثال، اگر دو ذرهب

ي كل در حقيقت، تكانه. كنداست؟ ميدان الكترومغناطيسي آن را حمل مي ي گم شده به كجا رفتهپس در اين حالت، تكانه. نيست
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ها با به بيان ديگر، هر يك از ذره. ي ميدان الكترومغناطيسياينك، سامانه عبارت است از دو ذره بعلاوهسامانه پايسته است؛ اما 
 ذره هايي كه تحت چنين نيروهايي يقانون سوم نيوتون در باره. ي ديگركند و نه با ذرهكنش ميميدان الكترومغناطيسي برهم

  .باشند برقرار نيست
ي سامانه. ها بيان كرديمي اين گونه سامانهاي منزوي سخن گفتيم و پايستگي تكانه را در بارههدر بحث بالا ما از سامانه

  يعني نيرويي از خارج سامانه به آن . كندكنش نمياي است كه با محيط پيرامون خود بيگانه است و با آن برهممنزوي سامانه
ي ماه و زمين را در سامانه. توان به طور كمي بيان كرداين گزاره را مي. شودوارد نمي

كند و براي اين آنها نيروي وارد مي خورشيد به هر دوي. در نظر بگيريد) 5-18(شكل 
نيرويي را كه خورشيد به زمين و ماه . نيروي خورشيد نيروي خارجي است سامانه،
1كند به ترتيبوارد مي

extF2 و
extFشود وارد مي) زمين (1نيروي كل كه به جسم . اميد بن

=ext)1نيروي كل وارد به جسم (عبارت است از   + ≡F F F1 12 ) ماه (2 و براي جسم 1
=ext)2نيروي كل وارد به جسم (داريم  + ≡F F F2 21 با استفاده از قانون دوم نيوتون . 2

  ا حساب كردي ذره ها رتوان آهنگ تغيير تكانهمي

  

)107-5(                                     ext=P F = F + F2 2 21 ext=1P          و            2 F = F + F1 12 1  
1ي كل دو جسم را به صورتحالا اگر تكانه 2= +P p p1ي كل  تعريف كنيم، آنگاه آهنگ تغيير تكانه 2= +P p pخواهد شد  .
 بنابه قانون 12F و21Fبا اين كار نيروهاي. را با هم جمع كنيم) 5-107(ي ي آن كافي است دو معادله در رابطهبراي محاسبه

  آيدكنند و به دست ميسوم نيوتون يكديگر را حذف مي
)108-5(  1 2

ext ext ext= + ≡P F F F  
اين نتيجه يكي از نتايجي است كه ما را به پروراندن . ي دو جسمي است نيروي خارجي كل وارد به سامانهextFكه در آن

امانه ي كل سگويد تا جايي كه به تكانهاين رابطه مي. اي از قانون هاي بنيادي تك ذره، رهنمون شدهاي بس ذرهي سامانهنظريه
حالت خاصي از اين نتيجه هنگامي است كه هيچ نيروي خارجي به سامانه . شود، نيروهاي داخلي تاثيري بر آن ندارندمربوط مي

ext(وارد نشود  =F P=در اين صورت) . 0   رسيمي مهم پايستگي تكانه مي و باز به نتيجه0
extاگر  )109-5( =Fآنگاه       ثابت       =P  

  .اين پايستگي تكانه است. ي دو جسمي ثابت استي كل سامانهدر نبود نيروي خارجي تكانه
  

 در راستاي V با سرعتM جسمي به جرم:)شكافت به دو بخش (5-10مثال 
يك بخش آن برابر . شودشكافته ميجسم ناگهان به دو نيم . كند حركت ميxمحور
  از مسير اوليه منحرفθ2يزاويه  وبخش ديگرش باθ1ي با زاويه) 5-19(شكل 

  .بيابيدهاي دو بخش را ي تكانهاندازه. شوندمي
Pي جسم يك پارچهي اوليه تكانه:حل MV=هاي پاياني دو بخش راتكانه.  است   

                      

extF1  

1 

2  
F21  

F12  

extF2  

 5-18شكل 

 زمين

 ماه

M  
θ2

θ1  

m2  

m1  

v  

 5-19شكل 
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p1و p2پايستگي تكانه در راستاي محورهاي.  بناميدxو yگويد مي  
)110-5(  cos cos , sin sinp p P p pθ θ θ θ+ = − =1 1 2 2 1 1 2 2  

              آيند به صورت زير به دست مي2p و1pاز حل اين دو معادله، دو مجهول
)111-5(  sinsin

,
sin( ) sin( )

PP
p p

θθ
θ θ θ θ

= =
+ +

12
1 2

1 2 1 2
  

θاگر: چند حالت حدي θ=1 p باشد، آنگاه داريم2 p=1 p كوچك باشند آنگاه θ2 وθ1اگر هر دوي. 2 p P= ≈1 2 2  .
θاگر θ= ≈1 2 در اين صورت بايد انرژي بزرگي توليد ) مانند انفجار( فرايند شكافت .   هردو بزرگ اندp2 وp1  باشد، آنگاه90

  .  كرده باشد
هاي بيشتري نياز داريم، براي اين كار به آگاهي. توان جرم هر بخش را حساب كردهاي موجود مسئله نميتوجه كنيد كه با داده

در اين صورت تعداد . ها چقدر استيا اين كه جرم و سرعت يكي از بخشدهد  انفجار چه مقدار انرژي به سامانه مي بدانيممثلا، 
  .شودهايمان با تعداد مجهول ها برابر ميمعادله

  
   سامانه هاي بس ذره اي پايستگي تكانه در2-4-5

.  بناميدipي آن را و تكانهim جرم هر ذره را. ذره را در نطر بگيريدNااي بسامانه
)هر يك از.  ام پيچيده است-iينيروي وارد به ذره 1)N  ذره به آن نيرو وارد −

 نيرويي است كه jiFبناميم آنگاهijF ام را-jياگر نيروي وارد از سوي ذره. كندمي
ي كند و بنابه قانون سوم نيوتون براي همه ام اعمال مي-jيام به ذره -iيذره

ijها داريمزمان ji= −F F .يي ذره تكانهاگر سامانه منزوي باشد آنگاه كل تغيير  

  

i-1ي زماني بين  ام در بازهt2 وtعبارت است از   
)112-5(  ( )i ij

j

dtΔ = ∑∫p F  

  هاي سامانه عبارت است از ذرهيهمهي كل پس ، تغيير در تكانه
)113-5(  

ij
i j

dt
⎛ ⎞

Δ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∑∫P F  

هاي زماناما براي همه
ij

i j

=∑∑F ij وجود دارد وjiF يكijF است؛ چون در جمع دوگانه براي هر0 ji+ =F F  )نچنيهم 

ii =F    .اي منزوي پايسته استذرهي بسي كل سامانهپس تكانه). كند ؛ چون يك ذره به خودش نيرو وارد نمي0
 -iي وارد به ذرههاينيروي ، آنگاه برآيند ) 5-20(  اگر سامانه منزوي نباشد و به آن نيروي خارجي وارد شود، مانند شكل 

  ام عبارت است از 
)114-5(  ext

i ij i
i j≠

= +∑F F F  

extدر اين جا
iFي نيروي خارجي وارد به ذرهi-بنابه قانون دوم نيوتون داريم.  ام است  

 

ext
iF  

i  

j  

 5-20شكل 
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)115-5(  ext
i ij i

i j≠

= +∑p F F  

,( ذره برقرار است Nياين نتيجه براي همه ,i N=1   : ذره عبارت است ازNي كلپس،  تكانه). 2
)116-5(  i

i

=∑P p  

iاگر از اين رابطه نسبت به زمان مشتق بگيريم، خواهيم داشت
i

= ∑P pي برايگذار و با جاip5-115(ي  از رابطه (  

  آيدميبه دست 
)117-5(  ext

ij i
i j i i≠

= +∑∑ ∑P F F  

  ماند عبارت است ازآنچه باقي مي. دوباره ، مثل بالا، جمع دوگانه بنابه قانون سوم نيوتون صفر است
)118-5(  ext ext

i
i

= ≡∑P F F  

ي گويد نيروهاي دروني اثري بر تغيير تكانهاست و مي) 5-108(ي اي در رابطهي دو ذره حالت سامانهاين نتيجه درست همانند
  .مانداگر نيروي خارجي صفر باشد تكانه پايسته مي. كندآهنگ تغيير تكانه را نيروي خارجي تعيين مي. ،  ندارندPكل سامانه،

  حركت موشك  3-4-5
ظرف آبي كه . حركت موشك يك نمونه است.  سامانه تغيير كندmشوند كه جرمردهاي پايستگي تكانه هنگامي گيراتر ميكارب

اين بخش از . دهدبخش بزرگ جرم موشك را سوخت آن تشكيل مي. ي ديگري استكند نمونهسوراخ است و آب از آن نشت مي
فرض كنيد گازهاي  .كندشود و بنابراين  جرم موشك پيوسته تغيير ميگاز از موشك خارج ميسوزد و به صورت جرم مي

dm به موشك و با آهنگنسبت uسوخته با سرعت dtكنم كه ميتاكيد. (شود از آن خارج ميu سرعت گازهاي خروجي 
- بي معني است ؛ چون موتور موشك گازها را نسبت به خودش به بيرون مي"نسبت به زمين" گفتن -بت به موشك استنس

 را منفي dmدر اين جا كميت.) كندفرستد و موتور هيچ راهي ندارد كه بداند موشك با چه سرعتي نسبت به زمين حركت مي
 را مثبت dmتوانيداگر بخواهيد مي. ( شود ميافزوده به جرم موشك  dmي به اندارهdtدر زمانبنابراين، . كنيمتعريف مي

اي را كنيم تا  نكته اين كار را هم مي5-11در مثال . هر دو درست است. بكاهيدتعريف كنيد و سپس از جرم موشك اين مقدار را 
   كاسته  uيهاي خروجي موشك به اندازهبنابراين، از سرعت ذره. كنيم را مثبت تعريف ميuچنين، هم).هم روشن كرده باشيم

هاي موشك تعيين شايد عجيب به نظر بيايد، اما دشوارترين بخش حل مسئله. شودمي
اي است كه در بالا به آن اشاره اين نكته. ها و پايبند ماندن به آنهاستعلامت همين كميت

  .تر خواهد شدكردم و در مثال زير روشن
 بعدي dtي زمانيدر بازه.  استv و سرعتشmاي را تجسم كنيد كه جرم موشكلحظه

mجرم موشك dm+ و سرعتش v dv+يادتان باشد كه(شود  ميdmجرم ).  منفي است
v و سرعت آنها) −dm(گازهاي بيرون رانده شده  u− تواند مثبت يا منفي كه مي(  است

در اين مسئله . را ببينيد ) 5-21 (شكل).  بستگي دارد vو  uهاي نسبيباشد و به اندازه
   به آن خواهيم 5-8ايم و در مثال  گرانش را ناديده گرفته-نيروي خارجي وجود ندارد

  
  

m dm+  

m  

v  

v dv+  

v u−  

dm−  
⇓  

 5-21شكل 
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  پس داريم. ها بايد با هم برابر باشدي كل در هر يك از اين زمانبنابراين، تكانه -پرداخت
)119-5(  ( )( ) ( )( )mv m dm v dv dm v u= + + + − −  

dm(ي كوچك مرتبه دو اگر از جمله dv (پوشي كنيم از اين رابطه خواهيم داشت چشمm dv u dm=  mاگر آن رابه.  −
t تاt1تقسيم كنيم و از   آيد انتگرال بگيريم به دست مي2

)120-5(  v m

v m

mdmdv u v v u n
m m

= − ⇒ − =∫ ∫
2 2

1 1

1
2 1

2
  

)nي آن صفر است، داريم و سرعت اوليهMي موشكبراي حالتي كه جرم اوليه )v u M m= . اگرdm dt مقدار ثابتي 
η بناميد، −ηآن را( باشد  )آنگاه)  0< ) [ ( )]v t u n M M tη= چندان خوشايند ) 5-120(ي وجود لگاريتم در نتيجه.  −
) باشند سرعت نهايي موشكm9جرم سوخت آن. وmي موشكاگر جرم بدنه. نيست , )u n u≈10 2 حال اگر . شود  مي3

اين مقدار شايد از نظر مهندسي اين كار نشدني باشد، چون براي جاسازي (  برسانيم m99 برابر كنيم و به11جرم سوخت را 
شود و به بينيم كه سرعت نهايي فقط دوبرابر ميمي) ي فلزي بايد بسيار بزرگ باشدسوخت، بدنه

( ) ( , )u n u n u= ≈100 2 10 4   توان موشكي با سرعت چشمگير ساخت؟بنابراين ، چگونه مي.  مي رسد6
  

  ) قرارداد ديگر- موشك (5-11مثال 
  .)آيدي بالا به دست مي را مثبت تعريف كنيم و ببينيم كه باز هم همان نتيجهdmخواهيمدر اين مثال مي(

شدن با  لزوماً اين رها(كند   نسبت به موشك، رها ميuحركت است، سوخت خود را با سرعت ثابت  موشكي كه در آغاز بي
 ، را v باشد سرعت موشك، Mي موشك وليهاگر جرم كل ا. پوشي كنيد از گرانش چشم). گيرد آهنگ يكنواخت انجام نمي

   .دست آوريده  كاهش يافته است، بMكه جرم آن به  هنگامي
  :)5-22شكل  (يابد  كاهش ميdm ي جرم موشك به اندازهو. شودخارج مي از موشك dm جرم اندك :حل

)121-5(  dmdM −=  
dvv به v ازو سرعت آن توان اين سرعت  هاي پايستگي تكانه مي  معادله با استفاده از). را ببينيد5-22شكل  (يابدمي افزايش +

) :را حساب كرد ) ( ) ( )M dm v dv dm v u Mv− + + − پوشي كنيم،   ، چشمdmdvمانند  هاي مرتبه دوم، اگر از جمله =
dmudvM :خواهيم داشت dvصورت ه  را بآنتوان  مي) 5-121(ي رابطهبا استفاده از .  = u dM M= اگر از  .  نوشت−

Mي  دو طرف اين رابطه انتگرال بگيريم و از شرط اوليه M= و v   : استفاده كنيم خواهيم داشت0=
  

 
 
 
 

  
) 122-5(  v Mn

u M
= −  

M  
V  

v dv+  
M dm−  

u v−  
dm  

 پيش از خروج گاز  پس از خروج گاز
 5-22شكل
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  :آيد، به دست مي حل كنيم M آن را برحسب چنانچه. است) 5-120(ي كه همان رابطه
)123-5(  v

uM M e
−

=  
1ي  ، برسد بايد به اندازهuكه براي اينكه موشك به سرعتي برابر با سرعت خروج گاز،دهد   نشان مي)5-123(ي   رابطه e 

  از آن كهايتوجه كنيد كه سرعت موشك تنها به سرعت خروج گاز و كسر جرم اوليه. خارج شوداش سوخت از آن  جرم اوليه
  .خارج شده است بستگي دارد و به آهنگ خروج گاز بستگي ندارد

  
 از موشك خارج dmاگر جرم. ا استفاده از نيرو حل كردي موشك را به جاي استفاده از پايستگي تكانه ، بتوان مسئله مي:نكته

uيي آن به اندازهشود، تكانه dmنيروي وارد به. نيرو با آهنگ تغيير تكانه برابر است. كند تغيير ميdmعبارت است از   
u dm dtپس،. دهدي موشك شتاب مي و اين نيرو به بقيهF ma=گويد ميu dm dt m dv dt− m كه با= dv u dm= − 

  .ارز استهم
رزند، چون اويكرد همدر نهايت اين دو ر. توان با استفاده از نيرو و يا  پايستگي تكانه حل كردي موشك را ميبينيم كه مسئلهمي

Fي و به وسيلهدومي را از اولي dp dt=گزينش هر . ي اين دو رويكرد اندكي با هم فرق دارنداما فلسفه.  به دست آورده ايم
تر هي منزوي مانند موشك معمولا رويكرد پايستگي تكانه سادبراي سامانه. كدام از اين دو رويكرد يك انتخاب شخصي است

F داردهايي كه نيروي خارجي وجوددر مسئله. است dp dt=هاي زيادي بادر پايان فصل تمرين.  رهيافتي به جاست 
F dp dt=خواهيد داشت .  

Fها با رويكرد نيرو، از هردويتوجه كنيد كه ما در حل مسئله ma=و F dp dt=اگر جرم ذره تغيير كند .  استفاده كرديم
   . كرديم مراجع كنيد3ثي كه در اين باره در فصل به بح. ارز نيستنداين دو هم

  
 از اثر گرانش و يا از اثر هر چوني عمومي است؛  اي حالت خاصي از مسئله  بگونه5-11 مثال :)ماسه و جعبه (5-12مثال 

د اندكي با ژرفاي كن كه جرم تغيير مي هاي حركت درست را هنگامي جا دارد كه معادله. پوشي كرديم يگر چشمنيروي خارجي د
 يك سامانه با mvي  آهنگ تغيير تكانه: گويد اين قانون مي. گرديم ن برميوبراي اين كار به قانون دوم نيوت. يمبيشتري بررسي كن

): استبرابر ،شود نيرويي كه به آن سامانه وارد مي )d mv dt F= .  سه بهتعميم آن . ايم  براي يك بعد نوشته را رابطهاين 
مثال خوبي كه اين دورانديشي را . كاربردن اين رابطه بايد دقت كرده  در ب،كند كه جرم تغيير مي هنگامي. بعد دشوار نيست

نگ ثابتي از جعبه به بيرون ريزش لغزد و ماسه با آهي ميدار هموارپر از ماسه است كه روي سطح شيبي  كند جعبه نمايان مي
 كند يا نه عبارت توجه به اينكه ريزش مي  بدون"ي ماسه جعبه بعلاوه"ي حركت  باشد آنگاه معادلهαاگر شيب سطح. كندمي
  ست ازا
)124-5(  dv g sin α

dt
m m=  

ي  ي همه  جعبه بعلاوه" راكند، زيرا سامانه  تغيير نميmدر اينجا جرم . فرض كرديمدار رو به پائين سطح شيبجهت مثبت را 
آن بخش از ماسه كه به بيرون ريزش كرده است .  مربوط استحركت مركز جرم به )5-124(ي   و رابطه در نظر گرفتيم”ماسه

  : توان انديشيد ي ديگري هم مي اين وضعيت گونهبه . لغزيددار خواهد روي سطح شيباي و شتاب جعبه در  با همان سرعت لحظه
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  ي جعبه يوارهمثلاً از شكافي كه در د(از جعبه كرده است زيرا ماسه در هنگام  بيرون ريختن حركت جعبه با ريزش ماسه تغيير ن
  :ي كردي زير بررس توان به شيوه جزئيات اين مسئله را مي. كندمياي را به جعبه منتقل ن هيچ تكانه) وجود دارد

 ي آن ي جعبه و اندرونه  تكانهt در زمان.باشد mآن  دروني باقيمانده در ي ماسه جرم جعبه بعلاوهفرض كنيد در هر لحظه، 

mv ي زماني بعدي در بازه. استdt كند و از غيير ميجرم تm بهm dm−رسد و سرعت از   ميv به v+dvيابد  افزايش مي. 
-dv)dm)(v(mي آن  ي اندرونه ي جعبه بعلاوه   تكانهdtي زمانيدر پايان بازه به بيرون  كه از جعبه  dm جرم ي  تكانه و+

چون  و استبرابر  Fdtاي  با نيروي ضربه dtي زماني   در بازه سامانه تغيير كل در تكانه.  استvdmريخته شده است 
F sinmg α=پس داريم ،:  

)125-5(  ( - )( ) - sinvdm m dm v dv mv mg dt

vdm

α+ + =

⇒ mv+ - vdm - -mdv dm dv mv+ sinmg dtα=
  

   ، خواهيم داشتهاي همانند ملهپوشي كنيم، پس از حذف ج  چشمdvdmي بسيار كوچك اگر از جمله
)126-5(  sindvm mg

dt
α=  

  .به آن رسيديم) 5-124(ي   رابطه دري آن است كه ي حركت جعبه و اندرونه اين معادله
براي . دست خواهد آمده ي متفاوتي ب ، نتيجهآيدميشده به حالت سكون در  ي بيرون ريخته كاري، ماسهو با سازاگر فرض كنيم 

ي   يعني سرعتي در جهت عكس سرعت جعبه و به اندازه؛ بدهيمv–شده سرعت  هاي بيرون ريخته كار فرض كنيد به ماسه ناي
در نتيجه، از اصل پايستگي تكانه خواهيم .  صفر خواهد شدdtي زماني   در پايان بازهdm جزء جرم ي تكانهدر اين حالت. آن

  :داشت
)127-5(  ( )( ) - sinm dm v dv mv mg dtα− + =  
  آيد به دست مي از اينجاو
)128-5(  sindv dmm v mg

dt dt
α− =  
   نوشتصورت زيره بتوان مي را آنو براي اينكه بتوانيم توصيفي از اين رابطه داشته باشيم، 

)129-5(  sindv dmm v mg
dt dt

α= +  
در . كنند وارد مي جعبه تكانه  با آن آهنگ بهشده هاي بيرون ريخته  كه ماسه پنداشتتوان آهنگي ي سمت راست را مي جمله
dv وdm، )5-129( تا )5-127(هاي  رابطه dtكاهش يافتناند و هاي مثبت فرض شده   كميتm  علامت منها در باdmm به  −

  .حساب آورده شده است
  

  . فرض كنيدmجرم راي   و مقدار اوليهبناميد m را در هر لحظهي آن م جعبه و اندرونهجر  ):بازهم ماسه وجعبه( 5-13مثال 
 استفاده و  )5-129(ي  از رابطه. كندشروع مي از حالت سكون  حركتش راو جعبهكند  از جعبه ريزش ميb ماسه با آهنگ ثابت

  .برحسب زمان حساب كنيدسرعت جعبه را 
  :صورت تابعي از زمان نوشته توان ب  را ميي درون آن جعبه و ماسه جرم :حل

)130-5(  ( )m m bt= −  



© Firooz Arash, 2003-2010 

 178

dmمنظور شده است، پس) 5-128(چون علامت منها در رابطه ( قرار دهيم )5-128(ي  در رابطهاگر  dt b=   خواهيم داشت) +
)131-5(  ( ) ( ) sindvm bt bv m bt g

dt
α− − = −  

  :صورت زير نوشته توان آن را ب مي. ي اول است ي خطي از مرتبه  معادلهكه
)132-5(  ( ) ( ) sind m bt v m bt g

dt
α− = −⎡ ⎤⎣ ⎦  

v اگر از آن انتگرال بگيريم و شرط مرزي حال t به ازاي=   آيد را اعمال كنيم به دست مي=
)133-5(  ( ) sinm bt t g

v
m bt

α−
=

−
2  

  
  است كه 5-11 اين همان مثال موشك. كنيمي موشك را در حضور نيروي خارجي بررسي مي به عنوان مثال آخر اينك مسئله

  :صورت زير بررسي كرده توان ب  را مي مسئله، .شوداينك به آن نيروهاي خارجي هم وارد مي
  ه  بموشك از جرم dmمقدار ، dtي زماني بعدي  در بازه. استMي آن جرم موشك و اندرونه  tي مانند زمانفرض كنيد در
 ي آن موشك و اندرونهي تكانه dtي در پايان بازه. شودمي خارج  از آن نسبت به موشكuبا سرعت و صورت گاز 

)dvv)(dmM( )dm)uv برابرdmي جرم  و تكانه−+  ي آنتكانه ) tيعني در زمان( موشك  در آغاز سفر.شدخواهد  −
Mv توان نوشت، پس مي برابر باشدبايد ي نيروهاي ديگر  ضربهبا  تغيير تكانه  چون.است  

)134-5(  ( ) ( )( )v u dm M dm v dv Mv Fdt− + − + − =  
F شوند، مانند نيروي گرانش ي نيروهايي است كه به موشك وارد مي  همهشاملmgنيروهاي آيروديناميكي و كميت ،  

( )P P A−كه P است گازخروجيي افشانهروي سطح بر  فشار گاز خروجي  .P فشار آتمسفر و A سطح افشانه خروجي 
  :صورت زير ساده كرده توان ب  را مي)5-134(ي  رابطه. است

)135-5(  F
dt
dmu

dt
dvM =−  

 شاملشوند كه ها يافت ميهاي مرجع موشكدر كتاب F مربوط بههايآگاهي. ي حركت موشك است  معادله)5-135(ي  رابطه
) موشك، نيروهاي آيروديناميكي و كميتmgهايي مانندكميت )P P A−كميت.  است ( )P P A− وu dm dt ي ر رابطه د

  رانه عبارت است ازت آورد؛  پيشدسه  موشك بايرانهپيشگيري ايستايي توان با اندازهرا مي) 136-5(
)136-5(  

0( )dmu P P A
dt

+ +  
  
  

   بياني ديگر- پايستگي انرژي و نيروهاي پايستار در سه بعد-1پبوست 
برخي شايد براي .  كنم در سه بعد را با زباني اندك متفاوت بيان ميدر اين پيوست پايستگي انرژي وشرط پايستار بودن نيرو

  . اند سودمند باشددانشجوياني كه حسابان را نياموخته
   انرژي در سه بعد-ي كارپايستگي انرژي و قضيه -1 
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  و  x  ،y هايوراي مح سه مولفه در راستrدر مختصات كارتزي بردار. شان دادن rتوان با بردار مكان  را در فضا مي مكان ذره
zر بردار تصوي.  داردrآن را مشخص  هاي  بر روي اين محورها مولفه

 k̂ وî ،ĵي ردارهاي يكهاگر ب. نشان داده شده اند) 5-23( كند و در شكل مي
y,متناظر با محورهاي xو z آنگاه بردار . باشندrرحسب توان ب  را مي

kjir :هايش نوشت مولفه ˆˆˆ zyx  برابر است با جذر rي بردار  اندازه =++
  در خودش rضرب داخلي 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ. ( ) ( )r x y z x y z x y z≡ = = + + ⋅ + + = + +r r r i j k i j k2 2 2 2 2   
ˆچون  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1⋅ = ⋅ = ⋅ =i i j j k k  و ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0⋅ = ⋅ = ⋅ =i j i k j k . چنين توجه هم

  ها عبارتند ازي مولفهكنيد كه اندازه
  sin cos , sin sin , cosx r y r z rθ ϕ θ ϕ θ= = =    

  

Tكند  كه در سه بعد حركت ميmاي به جرم  انرژي جنبشي ذره m= r2    مشتق سرعت است و با  بردارrآن كه در است 2
  . آيد به دست ميبه زمان rبردار مكان از گرفتن

)  )5-1: پ( ) kjikjirr ˆˆˆˆˆˆ)( zyxzyx
dt
d

dt
d

++=++==  

   و برابر است بادهدرا به دست ميشتاب ذره   rنين مشتق دوم نسبت به زمان بردارچهم
)  )5-2: پ( ) kjikjirrr ˆˆˆˆˆˆ

2

2

zyxzyx
dt
d

dt
d

dt
d

++=++===  

بردار شتاب  هاي   مولفههم z وy وx، اند z وyو x روي محورهايrهاي بردار سرعت  مولفهz وy وx كهگونههمان
  :صورت زير نوشته توان ب را مي ي ذره با اين يادآوري اينك انرژي جنبش.ذره روي اين محورهاست

)  )5-3: پ( )T m m x y z= = + +r2 2 2 21 1
2 2  

  :ست از ا عبارتگ تغيير انرژي جنبشي آهن  
)  )5-4: پ( )T m xx yy zz m= + + = ⋅ = ⋅r r r F  

  :اما داريم
)  )5-5: پ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆx y z x y z xx yy zz⋅ = + + ⋅ + + = + +r r i j k i j k  

  ي حركت  ذره به صورت زير است معادلهچون 
d  )5-6: پ( m m

dt
= = = =

p p a F r  

به زمان وابسته نباشد آنگاه تغيير انرژي  Fروي ني و پيمايدب را rd)برداري(ي  فاصله  dtي زماني  ذره در بازه، اگربنابراين
  ي زماني برابر است با ذره در اين بازهجنبشي 

WdTd  )5-7: پ( =  

y  

( , , )x y z  

y
ρ  

x  

x  

θ  

ϕ  

 5-23شكل 

z  
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  داريم) 5-4: پ(از رابطه . آوردن اين رابطه ساده است دسته ب
)  )8-پ( . )dT d dT d dW

dt dt
= ⋅ = ⇒ = ⋅ ≡r F r F F r  

  :پس
)  )5-9: پ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

x y z x y zdW d F F F dx dy dz F dx F dy F dz= ⋅ = + + ⋅ + + = + +F r i j k i j k  
 برابر است با مسافت طي dWتوجه كنيد كه كار. است dr در جابجاييFبعدي كار انجام شده توسط نيروي  بيان سهكه

 در سه بعد كه درس نخست به نظر مي توجه كنيد كه در نگاه .جاييهدر راستاي جاب Fهاي نيروي در مولفهضرب، rd،ي شده
اما اين به تنهايي وجود قانون .  ذره استrمكان   تابعي ازفقط  تعريف شود كهrF)(صورت نيرويه  نيروي پايستار ببايد

كه قانون راي اين ب،بنابراين. پايستگي انرژي ويژگي اختصاصي نيروهاي پايستار است. كند پايستگي انرژي را تضمين نمي
+==  ثابت:پايستگي انرژي EVT كنيم كه تابع انرژي پتانسيل برقرار باشد، شرط مي،)(rV،حال اگر .  تابع مكان ذره باشد

   داريم،مآهنگ تغيير انرژي پتانسيل را بررسي كني
z  )5-10: پ(

z
Vy

y
Vx

x
VV

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=)(r  

)بردار سرعت   يكي:بردار است ضرب داخلي دو  همانند حاصلكه )ˆ ˆ ˆx y z= + +r i j kصورت ه  ب  و ديگري برداري

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆV V x V y V z∇ ≡ ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂i j kكه تعريف گراديان ( )V rتوان  پس، آهنگ تغيير تابع پتانسيل را مي.  است
   به صورت زير نيز نوشتVبرحسب گراديان 

V  )5-11: پ( V= ⋅∇r  
+==ثابت  اگر ازحال EVTجايه  نسبت به زمان مشتق بگيريم و بTو Vو  )5-5: پ(هاي  ارزهايشان را از رابطه  هم     

  . جايگزين كنيم، خواهيم داشت)5-11: پ(
)  )5-12: پ( )T V V V+ = ⇒ ⋅ + ⋅∇ = ⋅ +∇ =r F r r F  

براي برقراري تساوي بايد عبارت درون پرانتز همواره صفر پس ذره درست باشد، ، r اين رابطه بايد براي هر سرعت،نچو
   يا؛باشد

)  )5-13: پ( )V V+∇ = ⇒ = −∇F F r0  
  هايش نوشت توان برحسب مولفه  مياين رابطه را

,  )5-14: پ( ,x y z
V V VF F F
x y z

∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂
  

)صورته  فرض كنيد تابع انرژي پتانسيل بل،مثابراي  ) ( ) ( )V k k x y z= = + +r2 2 2 21 2 1   .است 2
  صورت در اين. كند بعدي را توصيف مي نوسانگر هماهنگ سهاين پتانسيل،   
,  )5-15: پ( ,x y z

V V VF kx F ky F kz
x y z

∂ ∂ ∂
= − = − = − = − = − = −

∂ ∂ ∂
  

  و يا
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)  )5-16: پ( ) ( ) rkjikjiF kzyxkzkykxk −=++−=−−−= ˆˆˆˆˆˆ  
  ي   در رابطهوجود داشته باشد و rV)( تابع انرژي پتانسيل برقرار باشد تاrF)(بايد براي  نيرويشرط لازم و كافي كدام 

    .كند ي زير پيروي مي  از رابطه)5-13: پ(نوع هر تابع برداري از .  دشوار نيست؟ يافتن پاسخ اين پرسش صدق كند)5-13: پ(
∇× =F )5-17: پ( 

  .شود صورت زير تعريف ميه تاو يا كرل يك بردار ب. آن صفر است) يا كرل (اوتيعني 
  
  )5-18: پ(

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆy yz z x x

x y z

F FF F F F
x y z y z x z x y

F F F

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞∇× = = − − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i j k

F i j k  

   باشد، آنگاه داريم صفر zي لفهؤ ماگربراي نمونه، . ها نيز بايد به تنهايي صفر شوديك از مؤلفه اگر تاو صفر باشد آنگاه هر
y  )5-19: پ( x

F F
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
  

توان  مي.  استrF)(شرط لازم براي پايستاربودن) 5-17: پ(ي  س رابطهپ. هاي ديگر تاو صفر است همين ترتيب مولفهه ب
 كند؛ نيرو پايستار  صدق)5-17: پ(  در شرطrF)(طور مشخص، هرگاهه ب. چنين شرط كافي استهم شرط نشان داد كه اين

 انرژي توان  مي،بنابراين.  مستقل از مسير حركت بين اين دو نقطه استr بهrجايي ذره از هاست و كار اين نيرو در جاب
  .ردتعريف ك برحسب نيرو زيري  پتانسيل را با رابطه

)  )5-20: پ( ) ( )
r

V F d′ ′= − ⋅∫ r
r r r  

توانيم به گونه ديگري نيز به  مي. براي پايستاربودن، تاو نيرو بايد صفر باشد. توجه كنيد كه هر بردار نيرو پايستار نيست 
  نيرو يك كميت برداري است و براي توصيف آن به سه رابطه نياز است، هر كدام براي توصيف يكي از مولفه: مسئله بنگريم

ي  شود و همه نسيل يك تابع اسكالر است يعني كميتي است كه با يك رابطه توصيف ميحال آنكه تابع انرژي پتا. هاي نيرو
كافيست از آن نسبت به مكان مشتق  گرفت و در يك علامت منها ضرب كرد، آنگاه . ي نيرو را داراست اطلاعات لازم درباره

دست آورد؟ ه توان از يك رابطه ب  است مي كه در سه رابطه نهفته راپرسش اينست كه چگونه اطلاعاتي. آيد دست ميه نيرو ب
  ي  سه رابطهباديگر نيستند و هاي نيروي پايستار مستقل از يك مشتق مولفه: پاسخ البته ساده است

  )5-21: پ(
, ,y yx z x z

F FF F F F
x y x z y z

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

  .هاي قيدي چيزي جز بيان صفربودن تاو نيروي پايستار نيست اين رابطه. اند ديگر وابستههمه ب
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  هاي تكميليمثال 

 در حال θداري به شيب در آغاز بر روي سطح شيبmاي به جرمقطعه 1-ت
بين ) هم جنبشي و هم ايستايي( ضريب اصطكاك . سكون نگه داشته شده است

 قطعه وصل است و انتهاي ديگرش يك انتهاي فنري به.  استμقطعه و سطح
)   را ببينيد5-22(شكل . ي افقي در بالاي سطح آويزان استاي از ميلهبا حلقه

و به ) كشيده يا فشرده نيست(  است و در آغاز طول طبيعي دارد kثابت فنر
فرض (. زد به پايين بلغكنيم تا در روي سطحطعه را رها ميق. حالت قائم است

μtanθكنيد فرض كنيد ) .لغزد و بنابراين قطعه روي سطح به واقع مي<
   وكند سوي چپ حركت ميانتهاي فنر كه به ميله وصل است، روي ميله به

      

  .)گيردر عمودي قرار ميدر واقع، چون ميله اصطكاك ندارد، فن( همواره به حال قائم قرار دارد 
t نمودار آزاد نيروهاي وارد به قطعه را در زمان):الف(   . رسم كنيد0<
  شود؟دا مي قطعه از سطح جzلغزد، به ازاي چه مقدار مسافتي باشد كه قطعه در امتداد سطح به پايين ميz اگر):ب(
 ي جدا شدن از سطح چيست؟ سرعت قطعه در لحظه):پ(

 وصل است و در m2اي به جرمبه قطعه) 5-24( برابر شكل kفنري با ثابت  2-ت
 و به انتهاي چپ كند به سمت راست حركت ميmجرم. روي سطح افقي قرار دارد

 ها وضريب اصطكاك بين جرم. شودكند و در نتيجه، فنر فشرده ميفنر گير مي
   باشدvسرعت جرم درست پيش از برخورد با فنر اگر.  استμسطح

  

ي كافي دراز فرض كنيد فنر به اندازه( تواند باشد  چقدر ميv حركت نكند، بيشينه مقدار m2 براي اين كه قطعه با جرم):الف( 
  ).كند با قطعه برخورد نميmاست و جرم

 گردد و جرماش برميشود و سپس به حالت ترازمندي اوليه اين مقدار بيشينه باشد، فنر نخست فشرده ميvي اگر اندازه):ب(
mيابد، سرعت جرم اش را باز مياي كه فنر طول اوليهدر لحظه. راند را به سوي چپ ميmچقدر است؟    
 سطح يخي بدون اصطكاك با سرعت روي Mاي با جرم اوليهسورتمه  3-ت

vقسمتي از مسير به طول. كند حركت ميLبه طور يكنواخت با برف پوشيده   
   بهروبد وسورتمه برف را مي.  استλجرم در واحد طول برف. شده است

  

  ). 5-25شكل  ( شودجرمش افزوده مي
dvي حركتش،كند، معادله در حاليكه سورتمه برف را جمع مي):الف( dtآن را حل كنيد و سرعت نهايي سورتمه را .  ، را بيابيد

  .به دست آوريد
  . جرم نهايي سورتمه را حساب كنيد):ب(
  .ب كنيد را حسا"برف+ سورتمه "ي ي كل سامانه تغيير در تكانه):پ(

 برف

L  5-25شكل  

 سطح ثابت

 5-23شكل 

 5-24شكل 
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)ي،چه كسري از انرژي جنبشي اوليه.  انرژي جنبشي اوليه و نهايي سورتمه را باهم مقايسه كنيد):ت( )f i iT T T− سورتمه   
  در اثر روبيدن برف از دست رفته است؟

) 5-26( برابر شكل  Rاي  به شعاعربع دايره h و به ضلعMي مكعبي به جرم از گوشه 4-ت
مكعب روي ميز . لغزد از بالاي بريدگي روي مسير دايره ميmاي به جرمقطعه. بريده شده است

 بي حركت مكعب در آغاز. كنندهموار قرار دارد و هر دوي قطعه و مكعب بدون اصطكاك حركت مي
شود، سرعتش از مكعب جدا مي وقتي قطعه .كندالت سكون شروع به لغزيدن مياست و قطعه از ح

  .را حساب كنيد

  

  در روي كرهو  شودبه ذره تلنگر كوچكي وارد مي.  در حال سكون استRاي به شعاع در بالاي كرهmاي به جرمذره 5-ت
 نيروي ناپايستاري به صورت). يابد افزايش ميθيو زاويه( لغزد به سمت راست مي

sinF θمادام كه ذره با كره در تماس است( كند  با حركت ذره در روي كره مخالفت مي .(
  .گرانش به سوي پايين است

گرفته    انجامθي زاويهر روي جرم در طول سقوط آن  از بالاي كره به  كاري را كه ب):الف(
  . حساب كنيداست

 روي كره تا وقتي كه جرم در ( θي را به صورت تابعي از زاويهE انرژي مكانيكي كل) :ب(
   پاسخ. ي كره صفر فرض كنيد را در بالاترين نقطهUانرژي پتانسيل. به دست آوريد) است

  

  .نبايد به طور روشن به سرعت بستگي داشته باشد
  . به دست آوريدθي انرژي جنبشي ذره را در روي كره به صورت تابعي از زاويه):پ(
  كند؟ جرم سطح كره را ترك مياي در چه زاويه):ت(
يك انتهاي فنر بدون جرم .  به طور قائم قرار داردRاي فلزي به شعاع  حلقه6-ت

 به انتهاي mجرم. ي سطح دروني حلقه وصل استترين نقطه به پايينkبا ثابت
 در پايين mشود تا طولش صفر شود و جرمفنر قشرده مي.  وصل استديگر فنر

سپس از اين وضعيت، فنر رها  . ي حلقه با سطح دروني آن تماس پيدا كندترين نقطه
. سطح دروني حلقه اصطكاك ندارد. شودو در سطح دروني حلقه به بالا رانده مي

 زمان دلخواهي پس از رها شدن فنر نشان داده عيت در يكوض) 5-28(در شكل 
  ،R،mبرحسب(  طول حالت ترازمندي فنر باشد، كمينه مقدار آن اگر. شده است

  

gو k ( بايد باشد تا اين كه جرمچقدرmهمواره با سطح دروني حلقه در تماس باقي نماند؟   
)  نشان دهيد كه نيروهاي زير پايستارند و تابع انرژي پتانسيل7-ت )U rهر يك را به دست آوريد :  
,                     ):الف( ,x y zF ayz bx c F axz bz F axy by= + + = + = +  
,                             ):ب( ,x x

x y zF ze F n z F e y z− −= − = = +   

R  

 5-26شكل 

h  

θ  R  
m  

 5-27شكل 

g  

 5-28شكل 
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kgريسماني با چگالي جرمي  8 -ت mσگيريم و با سرعت ثابتبا دست يك انتهاي آن را مي.  روي زمين چنبره زده استv   
 كند، برحسب تابعي از آن قسمت از ريسمان كه در هواويي را كه دست به ريسمان وارد مي نير.كشيمو به طور قائم به بالا مي

دهد؟ توان  باشد، دست شما براي كندن تمامي ريسمان از زمين چه مقدار كار انجام ميLاگر طول ريسمان. ست حساب كنيدا
  . كانيكي ريسمان مقايسه كنيدانتقالي به ريسمان را با آهنگ تغيير انرژي م

  
  

  مسئله ها
Gتابع انرژي پتانسيل مربوط به نيروي  1-5 Mm x−  Mجرم اي به سياره  ازxي  در فاصلهmاي به جرم  كه ذره2

( )M mي  ذره در فاصلهچيست؟كند،   احساس ميa از مركز سياره، از حالت سكون رها شده است و تحت گرانش سقوط 
كه از  اي براي ذره.  استRكند چقدر است؟ شعاع سياره كه با سطح سياره برخورد مي  هنگامي درسرعت ذره. كند  مي
aي لهفاص R= )..كند، اين سرعت را بيابيد  به زمين سقوط مي2 , )GM R g ms R km−= = =2 210 6400 

F تحت تأثير نيرويmاي به جرم ذره   2-5 cx= − . بع انرژي پتانسيل را بيابيدتا.  استي  مقدار ثابت مثبتc.كند   حركت مي3
xاگر ذره از نقطه a= x بهوقتي از حالت سكون آغاز به حركت كند، سرعت آن را  و− ،  در اين حركت. رسد بيابيد  مي0=

  ايستد؟ اي از حركت باز مي طور لحظهه كجا ذره ب
xي  در ناحيهmاي به جرم ذره   3-5 F تحت تأثير نيروي0< kx c x= − k( كند مي  حركت+ c و0<  انرژي ) 0<

  . را حساب كنيدنديي ترازمنقطههاي كوچك حول مكان ترازمندي را بيابيد و بسامد نوسان. پتانسيل را بيابيد
) عبارت است از mاي به جرم  ذرهتابع انرژي پتانسي  4-5 )v x mk x=كه در آن  kنيرو براي.  ثابت مثبتي استx >0 

xو  ) كدامند؟ تابع0> )V x ي نقطه اگر ذره از. توصيف كنيد  و حركت رارسم كنيد  راx a=  به  از حالت سكون آغازو −
x بهرسيدن ذرهزمان لازم براي ،  كندحركت a=چقدر است؟   

 كند صورت زير است، حركت ميه  نيروي پايستاري كه تابع انرژي پتانسيل آن باثر  تحتmاي به جرم ذره   5-5

( ) ;
( )

;

k a x x a
V x

x a

⎧ ⎫− <⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪≥⎩ ⎭

1 2 22
0

نيروي وارد به ذره كدام است؟ .  ثابت و مثبت اندk وaهر دو مقدارهاي.  

)تابع )V x براي(   را رسم كنيد,k k< >0   .هاي ممكن حركت را توصيف كنيد و گونه)  0

)ست از ا عبارتmاي به جرم تابع انرژي پتانسيل ذره   6-5 )V c x a= −
22 2 . اند مثبت  هاي  ثابتa وc ، كه در آن2

E )الف( ي ناحيه شدني را در سه هاي را رسم كنيد و حركت  Vتابع E )ب( ، 0< ca< − 2 ca )پ(  و2 E− < <4 2 0  
  .توصيف كنيد

)ست ازا  عبارتmاي به جرم تابع انرژي پتانسيل ذره  7-5 )2 2V cx x a=    Vتابع. ند اهاي مثبت  ثابتa وc ، كه در آن+
 ا فرض اينب.  را حساب كنيدي ترازمندينقطههاي كوچك حول ي نوسان مكان ترازمندي پايدار را بيابيد و دوره. رسم كنيدرا 

   حركت نوساني داشته )الف( كه ذره را براي اين  vمقادير ي كند، بازه قطه شروع به حركت مي  از اين نvكه ذره با سرعت
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  .   بگريزد، پيدا كنيد∞+  به  ذره)پ(  بگريزد و∞−بهذره   )ب( باشد،
,كند ي ترازمندي نوسان مي جايي جرمي كه حول نقطه به ي جا بيشينه  8-5 m0 , است و بيشينه سرعت آن2 m s1 .  است2

  .ي نوسان چقدر است دوره
tدر زمان.  نوسان كندωاي اويهتواند با بسامد ز جرمي به يك انتهاي فنر وصل است و مي   9-5 x  مكان اين جرم0= >0 

 انجام x2ي دامنه  نوساني ساده با  تا حركتكنيم  و سپس رها ميمي فشاريمجرم و فنر را به سوي مبداء مختصات . است
)cos و به صورت مكان جرم را به صورت تابعي از زمان . دهد )x A tω θ=   .دست آوريده ب  +
كند فقط به مكان جسم  حركت مي)  xمثلاً در راستاي(نشان دهيد كه اگر نيروي كل وارد به جسمي كه در يك بعد     10-5

)بستگي داشته باشد، )F F x=به و صورت تابعي از مكان ه توان حل كرد و سرعت جسم را ب ن را ميو آنگاه قانون دوم نيوت

)صورت )F x dx
m

v v ′ ′= + ∫2 2  صورته ن را بواز اين نتيجه استفاده كنيد و قانون دوم نيوت .دست آورده ب 2
( ) ( )md v F x dx=2 )براي. (  از آن انتگرال بگيريدx تاx بنويسيد و از2 )F x F=انرژي   - ي كار  شما به بيان قضيه

  .)رسيد مي
)2ت زير استصوره  از مبداء مختصات بrي  در فاصلهmانرژي پتانسيل جسمي به جرم   11-5 ) ( )U r U r R r rλ+=  

>rكه در آن   < , و 0∞ ,R Uλاندهاي مثبت   ثابت.  
  .  مكان ترازمندي را بيابيد):الف(
مقدار  ه صورت هاي كوچك، انرژي پتانسيل بxي ترازمندي باشد نشان دهيد كه براي  فاصله از نقطهx اگر ):ب(

V kx C= +
22   . مقدار ثابتي استC كه در آنآيد در مي  2

  .دست آوريده هاي كوچك را ب اي نوسان   بسامد زاويه):پ(
 صفحه فرض كنيد حركت در. دست آوريده  ب br بهar  از مكانmاي به جرم جايي ذره به   كار نيروي گرانش را در جا  12-5

  .گيرد انجام مي
yˆˆنيروي دو بعدي  13-5 xj= − +F iكار اين نيرو را بر روي مسيرهاي.  داده شده است, ,c b aي  از نقطه( , )P = 1  تا 0

)ي نقطه , )Q = 0   .اند صورت زير تعريف شدهه مسيرها ب.  حساب كنيد1
)مسيري كه از ) :الف( , )P = 1 Q(0,1)يهط نقبه  هاy مختصات در راستاي محورءوسپس از مبدا رود  به مبداء مي0 =    

  )                5-29شكل(. مي رسد
  )bمسير ( Qي نقطه بهPي نقطه خط راستي از ):ب(
  ).cمسير( مختصات اي به مركز مبداء  يك چهارم خم دايره ):پ(

اين ميله .  را در نظر بگيريدي عمودي به طول ميله) 5-30( برابر شكل  14-5
 mاي به جرم به انتهاي بالاي ميله وزنه .تواند حول انتهاي پائيني خود نوسان كند مي

سازد آن را از حالت   ميθ يمود زاويه با خط عكه ميله هنگامي .وصل شده است
   راm سرعت جرمسازد،مي θميله با خط عمود زاويهوقتي  .كنيم  ميسكون رها 

  

                                                                     .پوشي كنيد  از جرم ميله چشم.دست آوريده ب
زنيم و ذره     كوچكي مي ر  به ذره تلنگ  .  قرار دارد  Rي ثابتي به شعاع     ي كوچك بدون اصطكاكي روي قطب شمال كره         ذره 15-5   

؟خواهد شد در چه ارتفاعي اين ذره از سطح كره جدا. خورد ر ميبر روي كره س  

y  

Q  

c  
b  

P  O  
x  

 5-29شكل 
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ˆنيروي دو بعدي   5 -16 ˆx xy= +F i j2  سه مسيري كه مبداء مختصات را به نقطه يكار اين نيرو را بر رو . داده شده است2
( , )P = 1   اند  تعريف شدهزيرصورت ه مسيرها ب.  حساب كنيداند،نشان داده شده) 5-31( و در شكل كنند  وصل مي1

)ي   مركز تا نقطهخط راستي از  ):الف(  , )Q = 1   .Pي به نقطه  از اين نقطه مستقيم  و سپس0
yي آن مسيري كه معادله  ):ب( x=   . است2
xي پارامتري آن بصورت مسيري كه معادله  ):پ( t= y و3 t=   .  است2

 ي بين آونگ و خط عمود، بنويسيد ،  زاويهφي حسب زاويهرا بر  و طولmاي به جرم  ساده آونگانرژي پتانسيل  17-5
 نشان دهيد كه تابع φهاي كوچك براي زاويه.) ظر بگيريدي آونگ در ن ترين مكان گلوله ي صفر پتانسيل را در پائين نقطه(

)پتانسيل از قانون هوك )V kφ φ= 2    چيست؟k.كند  پيروي مي2
. محور افقي بدون اصطكاك سوار است بگيريد كه بر روي را در نظر Rچرخ بدون جرمي به شعاع) 5-32( برابر شكل    18-5

    از ريسماني كه دور چرخ پيچيده است آويزان استmچرخ محكم شده است و جرم ي   بر لبهMاي جرم نقطه
  . بنويسيدφي  تابع انرژي پتانسيل كل دو جسم را بر حسب زاويه :)الف(
               .ترازمندي باشد بيابيد و پايداري آنها را بررسي كنيد هايي را كه ممكن است سامانه داراي مكان،با استفاده از اين پتانسيل :)ب(
, به ازاي :)پ( , ,m M m M= =0 8 0 ) تابع پتانسيل 7 )V φرا جداگانه رسم كنيد .  
φ اگر سامانه از حالت :)ت(  ) رها شده باشد، از شكل0= )V φ د و رفتار سامانه استفاده كني

)sin)  (  .را توضيح دهيد , ) ,=0 8 0 )sin و717 , ) ,=0 7 0 644(  
,توپ پلاستيكي به جرم  19-5 kg0 سرعت توپ هنگام برخورد . افتد  به سوي زمين فرو مي2

m با زمين s8اگر زمان تماس توپ با . جهد مي  وا است و به تقريب با همان سرعت به بالا
  ؟شود  از سوي زمين به توپ وارد مي) ميانگين زماني( ميانگيني ي باشد نيروs−310زمين

  مركزجرم، مرد  برخورد با زمينهنگام.  به پائين مي پردh از ارتفاعMمردي به جرم   20-5

  

  )كند وهاي خود را خم ميمرد زان ( آوردمي  پائين Sي اندازهخود را به  
  شود؟ چه نيروي ميانگيني از طرف زمين به مرد وارد مي  ):الف(
   سانتيمتر كاهش 2حدود   فرود ي لحظه به تقريب ارتفاع مرد در( شود  جا مي به رد يك سانتيمتر جام  فرض كنيد مركزجرم ):ب(

P

a  

Q  

b  

c  

  5-31شكل

x  

y  m

θ  

θ  

m  

 5-30شكل

 

ϕ  

R  

M  

m  
 5-32شكل 
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 باشد، در كجاي بدن او احتمال شكستگي استخوان وجود دارد؟ فرض كنيد kg90شجرمو  بپردm2اگر مرد از ارتفاع) يابد مي
 . است cm25سطح مقطع استخوان حدود

دره  روبروي ربالاييساي به پايين و سپس از  درهيبشكند و از اي كه بار ماسه دارد از حالت سكون حركت مي  ارابه21-5
 و h1ي ارابه از ته درهفرض كنيد ارتفاع اوليه. در اين حركت ارابه در برابر اصطكاك انرژي از دست نمي دهد. رودبالا مي

   وجود دارد؟h1 وh2اي مياناگر در طول مسير از ارابه ماسه به بيرون نشت كند، چه رابطه.  باشندh2ارتفاع نهايي آن
، شخص نسبت به بنابراين. رودشخصي با همان سرعت از پله بالا مي. رود يك پله برقي با سرعت ثابت به پايين مي 22-5

  ؟آيا اين شخص كار انجام مي دهد. زمين ساكن است
)اي كه تحت پتانسيلذره  23-5 ) | |nV x A x=  اين ذره در nبه ازاي چه مقدارهاي. شود است از مبداء مختصات دور مي−

  رسد؟زمان محدود به بينهايت مي
بنديم و  را به انتهاي فنر ميmجرم.  از سقف آويزان است و طول طبيعي خود را داردk   فنر بدون جرمي با ثابت فنر24-5

  .كنيمآن را رها مي
)نسبت به مكان اوليه حساب كنيد و شكل تقريبي) كه منفي است ( y انرژي پتانسيل كل سامانه را برحسب):الف( )V y را 

  .شود كه فنر طول طبيعي خود را داردگيري مياي اندازهبت به نقطهنس y .بكشيد
  شود كدام است؟ كه در آن انرژي پتانسيل كمينه ميy ارتفاع):ب(
z انرژي پتانسيل را به صورت تابعي از ):پ( y y≡  ي ترازمندي جديد؛ه بازنويسي كنيد و توضيح دهيد كه چرا اگر نقط−

y فنر فرض كنيم، آنگاه مي توانيم نتيجه را همانند فنر آويزان در دنيايي در نظر گرفت  كه در آن دنيا "طبيعي" ، را طول 
  .گرانش وجود ندارد

 را بر بالاي فنر mجرم. اده است از يك انتها به طور عمودي ايستk   فنري با ثابت فنر25-5
ي ترازمنديش برسد و فنر فشرده آوريم تا به نقطهدهيم و به آرامي آن را پايين ميقرار مي

انتهاي . چرخانيم تا به حالت افقي در بيايددر حالي كه فنر فشرده است سامانه را مي. شود
روي ميز افقي با ) 5-33(  همانند شكل mجرم. كنيم سمت چپ فنر را به ديواري وصل مي

μضريب اصطكاك جنبشي = 1  ):الف(. كنيمگيرد فنر را از اين حالت رها مي قرار مي8
ر فنر چقد) يا فشردگي(  پس از نيم نوسان، بيشينه كشيدگي ):ب. (ي فنر را بيابيدفشردگي اوليه

F اين قسمت مسئله را با استفاده از:راهنمايي(  يابد؟مي كاهش ma=پ(.)  حل نكنيد:( 
  كند؟   پيش از آنكه به حالت سكون در بيايد، چند بار به پس و پيش نوسان ميmجرم

اي بدون ي حلقهلاترين نقطهي تسبيحي در با دانه):دانه ي تسبيح روي حلقه (  26-5
  ي تسبيح به دانه. ي عمودي استحلقه در صفحه.  ساكن ايستاده استRاصطكاك به شعاع
  ي تسبيح كمتريندر چه نقاطي دانه .لغزدزنيم و دانه تسبيخ روي حلقه ميتلنگر كوچكي مي

  

  . نيروي افقي را به حلقه وارد مي كند
  

ي بدون اصطكاك با بالاي حلقه در mدو دانه تسبيح هر يك به جرم  )5-34(برابر شكل): دو دانه تسبيح روي حلقه ( 27-5
يكي از زنيم، هاي تسبيح تلنگر كوچكي ميبه دانه. حلقه به طور عمودي روي زمين ايستاده است. ساكنند R و شعاعMجرم
mكمينه مقدار. لغزد مي ديگري به سوي چپ ها به راست ودانه Mچقدر باشد تا در يك لحظه حلقه از زمين بلند شود  .  

  5-33شكل 
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.  روي ميزي قرار داردMكره و به جرماي به شكل نيم كاسه):كاسه ي بي حركت (28-5
μطكاك ندارد اما بين كاسه و سطح ميز، ضريب اصطكاكسطح درون كاسه اص = .   است1

شود و بر روي ي كاسه از حالت سكون رها مي از لبهmاي به جرمذره) 5-35(برابر شكل 
mبيشينه مقدار. سردسطح دروني كاسه مي Mيد باشد تا كاسه هرگز بر روي  چقدر با

  ميز نلغزد؟
. كنيمداريم و سپس آن را رها مي را افقي نگه ميL آونگي به طول):آونگ و ميخ (29-5

 ترينكم ). 5-36شكل ( كند  از زير آويزگاه به ميخي گير ميdيريسمان آونگ در فاصله
 ريسمان هميشه به حالت كشيده باقي ازاي آنتواند داشته باشد كه بهمي  d كهيمقدار
  ؟  ، جقدر استبماند

 ارتفاع سيم با تابع. لغزد جرمي تحت تاثير گرانش برروي سيم بدون اصطكاكي مي30-5
( )V x اي براي شتاب افقيابطهر. داده شده است) 5-37( ، برابر شكلxتوجه .  جرم بيابيد

 كه تحت نيستاي در يك بعد  ذرهxي شما بايد نشان دهد كه اين همانندكنيد كه نتيجه
)پتانسيل )mgV xدر حالت حركت يك بعدي ، داريم. كند حركت مي( )x gV x′= اگر . −

 اين xسيم را با دست بگيريم، آيا راهي وجود دارد كه سيم را چنان به حركت در آوريم كه
)جرم ، با شتاب افقي حركتي در يك بعد با پتانسيل )mgV x برابر باشد؟   

ارتفاع سيم . لغزدي سيمي بدون اصطكاك مي گرانش بر رواثري تسبيحي تحت   دانه31-5
)با تابع )y xيفرض كنيد در نقطه.   داده شده است( , ) ( , )x y  سيم عمودي است و =
  د شكل سيم چگونه باي. رودگذرد و به پايين مي  از اين نقطه ميvسرعت ي تسبيح بادانه

 باقي vي تسبيح براي هميشهتا سرعت  عمودي دانه)  باشدx چه تابعي ازyيعني( باشد 
  بماند؟

)جرمي تحت تاثير پتانسيل  32-5 ) n axV x Cx e −= هاي بسامد نوسان. كند  حركت مي−
  .ي ترازمندي بيابيدچك را حول نقطه.كو
)  پتانسيل جرمي كه از يك فنر آويزان است عبارت است از33-5 )V y ky mgy= +2 2.   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

y اگر چيزي از فنر آويزان نباشد   .ي ترازمندي را بيابيدبسامد نوسان هاي كوچك حول نقطه.  است =
  تكانه و انرژي گلوله به كجا مي روند؟. ي برفي را به سوي ديوار پرتاب مي كنيم  گلوله34-5
tسطل بدون جرمي را در نظر بگيريد كه در زمان): سطل سوراخ ( 35-5  جرم ماسه ي درون 0=
يعني كشش فنر  (  استTش آن ثابت و برابرفنري بدون جرم كه كش را با سطل .است Mآن

زمين اصطكاك ندارد و . را ببينيد)  5-38 ( شكل. ايمبه ديواري بسته) ل از طول آن استمستق
tفرض كنيد در زمان.  استL ي سطل تا ديواري اوليهفاصله    و xي سطل تا ديوار فاصله ≠

  
  

m  m  

M  

 5-34شكل 

T  

 5-38شكل 

 5-35شكل 

 5-36شكل 

 5-37شكل 
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dmبا آهنگ ثابت در سر راهش ماسه. كنيم تا به سوي ديوار حركت كندسطل را رها مي.  باشندmجرم درون سطل dx از 
باز هم توجه كنيد كه ).   ثابت است و نه نسبت به زمانز ديوارتوجه كنيد كه آهنگ نشت نسبت به فاصله ا( سطل نشت مي كند 

   . هم منفي استdm منفي استdxچون
بيشينه مقدار آن چقدر است؟ . ي درون سطل را به صورت تابعي از فاصله تا ديوار به دست آوريدنبشي ماسهانرژي ج ):الف(
  . ي سطل را به صورت تابعي از فاصله تا ديوار حساب كنيد و بگوييد بيشينه مقدارش چقدر استي تكانه اندازه:)ب(

اين بار فرض كنيد آهنگ نشت ماسه از آن با شتاب .  را دو باره در نظر بگيريد5-35ي  مسئله):بازهم سطل سوراخ ( 36-5
dmيعني. سطل متناسب باشد dt bx= . توجه كنيد كه چونx،منفي است dmمنفي است   نيز .  

)  جرم درون سطل،) :الف( )m t را برحسب تابعي از زمان به دست آوريد ،  
)):ب( )x tو ( )v t چنيني درون سطل غير صفر است حساب كنيد و همهايي كه ماسهرا براي زمان سطل( )v mو ( )x m را 

فرض كنيد در اين لحظه هنوز سطل ( ي ماسه خالي شود به دست آوريد اي كه همهسرعت سطل را درست پيش از لحظه. بيابيد
  ).ه استبا ديوار برخورد نكرد

فرض كنيد سطل پيش از برخورد با ديوار به اين انرژي جنبشي بيشينه دست (  بيشينه مقدار انرژي جنبشي سطل چيست؟ ):پ(
  ).مي يابد

  ).ي بيشينه دست مي يابدفرض كنيد سطل پيش از برخورد با ديوار به اين تكانه(  ي بيشينه سطل چيست؟ي تكانه  اندازه):ت(
  شود؟كند از ماسه خالي مياي كه سطل با ديوار برخورد مي در لحظهb مقدار به ازاي چه) :ج(

kg و چگالي جرميLزنجيري به طول): كشيدن زنجير  (37-5 mσيك .  روي سطح افقي بدون اصطكاك دراز كشيده است  
به  ) 5-39(گيريم و بر روي خودش و موازي با آن برابر شكل با دست ميانتهاي آن را 

 باشد، دست چه نيرويي را به زنجير وارد vاگر سرعت دست ثابت و برابر. كشيمعقب مي
 كار كلي را كه دست انجام اره زنجير به حالت كشيده دربيايد، در هنگامي كه دوب.كندمي

  آيا در اين فرايند انرژي به صورت گرما تلف شده است؟ چقدر؟. استت چقدر داده اس

  
  

kg ريسماني با چگالي جرمي):كلاف ريسمان (38-5 mσيك انتهاي آن را با .  روي زمين به صورت كلاف در آمده است
شود، مكان در حالي كه كلاف گشوده مي. شودكلاف باز مي. كشيماستاي افقي مي در رFگيريم و با نيروي ثابتدست مي

فرض كنيد ريسمان روغن كاري شده است و هنگام گشوده شدن كلاف . انتهاي آن را به صورت تابعي از زمان به دست آوريد
  . با خودش اصطكاك ندارد

  انداز به طور يكنواخت توزيع خاك در خاك. لغزداندازي به پايين مي خاكθ روي سطح شيب داري به شيب):اندازخاك (39-5
فرض كنيد بين . انداز را حساب كنيدپس از زمان درازي، شتاب خاك. كندانداز در سر راهش خاك جمع ميشده است و خاك

  .انداز اصطكاك وجود نداردسطح و خاك
ي موشك ي تكانه اندازههنگامي كه.  خارج مي شودu با سرعتMيشكي با جرم اوليه گازهاي سوخته از مو) :موشك (40-5

  چقدر است؟ وقتي انرژي موشك به بيشينه مقدارش) ي سوخت مصرف نشدهي بقيهبعلاوه(  شود، جرم موشك بيشينه مي
  قدر است؟رسد، جرم موشك چمي

 دست

 5-39شكل 
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 در راستاي حركت وارد extF موشكي را در نظر بگيريد كه حركت راست خط دارد و به آن نيروي خارجي):2موشك  (41-5
extmvي حركت موشك  نشان دهيد كه معادله):الف(. شودمي mu F= −  ):ب (.ت سرعت خروج گاز از موشك اسu. است+

mvي حركت بالا به صورتحركت عمودي داشته باشد، معادله اگر موشك در ميدان گرانش mu mg= − فرض . آيدمي در−
mها با آهنگ ثابتكنيد، گاز k= اين جرم موشك در هر زمان بنابر).  مقداري ثابت و مثبت استk(شود  از موشك خارج مي−

mبرابر است با M kt= −) Mي حركت بالا را حل كنيد ومعادله). ي موشك است جرم اوليهv را به صورت تابعي از زمان 
  .به دست آوريد

  :زير را در نظر بگيريد اي را نشان دهيم وضعيتهاي چند مرحله موشكردككاربراي اين كه   ):موشك چند مرحله اي (42-5
,يعني جرم سوخت برابر است با( جرم آن است % 60ي موشكي  سوخت اوليه):الف( M0     اگر اين موشك در فضاي تهي ). 6
د را در يك مرحله بسوزاند، سرعت نهايي آن چقدر است؟ از حالت سكون شتابيده شود و سوخت خو) يعني در نبود گرانش( 

  .  بيان كنيدuپاسخ خود را به صورت ضريبي از
 يي نخست به اندازهدر مرحله: سوزاند حالا فرض كنيد اين موشك سوخت خود را در دو مرحله به صورت زير مي: )ب(

, M0 ,جرم اين انباره. شودي نخست از موشك جدا ميي سوخت مرحلهسوزاند و انبارهت خود را مي از سوخ3 M0  است و 1
,(ي سوخت خود را سپس بقيه M0  را uي مراحلبراي همه. سرعت نهايي را در اين حالت بيابيد. سوزاندمي)  باقي مانده را3

 .  يكسان فرض كنيد

,يپرد و به اندازه به طور عمودي به هوا ميkg50 شخصي به جرم):پرش به هوا (43-5 m0 براي . گيرد از زمين فاصله مي8
  كند؟ اي را زمين به اين شخص منتقل ميرسيدن به اين ارتفاع چه ضربه

 آنان از يك انتهاي واگن با سرعت. اند ايستادهM در واگن روبازي به جرمm نفر هر كدام به جرمN):پرش از قطار (44-5
uاصطكاك وجود ندارد. كندت مخالف شروع به حركت ميپرند و واگن در جه نسبت به واگن به بيرون مي.                    

  .ي افراد باهم از واگن بپرند، سرعت نهايي واگن را پيدا كنيداگر همه): الف(
توانيد به پاسخ را مي(  اگر اين افراد يكي پس از ديگري از واگن به بيرون بپرند سرعت نهايي واگن چقدر خواهد شد؟ ) :ب(

  ).ت جمع چندين جمله بنويسيدصور
  .اي به پاسختان بدهيدتوانيد توجيح فيزيكي ساده سرعت نهايي واگن بيشترين است؟ آيا مي)ب( يا )الف( در كدام حالت ):پ( 

  در طول مسيرش. فتد تحت نيروي گرانش از حالت سكون فرو مي اMيي باران با جرم اوليه يك قطره):قطره باران ( 45-5
 :شوداي اش بر جرم قطره افزوده مياي ضربدر سرعت لحظهگذرد و با آهنگي متناسب با جرم لحظه از درون ابر مي

dM dt kMv=كه در آن  kاز پسار هوا . رسدسرعت  قطره سرانجام به مقدار ثابتي مي نشان دهيد كه.  مقدار ثابتي است
  .اي براي سرعت حد بنويسيدچشم پوشي كنيد و رابطه

شكي در ميدان گرانش يكنواخت از حالت سكون با خارج كردن گازهاي سوخته با سرعت . مو):موشك با نيروي پسار ( 46-5
dmفرض كنيد آهنگ خروج جرم از موشك با. شود  از زمين دور ميuثابت dt mγ=داده شده باشد كه در آن m جرم 
  بتي  مقدار ثاmbv) bشود كه برابر بابه موشك نيروي پسار هوا هم وارد مي.  مقدار ثابتي استγاي موشك است ولحظه
 .سرعت موشك را به صورت تابعي از زمان بيابيد. است  )است
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 ي شير آبقطر افشانه. جهد به طور افقي از شير آب آتش نشاني به بيرون ميv آب با سرعت):شير آب اتش نشاني ( 47-5
Dست؟نيروي واكنش بر روي شير آب چقدر ا.  است  
 آب فواره در هوا سطل به وسيله. ايماي برگردانده را وارونه بر روي فوارهWسطلي به وزن): سطلي بر روي فواره (48-5

dmآب فواره با آهنگ ثابت. ور استغوطه dtبا سرعت vتواند در هوا بيشينه ارتفاعي كه سطل مي. دجه از زمين به هوا مي
  . هايي بايد برقرار باشد تا بيشينه ارتفاع به دست آيدچه شرط. باشد چيست

 روي ميز M و جرم ريسماني به طول:)ريسمان آويخته از سوراخ ( 49-5
 از سوراخي در روي ميز آويزان ول كوتاهافقي بدون اصطكاك قرار دارد و ط

  )   را ببينيد5-40شكل ( ريسمان در آغاز در حال سكون است . است
)ي عمومي براي معادله):الف( )x t ،طول ريسمان كه از سوراخ آويزان است ، 

  . بيابيد
. شوندد دارند كه با شرايط اوليه تعيين ميهايي وجو در پاسخ عمومي ثابت):ب(

  .ها را حساب كنيداين ثابت

  

  . كدام يك از نيروهاي زير پايستار است) :نيروي پايستار؟  ( 50-5
=Arˆ ):الف(   −F r3  )ب:( ˆ ˆ( )B y x= −F i j2 2) Aو Bپ( .)  مقدارهاي ثابت اند(:sinat=F F)  Fبردار ثابتي است  (.
Aθ=Fˆ ):ت( r) Aو مقدار ثابت θ π≤ <0  نيرويي كه به سرعت ذره بستگي ):ج(  .) استxyي محدود به صفحهF و2

  .دارد ، اما همواره بر سرعت عمود است
  تابع  انرژي پتانسيل را اگر وجود دارد بيابيد. كدام يك از نيروهاي زير پايستار است):  نيروي پايستار و پتانسيل ( 51-5

ˆ ):الف( ˆ ˆ( )A z y= + +F i j k3                 )ب : ( ˆ ˆ ˆ( )Axyz= + +F i j k  
,  ):پ( ,z z z

x y zF Ax y e F Ax y e F Ax y eα α αα= = =2 5 3 4 3 53 5  
)sin ):ت( )cos( ), cos( ) cos ( ) , sin( )sin( )x y zF A y z F Ax y z F Ax y zα β α α β α β= = − =  

 كدام يك از نيروهاي زير پايستارند؟ تابع انرژي پتانسيل را براي نيروهاي پايستار به ): تابع پتانسيل-نيروي پايستار ( 52-5
  . بردار ثابتي استa مقدارهاي ثابت اند وb وa.دست آوريد

, ):الف( ,x y zF ax by F az bxy F ay bz= + = + = +2 22  
,   ) :ب( ,x y zF ay F az F ax= = =  
sin  ):پ( sin , cos sin , cosxF ar F ar F arθ φθ φ θ φ φ= = =2  
= ):ت( ×F a r)           ج :( r=F a)             چ     :(( )= ⋅F a a r  

,) 1(هاي كار نيروي  ):كار نيرو (53-5 ,x y zF ax by F az bxy F ay bz= + = + = +2    و 22
) 2 (, ,x y zF ay F az F ax= = ) ياي از مبداء مختصات به نقطهجايي ذره را در جابه5-52ي  مسئله= , , ) ( , , )x y z = 1 1 0 

  :در دو مسير زير به دست آوريد و در هر دو حالت نشان دهيد كه نتيجه با منهاي تغيير در تابع انرژي پتانسيل برابر است

 5-34شكل 
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x  

 5-40شكل 
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  .  حركت در راستاي خط راست:2مسير        y و سپس موازي با محورxحركت در راستاي محور:  1مسير 
y=Fˆ):الف(كار نيروهاي ): كار و نيرو ( 54-5 i ب( و:(ˆx=F iياي كه بر روي دايره را روي ذره,z x y a= + =2 2 20  

cosxا با  مسير ر:راهنمايي( توان گرفت؟  اي ميي اين نيروها چه نتيجهدر باره.  حساب كنيدشود،جا ميجابه a θ= ، 
siny a θ= و z   .) به صورت پارامتري بنويسيد0=

)نيروي متناظر با تابع انرژي پتانسيل   ):كرل نيرو ( 55-5 )V r cz r=  پاسخ خود را به . مقدار ثابتي استc. را بيابيد3
×∇هاي نيرو كدامند؟ نشان دهيددر مختصات كروي مولفه. صورت بردار بنويسيد =F 0   

ˆ ميدان نيروي ) :ميدان نيرو ( 56-5 ˆ ˆ( ) ( ) ( )x y az bx y z x cy z= + + + − − + + +F i j k2 3 4   .  داده شده است2
  . پايستار باشدF را چنان بيابيد كه نيرويc وa، b مقدارهاي):الف(
, اگر ):ب( ,c b a= − = =1 2   . باشند، تابع پتانسيل نيروي بالا را به دست آوريد4
)يجايي ذره اي از نقطه در جابه ):پ( , , )A −2 1 )ي   به نقطه2 , , )B − − −1 3     . كار اين نيرو را بيابيد2

) ذره اي در پتانسيل):ذره در دام پتانسيل ( 57-5 )V x A x Bx=  مقدارهاي ثابت و مثبت B  وA. به دام افتاده است+
  .هاي كوچك آن را حول نقطه ي ترازمندي حساب كنيدو بسامد نوسانندي ذره را بيابيد مكان ترازم. اند
  ايستايي و جنبشي، هر (  ضريب اصطكاك.  قرار داردθدار ثابتي با شيبروي سطح شيب) 5-41( برابر شكل m  جرم5 -58
μدار و جرمبين سطح شيب) دو  به kانتهاي سمت راست فنري با ثابت.  است1=

 اي عمودياي از ميلهي حلقه وصل است و انتهاي سمت چپ آن به وسيلهmجرم
اين  در آغاز، فنر طول طبيعي خودش را دارد و از. تواند در امتداد آن بلغزدگذشته و مي

انتهاي چپ . دار به پايين بلغزدروي سطح شيبmتا جرم كنيملت سامانه را رها ميحا
  . كند كه همواره افقي باقي بماندميفنر هم به همراه آن در روي ميله چنان سقوط 

  ستين بار به حال دار براي نخ پس از پيمودن چه مسافتي در روي سطح شيبmجرم

  
  

θتوانيد فرض كنيد كه براي اين كه از لغزيدن جرم روي سطح اطمينان پيدا كنيد، مي( آيد؟ سكون در مي   ). است45<
فنري با .  به طور قائم قرار دارد و در جاي خود ثابت استRاي به شعاع حلقه5 -59 

  . ي حلقه آويزان است از بالاترين نقطهصفر) طول آزاد(  و طول طبيعي kثابت
گلوله . كنيمي حلقه رها ميبنديم و از بالاترين نقطه به فنر ميmاي به جرم   گلوله):الف( 

  . را حساب كنيدkثابت. كندنوسان ميي حلقه ترين نقطهبين بالاترين و پايين
 يبه دانه ) 5-42( كشيم و همانند شكل فنر را مي. كنيم  گلوله را از حلقه جدا مي ):ب(

.  استmجرم دانه نسبيح. كنيمي حلقه قرار دارد وصل ميترين نقطهتسبيحي كه در پايين
ي تسبيح سرعت دانهوابستگي .  دهيم به سوي راست ميvيت اوليهي تسبيح سرعبه دانه

ي تسبيح اصطكاك وجود به مكانش در روي حلقه چگونه است؟ فرض كنيد، بين حلقه و دانه
  هاي دو شايد رابطه. ي حلقه حل كنيدترين نقطه از پايينθيمسئله را برحسب زاويه. ندارد

  

sin: برابر زاويه sin cosα α α=2 cos و 2 cos sinα α α= −2   . سودمند باشند22

 5-41كل ش

 5-42شكل 



© Firooz Arash, 2003-2010 

 193

  هاي تكميليحل مثال
  1-ت
  . نيروي فنر استsF.شودديده مي) 5-43( در شكل نمودار آزاد نيروها ) الف: (حل

Fاز ):ب( ma= در حالتي كه هنوز قطعه از سطح جدا (  در راستاي عمود بر سطح داريم
  ):نشده است

)137-5(  ( )cos cos cos sin cossN F mg N mg kzθ θ θ θ θ+ − = ⇒ = −0  
0Nشود كهقطعه وقتي از سطح جدا مي آيد كه مياين وضعيت هنگامي پيش .  شود=

( )sinz mg k θ=اين حرف تا هنگامي درست است كه. (  باشدtanθ μ>در غير .  باشد
  ).كندشود و قطعه اصلا حركت نمياين صورت اضطكاك بسيار بزرگ مي

  

اين كار ( كاك ، كار اصط)اين كار مثبت است( اند از كار گرانش  كار نيروهاي وارد به قطعه عبارت):استفاده از كار ( 1حل ): پ( 
 ي نيروي گرانش در امتداد سطحمولفه. منفي  نيروي فنر است و كار.) اندجايي در خلاف جهت همچون نيرو و جابهمنفي است؛ 
( )sinmg θي نيروي فنر در راستاي سطحمولفه.  و جهت آن رو به پايين سطح است( )sin sinkz θ θاست و به سوي بالا  .

)جهت نيروي اصطكاك هم رو به بالاي سطح و برابر )cos sin cosN mg kzμ μ θ θ θ=   داريم.   است−
  
  
  
  
)138-5(  

( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

sin sin cos sin cos

sin sin cos sin cos

sin cos sin

f i s g f

z z

W k k k W W W

mv mg z kz dz mg kz dz

mgz kz mgz kz

z mg kz

θ θ μ θ θ θ

θ θ μ θ θ θ

θ μ θ θ

= Δ ⇒ − = + +

′ ′ ′ ′⇒ − = + − + − −

= − − −

= − −

∫ ∫2 2

2 2 2

1 02
1 1 22

1 2

  

)تر باشد، بزرگμ اندكي ازtanθتوجه كنيد كه اگر )sin cosθ μ θ−ا صفر و اساسv طح جدا  قطعه وقتي از س.شود مي0≈
)شود كهمي )sinz mg k θ=سرعت در اين نقطه عبارت است از.  باشد  

  
  
)139-5(  

( ) ( )( )

( ) ( )

sin cos
sin

sin cos tan
sin

mgmv mg mg
k

m g mgv
k k

θ μ θ
θ

θ μ θ μ θ
θ

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ⇒ = −

2

2 2 2

1 1 22

12

  

  گرما برابر پس مقدار . شود  كار نيروي اصطكاك به صورت گرما تلف مي):با استفاده از انرژي ( 2حل
  
)140-5(  

( ) ( ) ( )( )cos sin cos cos sin cos
z z

fW N dz mg kz dz mgz kzμ μ θ θ θ μ θ θ θ′ ′= = − = −∫ ∫ 21 2  

ي پتانسيل به سه چيز تبديل اين كاهش انرژ. كند كاهش پيدا ميدار انرزي پتانسيل آنبا پايين لغزيدن قطعه در روي سطح شيب
sinzچون. انرژي جنبشي قطعه، انرژي پتانسيل فنر و گرما : شودمي θي مقدارافتد و نيزمي است كه قطعه فرو ميئ مسافت قا 

  :توان نوشت، ميشودميكشيده است كه فنر 

Nμ  
N  

mg  

sF  

θ  

 5-43شكل 
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)141-5(  

( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )

sin sin cos sin cos

sin sin cos sin cos

sin cos sin

mg z mv k z mgz kz

mv mgz kz mgz kz

z mg kz

θ θ μ θ θ θ

θ θ μ θ θ θ

θ μ θ θ

= + + −

⇒ = − − −

= − −

22 2

2 2 2 2

1 1 1 22 2
1 1 1 22 2

1 2

  

  . سازگار است1كه با پاسخ حل 
  
اين بيشينه فشردگي فنر است .  فشرده شده استxيآيد، فنر به اندازه به حال سكون در ميm  فرض كنيد وقتي كه جرم2-ت

پس، براي اين كه قطعه حركت نكند، بايد نيروي . كند وارد ميm2يو بنابراين، در اين هنگام، فنر بيشينه نيرو را به قطعه
  .اصطكاك بيشينه در شرط زير صدق كند

)142-5(  ( ) ( )max
skx F kx mg x mg kμ μ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤2 2  

  پس داريم.  به انرژي پتانسيل فنر و گرماي تلف شده در اثر اصطكاك تبديل شده استmي جرمانرژي جنبشي اوليه
)143-5(  ( )mv kx mg xμ= +2 21 1

2 2  

k:تغيير انرژي جنبشيي كار نيروي اصطكاك برابر است با ارز، مي توتنيم بگوييم كه كار فنر بعلاوهيا به بيان هم WΔ = Δ   
)144-5(  ( )kx mg x mvμ− − = −2 21 1

2 2  

)) 5-142(ي اگر از رابطه. آيدبه دست مي) 5-144(يا  ) 5-143(ي  از رابطهxمقدار )x mg kμ≤  ) 5-143(ي  را در رابطه2
  م، خواهيم داشتقرار دهي) 5-144(يا 
  
  
)145-5(  

( )mg mgmv k mg
k k

m gmv v mg k
k

μ μμ

μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ ≤ ⇒ ≤

2
2

2 2 2
2 2 2

1 1 2 2
2 2

1 4 82

  

. شودطكاك تبديل مي و انرژي گرمايي در اثر اصm انرژي پتانسيل فنر در بيشينه فشردگي آن به انرژي جنبشي جرم):ب(
  داريم.  بناميدfvرسد،نديش مي را وقتي كه فنر به حالت ترازمmسرعت نهايي جرم

)146-5(  

( )

max f f

f f

kx mv F x

mg mgk mv mg v
k k
μ μμ

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = + ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2
2

1 1
2 2

1 2 1 2
2 2

  

                   
  بنابراين داريم. شود به سورتمه نيروي خارجي وارد نمي): الف  (3-ت
)147-5(  ( ) ( )v tdp d dm dv dv dm dv dmmv v m

dt dt dt dt dt dt m v m
= = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −  

  آيداگر از دو طرف انتگرال بگيريم، به دست مي
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)148-5(  

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

M Lv

v M

dv dm n v v n M L M
v m

Mn v v n M M L v t v
M L

λ

λ

λ
λ

+

= − ⇒ = − +

⇒ = + ⇒ =
+

∫ ∫
0

0  

fM  جرم نهايي سورتمه برابر است با):ب( M Lλ= +  
  صفر. انه تغيير نكرده استي كل سام  تكا نه):پ(
)س سورتمه انرژي جنبشي اوليه):ت( )iT M v= 21    است و انرژي جنبشي نهايي آن عبارت است از2
  
  
  
)149-5(  

( )f

f i

i

M v v MT M L M
M L M L

T T M L
T M L M L

λ
λ λ

λ
λ λ

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞−
⇒ = − − = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2 21
2 2

1
  

 
 
cU   پيش از آنكه قطعه شروع به لغزيدن كند، انرژي پتانسيل آن4-ت mgh=در اين موقع انرژي پتانسيل مكعب.  استBU و 

  پس، انرژي كل، پيش از آغاز حركت عبارت است از. انرژي جنبشي آن صفر است
)150-5(  ,i c B B c BE U U mgh U T T= + = + = =  

  كند انرژي  پتانسيل و جنبشي آن  عبارتند ازاي كه قطعه مكعب را ترك ميدر لحظه
)151-5(  ( ) ,cU mg h R T mv′ ′= − = 21

2  
  كند اما انرژي جنبشي آن عبارت است ازانرژي پتانسيل مكعب تغيير نمي

)152-5(  ,B B BU U T MV′ ′= = 21
2  

  ايي كل سامانه برابر است باو انرژي نه
)153-5(  ( )f BE U T U mg h R mv MV′ ′= + = + − + +2 21 1

2 2  
  از پايستگي انرژي داريم

  
  
)154-5(  

( )i f B BE E mgh U U mg h R mv MV

mgR mv MV

= ⇒ + = + − + +

⇒ = +

2 2

2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

  

. بنابراين، تكانه پايسته است. شودبه سامانه نيروي خارجي وارد نمي. ي كل سامانه صفر استپيش از آنكه قطعه بلغزد، تكانه
  جدا شدن قطعه از مكعب هم بايد صفر باشدتكانه در هنگام 

)155-5(  mvmv MV V
M

+ = ⇒ = −  
  آيندها به صورت زير به دست ميسرعت) 5-154( ي كه با جاكذاري در رابطه
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)156-5(  
( )

,M mv gR V gR
M m M M m

= = −
+ +

2
2 2  

 
 
نيروي پايستار نيروي گرانش .  بناميدncWوهاي ناپايستار را و كار نيرcW  كار نيروهاي پايستار را):الف  (5-ت
ˆ

cF mg= − j  0است و نيروي ناپايستار
ˆsinncF F θ= − θكار كل برابر است با.  است  

)157-5 (  
  )اين كار مستقل از مسير است  ( 

  
  
)158-5(  
)159-5(  

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )

0
0

0

1 cos

ˆ;

sin cos 1 cos

1 cos

c nc

c c

nc nc

c nc

W W W

W d U U mgR

W d d Rd

F R d F R F R

W W W R mg F

θ
θ

θ θ

θ

θ θ θ

θ

= +

= ⋅ = − − = −⎡ ⎤⎣ ⎦

= ⋅ =

′ ′= − = = −

⇒ = + = − −

∫
∫

∫

F r

F r r θ  

) توجه كنيد كه):ب( )E θ = =0 ) است چون0 )U θ = تغيير در انرژي به .  و جسم در اين وضعيت در حال سكون است=
  :خاطر كار نيروي ناپايستار است

)160-5(  ( ) ( ) ( )cosncE E W F Rθ θ− = = −0 1  
)پس، انرژي مكانيكي كل  ) ( )cosE F Rθ θ=   . است1−

  :  تغيير در انرژي جنبشي با كار كل برابر است):پ(
  
)161-5(  ( ) ( )( ) cosmv mv W R mg Fθ θ

=

− = = = − −2 21 1 12 2  

): ارز داريمبه طور هميا  ) ( ) ( ) ( )E U mvθ θ θ= + 21 ) چون2 )U θ =    است، پس=
)162-5(  ( ) ( )cosU mgRθ θ= −1  

  و در نتيجه
)163-5(  ( ) ( )cosmv R mg F θ= − −21 12  
F با استفاده از):ت( ma=  داريم)  را ببينيد5-44شكل ( در راستاي شعاع كره  

)164-3(  cosN mg mv Rθ− = − 2  

Nه كند كجرم وقتي سطح كره را ترك مي    شود=
  
  
)164-5(  

( )

( ) ( ) ( )

cos ( cos )
cos cos

cos cos

mg mv R mg F
mg mg F F

mg F
mg F mg F

mg F

θ θ
θ θ

θ θ

⇒ = = − −

= − − +

−
⇒ − = − ⇒ =

−

2 2 1
2 2 2 2

23 2 2 3 2

  

  

  

  
   با انرژي كل bEترين نقطه،انرژي كل در پايين. آيدي حلقه از پايستگي انرژي به دست مي   سرعت جرم در بالاترين نقطه6-ت

N  

θ  
mg  

θ  

  5-44شكل 
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  :پس.  برابر استtEي حلقهدر بالاترين نقطه
  
)165-5(  

( ) ( )t bE E mv mg R k R k

mv kR kR mgR

= ⇒ + + − =

⇒ = − −

22 2

2 2

1 1 12 22 2 2
4 4 4

  

بنابراين، در اين وضعيت شتاب . آيد كه نيروي عمودي سطح صقر شودي حلقه هنگامي پديد مي در بالاترين نقطه حالت حدي
2mvمركزگراي Rبا انتخاب جهت مثبت به سوي پايين خواهيم داشت. كنند را گرانش و نيروي فنر فراهم مي  

)166-5(  ( )mv mg k R
R

= + −
2

2  
يا به سوي بالا ( شود ي فنر به سوي پايين كشيده مي به وسيلهm باشد، جرمR2از) يا بيشتر(  كمتر ه كنيد كه اگرتوج

)و بنابراين علامت عبارت) شودرانده مي )R mvحال اگر مقدار.  درست است2−   ي در رابطه) 5-165(ي  را از رابطه2
  قرار دهيم، خواهيم داشت) 166-5(
  
  
  
)167-5(  

( )

( )

kR kR mgR mg k R
R

k kR mg mg k R
mgk mg kR R
k

− −
= + −

⇒ − − = + −

⇒ = + ⇒ = +

24 4 4 2
4 4 4 2

65 5 6 5

  

Fي شعاعي  اگر دقيق باشيم بايد بگوييم معادله:نكته ma=به صورت   
)168-5(  ( )mv mg k R N

R
= + − +

2
2  

Nپس، شرط . است ) با≤ )mv R mg k R≥ + −2 ي علامت نامساوي ما را به نتيجه. شودارز مي هم2
( ) ( )mg k R≥ + 6   .رساند مي5

  
×∇ترين راه اين است كه شرط  ساده):الف  (7-ت =F    را بيازماييم0
  
)169-5(  

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

y yz z x x
F FF F F F

y z x z x y

ax b ax b ay ay az az

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇× = − − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + − − − − + − =

F i j k

i j k

  

  :  توان به دو صورت حساب كردتابع انرژي پتانسيل را مي. پس، اين نيرو پايستار است
 ما مسير. توان مسير دلخواهي را براي به دست آوردن پتانسيل برگزيد چون نيرو پايستار است مي-1روش 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,x x y x y z→ →   ريمدا. كنيم را انتخاب مي→
  
)170-5(  ( ) , ,,

, ,
yx z

x y zy z x x y yx x z

xV x y z F dx F dy F dz C b cx axyz byz C
= = = == =

= − − − + = − − − − +∫ ∫ ∫
2

0 0 0
0 0 0 2  

  .اين روشي سريع و مسيري كوتاه براي يافتن تابع انرژي پتانسيل است.  مقدار ثابتي استCكه در آن
    داريم-2روش 
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)171-5(  

( )

( )( , , ) ,

x xF V x V F dx ayz bx c dx

bV x y z axyz x cx D y z

= −∂ ∂ ⇒ = − = − + +

⇒ = − − − +

∫ ∫
2

2
  

)توجه كنيد كه ),D y zنتگرال گيري نسبت به ثابت اx اما تابعي از ، yو zحالا از.  است( , , )V x y zنسبت به y مشتق 
  :قرار دهيد داده شده −yFبگيريد و آن را برابر

  
  
)172-5(  

( )( )

( ) ( ) ( )

( , , ) ,

,
,

y
V x y zF axz bz axz D y z y

y
D y z

bz D y z bzy E z
y

∂
= − ⇒ + = − − + ∂ ∂

∂

∂
⇒ = − ⇒ = − +

∂

  

( )E zگيري نسبت به ثابت انتگرالyاما تابعي از ، zآيدبه صورت زير در مي) 5-171(ي بنابراين، پتانسيل در رابطه.  است  
  
  
)173-5(  

( )

( )

( , , ) ,

( , , )

bV x y z axyz x cx D y z

bV x y z axyz x cx bzy E z

= − − − +

→ = − − − − +

2

2

2

2

  

 گيريم  و آن را برابرمي مستق zنسبت به) 5-173(ي يعني از تابع پتانسيل رابطه. كنيماينگ يك بار ديگر گام بالا را تكرار مي
zF−دهيم داده شده قرار مي:  
  
  
  
  
)174-5(  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

, ,

, ,

z

V x y z E z
F axy by axy by

z z
E z

E z C
z

bV x y z axyz x cx bzy C

∂ ∂
= − ⇒ − − + = − +

∂ ∂
∂

⇒ = ⇒ =
∂

⇒⇒ = − − − − +2
2

  

  .است) 5-170(ي كه همان رابطه
  ): ب(
)175-5(  ( )ˆ ˆ ˆx xe e

z z
− −⎛ ⎞∇× = − − − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
F i j k1 1  

 مسير) الف(چون پتانسيل مستقل از مسير است، براي يافتن پتانسيل، مانند حالت . پس اين نيرو پايستار است
( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,x x y x y z→ → →1 1   خواهيم داشت. گزينيمگيري برمي را براي انتگرال1

  
  
  
)176-5(  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,,
, ,

( )

yx z

x y zy z x x y yx x z

x x

x

V x y z F dx F dy F dz

e y n z e y n z C

ze y n z C

= = = == =

− −

−

′ ′ ′= − − −

= − − − − − +

= − − +

∫ ∫ ∫0 1 1
1

1 1 1  

  . تري است حل كرد كه روش كلي2با روش ) الف(توان همانند حالت اين مثال را هم مي.  مقدار ثابت استCكه در آن
  
)).ه در هواستيعني طول آن بخش از ريسمان ك(  بناميد y   ارتفاع دست از سطح زمين را8-ت )F y نيروي مورد نظر است 

نيروي برآيند وار به اين بخش ريسمان عبارت . به قسمت در حال حركت ريسمان توجه كنيد. كندكه دست به ريسمان وارد مي
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)است از )F y gσ− ) يسماني اين بخش رتكانه). جهت مثبت را رو به بالا فرض كرديم( )y yσاز برابري نيروي .  است
  آيدي ريسمان به دست ميبرآيند وارد به بخش در حال حركت ريسمان و آهنگ تغيير تكانه

)177-5(  ( )d yy
F yg yy y

dt
σ

σ σ σ− = = + 2  
 برقرار خواهد  بود؛  چون نيروي ي بالا   اگر بخواهيد كل ريسمان را به عنوان سامانه در نظر بگيريد، هنوز هم رابطه:توجه( 

تكانه هم تغيير . شودكند، وزن اضافي ريسمان كه در روي زمين قرار دارد با نيروي عمودي سطح خنثي ميبرآيند تغيير نمي
yاما.)ي قسمت متحرك ريسمان غير صفر استكند چون فقط تكانهنمي y  و= v=بنابراين،.  اند  

)178-5(  F yg vσ σ= + 2  
yكار دست برابر است با انتگرال اين نيرو از y تا= L=چون ، vپس،.  ثابت است  

)179-5(  ( )
L L gW yg v dy Lvσσ σ σ= + = +∫

2
2 2

2  

)ل نهايي ريسمان  انرژي پتانسي:نكته ) ( )L g Lσ Lي است؛ چون مركزجرم به اندازه2 اين . مين بلند شده است از سطح ز2
)انرژي جنبشي ريسمان. برابر است) 5-179(ي ي اول رابطمقدار با جمله )Lvσ 2  در سمت مي دو است كه نصف جمله2

)انرژي گم شده . است) 5-179(ي ابطهراست ر )Lvσ 2 توان انتقالي به ريسمان از سوي دست  . به گرما تبديل شده است2
  عبارت است از

)180-5(  ( )2 3P F v yg v v ygv vσ σ σ σ= ⋅ = + = +  
  :انرژي مكانيكي سامانه مجموع انرژي پتانسيل و جنبشي است

)181-5(  ( ) ( )E U T y gy y vσ σ= + = + 21
2  

  و آهنگ تغيير آن برابر است با
)181-5(  dE vgyy y gyv v

dt
σσ σ σ
⎛ ⎞

= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
312 22 2  

  
  
 


