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  4فصل 
  حركت در يك و در دو بعد

  حل چند معادله ي ديفرانسيل  4- 1
شود و كار ما حل كنيم كه نيرو به صورت تابعي از زمان ، مكان ويا سرعت داده ميهايي را بررسي مي در اين فصل وضعيت

Fي ديفرانسيلمعادله ma mx= ) و يافتن مكان≡ )x t ي هاي سادههاي حل معادلهبراي اين كار نخست برخي شيوه. است
ها هاي فيزيكي سامانهها استفاده كنيم، فهميدن وضعيتاگر ياد بگيريم كه چگونه از اين شيوه.  ديفرانسيل را خواهيم پروراند

  . شود بسياري آسان مي
v  وx،tتواند افزون برنيرو مي x≡هاي بالاتر به توانxها خيلي نيستند و بنابراين به اين وضعيت.  هم بستگي داشته باشد

Fخواهيم حل كنيم همانا ي ديفرانسيلي را كه ميپس، معادله. آنها نخواهيم پرداخت ma= در اين جا خود را به يك بعد (  است
  بگذاريد آن را به صورت زير بنويسيم.) كنم محدود مي

)1-4(  ( , , )mx F t x v=  
)توان اين معادله را دقيق حل كرد ودر حالت عمومي نمي )x tم ها كه با آنها سروكار خواهياما در بسياري از مسئله.  را يافت

 فقط  F:گيرندهايي كه ما با آنها برخورد خواهيم كرد در يكي از سه گروه خاص قرار ميمسئله. توان آن را حل كردداشت مي
)ي داده شده،از اين سه حالت خاص بايد از شرايط اوليهدر هر يك .  باشدv و ياx ، ياtتابعي از )x x t= و ( )v v t= ، 

شوند كه در زير به آنها هايي نمايان ميهاي اوليه در حد انتگرالاين شرط. استفاده كرد تا بتوان پاسخ نهايي را به دست آورد
  ). گيري داردي ديفرانسيل مرتبه دو، دو ثابت انتگرالهر معادله.  اوليه تصادفي نيستنياز به دو شرط. ( پردازيممي

آنها را براي كامل شدن متن در . آيد بگذريد و بعدا به آن برگرديداي كه در پي ميتوانيد از چند صفحه  اگر بخواهيد، مي:نكته
توان در يك جمله كوتاه ي قصه را ميهمه. له را به ياد بسپاريدهاي متفاوت پاسخ معادتلاش نكنيد كه شكل. گنجانماين جا مي

dv رابه صورتxخواهيممي: كرد dtو يا به صورت dv dxvها را از هم جدا كنيم تا بتوانيم  بنويسيم و سپس متغير
  .پردازمدهم و سپس به چند مثال ميهاي خاص را توضيح مينخست اين حالت! همين)  را ببينيد4-5رابطه ( انتگرال بگيريم 

• Fفقط تابعي از tاست  :( )F F t=  
aچون d x dt= 2 F است ، كافي است دو بار از2 ma= انتگرال بگيريم تا ( )x tبگذاريد اين كار را گام .  را به دست بياوريم

Fنخست. به گام انجام دهيم تا روش عمومي را بياموزيم ma=را به صورت زير بنويسيد   
)2-4(  ( )dvm F t

dt
=  

  .و سپس از دو طرف انتگرال بگيريد)  ضرب كنيدdtدو طرف را در( جدا كنيد ها را از هم و متغير
)3-4(  ( )

( )
v t t

v t

m dv F t dt′ ′ ′=∫ ∫  

جا اين ريزه كاري بهدر عمل . گيري اشتباه نشودهاي انتگرالگيري را با پرايم نشان داديم تا با حدما علامت متغير انتگرال
) برحسب زمان،v)4-3(ي از رابطه. شودوش ميفرام معمولا )v tپس از يافتن.  آيد ، به دست مي( )v tتوان آن را به  مي
) صورت )dx dt v t≡ل گرفت تا ها را از هم جدا كرد و دوباره انتگرا  نوشت و باز هم متغير( )x tرا به دست بيايد  :  

)4-4(  ( ) ( )
x t t

x t
dx v x dt′ ′ ′=∫ ∫  
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  .شوداين چنين هم است، اما سودمندي آن در وضعيت زير روشن مي. گيري شايد پيچيده به نظر آيداين فرايندِ دو بار انتگرال
• Fفقط تابعي از xاست  :( )F F x=  

  در اين حالت از 
)5-4(  dv dx dv dva v

dt dt dx dx
= = =  

Fاستفاده كنيد تا ma=را به صورت زير بنويسيد   
)6-4(  ( )dvmv F x

dx
=  

  آيدبه دست مي. ريداز دو طرف انتگرال بگي. شوندها از هم جدا مياينك متغير
)7-4(  ( ) ( )

v t x

v x
m v dv F x dx′ ′ ′ ′=∫ ∫  

)ي بالادر سمت چپ رابطه )v x2اگر از آن جذر بگيريم سرعت. شود  ظاهر مي( )v xبرحسب x پس از . آيد مي به دست
)يافتن )v x ، استفاده ازبا( )v x dx dt≡ خواهيم داشتشود و ها ممكن مي جداسازي متغير  

)8-4(  
( )

( )x t t

x t

dx dt
v x

′
′=

′∫ ∫  

ناخوشايندي .  به دست آوردt را برحسبxآن را وارون كرد و) در بنياد(توان مي. آيد به دست ميx برحسبtاز اين رابطه
ي اين كار برآييم ،  انتگرال گرفت و حتي اگر توانستيم از عهده)4-8( ي در اين است كه شايد نتوان هميشه از سمت چپ رابطه

)شايد نتوانيم )t xرا وارون كنيم و ( )x tرا به دست آوريم .  
• Fفقط تابعي از vاست  :( )F F v=  

F ma=را به صورت زير بنويسيد   
)9-4(  ( )dvm F v

dt
=  

  ها را جدا كنيد و از دو طرف انتگرال بگيريد تا به دست آوريدمتغير
)10-4(  

0 0

( )

( )

v t t

v t

dvm dt
F v

′
′=

′∫ ∫  

)توان آن را وارون ومي) در بنياد(دهد و  به دست ميv را برحسب تابعي ازtاين رابطه، )v tرا برحسب tبا .  به دست آورد
)ازانتگرال گرفتن  )dx dt v t=آنگاه ( )x tآيدي زير به دست مي از رابطه  

)11-4(  
0 0

( )

( )
x t t

x t

dx v t dt′ ′ ′=∫ ∫  

) در حالت:توجه   )F F v=اگر بخواهيد vرا برحسب تابعي از xبايد ساب كنيد، حaرا به صورت ( )dv dx بنويسيد و از   
)12-4 ( ( )

( )

v x x

v x

v dvm dx
F v
′ ′

′=
′∫ ∫  

)توانيدمي) 4-8(ي سپس، اگر خواستيد، با استفاده از رابطه. انتگرال بگيريد )x tرا حساب كنيد .  
-هاي انتگرالها را بدون حد حساب كنيم و ثابتتوانستيم انتگرالمي. گيري اعمال كرديموليه را در حدهاي انتگرالهاي اما شرط

  .گيري را با شرايط اوليه به دست آوريم
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 دارد كه كنند؛ بستگي به اينگونه كه در بالا گفتم، نيازي نيست كه سه فرايند بالا را به ياد بسپاريد؛ چون اين ها تغيير ميهمان
توان به صورت  را ميxآنچه را كه بايد به ياد داشت اين است كه. است و چه چيزي را بايد حساب كردچه چيزي داده شده

dv dtو يا v dv dxر شدن دو متغير از سه متغيرآن يكي كه به ظاه(يكي از اين دو كارگر خواهد بود .  نوشتt، xو v در 
  .ها را از هم جدا كنيد و هر چند بار كه خواستيد انتگرال بگيريداز اين جا به بعد كافي است متغير). انجامدي ديفرانسيل ميمعادله

  
F تحت تاثير نيروي ثابتmاي به جرمذره): ي گرانشنيرو ( 4-1مثال  mg=  از حالت سكون رها hذره در ارتفاع.  است−
)پس بايد بتوان. گنجددر اين مثال، نيرو ثابت است و در هر سه گروه بالا مي. شودمي )y tرا به دو روش زير حساب كرد   

) ):الف( )y tرا با نوشتن aبه صورت dv dtبيابيد  .  
)  ) :ب( )y tرا با نوشتن aبه صورت v dv dxبيابيد .  

F  از)الف: (حل ma=داريم dv dt g=   ضرب وسپس انتگرال بگيريم خواهيم داشتdtاگر دو طرف را در . −
v gt A= − ي آن از اين مثال را با افزودن ثابت انتگرال گيري و سپس محاسبه(  است گيري ثابت انتگرالAدر اين جا. +

ي از شرط اوليه). گيري خواهيم گنجاندهاي انتگرالدر مثال بعدي ، شرايط اوليه را در حد. دهيمشرايط اوليه انجام مي
( )v A مقدار= dyنابراين، داريمب. آيد به دست مي= dt g t=  ضرب كنيد و انتگرال dtدو طرف اين رابطه را در . −
yخواهيم داشت . بگيريد B g t= − 2 )از شرط اوليه . 2 )y h=مقدار B h=پس . آيد به دست مي  

)13-4(  y h gt= − 21
2  

F اين بار از):ب( ma=داريم v dv dy g= vگيري بهجداسازي متغير ها و انتگرال . − gy C= − +2 از . انجامد  مي2
)يشرط اوليه )v h v  داريم= gy gh= − +2 )پس . 2 )v dy dt g h y≡ = − ريشه منفي پذيرفتني است زيرا ذره   .2−
  : آيدها به دست ميبا جداسازي متغير. كندسقوط مي

)14-4(  dy g dt
h y

= −
−∫ ∫2  

)يكه با استفاده از شرط اوليه )y h=خواهيم داشت h y gt− =2 y عبارت است از yابراين، بن 2 h gt= − 2  كه 2
  .است) الف(همان پاسخ  بخش 

  
يعني نيروي مقاومت هوا ( اگر نيروي پسار هوا . شود و از حالت سكون رها ميh  توپي از ارتفاع):فروافتادن توپ  (4-2مثال 

dFبه صورت ) شودبازدارنده است و در خلاف جهت حركت توپ به آن وارد ميكه نيروي  m vα=  باشد، سرعت و ارتفاع −
  .توپ را به صورت تابعي از زمان بيابيد

  نيروي وارد به توپ عبارت است از .  را رو به بالا فرض كنيدy جهت مثبت:حل
)15-4(  F mg m vα= − −  

 اگر نيرو را به صورت. بنابراين، نيروي پسار رو به بالاست.  منفي استvافتد در اينجاتوجه كنيد كه چون توپ  فرو مي
F m dv dt=بنويسيم و متغيرها را جدا كنيم خواهيم داشت   

)16-4(  ( )v t tdv dt
g vα

′
′= −

′+∫ ∫  

1)گيري عبارت است ازي انتگرالنتيجه )n v g tα α+ =   آن را به شكل نمايي بنويسيد، داريم  . −
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)17-4(  ( ) (1 )tgv t e α

α
−= − −  

)با توجه به اين كه )dy dt v t≡خواهيم داشت. توان جدا كرد و انتگرال گرفت است،  دوباره متغيرها را مي  
)18-4(  ( )

(1 )
y t t

t

h

gdy e dtα

α
′−′ ′= − −∫ ∫  

  :آيدگيري به دست ميپس از انتگرال
)19-4(  1( ) ( (1 ))tgy t h t e α

α α
−= − − −  

  : دو نكته
tαاگر: تردقيق(  خبلي كوچك باشد tاگر. هاي حدي را بررسي كنيم    بگذاريد برخي حالت.1 توان از بسط مي)  باشد1

....xe x x− ≈ − + 21   . استفاده و سرعت و مسافت را با تقريب حساب كرد2
)نشان داد كه)  4-17(ي توان از رابطهي اول، مي در تقريب مرتبه )v t gt≈ اين نتيجه پذيرفتني است، چون نيروي پسار در  . −

 هم خواهيم داشت) 4-19(ي از رابطه. كندست و بنابراين، توپ اساسا سقوط آزاد ميپوشي اآغاز حركت ناچيز و قابل چشم
( )y t h gt≈ − 2  در اين حد.  هاي بزرگ را بررسي كردtتوان حدچنين ميهم.  و اين مقداري است كه انتظارش را داريم2

te α−خواهيم داشت)  4-17(ي گرايد و از رابطه به صفر مي( )v t g α≈ ي آن قابل  است و اندازه"سرعت حد"اين   (−
mg؛ چون سرعتي است كه به ازاي آن ، نيروي كل، استپذيرش m vα−  داريم) 4-19(ي از رابطه.) شود، صفرمي−

( ) ( )y t h g t gα α≈ − + g بزرگ،tبراي:  جالبي توجه كنيديبه نكته . 2 α  مسافتي است كه توپ در مقايسه با توپ 2
  .ماندكند، عقب ميديگري كه حركتش را با سرعت حد آغاز مي

با وجود . شود در آن نمايان نميm وابسته نيست ، چونmبه جرم) 4-17(ي   شايد گمان كنيد كه سرعت توپ در رابطه. 2
Aاين بستگي به صورت. ، هم بستگي داردA به سطح مقطع توپ،m افزون برαدر واقع،.  نهفته استα درmاين، mα ∝ 
 آنها αشان و در نتيجهاندازه كه يكي فلزي و ديگري پلاستيكي است يكي است، اما جرم، دو توپ همAسطح مقطع،. است

  .م فرق داردمتفاوت است و آهنگ افتادنشان ه
، براي اجسام سنگين كوچك است و بنابراين اثرهاي پسار در زمان هاي كوتاه محسوس αهاي رقيق، مانند هوا،در محيط

)داشت   را در نظر بگيريم خواهيمvي بعدي بسطاگر جمله( نيست  )( )v t gt gtα≈ − + 21 اجسام سنگين به تقريب با  )  2
شايد به . كنندهاي متفاوت سقوط مياما، اگر هوا خيلي غليظ باشد، اجسام سنگين مختلف با آهنگ. افتندآهنگ يكسان فرو مي

  .ي خود دست يافتخاطر اين رفتارها بود كه گاليله اندكي ديرتر به نتيجه
  
   حركت پرتابي4- 2

ها همواره از اثر مقاومت هوا در اين كتاب. شودبخشي به حركت پرتابي اختصاص داده ميهاي فيزيك پايه بسياري از كتابدر 
هاي ديگر، پسار هوا در مسئله. ها اين رويكردي به جاستدر بسياري از مسئله. شودپوشي ميچشم) پس كشي هوا يا پسار(

 ي و جدا از اين كه نيروي پسار تا چه اندازه در مسئلهبه طور كل. يابد و بايد بدانيم كه چگونه آن را به حساب آوريماهميت مي
در : هاي متفاوت دارداثر نيروي پسار جنبه. ي اهميت آن را تخمين بزنيماهميت دارد، بايد روشي را بيابيم تا بتوانيم درجه

 اين را هر كسي كه .جسم متناسب است هايي از سرعتها، يك نيروي بازدارنده است كه با سرعت يا توانبسياري از حالت
نيروي پسار هوا روي بال هواپيما : وضعيت هايي وجود دارد كه اين چنين نيست. استدوچرخه سوار شده باشد تجربه كرده
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بيشتر . انجامدي بزرگي دارد كه جهتش غير از جهت حركت هواپيما ست و به برخاستن و  به پرواز درآمدن آن ميمولفه
گوييم خود را فقط به هوا مقيد كنند و بنابراين، هنگامي كه از نيروي پسار سخن ميها حركت ميهها در هوا و در شارپرتابه

  . نخواهيم كرد
پردازيم ها بررسي كنم به حركت پرتابي در خلاء ميهاي نيروي پسار بپردازم و اثر آن را بر روي پرتابهپيش از آنكه به ويژگي

  .ترين حركت در دو بعد استكه ساده
 به ترتيب مختصات افقي و عمودي y وxفرض كنيد). و نه لزوما عمودي( شود پي را تصور كنيد كه به هوا پرتاب ميتو

xF ها نيرو صفر است،xدر راستاي محور. اندمكان توپ yF به پرتابه نيروي گرانشyدر راستاي محور و 0= mg= −  
m=Fي حركت توپ،تر بگوييم ، معادلهاگر عمومي. شودوارد مي aعبارت است از  ،   

)20-4(  gr mm =  
, برداري است با اندازه ثابتg. كند بي است كه گرانش زمين به جسم تحميل مي شتاgكه در آن m sg = 29  قائم g جهت.81

به آن  در جاي ديگري ؛يم  چشم پوشيد دارد،g بر روي  چرخش زميني كهدر اينجا ما از اثر كوچك( رو به پايين است و
 و رو به بالا انتخاب كنيم ي ها را محور عمود yاگر محور). يمپوشي كرد چشم نسبت به ارتفاعgاز تغييرات. خواهيم پرداخت

=gˆآنگاه  −g jآيد صورت زير درميه ب) 4-20 (ي و رابطه.  
)21-4(  , ,x y g z= = − =0 0  

xي  را چنان انتخاب بكنيم كه پرتابه حركت خود را در صفحهy و xاگر محورهاي  y− آغاز كند، همواره و براي هميشه 
xي حركت در صفحه y− يزي  به معادلهنيا) 4-21(ي در رابطه  و حركت دوبعدي استپس،. ماندباقي ميz .  نداريم0=

x y و 0= g=   .  براي توصيف حركت پرتابه بسنده اند−
 yي مربوط به خبري نيست و در معادلهy ازxي مربوط بهتوجه كنيد كه اين دو معادله مستقل از يكديگرند؛ يعني در معادله

لال را آزمايش كلاسيك زير اين استق. اند كاملا از يكديگر مستقلy وxبنابراين ، حركت در راستاهاي.  وجود نداردxهم
ي ديگري را از همان ارتفاع زمان، گلولههم). يا تصور كنيد كه افقي شليك شده است( اي را افقي شليك كنيد گلوله: دهدنشان مي

پاسخ اين است كه .) پوشي كنيداز پسار هوا و خميدگي زمين چشم( كند؟ كدام گلوله زودتر با زمين برخورد مي. تفنگ رها كنيد
 براي هر دو گلوله يكسان و مستقل از اين است yرسند، زيرا اثر گرانش در راستاي حركتزمان به زمين ميهر دو گلوله هم

  .دهد چه روي ميxكه در امتداد محور
)اگر مكان و سرعت اوليه , )X Y و ( , )x yV Vانتگرال )4-21(هاي هاي حركت، رابطهتوانيم از معادله باشند، به آساني مي  ،  

  خواهيم داشت. بگيريم
)22-4(  ( ) , ( )x yx t V y t V gt= = −  

  انتگرال بگيريم ، خواهيم داشت) 4-22(اگر يك بار ديگر از رابطه هاي 
)23-4(  ( ) , ( )x yx t X V t y t Y V t gt= + = + − 21

2  

هاي پرتابي نياز ي آن چيزي است كه براي حل مسئلهها همهبراي مكان) 4-23(ي معادله ها وسرعتبراي ) 4-22(ي معادله
  .داريم
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 در جهتي كه با افق vي   از مبدأ مختصات با سرعت اوليهmاي به جرم  فرض كنيد ذره:ه مسئله با جزئيات بيشتري بنگريمب
ya و برابر با yچون تنها شتاب موجود در مسئله در راستاي محور. سازد پرتاب شده است  ميαي  ويهزا g=  است، −

xa: ندارد شتاب  ها ذرهxبنابراين در راستاي محور  است از  ها عبارتyي حركت در راستاي محور معادله  پس، .=
my mg= mx داريم هاxو در راستاي محور −  يك: پنداشتزمان هم ديبع توان دو حركت يك  مسئله را مي، درواقع. =

 ،و در نتيجهگيرد   ها كه بدون شتاب انجام ميxمحور  حركت در راستاي ديگري،ها و yوردار در راستاي محتابحركت ش
  ز  ند ااحور عبارتم ن دو در راستاي ايvي  ردار سرعت اوليهب هاي مؤلفه.  يكنواخت استيحركت

sinثابت   )24-4( , cosy y x xV v v V v vα α≡ = ≡ = =  
  خواهيم داشت) 4-23(و ) 4-22(هاي كه با جاگذاري در رابطه

)25-4(  

)26-4(  

)ثابت  ) sin , ( ) cosy xv t y gt v v t x vα α= = − + = = =  

( ) sin , ( ) cosy t gt v t Y x t v t Xα α= − + + = +21
2  

  با زمان تغيير xvينيم كهب مي) 4-25(ي  هارابطهاز . ارزندهم) 4-23(و ) 4-22(هاي رابطه با) 4-26(و ) 4-25(هاي معادله 
   را بين tاگر زمان.  ندارد  مؤلفهشتاب ، هاxر است؛ چون در راستاي محور سرعت اوليه برابxي كند و همواره با مؤلفه نمي

  .آيد ي مسير حركت بدست مي حذف كنيم، معادله) 5-26(ي  دو رابطه
  

( ) [ ( ) ] tan [ ( ) ]
cos
gy t Y x t X x t X

v
α

α
⎛ ⎞

− = − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 22  

)27-4(  
αي  كه براي زاويه π< <0   . درست است2

  يمعادله شكل عمومي(  يك سهمي است ي معادله) 4-27(ي رابطه
y سهمي به صورت ax bx= − )ي از نقطه كه .) است2 , )X Y  

  

)ياين مسير براي گزينه) 4-1 ( در شكل. استاي يك سهمي دهد كه مسير هر پرتابه  نشان ميگذرد ومي , ) ( , )X Y = 0  نشان 0
ي  از رابطه . شناخته شده استكاملاً ،v،ي پرتاب  و سرعت اوليهαي پرتاب  با دانستن زاويه مسير پرتابه .داده شده است

x: آيد ي سرعت در هر زمان بدست مي اندازه) 25-4( yv v v= +2 ي روي مسير جهت بردار سرعت عبارت در هر نقطه و 2
tanاست از y xv vβ ) ي پرتابه را دراگر مكان اوليه .= , ) ( , )X Y  پرتابه دوباره ، در پايان پروازنگاه فرض كنيم آ=

yبه yرسد و با قرار دادن مي=    خواهيم داشت.توان حساب كرد  را مي ،t1،زمان پرواز) 4-26( ي  رابطه در=
)28-4(  sin sinvy gt v t t

g
α α= = − + ⇒ =2

1 1 1
21

2  

 از .توان حساب كرد  سرعت عمودي صفر است مي، ي اوج را باتوجه به اينكه در نقطه، h، شينه ارتفاع پرتابه، يا بيي اوج نقطه
sinyv :داريم) 45-25 (يرابطه y gt v α= = = −   :ي اوج است  زمان لازم براي رسيدن پرتابه به نقطهt كه در آن+

)29-4(  sint v gα=  
  :خواهيم داشت قرار دهيم  ،)4-26(ي رابطه،  yي ارتفاع،  در معادلهاگر اين زمان را

vyv  
α

xv  

xv  

v  

yv  

α  

v  yv  

xv  
α  xv  yv =  

X

4-1شكل   

Y  
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)30-4(  ( ) ( ) sin sin sinsin v v vy t v g

g g g
α α αα

⎛ ⎞
≡ − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 21
2 2  

ي توان از رابطه رد افقي پرتابه را نيز ميبcosx v t α=يعني زمان لازم براي بازگشت پرتابه به (  پرواز زمان.  حساب كرد
yدر اين جا(ارتفاعي كه از آن ارتفاع پرتاب شده است  cosx را درt1اگر. t1 عبارت است از) 0= v t α=  ،قرار دهيم 

  :آوريمرا به دست مي) Rبرد( ده شده مسافت افقي پيمو
)31-4(  

cos ( ) sin cos sinv vx v t x t R
g g

α α α α= = ≡ = =
2 2

1
2 2  

sin به ازاي Rيبيشينه α =2 α يا 1 π= maxRآيد و برابر است با به دست مي4 v g= 2.  
  . اين نكته روشن شده است4-3در مثال . هاي برد و اوج فقط براي مسير سهمي متقارن تعريف شده استتوجه كنيد كه واژه

 
ي دوم   و گلولهαي زاويهي نخست با  گلوله.  استvي هر دو گلوله سرعت اوليه. شود دو گلوله شكليك مي از تفنگي: 4 -3مثال

هم برخورد اكه دو گلوله در هوا بي زماني بين دو شليك چقدر بايد باشد تا اين فاصله. دنشو شليك مي βتر ي كوچك با زاويه
  كنند؟
فرض كنيد مختصات آن   بناميد وPي برخورد را  نقطه :حل

( , )x z1 x از رابطه. است1 v t cosα= زمان پرواز  توان مي
   : داريم. را حساب كردP تاOي  نقطه ها از  از گلولهيكهر
)32-4(  ,

x x
t t

v cos v cosα βα β
= =1 1  

  :ست از ا بين دو شليك عبارتtΔي زماني بازه
)33-4(  cos cos

cos cos
x

t t t
vα β

β α
α β
−

Δ = − = 1  

xبراي حذف   ، استفاده)4-27(يي مسير، رابطه بايد از معادله1

  

yچون. كنيم    داريم ، پس  استييك  هر دو گلوله1
)34-4(  ( )(tan tan )tan tan

cos cos
g x g x v cos cosx x x

v v g cos cos
α β α βα β

α β β α
−

− = − ⇒ =
−

2 2 2 2 2
1 1

1 1 12 2 2 2 2 2
2

2 2  

  :واهيم داشتقرار دهيم خ) 4-32(ي  كه اگر در رابطه
)35-4(  (cos cos )(tan tan ) sin( )

cos cos cos cos
v vt
g g

α β α β α β
β α β α

− −
Δ = =

+ −
2 2  

  
   استαي پرتاب آن و زاويهvي گلولهسرعت اوليه. شود شليك ميhاي به ارتفاعاي از بالاي صخره    گلوله4-4مثال 

 كند؟اي از پاي صخره با زمين برخورد ميفاصلهگلوله در چه ) . 4-3شكل  ( 

 است  برابرRيفاصله دانيم كه زمان پرواز كل گلوله باشد، ميtاگر. ي شليك گلوله انتخاب كنيد  مبداء مختصات را نقطه:حل

0.5 1 1.5 2
X

0.2

0.4

0.6

Z

Β

Α P�x1,z1�

)4-2شكل(  
O  
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cosRبا  v t α= . اما  داريمt t t= +1  زمان لازم t1 كه در آن2
t وAي به نقطهOي ه نقطبراي رسيدن گلوله از  زماني است كه 2

،  از Aي اوج،ارتفاع نقطه.  مي رسدCي به نقطهAيگلوله از نقطه
  مي توانيم بنويسيم.  بناميد2sسطح زمين را

)36-4(  sinvs g t s h h
g

α
= = + = +

2 2
2

2 2 1
1 1
2 2  

  : داريمو از اينجا
)37-4(  sint v gh

g
α= +2 2

2
1 2  

  

  

sintكه  پس، باتوجه به اين v gα=1، خواهيم داشت :  
)38-4(  ( )cos sin sinvR v v gh

g
α α α⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

1 22 2 2  

  
تاب چقدر بايد باشد تا در هنگام برخورد ي پرزاويه. شود  از سطح زمين پرتاب ميVي  توپي با سرعت اوليه):الف( 4-5مثال 

  . وده باشد؟ زمين را تخت فرض كنيدي افقي را پيم، توپ بيشترين فاصلهبا زمين
  ي پرتاب بهينه چيست؟باشد، زاويه)  منفي باشدβ، اگريا شيب رو به پايين ( βي  اگر شيب زمين رو به بالا و برابر زاويه:)ب(

cosxVسرعت افقي پرتابه همواره .  بناميدθي پرتاب را   زاويه)الف ( :حل V θ=ي عمودي برابر است با سرعت اوليه.   است
sinyV V θ= . آن را. كنداولين چيزي را كه بايد بيابيم زماني است كه پرتابه در هوا سپري  ميtرعت دانيم كه سمي.   بناميد

tعمودي در زمان )يعني( رسد  به صفر مي2 )y t . ، حركت پرتابه افقي استي اوجكند؛ چون در نقطهچون مي) 2=
)داريم) 4-22(ي بنابراين، از رابطه )yV g t= yt و در نتيجه 2 V g= ي توانستيم زمان پرواز را از رابطه مي:توجه  .( 2

yV رسد،گويد وقتي توپ به زمين ميهم به دست آوريم كه مي) 23-4( t gt= 2 ناگزيريم از اين روش ) ب(در بخش .   است2
xdد و داريمدهبه ما مي) 4-22(ي مسافت افقي پيموده شده را رابطه) . استفاده كنيم؛ چون مسير توپ متقارن  نيست V t= . 

yt، مقدارشtجاي اگر به V g=    ، را قرار دهيم ،خواهيم داشت 2
)39-4(  ( sin cos ) sinx yV V V Vd

g g g
θ θ θ

= = =
2 22 2 2  

sinيشينهبي θ2در θ π= maxdن، بيشينه مسافت بنابراي.  است4 V g=  .است 2

θتوان نشان داد كه بيشينه ارتفاع به ازاي مي:نكته π= V برابر4 g2 اين مقدار نصف ارتفاع بيشينه حالتي است كه .  است4
ني را كه بخواهيد در اين مسئله حساب كنيد، بنا به تحليل ابعادي، توجه كنيد كه هر مسافت ممك. توپ عمودي به هوا پرتاب شود

Vبايد با g2متناسب باشد و تنها بايد ضريب عددي را بيابيد .  
 باشد، آنگاه βاگر شيب زمين. كند، بيابيم را كه توپ در هوا سپري ميtنخست بايد زمان) الف( در اينجا هم مانند بخش ) :ب(

tan))شيب( ي خط زمين معادله )y xβ=مسير توپ برحسب.   استtشودهاي زير داده مي با رابطه  

x 

h 

R 

O  

y 
A 

α  

C

L  

 4-3شكل 

s2  
s1  
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)40-4(  ( cos ) , ( sin )x V t y V t gtθ θ= = − 21
2  

ما به دنبال يافتن زماني هستيم كه . شوداندازه گيري مي) و نه نسبت به زمين( ي پرتاب است و نسبت به افق ه زاويθكه در آن
tan)به ازاي آن )y xβ=4-40(ي با استفاده از رابطه. كنند باشد، چون در اين زمان مسير توپ و خط زمين با هم تلاقي مي (
  شود كه ديده مي

)41-4(  (tan ) ( sin ) , ( tan )( cos ) ( sin )x V t gt Vt V t gtβ θ β θ θ= − = −2 21 1
2 2  

  .  را به دست آوردtتوانها مياز اين رابطه
)42-4(  (sin tan cos )Vt

g
θ β θ= −

2  

tالبته(   آيدي افقي به دست مي،  فاصله)4-40(ي ، رابطهxي مربوط به در معادلهtبا جاگذاري اين مقدار. ) هم پاسخ است0=
)43-4(  

(sin cos tan cos )Vx
g

θ θ β θ= −
2

22  

براي اين كار . به دست بيايد) دارزمين شيب(  بيشينه كنيم تا بيشينه مسافت در روي خط زمين xحالا بايد اين رابطه را براي
 مثلثاتي با استفاده از اتحادهاي. دهيمگيريم و آن را مساوي صفر قرار مي مشتق ميθنسبت به) 4-43(ي از رابطه

sin sin cosθ θ θ=2 cos و 2 cos sinθ θ θ= −2 tan خواهيم داشت 22 cotβ θ= −   كه اگر آن را به صورت2
tan tan( )β π θ= − −2 ):  آيد بازنويسي كنيم، به دست مي2 )β π θ= − −2    ودر نتيجه2

)44-4(  ( )πθ β= +
1
2 2  

  : چند نكته  
β به ازاي.1 π≈ θ داريم2 π≈ βبراي. 2 θ، داريم0= π= βبه ازاي . 4 π= − θ داريم2   .اند كه همگي پذيرفتني0≈
نمايش اين . اند هاي اوليه و نهايي برهم عمود براي مسافت بيشينه اين است كه سرعتي حركت پرتابي  واقعيت جالب در باره.2

  .كنيمميگذارها وارا به مسئله
ي توان نشان داد كه مسافت بيشينهو با اندكي محاسبه مي)  4-43(ي در رابطه) 4-44(ي  از رابطهθ مقداربا جاگذاري. 3

  دار عبارت است از ، زمين شيب)شيب(  شده در امتداد پيموده
)45-4(  

cos sin
x V gd
β β

= =
+

2

1  

)يا sin )V g d d β=  Lي در فاصلهhبراي اين كه پرتابه بتواند از ديواري به بلندي: ن نتيجه از اين قرار است تفسير اي. 2+
) سرعت آني پرتاب بگذرد بايد كمينهاز نقطه )V g L h h= + +2 2 hهاي  باشد كه با حد2 L  و→   .خواني دارد هم→

  
 حركت در حضور نيروي پسار 4- 3

  كند و از اين رو، ها جهت نيروي پسار در خلاف جهت سرعت جسمي است كه حركت مي گفتم كه  بيشتر وقت4-2در آغاز بخش
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ي غير از راستاي سرعت ي بزرگي در راستايهايي هم وجود دارد كه نيروي پسار مولفهحالت. كندحركت جسم را دشوار مي
در حضور نيروي پسار ) پرتابه را(  حركت جسم را خواهيمدر اين بخش مي. دارد؛ مانند نيروي پسار وارد به بال هواپيما

يعني فرض .  خواهيم گرفت كه اين نيرو در راستاي سرعت و در خلاف جهت آن استاما فقط حالتي را در نظر. ي كنيمبررس
 .بيان شده است) 4-46(ي نشان و با رابطه)  4-4(اين وضعيت در شكل . اي نداردي ديگرمولفههاكنيم كه در جهتمي

)46-4(  ˆ( )f v= −f v  
ˆ، در اين رابطه =v v vبردار يكه در راستاي vواست ( )f vي نيروي اندازهfتغييرات تابع . است( )f vتواند  با سرعت مي
  با وجود اين، براي  .شودسرعت صوت نزديك مي اين پيچيدگي به ويژه هنگامي است كه سرعت پرتابه به. پيچيده باشد

  توانيم بنويسيم هاي كم با تقريب خوبي ميسرعت
)47-4(  lin quad( )f v bv cv f f= + = +2  

از نظر . اندي اول و دوم سرعتهاي متناسب با مرتبه به ترتيب جملهquadf وlinfكه در آن
: توان بسط تيلور داد را ميfهر تابع خوش رفتار. بديهي است) 4-47(ي رياضي رابطه

f a bv cv= + + ي نخست بايد ي كافي كوچك باشد،  سه جمله به اندازهvاگر . 2+
)خوبي از تابعتقريب  )f vچون به ازاي.  به دست بدهدv f داريم0= ي ، پس جمله0=
  ي نتيجهlinfي خطيجمله. اند متفاوتquadf وlinfمنشاء فيزيكي.  بايد صفر باشدaثابت

  

شود  ، از اينجا ناشي ميquadfي دوم ،ي مرتبهجمله. روي و بزرگي جسم متناسب استروي محيط است و عموما با گرانگران
ي مانند توپ يا قطره( اي كروي براي پرتابه. دهدكند و به آنها  شتاب ميكه پرتابه به طور پيوسته با ذرات محيط برخورد مي

  زيرندبه صورت ) 4-47(ي  در رابطهc وbضرايب) باران
)48-4(  ,b D c Dβ γ= = 2  

Dهاي قطر كره است و ضريبβو γي كروي در هوا و در شرايط متعارف به براي پرتابه.  به سرشت محيط بستگي دارند
  تقريب داريم 

)49-4(    , N s mβ −= × ⋅4 21 6 ,       و   10 N s mγ = ⋅ 2 40 25   
به ياد داشته باشيد كه اين مقدارها تنها براي جسم كروي كه در . ها واگذار شده استها به مسئلهي اين ثابتي محاسبهشيوه

ي پسار، حتي براي اجسام يروبا وجود اين، آنها تصويري تقريبي از اهميت ن. اندكنند درستشرايط متعارف در هوا حركت مي
  . كنند حركت ميمختلف با دما وفشار معمولي )ها يا گازهامايع(هاي دهند كه در شارهكروي، ارايه ميغير

ي قانون اين كار حل معادله. گيريمي ديگر ناديده ميرا در مقايسه با جمله) 4-47(ي ي رابطهبيشتر وقت ها يكي از اين دو جمله
توان چشم اما بايد تصميم بگيريم كه كدام جمله نسبت به ديگري پراهمت است و از كدام يك مي. كندرا ساده ميدوم نيوتون 

اي در را براي كره) 4-49(ي هاي داده شده در رابطهاگر مقدار: براي اين كار بايد اين دو جمله را با هم مقايسه بكنيم. پوشيد
ي ديگر ي زير مقدار بگذاريم تا بدانيم از كدام جمله در برابر جمله در رابطهv وDيهوا به كار ببريم كافي است تنها به جا

  .  پوشي كردچشم توانمي

ˆ( )f v= −f v  

v  

m=w g  4-4شكل  
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)50-4(  
( , s m )quad

lin

f cv D v D v
f bv

γ
β

= = = ×
2

3 21 6 10  

  .دهدمثال زير اين را نشان مي
  

 كه با cm7=Dهاي خطي و مرتبه دو نيروي پسار را براي توپي به قطريت نسبي جمله  اهم): مايعپ و قطره تو ( 4-6مثال 
mسرعت كم s5=vي باران همين كار را براي قطره. كند، ارزيابي كنيد حركت مي)mm1=D وm s60ر=v (  براينيز و 

m  و D=1رmμ5(شود روغن كه در آزمايش ميليكان استفاده مي ي ريزقطره sv −= × 55   .انجام دهيد ) 10
براي ) يادمان باشد كه قطر را به متر تبديل كنيم( جاگذاري كنيم ) 4-50(را در ) 4-49(ي اگر مقدارهاي داده شده در رابطه:  حل

600quadتوپ خواهيم داشت  linf f پوشي كرد و كافي ي اول چشمي مرتبههتوان از جمل ميبراي توپ پس، روشن است كه . ≈
quadبود،  نسبتاگر سرعت توپ زياد مي.  نطر گرفتي دو نيروي پسار را دري مرتبهاست فقط جمله linf f حتي بزرگتر هم  

mهاي كم اين نسبت خيلي بزرگ نيست، اگرچه، حتي برايدر سرعت. شدمي s1=vدر حقيقت، اگر.  است100ي آن   اندازهv 
شود و هر دو جمله بسيار كوچك و قابل ي دو قابل مقايسه ميي مرتبهي خطي با جملهچك باشد جمله.ي كافي كوبه اندازه

 چشم پوشيد و نيروي پسار را به linfتوان ازشه به تقريب ميبنابراين، براي توپ و هر جسم همانند، همي. شوندپوشي ميچشم
  صورت زير پنداشت

)51-4(  ˆcv= −f v2  
1quadي باران داريم براي قطره linf f توان مياند و از هيچ كدام ني بزرگيي باران دو جمله از يك مرتبهپس، براي  قطره.  ≈

بود و يا بسيار تندتر حركت تر مياگر قطره خيلي بزرگ.   است دشوارتر همي حركتچشم پوشي كرد و از اين رو حل معادله
كرد، آنگاه از تر حركت ميبود و يا بسيار آهستهتر مياگر قطره خيلي كوچك. شدي خطي قابل چشم پوشي ميكرد، جملهمي

 quadf وlinfياما در حالت كلي براي قطره باران و اجسام همانند بايد هر دو جمله.  چشم بپوشيم توانستيمي مرتبه دو ميجمله
quadدر مورد  قطره روغن آزمايش ميليكان داريم. را در نظر گرفت linf f −≈    يتوان از جملهدر اين حالت به كلي مي . 710

bvˆمرتبه دو چشم پوشيد و نيروي پسار را به صورت b= − = −f v vدر نظر گرفت .  
  

 ي مرتبه دو چشمتوان از جمله، براي برخي اجسام نيروي پسار خطي برجسته است و مينخست:  پيام اين مثال روشن است
كنند، روي زياد حركت ميرشت هم كه در مايع با گراناما براي اجسام اندكي د. پوشي كرد، به ويژه براي قطره مايع در هوا

، مانند توپ از سوي ديگر براي بيشتر اجسام. دي دو چشم پوشيتوان از نيروي پسار مرتبهمانند حركت بلبرينگي در شيره ، مي
در اين . آن استي دو ي مرتبهي جملهچيرهپسار كند، نيروي ي توپ و حتي براي انساني كه سقوط آزاد ميتنيس، گلوله

ي حركت نيوتون اين وضعيت اندكي ناخوشايند است ؛ چون حل معادله. توان نيروي پسار خطي را ناديده گرفتها ميوضعيت
  .تر از حل آن براي نيروي پسار مرتبه دو استبراي نيروي پسار خطي آسان

تر حركت در هاي پيشرفتهم؛ پارامتر مهمي كه در بحث نام ببرعدد راينولدگفتارمانند، به جاست كه از در پايان اين بخش پيش
  روي محيطي كه پرتابه در آن حركت توان به گرانهمان طور كه گفتيم، نيروي پسار خطي را مي. كندها نمود پيدا ميشاره
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 توان نسبتبنابراين، مي . نيروي پسار مرتبه دو به لختي و در نتيجه به چگالي شاره مربوط است. كند مربوط كرد مي
quad linf fرا به پارامترهاي بنيادي  η ) و چگالي شاره،) رويگرانρي بزرگي نسبتبه تقريب، مرتبه. ، مربوط كرد 
quad linf fعد با عدد بدون بR Dv ρ η≡ پس هر گاه عدد راينولد بزرگ باشد . قابل مقايسه است كه عدد راينولد نام دارد

  .  برجسته استlinfچك باشد نيروي خطي. كوR  چيره است و اگرquadfنيروي پسار مرتبه دو
  
     نيروي پسار خطي4- 4

=b:ي اول سرعت متناسب استيد كه نيروي مقاومت هوا با مرتبهر نظر بگيروضعيتي را د −f v .ي براي اين نيرو حل معادله
نشان داده ) 4-5( شود كه در شكل به پرتابه دو نيرو وارد مي.  توصيف شد4-1حركت ساده است و حل عمومي آن در بخش 

m=Fن دوم نيوتون،براي اين پرتابه،  قانو. اندشده aآيدمي، به صورت زير در  
)52-4(  m m b= −r g v  

 rهاي سمت راست آن بههيچ يك از جمله: ي گيراي اين رابطه از اين قرار استجنبه
 rتنها مشتق مرتبه اول و دوم(   وجود نداردrي حركتپس، در معادله. بستگي ندارد
به صورت )  4-52(ي رابطه.  بنويسيمv را به صورتrتوانيمدر نتيجه، مي.) وجود دارند

  آيدميزير در
)53-4(  m m b= −v g v  
  

  

 vي حركت به اين خاطر است كه نيروها تنها بهساده شدن معادله. ي اول استي ديفرانسيل مرتبهمعادله vنسبت بهه ك
شايد .  را بيابيمrپس از آن انتگرال بگيريم وي ديفرانسيل خطي را حل كنيم و ساين يعني بايد معادله . rاند و نه بهوابسته

هايش ي حركت به آساني به مولفهي حركت براي نيروي پسار خطي اين است كه معادلهي ساده شدن معادلهترين جنبهمهم
  به ) 4-53(ي  را رو به پايين برگزينيم، رابطهyت و جهت مثبت را به سوي راسxبراي نمونه ، اگر جهت مثبت. شودتجزيه مي
  .شودي زير تجزيه ميدو معادله

)54-4(  ,y y x xmv mg bv mv bv= − = −  
وجود ندارد و در   yv ، ديگرxvيدر معادله . yv و ديگري برايxvآيد، يكي برايي جدا از هم به دست مييعني دو معادله

 vسبت بهتوجه به اين نكته مهم است كه بدانيم چنين وضعيتي به خاطر اين است كه نيروي پسار ن.   نيستxv  همyvيمعادله
  ي دو مي بود، اگر نيروي پسار از مرتبهبراي مثال. خطي است

)55-4(  ˆ x ycv cv c v v= − = − = − +f v v v2 2 2  
−b،) 4-53(ي بايست در رابطهمي vي رابطهآنگاه دو ) 4-54(ي به جاي دو معادله. كرديمجايگزين مي) 4-51(ي  را با رابطه

  .آمدندزير به دست مي
)56-4(  ,x x y x y x y ymv c v v v mv mg c v v v= − + = − +2 2 2 2  

  .شان دشوارتر استاند و حلهاي ديفرانسيل جفت شدهاينها معادله.  وجود داردyv و همxvها، همدر هر يك از اين معادله

b= −f v  

v  

m=w g  4-5شكل  
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افزون براين، هر يك . توان آنها را جدا از هم حل كرد و سپس پاسخ ها را برهم  افزوداند، ميجدا از هم) 4-54(هاي چون رابطه
) 4-53 (ي رابطه درxيي مربوي به مولفه معادله.ي خود جالب استكند كه به نوبهاي را تعريف ميها مسئلهاز اين معادله

كه در راستاي افقي در محيطي با نيروي پسار خطي ) هايش اصطكاك ندارداي كه چرخند ارابهمان( ي حركت جسمي است معادله
  پساراست كه در حضور نيروي) مانند قطره روغن( ي حركت جسمي معادله) 4-54(ي رابطهي ديگر در معادله. كندحركت مي

  .كنيماينك اين دو مسئله را حل مي. كندسقوط مي) مقاومت هوا (
   حركت افقي با نيروي پسار خطي1-4-4

را در نظر بگيريد كه در محيطي با پسار ) 4-6( ي شكل جسمي مانند ارابه
tفرض كنيد در زمان. كندخطي حركت مي x ارابه در0=  و سرعتش 0=

x xv v=ابه، نيروي پسارتنها نيروي وارد به ار.  استb= −f v و دراست  
  يآهنگ آهسته شدن را رابطه. نتيجه، حركت ارابه ناگزير از آهسته شدن است

  

  كند كه شكل  عمومي آن به صورت زير است تعيين مي) 54-4(
)57-4(  

x xv kv= −  
kو در آن b m=اگر. تواند تنها يك ثابت دلخواه داشته باشدي اول است و پاسخ آن ميي ديفرانسيل مرتبهين معادلها.  است 

x xv dv dt≡آيدميي بالا به صورت زير در  قرار دهيم رابطه  
)58-4(  
  يا
)59-4(  

x
x

dv kv
dt

= −  

x

x

dv kdt
v

= −  

  خواهيم داشت. توان از دو طرف انتگرال گرفتها از هم جدا هستند و ميمتغير)  4-59(در رابطه ي 
)60-4(  ( )

ln ( ) ln ( )
x

x

v t t
kt tx

x x x x x
xv

dv k dt v t v kt v t v e v e
v

τ− −′
′= − ⇒ − = − ⇒ = =

′∫ ∫  

kپارامتر m bτ ≡ اين . شودند ميبينيم كه حركت ارابه به طور نمايي كُمي.  را براي نيروي پسار خطي معرفي كردم1=
tبينيم كه برايمي  زمان است وτبعد پارامتر. نشان داده شده است) ف ال4 -7( رفتار در شكل  τ=  1سرعت به e مقدار 

tبه ازاي يابد وي كاهش مياوليه   شود  سرعت صفر مي∞→
  

  
  

  
  
  
  

  

x  

v  
b= −f v  

 4-6شكل 

xv  

t

vx

   الف4-7شكل 

0xv τ  

t

x

  ب4-7شكل 
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كافي است در . يك بار نسبت به زمان انتگرال گرفت) 4-60(ي كان پرتابه برحسب تابعي از زمان، بايد از رابطه براي يافتن م
)قرار دهيم) 4-60(ي رابطه )xv t dx dt=و دو طرف را در dxتوان انتگرال شوند و ميها از هم جدا ميمتغير.  ضرب كنيم
  :گرفت

  
  
)61-4(  

( )

0 0 0
0 0

0 00
( ) (1 )

x t t
t t t

x x x

tt t
x x

dx v e dx v e dt dx v e dt
dt

x t v e v e

τ τ τ

τ ττ τ

′− − −

′− −

′= ⇒ = ⇒⇒ =

⎡ ⎤⇒ = − = −⎣ ⎦

∫ ∫  

xvشود كه با آهسته شدن ارابه، مكان آن به مقدارپس، ديده مي τشودديده مي)  ب4-7(اين رفتار در شكل . كند ميل مي.  
  حركت قائم با نيروي پسار خطي 2-4-4

پس، به جسم دو نيرو . است و به آن نيروي پسار خطي هوا هم وارد مي شوداز ارتفاعي رها شدهاي را در نظر بگيريد كه پرتابه
m=F رو به پايين باشد از yاگر جهت مثبت. اندگرانش و پسار هوا و هر دو در راستاي قائم: كنداثر مي aداريم   

)62-4(  y ymv mg bv= −  
yv(رو به پايين است  چون در اين جا جهت سرعت بنابراين، نيروي بازدارنده پسار رو به بالا و نيروي گرانش رو به  ) 0<

. شود رو به پايين شتابيده ميشود و جسم افتان،تر از نيروي پسار مي كوچك باشد، نيروي گرانش پراهميتyvاگر. پاين است
سرعتي كه . تر و با نيروي گرانش ترازمند شودبا افزايش سرعت نيروي پسار بزرگ و بزرگ يابد تا اين كهاين رفتار ادامه مي

ر كافي است سمت راست معادله را براب. آيدبه دست مي ) 4-62(ي شود به سادگي از رابطهاين ترازمندي به ازاي آن برقرار مي
yخواهيم داشت). يعني برآيند دو نيرو صفر باشد( صفر قرار دهيم  ymg bv v mg b− = ⇒   سرعت .  =

)63-4(  term yv v mg b≡ =  
  . دهدمه ميسرعت جسم به اين مقدار حدي رسيد با همين سرعت به فروافتادن خود ادا پس از آن كه.  ، نام داردterv،سرعت حد

براي مثال، اگر شكل و ابعاد دو جسم . ي آن براي اجسام مختلف متفاوت است بستگي دارد ، اندازهm وbچون سرعت حد به
  . شود، و اين  چيزي است كه انتظار داريمسرعت حد جسم پرجرم بيشتر مي)  براي هر دو يكسانb(يكسان باشد 

 
,ربه  قط(  سرعت حد قطره روغن كوچك آزمايش ميليكان ):سرعت حد قطره مايع كوچك ( 4-7مثال  μmD =1  ، چگالي5

kg m3840ρ , به قطراين كار را براي قطره شبنمي. را بيابيد ) = mmD =0   . هم انجام دهيد2
داده ) 4-63(ي بنابراين ، سرعت حد با رابطه. دانيم كه نيروي پسار خطي در مورد اين اجسام برجسته اند  مي4-4 از مثال :حل
b،)4-48(ي بنا به رابطه. شودمي Dβ=در يكاهاي . است SI ,β −= × 41 6 mجرم قطره .  است10 Dρ= 3 پس ، .  است6

  آيدبه دست مي) 4-63(ي براي نيروي پسار از رابطه
)64-4(  

ter
D gv ρπ
β

=
2

6  

Dدهد كه براي چگالي معيني، سرعت حد باي جالبي است و نشان مياين نتيجه  يعني وقتي سرعت افزايش . متناسب است2
 به زبان اعداد، براي .افتدچك، اما با همان چگالي، فرو مي.ي كوي بزرگتر تندتر از يك كرهيافت و نيروي پسار مهم شد، كره

  قطره روغن داريم
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)65-4(  
term

( ) ( , ) ( . ) , m s
( , )

v π −
−

−

× × × ×
= = ×

× ×

6 2
5

4
840 1 5 10 9 8 6 1 106 1 6 10  

  . از ميكروسكپ  سرعت آن اندازه گرفتاستفادهتوان با افتد و ميدر آزمايش ميليكان قطره روغن به طور فزاينده كندتر فرو مي
termي شبنم خواهيم داشتبراي قطره , m sv =1 هاي درشت باران براي قطره. هاي ريز باران است و اين سرعت قطره3

ي حركت ا هم در معادلهي مرتبه دو رناگزيريم كه جمله) و تند(ي درشت گيري بيشتر است؛ براي قطرهسرعت حد به طور چشم
  .در نظر بگيريم تا بتوانيم سرعت حد قابل اعتمادي به دست آوريم

  
اما به جاست كه بگوييم چگونه پرتابه به اين سرعت . كند سخن گفتيماي كه قائم حركت ميي سرعت حد پرتابهتا كنون در باره

به ياد بياوريد ( توان آن را به صورت زير نوشت  و ميشود تعيين مي،)4-62(ي ي حركت، رابطهاين با معادله. رسدمي
termvكه mg b=.(   

)66-4(  ( )y y termv b v v= − −  
ي ترين روش اين است كه به شباهت آن با معادلهآسان. هاي گوناگون حل كردتوان به روشمي ي ديفرانسيل رااين معادله

)term  حالاxv راست به جايتوجه كنيم كه در سمت )53-4( )yv v−يك تابع نمايي بود) 4-54(ي پاسخ معادله.  نشسته است .
)terي كنوني اين است كه متغير جديدشگرد حل معادله )yu v v≡ muياين متغير در معادله.  را تعريف كنيم− bu=   صدق −

  عبارت است از ) 4-66(پس ، پاسخ معادله ي ).  مقدار ثابتي استtermvچون(كند مي
)67-4(  term

t
yv v Ae τ−− =  

tاگر در زمان y داشته باشيم= yv v=؛ آنگاه termyA v v=    برحسب زمان عبارت است از yvشود و پاسخ نهاييي م−
)68-4(  
)69-4(  

term term

term

( ) ( )

(1 )

t
y y

t t
y

v t v v v e

v e v e

τ

τ τ

−

− −

= + −

= + −
  

)سرعت) 4-69(ي رابطه )yv tبراي: دهد  را به صورت جمع دو جمله به دست ميt  ، اما با yvي اول برابر است با  جمله=
tشود كهي دوم هنگامي صفر ميجمله. گرايد به صفر ميtافزايش t  باشد، اما براي= به ويژه ، . كند  ميل ميtermv به∞→
tبراي )term داريم ∞→ )yv t v→ .    

yvرا براي حالتي كه) 4-69(ي بگذاريد نتيجه   . اندكي بيشتر بررسي كنيم) يعني پرتابه از حالت سكون رها شود(  است =
  آيدبه شكل زير درمي) 4-69(ي براي اين حالت رابطه

)70-4(  term( ) ( )t
yv t v e τ−= −1  

 در زمان yvبينيم كهمي. اين رابطه رسم داده شده است) 4-8(در شكل 
t tطور مجانبي با شود و به از صفرآغاز مي=  به سرعت ∞→

termyvحد v→اهميت. كند ميل ميτ را براي جسم افتان به آساني 
tهنگامي كه. ديد) 4-70(ي توان از رابطهمي τ=است، مي بينيم كه  

term term( ) ,yv v e v−= − =11 0   سرعت τاين يعني در زمان.   است63

  
  

t

vy�t�

 4-8شكل 
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tهاي توان براي زمانهاي همانندي را  ميسبهمحا. سرعت حد رسيده است% 63جسم به =، τ2t در .  و غيره انجام داد=
tزمان τ= tررسد مگر دالبته سرعت جسم هرگز به سرعت حد نمي. سرعت حد مي رسد% 95 سرعت جسم به 3 = با  . ∞
  . گرايد ميtermvي خوبي است براي اين كه بدانيم سرعت جسم با چه آهنگي به سنجهτي اين ، زمان مشخصهوجود

  
  .حساب كنيد) 4-5(، را براي قطره روغن وقطره شبنم مثال τزمان مشخصه،):  زمان مشخصه براي دو قطره مايع ( 4-8مثال 
k،  باτ زمان مشخصه،:حل m bτ ≡ tervبه صورت) 4-63(ي  با رابطهterv تعريف شد و1= mg b=داده شده است   .

  ي سودمند زير را نوشترابطهتوان پس،  مي
)71-4(  

termv gτ=  
 داشت ميgاگر جسم افتان شتاب ثابتي برابر به صورت سرعتي بنگريم كه  termvدهد تا بهتوجه كنيد كه اين رابطه اجازه مي

: دهدي واروني است كه اهميت نيروي پسار را نشان مي سنجهτچنين توجه كنيد كه زمانهم. آورد به دست ميτدر زمان
 τ وtermv بزرگ است، هردويb و هنگامي كه ضريباند بزرگτ وtermv مقاومت هوا كوچك است هردوbهنگامي كه ضريب

  .اندكوچك
توان از آن ايم، ميهاي حد هر دو قطره را حساب كردهچون سرعت: اين است) 4-71(ي براي هدف كنوني ما اهميت رابطه

termبراي قطره روغن در آزمايش ميليكان داريم .  را به دست آوردτاستفاده كرد و , m sv −= × 56 1     و براي  قطره شبنم 10
term , m sv =1   داريم  پس براي قطره روغن.  است3

)72-3(  term , , s
,

v
g

τ
−

−×
= = = ×

5
66 1 10 6 2 109 8  

termو براي شبنم  , sv gτ = =0 13 .  
  

 آن را به صورت تابعي از زمان yتوان مكانمهم نيست كه حركت جسم افتان از حالت سكون آغاز شود يا نه؛ هميشه مي
  .انتگرال گرفت) 4-69(ي كافي است از رابطه. يافت

)69-4(  term term( ) ( ) t
y yv t v v v e τ−= + −  

yهي پرتاببا فرض اين كه جايگاه اوليه    است ، خواهيم داشت0=
)73-4(  

term term( ) ( ) ( ) ( )
t

t
y yy t v t dt v t v v e ττ −′ ′= = + − −∫ 1  

)براي) 4-61(ي توان اين معادله را با معادلهاينك مي )x tاي را كه  هم  تركيب كرد و در محيط با پسارخطي، مدار هر پرتابه
  .دهيم انجام مي4-5ن كار را در بخش اي. حركت افقي و هم عمودي  دارد، حساب كرد

  
   مسير و برد در محيط پسار خطي5-4

  هاي حركت را  معادلهتوانديديم كه مي. كرد، بررسي شداي كه در جهت دلخواهي حركت مي حركت پرتابه4-4در آغاز بخش 
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  هاي حركت با معادله.  مودي پرتابهيكي براي حركت افقي و ديگري براي حركت ع: به دو راستاي حركت جدا از هم تجزيه كرد 
  حالا. بيان كرديم) 4-73(و ) 4-61(هاي شان را با رابطهاين دو معادله را حل كرديم و پاسخ.  داده شد) 4-54(هاي رابطه
ر خطي خواهي را كه در راستايي دلخواه در محيطي با پساي دلخواهيم اين پاسخ ها را با هم تركيب كنيم و مسير هر پرتابه مي

 در اين صورت . انتخاب كنيمرو به بالا را yدر بحث حاضر اندكي به صرفه است كه جهت مثبت.  به دست آوريمكندحركت مي
  آيندميبه صورت زير دري مسير حالا دو معادله). فهميديقين پيدا كنيد كه اين نكته را مي(  را عوض كنيم termvبايد علامت 

  
)74-4(  term term

( ) ( )

( ) ( ) ( )

t
x

t
y

x t v e

y t v v e v t

τ

τ

τ

τ

−

−

= −

= + − −

1
1  

ي مسير يا مدار شود و معادله بين اين دو معادله حذف ميt را به دست آوريم و در دومي قرار دهيم،tي اولاگر از معادله
  خواهيم داشت. آيدپرتابه به دست مي

)75-4(  term
term ( )y

x x

v v xy x v n
v v

τ
τ

+
= + −1  

  من آن را به همراه حالتي كه مقاومت هوا وجود ندارد در شكل. رسد كه روشنگر باشدتر از آن به نظر مياين رابطه پيچيده
وم سمت ي دبراي مثال، اگر به جمله. را ديد) 4-75(ي هاي رابطهتوان برخي جنبهبه ياري اين شكل مي. امرسم كرده )9-4(

xxبينيد كه با راست نگاه كنيد، مي v τ→ي لگاريتمي وميل مي كند و در نتيجه جمله ي تابع لگاريتمي به صفر شناسهy 
xxيعني مسير در . گرايند مي∞به  هردو v τ=تمرين به عنوان). كه در شكل نشان داده نشده است(نب عمودي دارد  يك مجا  

 به صفر برسانيد؛  نيروي پسار را كم كنيد وسرانجامببينيد كه اگر
  .مسير پرتابه به مسير بدون نيروي پسار ميل مي كند

  برد افقي •
( گونه كه در آغاز حركت پرتابي ديديد، در نبود نيروي پسار همان

  رد پرتابه به صورت ب) يعني در خلاء 
x             )ءخلا   (  )76-4( y

vac

v v
R

g
=

2
           

  

  
  

y به ازايx مقدارRبرد. كندخواهيم ببينيم اين رابطه در حضور نيروي پسار چگونه تغيير ميمي. است ي  ، در رابطه=
  :ي زير است پاسخ معادلهRپس. ، است) 75-4(
)77-4(  term

term ( )y

x x

v v RR v n
v v

τ
τ

+
+ − =1 0  

هاي محاسباتي آن را حل عددي آن شدني است و در مسئله. توان به طور تحليلي با توابع ساده حل كرداين معادله را نمي
رويكرد خوب ديگر يافتن . دهدهاي مسئله به دست نميدان احساسي از وابستگي پاسخ به پارامترحل عددي اما چن. خواهيد ديد
ي دوم در اند و جمله بزرگτ وtermvيعني هر دوي . استكوچك ها اثر نيروي پسار بسياري وقت.  استتقريبيحل تحليلي 

   را 2فصل (ابع لگاريتمي را بسط تيلور داد توان تبنابراين، مي).  در مخرج استτچون. ( اريتمي كوچك استي تابع لگشناسه

x

y

R

R�vacuum

 4-9شكل 
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  داريم). ببينيد
)78-4(  ( ) ( )n ε ε ε ε− = − + + +2 31 11 2 3  

εراتر ازهاي ف بزرگ از جملهτتوان از اين بسط بهره برد و برايمي   آيدميبه صورت زير در) 4-74 (يرابطه. دپوشي چشم3
)79-4(  term

term ( ) ( )y

x x x x

v v R R RR v
v v v v

τ
τ τ τ

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 31 1

2 3  

درهر . شودي دوم حذف ميي اول در كروشهي اول با جملهي دوم در كروشهجمله. آساني مي توان ساده كرد اين رابطه را به
R وجود دارد پس يك پاسخ آنRجمله يك termv. اما ما به دنبال اين پاسخ نيستيم.  است= τرا با gجايگزين كنيد  .
  شودي بالا به صورت زير ساده ميمعادله

)80-4(  x y

x

v v
R R

g v τ
= − 22 2

3  

نويسيم ، ولي ما را زودتر به پاسخ تقريبي كه به دنبالش ي درجه دو را اين گونه مي شما عجيب باشد كه معادلهشايد براي
  به يقين كمتر ازRدر صورت كسر. ( ي دوم سمت راست خيلي كوچك استنكته اين است كه جمله. شودهستيم رهنمون مي

vacRكنيم كه در مخرج كسر است و ما فرض ميτدر تقريب نخست داريم،بنابراين.)  خيلي بزرگ است   
)81-4(  

vac
x yv v

R R
g

≈ =
2  

  يك يعني اگر نيروي پسار كوچك باشد برد پرتابه به برد آن در نبود نيروي پسار نزد. اي است كه انتظار داريماين نتيجه
تصحيحي است كه ) 4-80(ي ي آخر در رابطهجمله. توان تقريب بهتري هم به دست آوردمي) 4-80(ي به ياري رابطه. شودمي

 vacR در اين جملهR به جاي كوچك است،vacRچون اين جمله در مقايسه با.  اعمال كردvacRبه خاطر نيروي پسار بايد به
  با اين كار در تقريب مرتبه دو خواهيم داشت. قرار دهيد

)82-4(  
vac vac vac

term

( ) y
R R R

x

v
R R R R

v vτ
⎛ ⎞

≈ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

22 413 3  

xي دوم را با جملهvacRبراي به دست آوردن تساوي دوم ، yv v g2 تصحيح پسار، هميشه توجه كنيد كه با كردم جايگزين  
Rكوچكتر از vacRشود و اين تصحيح تنها به نسبت ميtermyv vي ، درجهتر سخن بگوييم اگر بخواهيم عمومي. بستگي دارد

termvاهميت پسار هوا را نسبت v  ،اگر در طول پرواز پرتابه،.دهدسرعت پرتابه نشان مي termv v  آنگاه اثر پسار هوا 1>>
termvاگر. شودچك مي.بسيار كو v و تقريب ما هم خوب نيست( تر باشد آنگاه به يقين اثر پسار مهم است  يا بزرگ1 حدود.(.  

  
  از مرتبه دوم سرعت نيروي پسار 4- 6

=cvˆتوان گفت كه به پرتابه نيروي پسار از نوع شود و ميتر مي  برجستهquadfگاهي اهميت −f v2هنوز هم .  شود وارد مي
m=Fي حركت،بايد معادله aريم به بيان ديگر دا.  را براي اين نيرو حل كرد  

)83-4(  m m m= = +x v g f  
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=cvˆي حركت با نيروي پسار خطي در اين است كه با تفاوت اين معادله با معادله −f v2يي حركت، رابطه ديگر معادله  
جود اين، هنوز هم اين ادعا درست است كه هر حركت پرتابي تركيبي از با و.  ي ديفرانسيل خطي نيست، يك معادله) 83-4 (   

 و حركت در راستاي افقي و عمودي  پيروي5-4 و 4-4ز از رويكرد بخش  در اينجا ني،بنابراين. دو حركت افقي و عمودي است
  .را جدا از هم بررسي خواهيم كرد و در آخر آنها را در هم ادغام خواهيم كرد

  قي با پسار از مرتبه دوم سرعت حركت اف1-6-4
كند؛ مثل يك  حركت ميxجسمي را در نظر بگيريد كه تحت اثر نيروي پسار متناسب با مربع سرعت در جهت مثبت محور افقي

ي  معادلهxي مولفه.توان آن را در نيروي پسار ادغام كردمي. كنيمپوشي ميدر اين جا از اثر اصطكاك معمولي چشم. ارابه
  عبارت است از ) 4-83(حركت 

)84-4(  x
x

dvm cv
dt

= − 2  

xvي را به اگر دو طرف اين معادله   هيم داشتخوا. شوندها در دو طرف آن از هم جدا مي ضرب كنيم متغيرdt تقسيم و در2
)85-4(  x

x

dvm c dt
v

= −2  

  : انتگرال گرفت) 4-85(ي توان از دو طرف رابطهحال به سادگي مي
)86-4(  

2
x

v t
x

xv

dvm c dt
v
′

′= −
′∫ ∫  

t در زمانx سرعت اوليه در راستايxvكه در آن   گيري خواهيم داشتپس از انتگرال.  است0=
)87-4(  

x x

m ct
v v
⎛ ⎞

− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1  

  آيدو از اينجا سرعت برحسب زمان به دست مي
)88-4(  ( ) x x

x
x

v vv t
cv t m t τ

= =
+ +1 1  

xmدر اين جا cvτ tازايبه بعد زمان دارد و τديد كهتوان مي.  بخش پيشين فرق داردτ است و با ≡ τ=داريم  
x xv v= xv براي اين كه مكان افقي ارابه را بيابيم كافي است  توجه كنيم كه. 2 dx dt= 4-88(ي  و از رابطه است (

  .انتگرال بگيريم
)89-4(  

( ) ( ) ( )
t

x xx t x t v t dt v n tτ τ′ ′= + = +∫ 1  

    هايرابطه( اگر اين نتيجه را با حالت نيروي پسار خطي مقايسه كنيم .  ، را صفر پنداشتمx، مكان اوليه،در تساوي  دوم
tها با بينيم كه در هر دو حالت سرعتمي))  4-61(و ) 60-4( اما در حالت با نيروي پسار خطي، . گرايندصفر مي به ∞→

 به صفر t1تر و به صورت سرعت بسيار آهستهال آنكه با نيروي پسار مرتبه دو،كند؛ ح به صفر ميل مينماييسرعت به طور 
در حالت با نيروي پسار . انجامد براي نيروي پسار مرتبه دو ميx كاملا متفاوتن تفاوت در رفتار سرعت، به رفتاراي. گرايدمي

tخطي ديديم كه در حد xm به مقدار معينx مسافت∞→ v bروشن است كه با نيروي ) 4-89(ي اما از رابطه. كرد ميل مي  
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tوقتيپسار مرتبه دو،    .  يابد بدون حد افزايش ميxكند، ميل مي∞→
v نيروي پسار باquadfبراي. توان به طور كيفي فهميد را ميquadf و linf برايxآور در رفتاراين تفاوت شگفت  متناسب 2

تواند ارابه را در مسافت محدودي از حركت باز شود و نمي  نيروي پسار سريع تر كوچك ميvبنابراين، با كم شدن. است 
البته در اثر نيروي اصطكاك ارابه .  واقعي نيستهاي سرعتهمه به اين خاطر است كه فرض نيروي پسار مرتبه دو براي. بدارد

  .ي ديگري استماند، اما اين قصهاز حركت باز مي
  حركت قائم در حضور نيروي پسار مرتبه دو سرعت 2-6-4

  ي حركت توپ عبارت است از دلهمعا.  را رو به پايين فرض كنيدyمثبت جهت.  يك برج رها كرديمبالايفرض كنيد توپي را از 
)90-4(  y ymy mv mg cv= = − 2  

ي سمت راست كند و دو جملهسرعتي كه ديگر تغيير نمي. كنيمپيش از آنكه اين معادله را حل كنيم سرعت حد آن را بررسي مي
ymgبراي سرعت حد بايد داشته باشيم. كننديكديگر را حذف مي cv− =2    و بنابراين 0

)91-4(  
term

mgv
c

=  

,جرمبراي توپي به . ين رابطه حساب كردتوان از اسرعت حد را مي ) معينc وm،gيعني( براي هر جسم معين  kgm =0 15    
cmDو قطر = termسرعت حد7 m sv ≈ km يا حدود35 h120از . را اندكي بهتر نوشت)  4-90(ي توان معادلهمي.  است  
termmg مقدار cبه جاي) 4-91(ي رابطه v   خواهيم داشت.  ها را حذف كنيدm را قرار دهيد و2

)92-4(  
term

y
y

v
v g

v
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

21  

  اين معادله با جداسازي متغير ها حل پذير است و داريم
)93-4(  

term

y

y

d v
g dt

v v
=

− 2 21  

  yv و0ت، حدود انتگرال سمت چپ با فرض اين كه توپ از حالت سكون رها شده اس. توانيم از دو طرف انتگرال بگيريمحالا مي
  آيد گيري به دست ميپس از انتگرال.  استt وو حدود انتگرال سمت راست 

)94-4(  
term

term

arctan yvv t
g v

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

  :آيد به دست ميyvو از اين جا
)95-4(  ( )term termtanhyv v gt v=  

  خواهيم داشت. انتگرال بگيريم) 4-92(براي يافتن مكان عمودي كافي است از 
)96-4(  ( )term

term
( )( ) coshvy t n gt v

g
= ⎡ ⎤⎣ ⎦

2
  

  
    حركت افقي و عمودي با نيروي پسار مرتبه دو سرعت3-6-4
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  ي حركت پرتابه، معادله. بريمي  اين بخش را با بررسي حركت عمومي پرتابه تحت اثر نيروي پسار مرتبه دو به پايان م
m=F a به صورت زير است ،   

)97-4(  ˆm m cv m cv= − = −r g v g v2  
  خواهيم داشت )  رو به پايين استyجهت مثبت( هاي افقي و عمودي تجزيه كنيم  اگر آن را به مولفه

  
)98-4(  

x x y x

y x y y

mv c v v v

mv mg c v v v

= − +

= − − +

2 2

2 2
  

)ي ديفرانسيل براي دو تابعكه دو معادله )xv tو ( )yv tاما هريك شامل هر دوي.  اندxvو yvبه ويژه ، هيچ كدام به .  اند
توان با تركيب دو يعني نمي.   حركت كند شباهت نداردy يا  فقط در راستايxي حركت جسمي كه فقط در راستايمعادله

را اصلا ) 4-98(هاي بدتر از آن، معادله. پاسخ،  فقط حركت افقي و فقط حركت عمودي ، پاسخي براي اين حركت به دست آورد
 تنها روشي كه بتوان آنها را حل كرد، روش عددي است و اين نيز بايد با شرايط اوليه انجام .توان به طور تحليلي حل كردنمي
  ي در زير چند مسئله. توان با حل عددي به دست آوردهاي خاص را ميتوان پاسخ عمومي را يافت؛ تنها پلسخيعني نمي. گيرد

  .هاي ديفرانسيل آشنا كندمحاسباتي آورده شده است تا خواننده خود را با حل عددي معادله
   پرتابي در ميدان گرانش يكنواختحركت  ـ1فيزيك محاسباتي 

.  استXZي  فرض كنيد حركت در صفحه. كند  را در نظر بگيريد كه در ميدان گرانشي يكنواخت حركت ميmاي به جرم ذره
]: هاي حركت عبارتند از معادله ] [ ],X t Z t g= =   .ي افقي آن است  فاصلهX ارتفاع پرتابه و Z كه در آن−

هاي حركت را حل  هاي آغاز و پاياني يكسان دارند اما زمان پروازشان متفاوت است، معادله كه نقطه براي مسيرهائي): الف(
  .كنيد و براي چندين زمان متفاوت مسيرها را رسم كنيد

هاي   براي زاويه.ي اوج را پيدا كنيد مكان نقطه. هاي حركت را حل كنيد خاصي، معادلهي پرتاب   سرعت اوليه و زاويهبه ازاي ):ب(
  .انجامد بيابيد اي را كه به بيشينه ارتفاع مي پرتاب متفاوت، مسيرها را رسم كنيد و زاويه

  
   مسيرهاي بازتابي ـ2فيزيك محاسباتي 

 زمين نسبت به y ارتفاع ازتوپ. كند مودي قرار دارد و توپي را به سوي ديوار پرتاب مي از ديوار عxي اي در فاصله بچه
yvيعني(كند   ترك ميxvي  با سرعت اوليه وطور افقيه دست بچه را ب  كند جهت كه توپ با ديوار برخورد مي  هنگامي.)=

ي  حركت را بيابيد و براي چند سرعت اوليه. كند ي عمودي سرعت تغيير نمي شود و مولفه ي افقي سرعت عوض مي مولفه
  .متفاوت مسير را رسم كنيد

  
  كشي هوا سقوط جسم با پس ـ3فيزيك محاسباتي 

) ي ذره را از نقطه. شود مقاومت هوا وارد ميو نيروي ) gبا شتاب ( گرانشي  نيروي ربايشmاي به جرم به ذره , )z0 رها
حركت ذره با . استطور خطي با سرعت متناسب ه فرض كنيد نيروي مقاومت هوا ب. سرعت اوليه صفر است. كنيم مي

  .شود هاي زير داده مي معادله
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[ ] [ ]tZbmgtZm −−=  
bفرض كنيد    .ست ا≤

]ي براي شرايط اوليه ):الف( ] [ ],Z Z Z= حد . دست آوريده هاي حركت را حل كنيد و سرعت حدي را ب  معادله=
bهاي حركت را براي پاسخ معادله   .دست آوريده  پاسخ سقوط آزاد را بوحساب كنيد ) در نبود مقاومت هوا (→

,  به ازاي):ب( ,b ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

10  . رسم كنيدtصورت تابعي از زمانه  مكان ذره را ب12

,  به ازاي):پ( ,b ⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

10  . بكشيدtاز صورت تابعيه  سرعت ذره را ب12

} نقاط ي براي دلخواه جدول):ت( }][, tZt بسازيد كهZ[t]افزاردر نرم. داشته باشد% 10 آزمايش داراي خطايMathematica 
  را bپسارنقاط ضريب  اين استفاده كنيد و از روي  NonlinearFitو دستور   `Statistics`NonlinearFit ي از بسته
]صورت ه ازش غيرخطي را بشكل بر. بيابيد ]a a t a Exp a t+ + −1 2 3   .ض كنيد فر4
  

  4فيزيك محاسباتي 
 هوا پساربه ذره نيروي گرانش و نيروي . كند ذره در راستاي عمودي حركت مي. كنيم  را به هوا پرتاب ميmاي به جرم ذره

 براي حركت رو به بالا ي حركت جسم معادله.  هوا با مربع سرعت جسم متناسب استپسارنيروي . شود وارد مي

[ ] [ ]bZ t g Z t
m

= − − ]  و براي حركت رو به پايين2 ] [ ]bZ t g Z t
m

= − +   . مثبت استb فرض كنيد.است 2

  .ي حركت رو به بالا را براي مكان و سرعت حل كنيد  معادله): الف(
 مكان و ي حركت رو به پايين را براي س معادلهي مسير را بيابيد و سپ  زمان لازم براي رسيدن جسم به بالاترين نقطه): ب(

  .سرعت حل كنيد
  . حركت ذره را رسم كنيد و با حالتي كه مقاومت هوا وجود ندارد مقايسه كنيدمسير): پ(
  
  مختصات قطبي،  نگاهي دو باره:  حركت در صفحه7-4

در اين جا براي . ت بررسي كرديمها را در اين چارچوب مختصا مختصات قطبي را شناسانديم و برخي حركت2در فصل 
  هايي كه حركت در صفحه در مسئله. كنيمهاي مهم آن را دوباره بازگو ميهاي آينده نكتهيادآوري و كاربردهاي آن در فصل

تر از د مناسبتوان ميr، θها كار كردن با مختصات قطبيگيرد، بيشتر وقتانجام مي
تر است به اي مناسبكدام چارچوب در مسئلهاين كه .  باشدy وxمختصات كارتزي

را بررسي اي خواهيم حركت دايرهبراي نمونه، اگر مي. ساختار و شكل مسئله بستگي دارد
اي اين كه بتوانيم از مختصات قطبي استفاده بر. ي برتر استگزينهكنيم، مختصات قطبي 

پس، نخستين كار ما اين است كه . كنيم بايد شكل قانون دوم نيوتن را در اين چارچوب بدانيم
mبدانيم m= =F a rپيش از هر چيز به ياد .  در مختصات قطبي به چه صورت در مي آيد  

  
  

x  

y  
r  

θ  

 4-10شكل 
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  .را ببينيد) 4-10(شكل .  مربوط اندy وxهاي زير به با رابطهr،  θبياوريد كه
)99-4(  cos , sinx r y rθ θ= =  

  .) را ببينيد2ل فص(شود  به صورت زير نوشته ميrدر مختصات قطبي بردار
)100-4(  ˆr−r r  

 θ̂سرانجام به مشتق.  را حساب كنيمr̂پس، بايد مشتق.  استrهدف اين بخش يافتن
ي مهم اين نكته. اند بردارهاي يكه در مختصات قطبيθ̂ وr̂.نيز نياز خواهيم داشت

جايي نقطه در روي صفحه با جابه) r̂ وθ̂(است كه در مختصات قطبي بردارهاي يكه 
ˆ(كنند؛ در حاليكه بردارهاي يكه در مختصات كارتزي تغيير مي ˆ,x y (  بدون تغيير باقي

   r̂،)4-11( با توجه به شكل :  را به صورت زير حساب كنيمθ̂ وr̂توانيممي. مانندمي

  

  .ير اند برحسب مختصات كارتزي به صورت زθ̂و
)101-4(  ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin , sin cosθ θ θ θ= + = − +r x y θ x y  

  ها عبارت اند ازمشتق نسبت به زمان  اين معادله
)102-4(  ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos , cos sinθ θ θ θ θ θ θ θ= − + = − −r x y θ x y  

  رسيمي زيبا و تميز زير ميبه دو رابطه) 4-101(ي و با توجه به رابطه
)103-4(  ˆ ˆˆ ˆ,θ θ= = −r θ θ r  

توجه . اند، بديهي خواهند بودها كه رفتار بردارهاي يكهرابطه  در راستاي مماسي نگاه كنيم ، آنگاه اينrجايي كوچكاگر به جابه
  داريم. مشتق گرفت) 4-100(ي توان از رابطهحالا مي. كنند در راستاي شعاعي تغيير نميrجاييكنيد كه بردارهاي يكه با جابه

)104-4(  ˆˆ ˆ ˆr r r rθ= + = +r r r r θ  
 سرعت در راستاي مماسي است كه بيشتر وقت ها به rθ.  سرعت در راستاي شعاع استrاين رابطه پذيرفتني است، چون

rω) ωصورت θ≡نسبت به زمان مشتق ) 4-104(ي اگر از رابطه. شودنوشته مي) اي استاي يا بسامد زاويه سرعت زاويه
  :آيد به صورت زير به دست ميrبگيريم

  
)105-4(  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )

ˆˆ( ) ( )

r r r r r

r r r r r

r r r r

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ

= + + + +

= + + + + −

= − + +

r r r θ θ θ

r θ θ θ r

r θ2 2
  

rFˆˆ و mr، از برابري و سرانجام Fθ= +F r θآيند نيروهاي شعاعي و مماسي به دست مي:  
)106-4(  ( ) , ( )rF m r r F m r rθθ θ θ= − = +2 2  

  .چه تفسيري دارد) 4-106(ي بگذاريد ببينيم هر يك از چهار جمله در رابطه
Fاي اين جمله يعنيدر حركت دايره:  روشن استmrي جمله • ma=در راستاي شعاع . 

Fاي ، اين جمله همانبراي حركت دايره:  نيز روشن استmrθي جمله • ma=در راستاي مماسي است؛  چون rθ  

θ  

θ  
cosθ  

sinθ  

r̂  
θ̂  

y  

x

 4-11شكل 

r  
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 . است در امتداد پيرامون دايرهrθي مشتق دوم فاصله

−mrθيجمله • )عبارت است ازگويد كه نيروي شعاعي  اين جمله مياي حركت دايرهدر :  2 )m r r mv rθ− = −2 2  

v كه نيرويي آشنا است و شتاب مركزگراي r2آورد را به وجود مي. 

 توانمي از چند جانب به اين جمله.  مربوط استكوريوليساين نيرو به نيروي . ندان بديهي نيست اما چmrθ2ي جمله •

ي نيروي كوريوليس گفتني  در باره12در فصل. اي لازم استي زاويهيكي اين كه وجود آن براي پايسته ماندن تكانه.  انديشيد
 .زيادي  خواهيم داشت

  
 شده است كه  همانند شرايط چنان فراهم.  آويزان است از ريسمان بدون جرم به طولm  جرم):آونگ دايره اي ( 4-9مثال 
، اين ωاي ،بسامد زاويه.  بسازدβي ثابت اي افقي حركت كند و ريسمان با خط قائم زاويه روي دايرهmجرم) 4-12( شكل 

  .حركت را بيابيد
rFپس نيروي شعاعي افقي بايد. كند   جرم روي دايره حركت مي:حل mr mrθ ω= ≡2 sinrبا  ( 2 β= ( و به سوي مركز

  اين نيروها در شكل . mg ، و نيروي گرانشTوي كشش ريسمان ،اند از نيرنيروهاي وارد به جرم عبارت.  دايره باشد
Fبنابراين، از.  قائم شتاب وجود ندارددر راستاي. نشان داده شده اند) 13-4(  ma= در 

  :راستاي قائم و شعاعي به ترتيب خواهيم داشت
)107-4(  cos

sin ( sin )
T mg
T m

β

β β ω

− =

= 2  

  :آيد به دست ميωها از حل اين معادله
  
)108-4  cos

gω
β

=  

βاگر  ≈ ω باشد، آنگاه 9 0βبراي.  و اين پذيرفتني است∞→ gωاريم د≈ ≈ 
  .  استكه بسامد آونگ ساده با طول

  
  
  

  
  

                                                         
  
  
  
  
  
  

 4-12شكل 

 4-13شكل 
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  هاي تكميليمثال
) نيرويmبه جسمي به جرم 1-ت ) cosF t F tω=ي جسم به ترتيباگرمكان و سرعت اوليه. شود وارد ميxو v ،باشند 

( )x tو ( )v tرا بيابيد .  
F نيرويmاي به جرم به ذره2-ت m vα= −  vي آني ذره مبداء مختصات است و سرعت اوليهمكان اوليه. شود وارد مي3

).است )x tو ( )v tاي تقريبي برايچنين، رابطههم.  را بيابيد( )x tه چرا اين پاسخ پذيرفتني  به دست آوريد و توضيح دهيد ك
  .است
از روي ). 4-14شكل (  است θسطحي با افق سرپاييني شيب  3-ت

پس از . شود به طور افقي پرتاب ميvاي با سرعتاين سطح پرتابه
  آيد؟دار فرود ميچه مدت، پرتابه در روي سطح شيب

 ي و در فاصلهh به سوي ديواري به بلنديvرعت  توپي با س4-ت
dشود پرتاب مي.  

    شود كه بتواند بايد پرتابθ)هاييا زاويه(  توپ با چه زاويه ):الف(

          

  .ر بگذرددرست از فراز ديوا
  اي وجود دارد، چيست؟كه به ازاي آن يك چنين زاويه) gوv،hبرحسب ( d بيشينه مقدار ):ب( 
v در حد):پ(   ها پذيرفتني اند؟ كدامند؟ چرا اين پاسخθ شما برايدو پاسخ) تقريبي( مقدار ∞→
). 4-15شكل ( شود  افقي پرتاب ميv توپي با سرعتاي به ارتفاع از بالاي صخره5-ت

   چقدر بايد باشد؟ v از پاي صخره فرود بيايد،2يبراي اين كه توپ در فاصله
براي اين كه توپ . شود پرتاب ميي به سوي ديواري در فاصله0v توپي با سرعت6-ت

vفرض كنيد.  بايد باشد چقدرv در بيشينه ارتفاع ممكن با ديوار برخورد كند، g< 2   
  )چرا؟( است  

  
  

  شعاع( . در دو حالت زير به دست آوريد شعاع خم مسير سهمي را. شودمي  پرتابθي و با زاويهvاي با سرعت  پرتابه7-ت

). ي مورد نطر بر مسير مماس استاي است كه در نقطهرهمسير، شعاع داي
براي اين دو قسمت توجه كنيد كه سرعت و شتاب نسبي را در : راهنمايي

   .شناسيدآغاز مسير و در بالاترين نقطه مي
  ي مسير در بالاترين نقطه)الف( 
  شعاع خم . (  در آغاز مسير)ب( 
قطه نصف بيشينه ارتفاع  براي اين كه شعاع مسير در بالاترين ن):پ(

  ي پرتاب چقدر بايد باشد؟زاويه) 4-16شكل ( پرتابه باشد 

  

 θياي از درون آن با زاويهرود و گلولهبالا مي)  افقنسبت به( βداري با شيباي از سطح شيب  در يك لحظه، ارابه8-ت
اگر بخواهيم در . كنندشان را آغاز ميارابه و گلوله، هر دو از يك نقطه حركت)  4-17(برابر شكل . شودك مينسبت به افق شلي

) βبرحسب (θرسد، گلوله به درون ارابه فرو افتد، مقداردار مياي كه ارابه به بيشينه ارتفاع مسيرش در روي سطح شيبلحظه
  ي ارابه و گلوله را هاي اوليهشايد فكر كرديد كه فراموش كردم سرعت( را حساب كنيد  θباشد،β=45چقدر بايد باشد؟ اگر

 4-14شكل 

 4-15شكل 

 4-16شكل 
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  ).براي حل مسئله واقعا به آنها نيازي نيست. بدهم
اش اي است كه فاصلهحركت پرتابه به گونه. شود پرتاب ميPياي از نقطه پرتابه9-ت

اي كه پرتابه ممكن است نسبت به بيشينه زاويه.  در حال افزايش استPيهمواره از نقطه
  افق پرتاب شده باشد، كدام است؟

توپي با ) 4-18( دارد، برابر شكل θيكه با افق زاويهداري   بر روي سطح شيب10-ت
  .شوددار پرتاب مي نسبت به سطح شيبϕي و با زاويهvيسرعت اوليه

اسخ برحسب پ(پيمايد حساب كنيد دار مي  مسافتي را كه توپ بر روي سطح شيب):الف(
v، g،θ و ϕخواهد بود (  

  شود؟بيشينه مي) دارمسافت در امتدار سطح شيب( ، برد ϕ به ازاي چه مقدار):ب( 
θاي ثابت زاويهاي با سرعت ذره11-ت ω=آني مسير معادله.كند حركت ميtr r e β=  

، ذره صفر  ra شتاب شعاعي،βبه ازاي چه مقدارهاي.  مقدارهاي ثابت اندβ وr.است
  است؟

  

  
  

  هامسئله
  ي ديفرانسيلحل معادله •

btF نيرويm با جرماي  به ذره):نيروي نمايي ( 1-4 ma e ).مكان و سرعت اوليه صفرند. شود وارد مي=− )x tرا بيابيد .  
) تحت تاثير نيرويm جرماي با  ذره:)−kxنيروي ( 2-4 )F x kx= k(  است− - و سرعت اوليهxي ذرهمكان اوليه). <

).ي آن صفر است )x tرا بيابيد  .  
) تحت تاثير نيرويmاي به جرم  ذره:)kx نيروي (3-4 )F x kx= است )k ي  و سرعت اوليهxي ذرهمكان اوليه). 0<

).آن صفر است )x tا بيابيد ر .  
) نيرويmاي با جرم  به ذره):−2bvنيروي  (4-4 )F v bv= − ي ي ذره صفر و سرعت اوليهمكان اوليه. شود وارد مي2
). استvآن )x tرا بيابيد .  
 زنجير از yطول. ايم را به طور كشيده در روي ميز افقي بدون اصطكاك نگه داشتهزنجيري به طول) :  زنجير افتان( 5-4

ر از سوراخ آويزان زنجيبخش طول . خورداز سوراخ سر ميزنجير . كنيمزنجير را رها مي. سوراخي در روي ميز آويزان است
  شود چقدر است؟سرعت زنجري درست هنگامي كه از سطح ميز جدا مي. را برحسب تابعي از زمان پيدا كنيد

 اگر نيروي پسار هوا به صورت. كنيم به هوا پرتاب ميقائم به طور vي توپي را با سرعت اوليه: )پرتاب توپ (6-4
dF m vα= در مقايسه با توپي كه در خلاء .  ، را درست پيش از برخورد با زمين پيدا كنيدfv، شده باشد، سرعت توپ داده−

  كند؟شود، توپ ما زمان بيشتر يا كمتري را در هوا سپري ميپرتاب مي
−cvنيروي  ( 7-4 3 tدر زمان  ) :2 كند و به آن حركت مي  هاxاين ذره روي محور.  استv برابر با mسرعت جرم  0=

)نيروي )F v cv= − 3   هاي  و ديگر پارامترt را برحسب زمانvاستفاده كنيد و سرعت) 4-10(ي از رابطه. شود وارد مي2
  .مسئله بيابيد

θ  

ϕ  
0v  

 4-18شكل 

 4-17شكل 



© Firooz Arash, 2003-2010 

 136

  حركت پرتابي •
اي از ريسمان بدون جرم و وزنه)  4-19(آونگي برابر شكل  ): ن آونگ ريسمابريدن (8-4

. كنيم را از حالت افقي رها ميوزنه و جرم.  در انتهاي آن تشكيل شده است mبه جرم
هنگامي كه . گيردخورد و سپس حركت خود را رو به بالا پي ميوزنه رو به پايين تاب مي

 چقدر بايد باشد تا جرم θ. بريم مي سازد آن را ميθيريسمان با خط عمود زاويه
ا در زماني به پيمايد  كه دوباره به ارتفاع بريده شدن ريسمان بيشترين مسافت افقي ر

v سقوط كند باhي سرعت جرم وقتي به اندازه ( گردد ؟برمي gh=   .)شود داده مي2

  
  

  ي ديگري را با همان سرعت درگلوله.  مي شودLي آن اگر توپي را قايم شليك بكنيم بيشينه ارتفاع گلوله  :) شليك توپ (9-4
را ) 4 -20( شليك مي كنيم، شكل θ و شيب Lراستاي سطح شيب داري به طول 

دار مسافت براي اينكه  گلوله در زمان بازگشت به ارتفاع بالاي سطح شيب. ببينيد
  چقدر بايد باشد؟ θرا به پيمايد، زاويه ي شيب dافقي 

اي به  نسبت به افق از نقطهθي  و با زاويهv توپي با سرعت  ):پرتاب توپ (10-4
  براي اين كه ). 4-21شكل (شود پرتاب مي اي به بلندياز پاي صخره يفاصله

  

   چقدر بايد باشند ؟ θ  وvهاي ي صخره كسيرش افقي باشد، مقداربهي برخورد با لتوپ در لحظه
براي . شودمي   از سطح زمين پرتابvتوپي با سرعت):  بيشينه سطح زير خم مسير (11-4

  ي پرتاب چقدر بايد باشد؟اينكه سطح زير خم مسير بيشينه باشد، زاويه
افتد واز سپس فرو مي. رسد ميhشود و به ارتفاعه بالا پرتاب مي توپي ب):توپ جهنده(  12-4

  درست پيش. شود  از ارتفاع قبلي ميfپس از هر واجهش ارتفاع توپ كسر. جهدسطح زمين وامي
  . مسافت را حساب كنيداز ايستادن كامل، توپ چه مسافت كلي را پيموده است؟ زمان كل اين

  
  

  

  .سرعت ميانگين توپ را به دست آوريد
اي توپ با چه زاويه. شود پرتاب ميhاي به ارتفاعي صخره از لبهv توپي با سرعت):پرتاب توپ از بالاي صخره ( 13-4

ن مسافت افقي را بپيمايد؟ اين مسافت بيشينه چقدر است؟ فرض كنيد در پايين صخره ،  نسبت به افق بايد پرتاب شود تا بيشتري
  . زمين افقي است

 جهد سطحي وامي روي از زمين ازyتوپ در ارتفاع. كنيم بالاي زمين رها ميh توپي را از ارتفاع):تغيير جهت حركت ( 14-4
. جهدآن وامي روي  از θيدار است و در نتيجه توپ نسبت به افق با زاويهاين سطح شيب). بدون اينكه سرعتش كم شود( 

   چقدر بايد باشند؟θو  yبراي اينكه توپ در زمان برخورد با زمين بيشترين مسافت افقي را بپيمايد،
ي پرتابي باشد كه به ازاي آن طول  زاويهθاگر. دشو از سطح زمين پرتاب ميvتوپي باسرعت): ي مسيرطول بيشينه (15-4

  ي زير صدق مي كنده در رابطθشود، نشان دهيد كهه ميمسير پرتابه بيشين
)109-4(  sinsin

cos
n θθ

θ
⎛ ⎞+

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1  

θ,توانيد نشان دهيد كه با حل عددي مي ≈ 56   . است5

θ  برش 

 4-19شكل 

θ  

d  

 4-20شكل 

 

 
θ  

 4-21شكل 
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 ، بدون كاسته شدن از yتوپ در ارتفاع. شود بالاي زمين رها ميhتوپي از ارتفاع): باز هم تغيير جهت حركت (  16-4
 چقدر بايد باشد تا اينكه توپ y. است و در نتيجه ، توپ افقي وامي جهد45شيب سطح. جهد از سطحي واميسرعتش،

  . اين مسافت بيشينه را حساب كنيد. بيشترين مسافت افقي را بپيمايد
  ي پرتاب چقدر بايد باشد؟ي افقي آن برابر باشد، زاويهاي با فاصلهبراي اين كه بيشينه ارتفاع پرتابه): رابرهاي بفاصله (17-4
اگر . وزدباد افقي مي.  توپي را افقي به سمت راست پرتاب مي كنيمhي عمودي به ارتفاع از بالاي صخره):پرتاب در باد ( 18-4

سرعت توپ چقدر بايد باشد تا توپ در ) ساده انگاري(ثابتي به سمت چپ در نطر بگيريم ارز با نيروي ي توپ را هماثر باد رو
   ؟فرود آيدپاي صخره بر زمين 

فرض كنيد اثر باد . وزدباد افقي و به سوي خاور مي. كنيم  توپي را به سوي خاور پرتاب مي):بازهم پرتاب در باد ( 19-4
  اي پرتاب شود تا بيشينه مسافت افقي را بپيمايد؟   چه زاويهتوپ بايد با. ارز استروي ثابتي برابر با وزن توپ همروي توپ با ني

. شودك مي بالاي افق  شليθي و با زاويهvاي با سرعتي فرضي گراويتوس، پرتابه در سياره):گرانش فزاينده ( 20-4
ي شليك در اين سياره شتاب گرانش در لحظه. كندي عجيبي است و شتاب گرانش آن با زمان افزايش پيدا ميگراويتوس ستاره

)به بيان ديگر،. صفر است )g t tβ=و βي بيشينه شدن اين پيمايد؟ براپرتابه چه مسافت افقي را مي.  ثابت داده شده است
   چقدر بايد باشد؟ θمسافت،

 و vي سمت راست با سرعتگلوله. شوندزمان شليك مي از هم به طور همdي دو گلوله در فاصله):هابرخورد پرتابه ( 21-4
 چنان شليك كنيم تا وقتي uزمان و با سرعت مناسبخوا هيم گلوله سمت چپ را هممي). 4-22( شكل  .شودعمودي شليك مي

 افقي و عمودي آن را مشخص  هايمولفه(  چگونه بايد باشدu .هر دو گلوله به بيشينه ارتفاع خود رسيدند، با هم برخورد كنند
  ؟ )كنيد
   كمينه شود؟ u چقدر باشد تاv بايدdي معيناي فاصلهبر

اي از روي اين پرتابه.  استθ سرازيري يك سطح شيب):زاويه هاي برابر ( 22-4
.)  را بينيد4-23شكل ( شود  به بالاي افق شليك ميθي و با زاويهvسرعتسطح با 
θپيمايد چقدر است؟ در حالت حدي كه پرتابه در امتداد سطح ميdمسافت → 90 
   بيشينه مي شود؟      مسافت افقي ، θ به ازاي چه مقدارشود؟  چقدر ميdمقدار

دار نگه داشته شده اي روي سطحي شيب ارابه):داريبارابه، گلوله و سطح ش (  23-4
دار عمود شده است كه محور لوله به سطح شيب اي چنان جاسازياست و در آن لوله

درون  از ايدر زماني ديرتر گلوله. كنيم تا روي سطح حركت كندارابه را رها مي. است
مختصات  :راهنمايي( افتد؟ آيا گلوله سرانجام به درون لوله فرومي. شودلوله شليك مي

  .)را هوشيارانه برگزينيد

  
  

  حركت در محيط با نيروي پسار •
quadنسبت) 4-46(ي  رابطه):كدام مهم است   (24-4 linf fبراي توپ تنيس به قطر. دهد را به دست ميcm7 در چه سرعتي 
ي دو توان نيروي پسار را فقط از مرتبهها ميي تقريبي سرعتين دو نيروي پسار از اهميت يكسان برخوردارند؟ براي چه بازها

ها را براي يك توپ ي تقريب خوبي است؟ اين پرسشار خط نيروي پسپوشي ازحساب آورد؟ در شرايط متعارف آيا چشمبه 
  .  نيز پاسخ دهيدcm70بسكتبال با قطر

   هوا پسارنيروي .  رو به پائين پرتاب شده استyvي اي با سرعت اوليه پرتابه ): دن توپ در محيط با نيروي پسارافتا( 25-4

v  u  

d  

 4-22شكل 

 4-23شكل 
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ي كه براي حالت تغييرات سرعت با زمان چگونه است؟ ، باشدبيشتر  termv  از سرعت حدyvاگر.  استبا سرعت متناسب
termyv v= ) تابع است، 2 )yv tحسب زمان رسم كنيد را بر.  
 هوا با توان اول  پسارنيروي. كند ها  حركت مي x در راستاي محورvمبيلي با سرعت اتو ):حركت افقي اتومبيل(  26-4

tسرعت متناسب است و اتومبيل در زمان x در مكان= سرعت و مكان . ا بنويسيدي حركت اتومبيل ر معادله.   است=
  .دست آوريد و آنها را رسم كنيده صورت تابعي از زمان به اتومبيل را ب

 هوا با توان دوم سرعت متناسب پسارنيروي . كند  ها حركت ميxجسمي در راستاي محور):  نيروي پسار مرتبه دو(   27-4
سرعت و مكان . ي حركت را بنويسيد معادله.) پوشي شده است از اصطكاك چشم( شود است و نيروي ديگري به جسم وارد نمي

  .صورت تابعي از زمان بيابيد و آنها را رسم كنيده جسم را ب
صورت ه شود ب كه از حالت سكون رو به پائين رها مي اي  ديديم كه سرعت ذره4-4-2بخش  در ):يك مقايسه (  28-4

( )ktg

k
y e −= ي  اهميت باشد و رابطه  هوا بايد بيپسار، اندك است نيروي  yدر آغاز حركت كه سرعت در راستاي.  است1−

yv،رعت سقوط آزاد در خلاءبالا بايد با س gt=نشان دهيد كه مكان جسم ) ب (. اين گزاره را ثابت كنيد)الف(.  ، سازگار باشد 
y صورته   بtهاي كوتاهها شده نيز براي زمانر gt= 21   . آيد  در مي2

−cvپسار با (   29-4 3 t  در زمانm جرم ):2   كند  مي  در محيطي حركتx  است و در راستاي محورv داراي سرعت=
)صورته  آن بپساركه نيروي  )F v cv= − 3   هنگامي اين جسم به حالت  در چه. حسب زمان بيابيدسرعت جسم را بر.  است2
  ؟)اگر برسد( رسد  سكون مي

) است و به آن نيرويx مقيد به حركت در راستاي محورmجرم):  نيروي نمايي   ( 30-4 ) v cF v Fe= .   وارد مي شود−
Fو cاگر سرعت اوليه در زمان . بت اند مقدارهاي ثاt v( مثبت باشد  = )آنگاه ) < )v tدر چه هنگامي اين .  را بيابيد

)رسد؟ ازاي ميجرم به ايست لحظه )v tانتگرال بگيريد و ( )x tاي جرم در هنگامي كه به ايست لحظه.  را به دست آوريد  
  رسد چه مسافتي را پيموده است؟مي

−cv پسار باز هم ( 31-4  3  حركت xجسم در راستاي محور.  استv در مبداء مختصات برابرmاي به جرم  سرعت ذره):2
)كند و نيروي پسارمي )F v cv= − 3 aاز. ي حركت جسم را بنويسيدمعادله. شود به آن وارد مي2 v dv dx= استفاده كنيد 
mنشان دهيد كه ذره سرانجام مسافت.  به دست آوريدv را برحسب تابعي ازxو v c2را خواهد پيمود .  

نيروي پسار وارد به . كند حركت ميx جسمي را در نظر بگيريد كه در جهت مثبت محور):نيروي پسار با دو جمله   ( 4 -32
fآن به صورت bv cv= − − .  را به دست آوريدvهاتغيرنيرو بنويسيد و با جداسازي مقانون دوم نيوتن را براي اين .  است2

 هاي بزرگ توضيح دهيد و بگوييد كدام جمله در قانون نيرو tوابستگي زماني آن را براي.  را برحسب زمان رسم كنيدvرفتار
   . شود مي بزرگ برجستهtبراي

cvنيروي  (33-4 ي نيروي اندازه. شودبه طور عمودي به بالا پرتاب مي vتوپ تنيس با سرعت  :) و حركت بالا رونده 2
fپسار هوا به صورت cv= بنويسيد و )  رو به بالاyجهت مثبت(وپ ي حركت را براي مسير رو به بالاي تمعادله.  است2
]termتوان آن را به شكلنشان دهيد كه مي ( ) ]v g v v= − + aبا استفاده از.  نوشت21 v v dv dy= هاي معادله  متغير=

 وجود دارد در طرف yهايي كه در آن ها را در يك طرف و جملهvهاي دارايي جملهيعني همه( حركت را جداسازي كنيد 
نشان دهيد كه .  به دست آوريدv را برحسبy ازدو طرف انتگرال بگيريد و-و آن را حل كنيد) ديگر تساوي جمع آوري بكنيد

)رتفاع توپ تنيس بيشينه ا ) ( )max term term termny v g v v v= +2 2 2   .   است22
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cvنيروي  (34-4 ي  حركت آن را براي  را در نظر بگيريد و معادله4-33ي باره توپ تنيس مسئلهدو ):پايين رونده  و حركت 2
ي حركت رو به پايين و رو به بالا تفاوت معادلهتوجه كنيد كه با نيروي پسار مرتبه دو سرعت، . ( مسير رو به پايين بنويسيد

) 4-32مسئله (  بالا maxyحركت رو به پايين توپ از.   به دست آوريدy را برحسبv.)دارند و بايد جداگانه بررسي شوند
termهنگام بازگشت توپ به زمين سرعت آن نشان دهيد كه در . شودآغاز مي termv v v v+2   .  است2
   مختصات قطبي- حركت در صفحه •

ي به دانه. ي تسبيحي قرار داردي آن دانهدر بالاترين نقطه. ي قائم قرار دارد در صفحهRاي به شعاعحلقه): شتاب قائم (35-4
در كدام نقاط روي حلقه شتاب دانه تسبيح در . خوردي تسبيح روي حلقه سر ميكنيم و دانهارد ميتسبيح تلنگر كوچكي و

0aاند كه در آنجاهاي حلقهروشن است كه دو تا از اين نقطه ها بالاترين و پايين ترين نقطه( راستاي قائم است؟  دو .  است≈
 ما هنوز پايستگي انرژي را :توجهاين شتاب قائم چقدر است؟ ) آنها را بيابيد. وجود دارندي ديگر در دو سوي حلقه نقطه

كند  سقوط ميhيي تسبيح وقتي به اندازهايم، با وجود اين، شما از اين واقعيت استفاده كنيد كه سرعت دانهبررسي نكرده
vبرابر است با  gh= 2.   

ي به دانه. ي تسبيحي قرار دارددر بالاترين نقطه آن دانه. ي قائم قرار دارد در صفحهRاي به شعاع حلقه):شتاب افقي (36-4
در در كدام نقاط روي حلقه شتاب دانه تسبيح . خوردي تسبيح روي حلقه سر ميكنيم و دانهتسبيح تلنگر كوچكي وارد مي

  ايم ، با اين وجود،  شما از اين واقعيت استفاده كنيد كه  ما هنوز پايستگي انرژي را بررسي نكرده:توجهراستاي افقي است؟ 
vكند  برابر است با  سقوط ميhيي تسبيح وقتي به اندازهسرعت دانه gh= 2.  

ي تسبيحي قرار ي آن دانهدر بالاترين نقطه. ي قائم قرار دارد در صفحهRاي به شعاع  حلقه):قيبيشينه نيروي اف ( 37-4
ي افقي نيرو را كه حلقه به مولفه. خوردي تسبيح روي حلقه سر ميكنيم و دانهي تسبيح تلنگر كوچكي وارد ميبه دانه. دارد
رسد؟ مانند ي موضعي خود ميدر كدام نقاط روي حلقه اين نيرو به بيشينه يا كمينه.  در نظر بگيريدكندي تسبيح وارد ميدانه

vي بالا ازمسئله gh=   .  استفاده كنيد2
  شوده صورت زير داده مي در مختصات كارتزي يك بردار عمومي ب):Fθ و rFيافتن  ( 38-4

)110-4(  ˆ ˆ ˆ ˆcos sinx y r rθ θ= + = +r x y x y  
توان نشان دهيد كه  نتيجه را مي) 4-98(با استفاده از . را به دست آوريد) 4-103(ي بار ازاين رابطه مشتق بگيريد و رابطهدو 

r̂ˆتوجه كنيد كه برعكس. آورددر) 4-102(ي به صورت رابطه , θ در اين جا ˆ ˆy ,xكنند با زمان تغيير نمي.  
Fنيروي  ( 39-4 mrθ θ= F: اي داردي زاويهاي فقط مولفه نيروي وارد به ذره):3 mrθ θ=  كهنشان دهيد . 3

r Ar B= ± r اگر ذره از مكاني با. شونداند و با شرايط اوليه تعيين ميهاي انتگرال گيري ثابتBوA.است  4+ ≠0 
rشروع به حركت بكند، نشان دهيد كه در زمان محدودي به = تنها . اين نيرو هيچ فيزيك خاصي دربر ندارد. ( رسد مي∞

Fحل ma=كند را شدني مي(.  
Fنيروي (  40-4 mrθ θ= Fاي نيروي به ذره ):2 mrθ θ= rنشان دهيد . شودوارد مي 2 Ae Beθ θ−=  BوA.  است+
ي راست اي روي يك ميلهاگر ذره. اين يك نيروي فيزيكي است.( شونداند و با شرايط اوليه تعيين ميهاي انتگرال گيريتثاب

افقي باشد و ميله را حول يك انتهايش با سرعت ثابتي بچرخانيم، آنگاه نيروي عمودي وارد به ذره  از سوي ميله برابراست با 
mrθ2(.   

Fنيروي  ( 41-4 mrθ θ=  :(اي نيرويبه ذرهF mrθ θ= نشان دهيد. شودوارد ميr A n r B=    ثابت BوA. است+
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Fتنها حل.  اين نيرو هيچ فيزيك خاصي دربر ندارد. (شونداند و با شرايط اوليه تعيين ميگيريهاي انتگرال ma= را شدني 
  .)كندمي
mاي با سرعتپرتابه):  ي پرتاببيش از يك زاويه ( 42-4 s100از نيروي .  نسبت به افق پرتاب شده است60ي با زاويه

تواند همان برد را به ي پرتاب ديگري ميچه زاويه. بيشينه ارتفاع پرتابه و برد آن را حساب كنيد. پوشي كنيدچشمپسار هوا 
  .وجود آورد؟ زمان پرواز پرتابه را براي هر دو حالت حساب كنيد

از نيروي پسار هوا چشم . شود نسبت به افق پرتاب ميαي و زاويهvاي با سرعتپرتابه):  دارپرتاب از زمين شيب (43-4
(  درجه باشد، نشان دهيد كه برد پرتابه β  اگر شيب زمين ):ب(. ي مسير پرتابه را به دست آوريد معادله:)الف(پوشي كنيد و 

  برابر است با ) اندازه گيري افقي
)111-4(  sin( ) cos

cos
vR
y

α β α
β

−
=

22  

  ي پرتاب  چقدر بايد باشد؟ براي اين كه پرتابه بيشينه برد را داشته باشد، زاويه):پ(
6ي اوجشاي در نقطه سرعت پرتابه):ي پرتابزاويه ( 44-4 ه يعني هنگامي ك( م راه اوج آن است  سرعت كل پرتابه در ني7

  .ي پرتاب را حساب كنيدزاويه). ع اوج استارتفاعش نصف ارتفا
   ذره در روي ميز افقي بدون. است  بسته شده به انتهاي ريسماني به طولmاي به جرم ذره):جرمي روي ميز (45-4

انتهاي ديگر . چرخداي ميير دايره بر روي يك مسωاي اصطكلك با سرعت زاويه
اين انتهاي آزاد ريسمان را از زير . گذردريسمان از سوراخ ريزي در روي ميز مي

و شعاع مسير   ) به طوري كه كشش ريسمان ثابت بماند( كشيم ميز به آرامي مي
هنگامي كه طول آن بخش از ريسمان ) . 4-24(كند شكل اي ذره كاهش پيدا ميدايره
اي ذره چقدر است؟  نشان دهيد رسد، سرعت زاويه  مي2ر روي ميز است  بهكه د

  . كه افزايش انرژي جنبشي ذره با كار نيرويي كه ريسمان را مي كشد، برابر است

  

  
  
  
  
  
  

 m

 4-24شكل 
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  هاي تكميليپاسخ مثال
Fي در رابطهa  شتاب1-ت ma=به صورت dv dtداريم.  بنويسيد  
  
  
  
  
)112-4(  

0

cos cos

sin sin

( ) sin

t v

v

t

FdvF t m t dt dv
dt m

F Ft v v t v v
m m

Fv t v t
m

ω ω

ω ω
ω ω

ω
ω

′ ′ ′= ⇒ =

′⇒ = − ⇒ = −

⇒ = +

∫ ∫

  

)براي يافتن مكان )x tاينك vرا به صورت dx dtداريم.  بنويسيد  
  
  
  
  
)113-4(  

sin sin

cos cos

( ) cos

x v

x v

t

F Fdx v t dx v t dt
dt m m

F F Fx x v t t x x v t t
m m m

F Fx t x v t t
m m

ω ω
ω ω

ω ω
ω ω ω

ω
ω ω

⎛ ⎞′ ′ ′= + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞′ ′⇒ − = − ⇒ − = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ = + − +

∫ ∫

2 2 2

2 2

  

tتوجه كنيد كه به ازاي ): آيد به دست مي0= )v t v= ) و= )x t x=   .اند كه درست=
  
dv به صورتa  شتاب2-ت dtداريم.  بنويسيد  
  
  
  
)114-4(  

( )

vt v

vv

dv dvm v m dt t
dt v v

t v t
v v

t
v

α α α

α
α

′
′− = ⇒ − = ⇒ − = −

′ ′

⇒ − = − ⇒ =
+

∫ ∫3
3 2

2 2

2

1
2

1 1 12 1 2

  

)براي يافتن )x tحالا vرا به صورت dx dtبنويسيد .  
  
  
  
)115-4(  ( )

( )

( )

x t

t

t
v

dx dtv t dx
dt

t
v

x t t t v t
v v v v

αα

α α α
α α α

′+

′
′= = ⇒ =

+

⎛ ⎞
′⇒ = + = + − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫
22

2
2 2

1 2

1
1 2

1 1 1 1 1 12 2 1 2 1

  

  
x پرتابه در اين چارچوب xموقعيت.  محورهاي دستگاه مختصات را افقي و قائم در نظر بگيريد1  حل 3-ت vt= و موقعيت 

2قائم آن  2y gt=   آيد كهدار فرود ميوقتي پرتابه در روي سطح شيب.  است−
)116-4(  tantan tany gt vt

x vt g
θθ θ−

= − ⇒ = − ⇒ =
2 2 2  
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سرعت اوليه در راستاي محور . دار و عمود بر آن در نطر بگيريد  اين بار محورهاي مختصات را در امتداد سطح شيب2حل 
sinvدارعمود بر سطح شيب θو در امتداد سطح  cosv θشتاب گرانش در راستاي محور قائم.  استcosg θدر اين .  است

  مختصات داريم
)117-4(  
)118-4(  

cos , sin cos

cos , sin cos

x vt y vt gt

x v y v gt

θ θ θ

θ θ θ

= = −

= = −

21
2  

y(ي اوج زمان رسيدن به نقطه   بنابراين،. كنددو برابر زماني است كه جسم در هوا پرواز مي)  0=
)119-4(  sin tan

cos
v vt
g g

θ θ
θ

= =
22  

  
) زمان لازم براي رسيدن پرتابه به ديوار عبارت است از4-ت )cos cosv t d t d vθ θ= ⇒ در اين زمان ارتفاع پرتابه . =

)برابر است با )siny v t gtθ= − 2   :پس.  باشدhخواهيم اين ارتفاع برابرمي. 2
)120-4(  

( )sin tan
cos cos cos
d d gth v g h d

v v v
θ θ

θ θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2 2
1 1
2 2  

  "زير استفاده كنيدي  از رابطهθبراي به دست آوردن

)121-4(  sin cos tan
cos cos

θ θ θ
θ θ

+
= = +

2 2
2

2 2
1 1  

  توان نوشتبنابراين، مي
)122-4(  
  
)123-4(  

( )tan tan tan tan

tan

gd v v hh d
v gd gd

v v v h v v g d gh
gd g d gd gd gd v v

θ θ θ θ

θ

⎛ ⎞
= − + ⇒ − + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⇒ = ± − + = ± − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 2
2 2

2 2

2 4 2 2 2 2 2

2 2 2 4 2

2 21 1 02
1 2 4 2 24 1 12

  

  پس.  پاسخي وجود دارد كه عبارت زير علامت راديكال مثبت باشدθ  فقط هنگامي براي):ب(
  
  
)124-4(  

g d gh gh g d v gh d
v v v v g v

v gh d
g v

⎛ ⎞− − > ⇒ − > ⇒ − >⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ − >

2 2 2 2 4
2

4 2 2 4 2 2

2

2

2 2 21 0 1 1

21
  

v وقتي ):پ( gي ميل كند، جمله∞→ d v2 2   پوشي است و بنابراينقابل چشم)  4-123(ي  در رابطه4
  
  
)125-4(  

( )tan

tan

v v v vgh v gh v
gd gd gd gd

v v h
gd gd d

θ

θ

≈ ± − ≈ ± −

⎛ ⎞
⇒ = ± −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2 2 2
2 2

2 2

1 2 1
  

   داريم" +"براي علامت 
)126-4(  

tan v h
gd d

θ ≈ −
22  
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vيه ازااين پاسخ ب tanθكند و خواهيم داشت به بينهايت ميل مي∞→ θ= ∞ ⇒ =  اين پاسخ پذيرفتني است، چون .90
 را به دست d"ميانگين"ي  اندازه xvدرمقدار اندك پرواز در فضا ضرب طولانيشود و زمانپرتابه تقريبا عمودي پرتاب مي

tanخواهيم داشت" – "براي علامت. دهدمي h dθ اين پاسخ هم پذيرفتني است؛ چون در اين حالت پرتابه اساسا در  . ≈
نش رسد كه زماني براي اثر كردن نيروي گراوچنان سريع به اين نقطه مي. شودارتفاع ديوار مستقيم به سوي ديوار پرتاب مي

  .باي نمي گذارد
    
x حركت داريم xي  از مولفه5-ت vt t v= = ⇒ =2 y:   حركتyي و از مولفه2 gt= = 2 2  
)127-4(  gg v g

v v
⎛ ⎞⇒ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2
1 2 2 22  

  
v  نخست ببينيم چرا بايد6-ت g< )پيمايدمسافت افقي كه توپ مي.  باشد2 )sinv g θ2 ( ي نگاه كنيد به رابطه(   است 2
vبيشينه مقدار آن). 4-5در مثال ) 39-4 g2پس ، اگر.  استv g>  زمان لازم براي . باشد، توپ به ديوار نخواهد رسيد2

)اين كه توپ به ديوار برسد ) ( )cosxv v θ=ارتفاع توپ در اين زمان برابر است با.  است  
  
  
)128-4(  

( )

( ) ( )

sin

sin tan
cos cos cos

y v t gt

gv g H
v v v

θ

θ θ θ
θ θ θ

= −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 2

2 2

1
2

1 1
2 2

  

)خواهيم تابعمي )H θاز آن نسبت به.  بيشينه باشدθدهيمرار ميگيريم و مساوي صفر ق مشتق مي:  
)129-4(  ( ) sinsin tan

cos cos cos
dH g g v
d v v g

θθ θ
θ θ θ θ

−⎛ ⎞= = − − ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2

2 2 3 2
20 2  

vتوجه كنيد كه چون ما احتياج داريم g< 45tan باشد، بايد داشته باشيم2 1θ θ> ⇒ چنين توجه كنيد هم.  بايد باشد<
vتر از  فقط اندكي كماگر. ( نيست بالاترين ارتفاع مسيرش كند دركه وفتي توپ  با ديوار برخورد مي g2 بود، حتما به 

  ).رسيدديوار هم نمي
  
0yvي مسير، در بالاترين نقطه):الف  (7-ت cosxv و سرعت كل برابر= v θ=در اين نقطه شتاب بر مسير عمود و .  است

  :بنابراين.  استgبرابر
)130-4(  ( ) ( )cos cosv vva r

r r g
θ θ

= = ⇒ =
2 22

  

cosgي شتاب كه بر مسير عمود باشد برابر و مولفهv سرعت در آغاز حركت):ب( θ ر امتداد مسير ي شتاب دمولفه(  است
  .)كنيم كه بر خم مسير مماس باشد، شعاع آن بر مسير عمود استاي رسم ميوقتي دايره. در يافتن شعاع مسير نقشي ندارد

)131-4(  
cos

v vr
a g θ

⇒ = =
2 2

  

) بيشينه ارتفاع عبارت است از):پ( ) ( )sinyv g v gθ= 22 2   خواهيم و ما مي2
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)132-4(  ( ) ( )
max

cos sin
cos sin tan ,

v v
r h

g g
θ θ

θ θ θ θ= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
2 2

2 21 1 4 2 63 42 2 2  

  
) . 4-25شكل ( بناميد v و گلوله راuي ارابه راهاي اوليه سرعت1حل    8-ت

زمان فرود آمدن گلوله روي ) 1(رويكرد ما براي حل اين مسئله از اين قرار است كه 
. بيشينه ارتفاع آن قرار خواهيم داددار را مساوي زمان رسيدن ارابه به سطح شيب

 گلوله.  دادها را در امتداد سطح مساوي هم قرار خواهيمبراي اين زمان مسافت) 2(
tanyآيد كهدار فرود ميوقتي در روي سطح شيب x β=است .  

  
  
)133-4(  

( ) ( )
( )

( )

sin
tan

cos
cos tan tan

v t gty
x v t

vt
g

θ
β

θ
θ θ β

−
= =

⇒ = −

21 2

2
  

  

  

sintرسد كهمي ارتفاع خود ارابه وقتي به بيشينه u g β=دار  باشد؛ چون شتاب در امتداد سطح شيبsing βاست  .
)پيمايدمسافتي كه ارابه در روي سطح مي )( )sinx g t utβ= − +21 رسد كه  است وارابه وقتي به بيشينه ارتفاع خود مي2

sinدار صفر شودسرعتش در امتداد سطح شيب 0x gt uβ= − + sint و از اينجا زمان= u g β=از . آيد به دست مي
  برابري اين دو زمان داريم

)134-4(  ( ) ( )cos tan tan sin cos tan tan
sin
u v u v

g g
θ θ β θ θ θ β

θ
= − ⇒ = −

2 2  

لوله در را كه گمسافتي . كنيمدار بايد مساوي باشد استفاده ميهاي ارابه و گلوله در امتداد سطح شيبحالا از اين كه مسافت
)پيمايدراستاي افقي مي cos )v tθاگر آن را بر.  استcosβپس،. آيد به دست مي تقسيم كنيم، مسافت گلوله در امتداد سطح  

)135-4(  ( ) ( ) ( )cos cossin sin
cos cos sin

v t v uut g t u g
g

θ θβ β
β β β

⎛ ⎞
= − ⇒ = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
21 1

2 2  

  و بنابراين
)136-4(  cos cosv uθ β=

1
2  

) 4-136(و ) 4-134( هاي از تركيب رابطه. سزعت افقي گلوله با ميانگين سرعت افقي ارابه برابر است: رفتني استاين پاسخ پذي
  آيدبه دست مي

  
)137-4(  

( )( )
( )

cos sin cos tan tan cos

sin cos tan tan

v vθ β θ θ β β

β β θ β

= −

⇒ = −

1 22
1

  

   داريمβ=45به ازاي
)138-4(  ( )tan tan ,θ θ θ= − ⇒ = ∴ =

1 11 1 3 71 62 2
  

ارابه و گلوله حركت خود را از يك مكان آغاز . دار در نطر بگيريد محورهاي مختصات را موازي و عمود بر سطح شيب2حل 
sing: كنند و شتاب هر دو در امتداد سطح  يكي استمي β− . ي سرعت آنها در امتداد سطح بايد برابر باشد؛ بنابراين، مولفه

u  

v  

 4-25شكل 
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اين بدان معني است كه در اين . ها در امتداد سطح همواره برابر خواهند بودي سرعتاين صورت است كه مولفهچون در 
  ي سرعت خواهيم داشتهاي اوليهاز برابري اين مولفه. چارچوب، گلوله همواره بالاي سرِ ارابه خواهد بود

)139-4(  ( )cosv uθ β− =  
ي آغاز اش از نقطه فاصلهدار در دورترينروي سطح شيب ح فرود بيايد كه ارابه درتي بر روي سطخواهيم گلوله وقحالا مي

)زمان لازم براي اين كه گلوله با سطح برخورد كند عبارت است از. است )sin cosv gθ β β−2چون cosg βي  مولفه
)شتاب عمود بر سطح است و )sinv θ β−  سرعت اوليه در راستايyكشد تا ارابه به دورترينه طول ميزماني را ك.  است 
sinuفاصله در روي سطح برسد g β  چوناست؛sing βاز برابري اين دو زمان . دار استتاب در امتداد سطح شيب ش

  داريم
)140-4(  ( )sin

cos sin
v u

g g
θ β
β β
−

=
2  

  آيدبه دست مي) 4-140(و ) 4-139(هاي از تركيب رابطه
)141-4(  ( ) ( ) ( )sin cos

tan tan
cos sin

v v
g g

θ β θ β
θ β β

β β
− −

= ⇒ − =
2 2 1  

  .توانيد اين را نشان دهيدمي. ارز استهم) 4-137(ي و با رابطه. كند را تعيين ميθاي است كهاين رابطه
  
  هاي افقي و عمودي عبارتند ازسافت  م9-ت
)142-4(  ( ) ( )cos , sinx v t y v t gtθ θ= = − 21

2  
   عبارت است ازPيمربع فاصله تا نقطه

)143-4(  ( ) ( )cos sin sinx y v t v t gt v t v gt g tθ θ θ= + = + − = − +
222 2 2 2 2 2 3 2 412 4  

مشتق ).  نيستيم0=چون در(  هرگز صفر نيست 2اين بدان معني است كه مشتق.  هرگز صفر نباشدخواهيم مشتقمي
   كهصفر استوقتي 

  
  
)144-4(  

sin sin

sin sin

d v v gt g t g t v gt v
dt

v g v g v g
t

g

θ θ

θ θ

= = − + ⇒ − + =

± −
⇒ =

2
2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

2

3 10 3 2 02 2
3 9 8

2

  

sinvاگر g v gθ − <2 2 2 29 sinθدر نتيجه. ندارد  پاسخ حقيقي t باشد،8 < 2 2 θ, است كه متناظر با3 = 70 .   است5
  . استtيك تابع افزايشي برحسب) يا ( 2تر از اين مقدار،هاي كمبراي زاويه

  
  داريم.  و عمودي در نظر بگيريد محورهاي دستگاه مختصات را افقي):الف(  1حل   10 –ت 

)145-4(  ( ) ( )cos , sinx v t y v t gtθ ϕ θ ϕ= + = + − 21
2  

tanyآيد كهتوپ وقتي بر روي سطح فرود مي x θ=باشد :  
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)146-4(  ( )
( ) ( ) ( )sin

tan sin tan cos
cos

v t gt
v gt v

v t
θ ϕ

θ θ ϕ θ θ ϕ
θ ϕ

+ −
= ⇒ + − = +

+

2 2 1
2  

  آيدبا استفاده از اتحاد مثلثاتي، به دست مي
)147-4(  sin cosvt

g
θ ϕ=

2 ( ) sincos sin cos cos
cos

θθ ϕ θ ϕ
θ

+ − ( )sin sinθ ϕ⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
  

  يا
)148-4(  ( ) sinsincos sin sin cos sin sin

cos cos cos
v v vt
g g g

ϕθθ ϕ ϕ θ θ ϕ
θ θ θ

⎛ ⎞
= + = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 22 2 2  

  براي اين زمان ، مسافت در امتداد سطح عبارت است از
  
  
)149-4(  

( ) ( )

( )

cos cos sin
cos cos cos cos

sin cos
cos

v t v vxd
g

v
g

θ ϕ θ ϕ ϕ
θ θ θ θ

ϕ θ ϕ
θ

+ +
= = =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2

2

2
  

)  براي بيشينه كردن اين بايد مشتق) :ب( )sin cosϕ θ ϕ+را نسبت به ϕيم حساب كنيم و مساوي صفر قرار ده  
  
  
)150-4(  

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

sin cos cos cos sin sin

cos cos

d
d

ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ
ϕ

θϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ

= + = + − +

= + + = + ⇒ + = ⇒∴ = −

0

2 2 90 45 2

  

   آن عمود بر yدار و محور در امتداد سطح شيبx دستگاه مختصات را چنان برگزينيد كه محور2حل 
singشتاب در امتداد سطح . سطح باشند θ− بر سطح و در راستاي عمودcosg θ− هاي مولفه.  است  

cosvاند از سرعت اوليه عبارت ϕو sinv ϕ . زمان كل حركت برابر است با  
)150-4(  sin

cos cos
yv vT

g g
ϕ

θ θ
= =

2 2  

  دار عبارت است ازطح شيبپس، مسافت كل در امتداد س. اين نتيجه با پاسخ بالا سازگار است
  
  
)151-4(  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

sin sincos sin cos sin
cos cos

sin cos cos sin sin sin cos
cos cos

v vd v t g t v g
g g

v v
g g

ϕ ϕϕ θ ϕ θ
θ θ

ϕ θ ϕ θ ϕ ϕ θ ϕ
θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2 2

2 2

2 21 1
2 2

2 2
  

  .مانند بالا ست) ب(قسمت .  سازگار است1اين نتيجه هم با حل 

  
   11-ت
)152-4(  ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆt t tr r r r re r e r eβ β βθ θ θ β ω β ω= − + + = − +a r θ r θ2 2 22 2  

βاگر ω= trاه نخست به نظر عجيب است كه وقتيدر نگ. شود صفر ميa باشد قسمت شعاعي± r e β= است، شتاب شعاعي 
−rθي سهيم است؛ جملهra درrپندارد فقطخطاي اين گونه انديشيدن اين است كه مي. ذره صفر باشد  هم بخشي از شتاب 2

  .توان آن را ناديده گرفتاعي است و نميشع
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raناسازه در اين است كه اگرچه t است، سرعت شعاعي0=
rv r r e βω= . كند با زمان در راستاي شعاع افزايش پيدا مي=

) مختصات قطبيدر. تواند گمراه كننده باشدپاسخ ناسازه اين است كه حالت خاص در مختصات كارتزي مي )r rv a t dt≠ ∫ 
)چون در )ra t dt∫ي واقعيت اين كه بردارهاي يكهr̂و θ̂آينداند به حساب نمي توابعي از زمان.  

  
  
  

  
  


