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  2فصل 
  بردارها و پيش نيازهاي رياضي 

  
اي  ي فيزيك نقش برجسته ها ي گستره اي و انرژي در همه ي زاويه هاي مكانيك مانند نيرو، تكانه، تكانه  مفهوم:پيشگفتار 1-2

يات ما  رياضچون زبان ؛هاي فيزيكي و اصول آن ناگزير از بكارگيري زبان رياضيات هستيم مفهوميدنبراي فهم. پيدا مي كنند
افزون بر اين، ارتباط ميان نظريه و . انجامد تر مي هاي تازه كند و به روشنگري را در بيان روشن و كوتاه و دقيق توانا مي

به اين خاطر، در اين فصل به پروراندن ابزار رياضي لازم . گيري است هاي كيفي و اندازه بيني ي پيش آزمايش در فيزيك بر پايه
  .ي مطلب خواهيم پرداخت گيري دنباله براي پي

 استفاده از نمادهاي برداري،با .   فراگيري جبر بردارها آغاز خوبي براي وارد كردن رياضيات در فيزيك است:بردارها  2-2
گذار نمادهاي  دان دانشگاه ييل پايه ويلارد گيبس فيزيك(تر و كوتاهتر بيان كرد توان ساده هاي فيزيكي را مي ها قانون بيشتر وقت

تر كردن  ي برداري براي ساده اگر چه ما از نمادها).  انجام داد  سازي شكل معادله  او اين كار را براي ساده. درن برداري بودم
از اينرو . اند هاي بنيادي تقارن كه انديشه اند هاي فيزيكي استفاده خواهيم كرد، اما بردارها به مفهوم ژرفتري مربوط رابطه

  . انجامدها بي ي قانون  هاي ناشناخته  به شكلتواند بكارگيري آنها مي
در اينجا ما از ديدگاه . هندسي، تحليلي، و اصول موضوعي: دتوان از سه ديدگاه بررسي كر   بردارها را مي   :تعريف بردار

  . هندسي و تحليلي به آنها خواهيم پرداخت
براي توصيف يك بردار . نشان خواهيم داد) سياه(پر رنگ آن را با نماد . دار است بردار بخشي از يك خط جهت از نگاه هندسي

از . دهد ما همچنين فرض خواهيم كرد كه انتقال موازي يك بردار آن را تغيير نمي. بايد هم طول و هم جهت آن را مشخص كنيم
  . همگي يك بردار هستند) 2-1(شكل هاي موازي  دراين رو، پيكان

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

B=: با هم برابرند) 2-1( در شكل C وBبردارهاي.  گوئيم آن دو با هم برابرندكسان باشند، يدو بردار اگر طول و جهت C.  
  باشد آنگاه3ر برابAاگر طول. دهند  نشان ميA يا A را باAي بردار اندازه. نامند مياندازه بردار طول يك بردار را  

= =A A بردار . دهند ان ميگويند و با كلاهي بالاي نماد بردار نش اگر طول برداري يك واحد باشد آن را بردار يكه مي. 3
  : ازو عبارت است  موازي A موازي با بردارÂي يكه

)1-2     (ˆ ˆ=A A A       يا     ˆ =
AA
A

  

     جبر بردارها3-2

C  

B

2-1شكل   
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 bآيد كه طول آن دست ميه  بC ضرب كنيم بردار جديدbرا در عدد مثبت Aاگر بردار بت   ب بردار در يك عدد ثا ضر-1
  :  استA موازي بردارC بردار) 2-2( در شكل . استAبرابر طول بردار

b=C A بنابراين وˆ ˆ=C Aو b=C A  .اگر بردارA ضرب -1 را در عدد  
 پس). پاد موازي(است Aوارون جهتكنيم نتيجه بردار جديدي است كه جهت آن 

  .تواند هم طول و هم جهت آن را تغيير دهد ضرب يك بردار در عددي منفي مي
) 2-3(   توصيف هندسي جمع دو بردار را به سادگي در شكل  جمع بردارها-2
 را در سر B انتهاي بردارA بهBبراي افزودن: قاعده از اين قرار است. بينيد مي

  .B به سرAحاصل برداري است از انتهاي. قرار دهيد)  Aپيكان (Aبردار
  
) چون تفريق دو بردار -3 )− = +A B A -Bكم كردن، براي  استBاز A 
اين را ) 2-4(شكل . و سپس آن دو را با هم جمع كرد ضرب -1 را در B توان مي

Aي ديگر ساختن   شيوه.دهد نشان مي -B2-4(  در نمودار سمت راست شكل (
 در اين.  را بر هم بگذاريدBپيكانسرِ  و A پيكانسرِ:نشان داده شده است

Aصورت -Bبرداري است كه از انتهاي Aي انتهاي بسو B شود كشيده مي .
  . كنيم هاي زير آسان است آنها را به شما واگذار مي اثبات هندسي قانون

  

  

                                                          .  
  

                                                                                                
     
  
  
  

+                         قانون جا به جا پذيري = +A B B A  
  

)                 قانون شركت پذيري ) ( )
( ) ( )c d cd

+ + = + +
=

A B C A B C
A A

  

  

)                          قانون پخش پذيري )
( )
c d c d

c c c
+ = +
+ = +
A A A

A B A B
       

A⋅ را باB وA ضرب داخلي بردارهايبردارها  ) اي نقطه(  ضرب داخلي -4 Bاي يا  دهند و آن را ضرب نقطه مي  نشان  
  

  نتيجه ) اسكالر(نامند زيرا از تركيب دو بردار يك كميت عددي  مي) ضرب اسكالر، ضرب دكارتي: نام ديگر(ضرب داخلي 

b=C A  

−A  

A  

2-2شكل   

+A B  B  

A  

2-3شكل   

A  

−B  

B  
A

( )+ − = −A B A B  

B−
A

B  

−A B  

2-4شكل
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A⋅ضرب. شود مي Bشود  به صورت زير تعريف مي:  
)2-2   (A B cosθ⋅ =A B  
θزاويه بين Aو Bنشان داده شده است) 2-5( و درشكل ست ا.cosθBتصوير بردار B 

  در راستاي بردارBبردار مولفه ي cosθBبيان هم ارز اين است كه بگوييم. استAروي بردار
Aاگر. است⋅ =A B A= باشد آنگاه يا0 B= يا 0 cosθ و يا0 =0) Aبه Bعمود است  .(    

  

⋅همچنين توجه كنيد كه. رب داخلي دو بردار غير صفر مي تواند صفر باشدض، بنابراين  =A A A روشن است كه .  است2
cos cosθ θ⋅ = = ⋅ =A B A B B A B Aپذير  ضرب داخلي بخش. پذير استجاضرب داخلي دو بردار جا به  و در نتيجه

  .نيز هست
)3-2(  ( )+ ⋅ = ⋅ + ⋅A B C A C B C  

  توان ديد ها مي ي قانون كسينوس ضرب داخلي را در اثبات سادهسودمندي 
  

                                       قانون سينوس ها را ثابت كنيد:  )ها  قانون كسينوس( 2-1مثال 
  :حل

( ) ( )

cosθ

= +
⋅ = ⋅ +

= + +

C A B
C C A+B A B

C A B A B2 2 2 2
  

  

اين كار را با استفاده از اتحاد مثلثاتي . شودبيان ) 2-6( در شكل ϕي  برحسب زاويهي بالا معمول اين است كه نتيجه
cos cos( ) cosθ π φ ϕ= − = cosCتوان انجام داد و داريم  مي− A B AB ϕ= + −2 2 2 2  

  
 5  و4هاي اي در بحث كار و انرژي است كه در فصل يكي از مهمترين كاربردهاي ضرب نقطه  كار و ضرب داخلي    2-2مثال 

 جا شده است با حاصلبه جاdي  روي جسمي كه به اندازهFنيروي) W(ر شايد شما بدانيد كه كا. به آن خواهيم پرداخت
  بسازد آنگاه كارθجايي زاويهبه راستاي جااگر نيرو با.  برابر است جاييبه  در راستاي جاFي  و مؤلفهdجاييبهضرب جا

) بانيرو cos )W F dθ= توان نوشت مي بردارند آنگاه هر دو جايي و نيروبهاگر بپذيريد كه جا. برابر است :W = ⋅F d.   
 باشند مشتق t با زمان و يا هر چيز ديگري تغيير كنند؛ يعني هر كدام تابعي از متغير عددي مانندB وAاگر بردارهاي

ي اين فصل به  هاي آينده در بخش. كنيم ما آن را بيان ميدر اينجا . دست آورده توان ب ضرب داخلي آنها را به آساني ميحاصل
  .گيري از بردار خواهيم پرداخت مشتق

)4-2(  ( )d d d d d
dt dt dt dt dt

⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
A B A ΒA B B A B A  

 نياز خواهيم داشت ضرب برداري يا خارجي دو  به آني دوم ضرب بردارها كه    گونهبردارها) خارجي( ضرب برداري - 5
ي ضرب خارجي يا برداري دو  يعني نتيجه. سازد مي بردار سومي را B وAي بردارهاي يزهدراين گونه ضرب، آم. بردار است

  .شود صورت زير تعريف ميه بردار خود يك بردار است و ب

B  A  

θ  
 AرويBتصوير

2-5شكل  

θ  

ϕ  
A  

B  

C  

 2-6شكل
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)5-2(  ≡ ×C A B  
 را اينـك بايـدهم انـدازه و هـم جهـت بـردار             تر از ضرب داخلي اسـت زي ـ       ضرب برداري پيچيده  

×A Bي بردار اندازه. را مشخص كنيم≡ ×C A Bشود  به صورت زير تعريف مي                 :
)6-2(  sinθ=C A B    

  

 را همواره θكه ناروشني را از ميان برداريم  براي اين.  است)2-7(شكل   درB و بردارAي بين بردار  زاويهθهمدر اينجا 
0θ كهمي شود هنگامي صفر خارجيب  هر دو غير صفر باشند، ضرB وAاگر.  در نظر خواهيم گرفتπكوچكتر از = 

)Aو Bيا )  موازيθ π= )Aو Bپاد موازي  (دو بردار. باشدAو B در شكل )ضرب حاصل. سازند يك صفحه مي) 2-7
A×برداري Bيعني بردار Cي دو بردار فحه به صAو  B البته دو جهت وجود دارد كه به اين صفحه عمود . عمود است
 ي دست راست قاعدهكند؟ اين ناروشني را با     را مشخص ميCكدام يك جهت. صفحه» درون«از صفحه و به» بيرون«: است

سوي ه قرار گيرد و آنها را ب) Aدراينجا( هاي دست راست شما در جهت بردار اول  اگر انگشت: توان از ميان برداشت يم
.  را نشان خواهد دادCشست شما جهت بردارآنگاه انگشت ) θتر ي كوچك در امتداد زاويه(بچرخانيد ) Bدر اينجا(بردار دوم 

A×جهت) 2-7(در شكل  Bسوي بيرون از صفحه است و جهته ب×B Aرسه بردا.  به سوي صفحهA وBو C سه  يك
  . قرار دارندxyي  در صفحهB وAبينديشيد كه) 2-8(شكل  دستبه دستگاه مختصات راست. سازند  ميي دست راستي تايه
Aروي محور xهاست و Bبه محور yاگر . ها نزديك استAو Bو C يك 

يك . گيرد  ها قرار ميzروي محور Cي دست راستي بسازند،آنگاه سه تايه
  ست كه اي تعريف ما از ضرب برداري اين نتيجه

)7-2(  × =− ×B A A B  
جا به ضرب برداري جا.يعني ترتيب نوشتن بردارها در ضرب برداري مهم است

. كند ضرب را وارون ميجهت بردار حاصلتغيير ترتيب بردارها، . پذير نيست
  :Aكه براي هر بردار دلبخواه بينيم بنابراين مي

)8-2(  × =A A 0    

  

  :      استبخش پذيرضرب برداري 
)9-2(  ( ) ( ) ( )× + = × + ×A B C A B A C  

A× از نظر هندسي، Bمساحت متوازي الاضلاعي است كه بردارها  Aو Bسازند  مي.  
  

گيري  ها نيازمنديم كه جهت تر وقت  بيشكنند اما در فيزيك، به طور معمول مساحت را با مقدار آن بيان مي:    مساحت2-3مثال 
ي معيني را  اي با سطح قاعده  لوله اگر بخواهيم آهنگ شارش آب رودخانه به درون،براي نمونه. سطح را هم مشخص كنيم

ي لوله به شارش عمود باشد و يا با آن موازي باشد، آهنگ وارد شدن آب به لوله  روشن است كه اگر سطح قاعده. حساب كنيم
سطح چهار : اين كار با استفاده از ضرب برداري شدني است). درحالت موازي البته آهنگ شارش صفر است(كند  فرق مي
ست از طول  االاضلاع عبارت مساحت متوازي.  ساخته شده استDو Cرا در نظر بگيريد كه با بردارهاي) 2-9( شكل ضلعي

sinCD:ضربدر عرض θ = ×C D)  = طول (×)عرض (A ≡داريم بردار نگاه كنيم، همانند يك Aاگر به . = ×A C D .
                                                         . كند برداري جهت آن را تعريف مي است و ضرب الاضلاع  مساحت متوازيAيديديم كه اندازه

A  

θ  
B  

     2-7شكل

z  
C  

y

B  
A  

x 2-8شكل    
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  هاي بردار  مؤلفه4-2
را بدون ) اي و ضرب برداري جمع، تفريق، ضرب نقطه(تاكنون چهار عمل روي بردارها 

دهد كه چرا  اين نشان مي. در نظر بگيريم، بيان كرديم كه دستگاه مختصات خاصي را اين
اما، سرانجام . يستندن ههاي برداري به چارچوب مختصات وابست عمل. ندسودمند بردارها
براي اين كار بايد چارچوب . تر و با عدد نشان دهيم  كه نتايج خود را روشنناگزيريم

ˆفرض كنيد. نداترين مختصات كارتزي ساده. مختصاتي را براي كار كردن برگزينيم ˆ,j i 
 .باشند)  الف2 -10(در شكل  zو y وx موازي با محوري به ترتيب بردارهاي يكهk̂و

  : بسط دادهاي پايهبردارحسب بر)  ب 2-10 ( شكل  برابرتوان  را ميAهر بردار دلخواه
)10-2(  ˆ ˆ ˆ

x y zA A A= + +A i j k    

  

  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                      
  
  

 روي Aاز نظر هندسي آنها به ترتيب تصوير بردار.  نام دارندAبردار هاي مؤلفه و اند عدد zA وyA وxAهاي كميت
  :ها بنويسيم حسب مؤلفهبر يك از چهار عمل روي بردارها را توانيم هر اينك مي.  اندz وy وxمحورهاي

  
)11-2(  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

x y z x y z

x x y y z z

A A A B B B

A B A B A B

+ = + + + + +

= + + + + +

A B i j k i j k

i j k
  

  .هاي همسان را با هم جمع كنيد براي جمع بستن بردارها، مؤلفه :   1قاعده 
)12-2  (ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )x y z x y zb b A A A bA bA bA= + + = + +A i j k i j k  

  .ابت، هر مؤلفه را در مقدار ثابت ضرب كنيددر ضرب بردار با يك مقدار ث :  2قاعده 
ˆ ˆ,j iو ĵ ضرب داخلي آنها به قرار زير است) 2-2(ي  بنا به رابطه. ند كه بر هم عمودندا بردارهاي يكه  

)13-2(  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =i i j j k k i j i k j k1 0  
  در نتيجه

)14-2(  ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )x y z x y z x x y y z zA A A B B B A B A B A B⋅ = + + ⋅ + + = + +A B i j k i j k  
  هاي همسان را در هم ضرب كنيد و سپس نتيجه را با هم جمع ي ضرب داخلي دو بردار، مؤلفه در محاسبه :  3 ي قاعده
  به ويژه     . كنيد

D  

D  

θ  
sinD θ  

C  

C  

A  

2-9شكل  

x  

ĵ  y

z  

k̂  

î  

z

A
ˆ

zA k  y  

ˆ
yA j  

ˆ
xA i  

x

)الف(  

)ب(  
2-10شكل  
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)15-2(  x y zA A A⋅ = + +A A 2 2 x     يا               2 y zA A A A= = + +A 2 2 2  
ي   با مؤلفهيكه از بردارهاي يك با هرAه كنيد كه حاصل ضرب داخلي بردارتوج.) اين قضيه فيثاغورث در سه بعد است( 

ˆيعني(برابر است  بردار در راستاي آن بردار يكه ˆ,y xA A⋅ = ⋅ =A j A i و ˆ( zA⋅ =A k.  
 چارچوب مختصات راست در. بردارهاي يكه را حساب كردضرب برداري ) 2-5(ي  توان با استفاده از رابطه گونه ميبه همين

  :    دست داريم
  
)16-2(  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

× = × = × =

× = − × = × = − × = × = − × =

i i j j k k

i j j i k j k k j i k i i k j

0  

  :ضرب برداري دو بردار را حساب كرد توان اينك مي
  
)17-2(  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

x y z x y z

y z z y z x x z x y y x

A A A B B B

A B A B A B A B A B A B

× = + + × + +

= − + − + −

A B i j k i j k

i j k
  

  :توان در شكل زيباتر دترمينان نوشت ي پيچيده را مي اين رابطه
  
)18-2(  

ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z

A A A

B B B

× =
i j k

A B  

سـطر دوم آن بـردار       ي ضرب برداري دترميناتي تشكيل دهيد كه سطر نخست آن بردارهاي يكـه،             براي محاسبه    :4قاعده  
هاي بردار حاصل ضرب     ان مؤلفه بسط دترمين  هاي جمله. است  )  Bدر اينجا ( و سطر سوم آن بردار دوم       ) Aدر اينجا (اول  

A×برداري Bاست .  
  

ˆبردارهاي     2-4مثال  ˆ ˆ= + −A i j k3 و  ˆ ˆ ˆ= + +B i j k4 A× داده شده اند بردار3 Bرا حساب كنيد .  

                 :                   حل
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ× = − = − −
i j k

A B i j k1 3 1 10 7 11
4 1 3

  

  
  . را حساب كنيدθي زاويه) 2-11  (شكل زير، در مكعب    2-5مثال 
ˆطول ضلع مكعب  يك است و  :  حل ˆ ˆ= + +A i j k1 0 ˆ و 1 ˆ ˆ= + +B i j k0 1 )،بنابراين 1 ) ( ) ( ) ( ) ( )( )⋅ = + + =A B 1 0 0 1 1 1 1  

  از سوي ديگر
  cos cos cos

cos cos

AB θ θ θ

θ θ θ

⋅ = = =

= ⇒ = ⇒ =

A B 2 2 2
12 1 602

D
  

  :   ضرب سه تايي بردارها 
  ضرب  واي يا برداري كرد  ديگري ضرب نقطه توان با بردار چون ضرب برداري دو بردار، خود يك بردار است، اين بردار را مي
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  .  بردارها را ساختتاييسه
)ايتايي نقطهضرب سه -1 )⋅ ×A B C : از نگاه هندسي( )⋅ ×A B C  

 ساخته شده C وBو Aاست كه با) 2-12(شكل  السطوح متوازي حجم
B×چوناست؛  Cمساحت قاعده و  cosA θارتفاع آن است و داريم   

)19-1(  ( ) ( ) ( )⋅ × = ⋅ × = ⋅ ×A B C B C A C A B  
كه ترتيب الفبايي حفظ  توجه كنيد .ندي اينها مربوط به يك حجم ا زيرا همه
هاي بردارها بنويسيم  حسب مؤلفه بالا را برتايي اگر ضرب سه.شده است

  :داريم
  
)20-2(  ( )

x y z

x y z

x y z

A A A
B B B
C C C

⋅ × =A B C  

)و ضرب) 0(توان جاي نقطه  توجه كنيد كه مي )xرا عوض كرد :  
)21-2(  ( ) ( )⋅ × = × ⋅A B C A B C  

اما توجه كنيد كه پرانتزها را . نتيجه شده است) 1-19( اين رابطه از 
):توان جا به جا كرد نمي )⋅ ×A B Cبا يك كميت چونمعني است   بي 

)عددي )⋅A Bبرداري ساخت توان ضرب  نمي .                                     
):تايي برداري  ضرب سه-2 )× ×A B Cتوان   اين ضرب سه تايي را مي  

  

BAC يعده قابا استفاده از CAB−ساده كرد :  
)22-2(  ( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅A B C B A C C A B  

)توجه كنيد كه ) ( ) ( ) ( )× × = − × × = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅A B C C A B A B C B A Cتوان  مي) 2-22(با تكرار رابطه . بردار ديگري است
اي وجود  رداري در رابطه هرگز لازم نيست كه بيش از يك ضرب ب،بنابراين. تر كرد  سادههمضرب بردارهاي بيش از سه تا را

  :براي نمونه. داشته باشد
)23-2(  
)24-2(  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )× ⋅ × = ⋅ ⋅ −A B C D A C B D A.D B.C  
( ( )) ( ( )) ( ) ( )× × × = ⋅ ⋅ − ⋅ ×A B C D B A C D A B C D  

  
 xyي در صفحه )2-13(شكل برابر اي  ذره: اي يكنواخت   حركت دايره2-6مثال 

ˆبردار مكان آن. كند حركت مي ˆ(cos sin )r t tω ω= +r i j كه در آن است rو ω 
  .دست آوريده مسير، سرعت و شتاب ذره را ب. اند هاي ثابت مقدار
   داريم :حل
)25-2(  ( ) ( )cos sin cos sinr t r t r t t rω ω ω ω= + = + =r

1 2 1 22 2 2 2 2 2  
          پاد ذره روي دايره.  استrاي به شعاع  مسير دايرهريالپس .كه مقدار ثابتي است 

  

y  

(0,0,1)  

A  

B  

(0,1,0)  

(1,0,0)  
x  

z  

θ  

2-11 شكل  

C  
θ  

A  

B 2-12شكل   

x

y  

tω  
r  

2-13 شكل  
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0tچرخد و در زمان ساعتگرد مي )ي  از نقطه= ,0)r در زمان.  كند آغاز به حركت ميT  يك دور كامل روي دايره ، ذره 
2Tωكه طوريه ب، پيمايد مي π=حركت، اي سرعت زاويه.  شودωو يكاي آن راديان بر ثانيه است. ، است.T زمان يك دور 

  .گويند  حركت ميدوره چرخيدن است و به آن
)26-2(  ˆ ˆ( sin cos )d r t t

dt
ω ω ω= = − +

rv i j  
v⋅اين كار را با حساب كردن     .  همواره بر مسير حركت مماس است      v  بر هم عمودند، يعني     r و v كه داد نشان   توان مي r  انجام
)  :مدهي مي sin cos cos sin )r t t t tω ω ω ω ω⋅ = − + =v r 2 0  

  
  
  
  
  
  
  
  

 مقدار vيبراي اين كه نشان دهيم اندازه).  ب را ببينيد2-14شكل  (  به دايره نيز مماس استv عمود است، پسrر بvچون
  . داريمتوجه كنيد كه،  است ،rω=v ثابت و برابر

)27-2(  ( ) ˆ ˆ ˆ ˆ( sin cos ) ( sin cos )r t t r t t rω ω ω ω ω ω ω⎡ ⎤= ⋅ = − + ⋅ − + =⎣ ⎦v v v i j i j
1 21 2  

  شتاب ذره عبارت است از
)28-2(  ˆ ˆ( cos sin )d r t t

dt
ω ω ω ω= = − − = −

va i j r2 2  
   نشان داده شده است)ب2-14(شكل و درشتاب در راستاي شعاع و به سوي مركز است كه همان شتاب مركز گراست

  
):  استx  تابعي از يك متغير، مانندfفرض كنيد:      مشتق5-2 )f x  .مشتقdf dxيعني چه؟ پاسخ روشن است : 

df dxكه گويد هنگامي  ميxي مقدار جزيي   به اندازهdxتغيير كند تابع f با چه آهنگي تغيير خواهد كرد   
)29-2(  ( )dfdf dx

dx
=  

dfمشتق. كند ير مي تغيdf به اندازهf تغيير دهيم، آنگاهdxي  را به اندازهxيعني اگر dx ضريب تناسب ميان تغيير x و 
dfاز ديد هندسي، مشتق.  استfتغيير dxشيب خم ( )f xاست  .  

): براي نمونه دماي اتاق را در نظر بگيريد.  كه به سه متغير وابسته استاينك فرض كنيد تابعي داريم  : گراديان  , , )T x y z .
  .، گسترش دهيم اند يك متغير وابسته كه به بيش از  Tاجازه دهيد مفهوم مشتق را به توابعي مانند

ي تابعي  اكنون مسئله درباره. كند گاه تابع با چه آهنگي تغيير ميآنشويم  جا ابهاندكي جما بگويد كه اگر هخب؛ قرار است مشتق ب
اگر رو به بالا برويم به احتمال زياد . شويم بستگي دارد جا ميبه اندكي دشوارتر است، چون به جهتي كه در آن سو جاTمانند

 حركت كنيم تغيير ي بينابينير دما محسوس نباشد و اگر در جهتحركت كنيم، شايد تغيتغيير دما خيلي سريع است؛ اما اگر افقي 

2-14شكل  

x  

y
v  

r tω  

)الف(   

y

r  
a  

tω

)ب(  

x  
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)دماي اتاق يا تابع« كه   پرسش اين،پس. دما هم بينابيني خواهد بود , , )T x y zبينهايت پاسخ » كند؟   با چه سرعتي تغيير مي
)رسد كه براي توصيف تغيير به نظر مي.  وجود داردجايي يك پاسخ جا بهبراي هر جهتِ. دارد , , )T x y z به بينهايت مشتق 

  : گويد مي) هاي جزيي مشتق(ها  اي در حساب پارمشتق قضيه. خوشبختانه، مسئله اين قدرها هم نا اميد كننده نيست. نياز داريم
)30-2(  ( ) ( ) ( )T T TdT dx dy dz

x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

  

dy,هاي كوچكي ر هر سه متغير به اندازهگويد كه با تغيي اين قاعده مي dxو dzچگونه ، Tتوجه كنيد كه به . كند  تغييرمي
ر است بهت!  هر كدام در راستاي يك محور مختصات،مشتق سه پار: سه تا مشتق بسنده است؛گيري نيازي نيست بينهايت مشتق

توان به صورت  را مي) 2-30(ي  رابطه .تري بنويسيم و بكوشيم دستاوردهاي آن را بشناسيم اين قاعده را در شكل مناسب
  ضرب داخلي دو بردار نوشت

)31-2   (
  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )T T TdT dx dy dz d
x y z

∂ ∂ ∂
= + + ⋅ + + ≡ ∇ ⋅

∂ ∂ ∂
i j k i j k T l  

   را جايگزين كرديمدو كوتاه نوشت زير سمت راستدر 
)32-2(  ˆ ˆ ˆd dx dy dz≡ + +l i j k  

   و  است،جايي جزييبهبردار جا كه
)33-2(  ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )T T T

x y z
∂ ∂ ∂

∇ ≡ + +
∂ ∂ ∂

T i j k  

 است كه در پي آن بوديم) 2-29(ي  تعميم رابطه) 2-31(ي  رابطه. است   نام دارد و يك كميت برداري با سه مؤلفهTگراديانكه 
اينكه معني هندسي آن را  براي.  گراديان هم اندازه و جهت دارد،مانند هر برداري: توصيف هندسي گراديان دشوار نيست. 

  .صورت زير بنويسيد هرا ب) 2-31(ي  بفهميم رابطه
)34-2(  cosdT d d θ=∇ ⋅ = ∇T l T l  

d وT∇ي بين ه زاويθكه در آن lي حال اگر اندازه.  استdlيعني(بگرديم  هاي گوناگون  را ثابت نگهداريم و در جهتθ را 
0θ كهآيد ميهنگامي پديد ) dTيعني (Tبينيم كه بزرگترين تغيير در مي) تغيير دهيم  dT معين؛ dlيعني به ازاي .  است=

ي  فرض كنيد در دامنه.  استT جهت بيشترين افزايش تابعT∇ :پس.  حركت كنيمT∇هنگامي بزرگترين است كه در جهت
يالي كه تيزترين شيب سر . بالايي كوه در كدام يال آن استخواهيد بدانيد كه بيشترين شيب سر ايد و مي اي ايستاده كوهپايه

در اينجا تابع ارتفاع كوه و متغيرهاي .  گراديان استي اندازه آن يالي شيب كوه در  اندازه.  استگراديانبالايي را دارد جهت 
  .  و تابع فقط به دو متغير وابسته استاندآن طول و عرض جغرافيايي 

  
)فرض كنيد ) 2-15 (در شكل   2-7مثال  , , )r x y z=ي نقطه  فاصله( , , )x y z داريمي؛ يعناست از مبداء مختصات  :

r x y z= + +2 2   .  را بدست آوريدr گراديان . 2
روشن است كه هر چه در : دست آورده  را بr∇ي توان جهت و اندازه  را حساب كنيم، ميr∇  در اين مثال پيش از آنكه:حل

   شعاعي به  اگر در امتداد افزون براين،.كند  افزايش پيدا ميتريبزرگ  با آهنگ نيزrشويم،  از مركز دورتر ميrعاعامتداد ش
dياندازه A ،از مبداء دور شويم r ي اندازه بهd Aيعنيكند   افزايش پيدا مي dr d= A .ي  پس اندازه∇rبرابر يك است برابر.  
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Δr=ˆ، بنابراين .اي در امتداد شعاع است  بردار يكهΔrدر اينجا r . ي آن  اسبهاينك به مح
  :پردازيم مي
  
  
  
  
)35-2(  

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
ˆ

r r r
x y z

x y z
x y z x y z x y z

x y z
rx y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

= + +
+ + + + + +

+ +
= = =

+ +

r i j k

i j k

i j k r r

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 2 1 2 1 2
2 2 2  

  

  

  
∇Tگراديان   :∇ عملگر 6-2

Gدر يك كميت عددي مانند∇ست كه برداري به نام ا شبيه اين Tه باشد ضرب شد.  
)36-2(  ˆ ˆ ˆ( )T T

x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

∇ i j k  

ˆايم تا با  در اينجا بردارهاي يكه را در سمت چپ نوشته( ˆ,y x∂ ∂ ∂ ∂j i و ˆ z∂ ∂kي درون پرانتز تعريف  جمله .)اشتباه نشود
  . است∇نماد

)37-2(  ˆ ˆ ˆ
x y z
∂ ∂ ∂

≡ + +
∂ ∂ ∂

∇ i j k  

y,هاي  شكل يك بردار با مؤلفه∇چهاگر x∂ ∂ ∂ ∂zو∂ عملگر  بلكه يك ؛ را دارد اما، به مفهوم معمولي يك بردار نيست∂
توان به سه گونه ضرب  يك بردار معمولي را مي.  ر معمولي را دارد از هر نظر رفتار يك بردا∇ با وجود اين،. استبرداري

):كرد )iدر يك عدد ،( )ii وبردار ديگربا يك  ضرب داخلي ( )iii توان با همين كار را مي. بردار ديگر يك  ضرب خارجي با 
  . انجام داد ∇

  . همان گراديان است∇Tصورت در اين : Tضرب در يك تابع عددي مانند )1(
 .شود ناميده مي Fواگرايي يا ديورژانس F⋅∇در اين صورت : Fضرب در يك بردار مانند )2(

  .نامند  ميF برداركرل  تا  تاو  راF×∇در اين صورت : Fضرب برداري در يك بردار مانند )3(
راي كامل شدن موضوع در اينجا به كوتاهي به آن در اين كتاب ما از ديورژانس استفاده نخواهيم كرد اما ب: ديورژانس   7-2

  :  داريم∇از تعريف. پردازيم مي
)38-2(  
  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) yx z
x y z

FF FF F F
x y z x y z

∂∂ ∂∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = + + ⋅ + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
F i j k i j k  

 سي؛ ديورژانساز نظر هند.) تابع عددي ديورژانس ندارد(، است F⋅∇ يك تابع برداري، كميت عددي،روشن است كه ديورژانسِ
Fي واگرايي بردار  سنجهF ي در نقطه)  الف2-16( تابع برداري شكل. ي مورد نظر استدر نقطهPحال .  واگرايي بزرگي دارد

  . صفر استPي نقطه در) ب2-16(آنكه ديورژانس تابع برداري شكل 
  

ˆ ):الف(ديورژانس بردارهاي     2-8مثال  ˆ ˆx y z= + +r i j k2ˆ)ب(و )   الف2-16(  مربوط به شكلk=Fمربوط به شكل    
 . را حساب كنيد)  ب16-2(

  

z  

r  

( , , )x y z  

y  

x  
2-15شكل  

.P  P  
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  )الف(: حل
)39-2(  ( ) ( ) ( )x y z

x y z
∂ ∂ ∂

∇⋅ = + + = + + =
∂ ∂ ∂

r 1 1 1 3  

  ):ب(
)40-2(  ( ) ( ) ( )

x y z
∂ ∂ ∂

∇ ⋅ = + + = + + =
∂ ∂ ∂

F D D 2 0 0 0 0  

  
 Fكرل يا تاو بردار.  با آن بردار است∇همانگونه كه گفتيم؛ تاو يا كرل يك تابع برداري ضرب برداري:   كرل  يا  تاو   8-2

   :ست از اعبارت
  
)41-2(  

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y yz x z x

x y z

F FF F F F
x y z y z z x x y

F F F

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
∇× = = − + − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

i j k

F i j k  

  . ، خود يك بردار استFبينيم كه كرل بردار مي
ها هاي حركتي شاره كرل براي توصيف ويژگي:توصيف هندسي كرل يا تاو

گيري چرخش آن بردار  اي براي اندازه كرل يك تابع برداري سنجه. اختراع شد
شود،   ميكه ببينيد چگونه كرل به چرخش مربوطبراي اين. در يك نقطه است

 اي ثابت را در نظر بگيريد كه آب با سرعت زاويه) 2-17شكل ( گرداب آرماني
ω سرعت آب در.چرخد مي حول مركز rست از ا عبارتˆrω=v θكه در آن 
θ̂يك دربردار سرعت ) 2-18  (شكل  در.ر مسير استي مماس ب  بردار يكه 

   در مختصات كارتزي به صورتvبردار سرعت . نقطه نشان داده شده است
  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( sin cos ) ( )y xr t t r y x

r r
ω ω ω ω ω ω= − + = − + = − +v i j i j i j  

  

  

  ،بنابراين. است

x  

z  
ω  

y  
r  

tω  

2-17شكل  
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)42-2(  

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( ) ( )

x y z
y x

x y
x y

ω ω

ω ω ω

∂ ∂ ∂
× =

∂ ∂ ∂
−

⎡ ⎤∂ ∂
= − − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∇
i j k

v

k k

0

2

  

  
 مقدار Aبه صورت زير است كه در آنم نيروي گرانش ميان دو جس    2-9مثال 

  ثابتي است
)43-2(  ˆ ˆ ˆ

ˆA x y zA A
r r r

+ +
= = =

r i j kF r2 3 3  
  

  

) ، يعنيF  كرلxي مؤلفه ) ( )( )x z yF y F z× = ∂ ∂ − ∂ ∂∇ Fرا حساب كنيد .  
     داريم:حل 
)44-2(  ( ) ( )( )x

Az Ay
y r z r
∂ ∂

× = −
∂ ∂

∇ F 3 3  

)و چون   )r x y z= + +3 2 2 2 3   عبارت است از) 3-44(ي ي اول سمت راست رابطه است، در نتيجه، جمله2
)45-2(  ( ) ( ) ( ) ( ) zyAz x y z Az x y z y A

y r
− −∂

+ + = − + + = −
∂

2 2 2 3 2 2 2 2 5 2
5

3 2 32  

)ي دوم داريم  همچنين براي جمله ) ( )z Ay r A yz r∂ ∂ = −3   :  بنابراين و 53
)46-2(  ( )x

zy yzA A
r r

× = − + =∇ F 5 53 3 0  

∇× ديگرهاي  مؤلفهتوانبه همين ترتيب مي F براي نيروي گرانش،پس. ها هم صفرندآن. را حساب كرد × =∇ F D . در آينده
  .خواهيم ديد كه اگر كرل نيرويي صفر باشد آن نيرو پايستار است

  
)بردار  )2-19  (شكل در   مشتق يك بردار 9-2 )tAتغيير بردار .  را در نظر بگيريد كه تابع زمان استAي زماني   در بازه

t وtبين t+ Δعبارت است از  ( ) ( )t t tΔ = + Δ −A A A . مكانگيري از بردار گونه كه در مشتقهمان r انجام 1فصل  در 
  :كنيم را به صورت زير تعريف مي A مشتق زمانيهمجا داديم در اين

)47-2(  ( ) ( )lim
t

d t t t
dt tΔ →

+ Δ −
=

Δ
A A A

0
  

dتوجه كنيد كه dtAاين . گيري كند د و ممكن است در هر سويي جهتبزرگ يا كوچك باش تواند   بردار جديدي است كه مي
dيك فرق بنيادي بين.   بستگي داردAهمه به رفتار dtAوجود دارد عددي  و مشتق يك تابع.Aاندازه با تغيير  همتواند  مي 

در . اين تفاوت بسيار مهم است. تواند تغيير كند تابع عددي مي ي اندازه  كند؛ حال آنكه فقطتغيير  آن،جهت  با تغيير درهمو 
   سخن گفتيم كه حركتي از 2-6در مثال  .توانند هم زمان تغيير كنند ، هر دو ميA ي هم جهت و هم اندازه،  ترين حالت  عمومي

ˆبابردار مكان  ˆ(cos sin )r t tω ω= +r i j ست از اعبارت سرعت اين حركت .داده شده بودˆ ˆ( sin cos )r t tω ω ω= − +v i j  

v  
r  
tω  

2-18شكل   

x  

y  
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   داريمو چون
)48-2(  ( cos sin sin cos )r t t t tω ω ω ω ω⋅ = − + =r v D2  

d كهبينيم ميپس  dt≡v rبه بردار rي نتيجه آنكه اندازه.  عمود استrثابت و بنابراين ، 
 rچون مسير دايره است،. چرخد  ميrيعني.  تغيير جهت آن استrممكن براي تغييرتنها راه 

=ω همچنين نشان داديم كه2-6در مثال . چرخد حول مبداء مي −a r2چون.  است ⋅ =r v D  
⋅ω گيريم كه نتيجه مياست ،  = − ⋅ =a v r v D2 و بنابراين،d dt≡a vبر vعمود است .  

  

 تغيير كند بايد بخواهد v بردار، اگرپس. كند ي بردار سرعت ثابت است و تنها جهت آن تغيير مي اين بدان معني است كه اندازه
)ي بردار اگر اندازه ،طور كليه ب .به روشني ديد) 2-20(توان در شكل  اين را مي. بچرخد )tAكه راهي  ثابت باشد تنها( )tA 

  كند، تواند تغيير مي
dي سودمندي براي مشتق زماني، خواهيم رابطه  مياينك. چرخش آن است dtA يك ، 

dمشتق. چنين بردار چرخان بيابيم dtAهمواره بر بردار  A 2-21شكل ( عمود است.(  
dاندازه dtAتغيير :دست آورده  ببه صورت زير توان   را ميAبين زمان t  وt t+ Δ  
)ست از اعبارت ) ( )t t tΔ = + Δ −A A A . ي با استفاده از زاويهθΔ 2-22( در شكل (
) :داريم )sinA θΔ = ΔA 2 θΔبراي در نتيجه، و 2 )  آنگاه� )sin θ θΔ ≈ Δ2 2.  

) ، در نتيجه )2 2A Aθ θΔ = Δ = ΔA در حد. استtΔ    خواهيم داشت 0→
)49-2(  d dA

dt dt
θ

=
A  

  

  
  
  
  
  
  
  

d  در اين جا dtθاي بردار ت زاويه سرعA توان ديد  مي2-6را در مثال ) 2-47(رابطه  ي كاربرد ي ساده نمونه. است .                         
    

tθاگر باشد و2-6 مثال در rبردار چرخان Aاگر ω=آنگاه  :  
)50-2(  v rω=  يا    ( )d dr t r

dt dt
ω ω= =

r  

اندازه يعني كم و زياد  تغيير. ي آن است و تغيير اندازه) تغيير جهت (Aي چرخش بردار  نتيجهAدر حالت كلي، تغيير بردار
توان  را مي A تغيير،بنابراين. عمود است A در اثر تغيير جهت آن برAگونه كه ديديم تغيير همان.در امتداد خودAشدن طول

AΔكوچك داريم tΔبراي )2-23شكل  (با توجه به.  نوشت تغييرصورت جمع اين دوه ب = ΔA&و A θ⊥Δ = ΔA كه اگر 
  ، خواهيم داشت تقسيم كنيم tΔآنها را به

( )tA  

ΔA  
( )t t+ ΔA  

 2-19شكل 

2-20شكل   

d
dt
A  

( ) ,t =A A  ثابت  

2-21شكل  

( )t t+ ΔA ΔA  

θΔ  ( )tA  

2-22شكل   
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)51-2(  
,

dd d dAA
dt dt dt dt

θ⊥ = =
AA &  

) نچرخدAاگر 0)d dtθ 0dاست و = dt⊥ =Aي  و اگر اندازهشود ميA0 ثابت باشدd dt =A& است.  
. بريم ري از بردارها به پايان ميگي ي مشتق اين بخش را با چند رابطه

 تابعي اسكالر bاگر. اثبات آنها به عهده خواننده واگذار شده است
  : تابعي از زمان باشند آنگاهBو Aوابسته به زمان باشد و بردارهاي

  
  
)52-2(  

( )

( )

( )

d dc dc c
dt dt dt
d d d
dt dt dt
d d d
dt dt dt

= +

⋅ = ⋅ + ⋅

× = × + ×

AA A

A BA B B A

A BA B B A

  

  

  

Aي دوم اگر در رابطه = Bباشد آنگاه  :  
)53-2(  ( )d dA

dt dt
=

AA.2 2  
dبينيم كه اگر و باز مي dtAبر Aي  عمود باشد، اندازهAثابت است .  

  
   حركت در مختصات قطبي 10-2

ي مختصات براي توصيف حركت  خط بسيار مناسب است اما اين سامانهصات كارتزي براي توصيف حركت راستمخت  
اي نقش چشمگيري در فيزيك دارد به جاست كه چارچوب مختصاتي را  چون حركت دايره.  خيلي مناسب نيستاي دايره

  ي به جا و  م، اما گزينهزادياگر چه ما در گزينش نوع مختصات آ. تر است ياي طبيع دايره بشناسيم كه براي توصيف حركت
  .كند تر مي مختصات، حل مسئله را بسيار آسانمناسب دستگاه 

تـوان بـا    مكـان ذره را مـي  : كنـد   حركت ميxyي اي را در نظر بگيريد كه در صفحه     ذره
.  در مختـصات كـارتزي اسـت        نمايش مكـان ذره     كه  آن مشخص كرد   y و xمختصات

 θي   ذره از مبـداء مختـصات و زاويـه         rي  توان در هر لحظه مكان ذره را بـا فاصـله            مي
 بـه جـاي متغيرهـاي     .  اين مختصات قطبـي اسـت      ؛سازد بيان كرد    ها مي x با محور  rكه

( , )x y   اينك دو متغير ( , )r θ پيداست كه ) 2-24(از شكل   .  داريم( , )y x و ( , )r θ  به 
  :ند اديگر مربوطيك

  

)54-2                    (, tan yr x y
x

θ −= + =2 2 1⇒cos , sinx r y rθ θ= =  

 دو بردار همجا  شناسانديم در اينz وy وx را در راستاي افزايشk̂ وĵوîي   بردارهاي يكه2-3 بخشگونه كه در همان
   در اين است كهĵ وî  باθ̂ وr̂ي تفاوت مهم بردارهاي يكه. )2-25شكل (كنيم   معرفي ميθ وr را در جهت افزايشθ̂ وr̂يكه

در دو مكان متفاوت يكه  اين بردارهاي)  2-26( در شكل . نداثابت  ĵ وîهاي ال آنكه جهت ح؛كند  با مكان تغيير ميθ̂ وr̂جهت
   تر از  مكن است در مختصات قطبي پيچيدههاي سينماتيك م رابطهكنند،  با مكان تغيير مي θ̂  وr̂چون .اند نشان داده شده

 
( )t t+ ΔA  

⊥ΔA  

⊥Δ = Δ + ΔA A A&  

( )tA  
2-23شكل   

ΔA&  

x

y  

r  

θ  

2-24شكل  
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ˆي بردارهاي يكه. مختصات كارتزي به نظر برسند ˆ( , )i jو ˆˆ( , )r θ  حسب  برتوان مي را
   داريم     xy ي صفحهي در ا در نقطه: يكديگر نوشت

)55-2(  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ cos sin , sin cosθ θ θ θ= + = − +r i j θ i j  
r̂و θ̂توان با حساب كردن اين را مي. ديگر عمودند بر يكˆˆ ⋅r θامتحان كنيد.  نشان داد  !

ˆست از ا عبارت در مختصات كارتزي در دو بعدrبردار ˆx y= +r i j . همين بردار در
r=rˆمختصات قطبي به صورت rجايه  اگر ب؛ چونارزند اين دو بيان هم. شود  نوشته مي 

r̂جايگزين كنيم خواهيم داشت) 2-55(ي   مقدار آن را از رابطه :ˆ ˆ( cos sin )r θ θ= +r i j  
cosxاما r θ=و   siny r θ= از، پس. اندˆr=r rبه آساني به ˆ ˆy= +r xi jرسيم مي .

r=rˆنگارش  :نكته  rاي به رسد و به ظاهر هيچ اشاره   گاهي گمراه كننده به نظر ميθ 
در (ر صفحه به دو پارامتر نياز داريم اي د كه براي معين كردن مكان نقطهدانيممي. اردند

r=rˆي كه در رابطهرسدبه نظر مي  اما.)y وx:مختصات كارتزي r،تنها يك كميت r ،
در  θ اگر چه. بردار ثابت نيستr̂ست كه اناسازگاري ظاهري ايندليل اين . وجود دارد

r=rˆي رابطه rبراي اينكه بگوئيم جهتشود، اما    نمايان نميr̂ چيست به دانستنθ نياز 
)ˆشايد بهتر است كه بنويسيم.  را بدانيمθ را بدانيم بايدr̂ براي اينكه وداريم )r θ=r r تا  

  .دارد بستگي θ بهr̂تأكيد كنيم كه

  
  
  
  
  
  
  

ˆˆ:اند كه بردارهاي يكه  و اينθ̂ وr̂ متعامد بودناز = =r θ   اگر.داد ضرب داخلي بردارها را مانند پيش انجام توانمي 1
ˆˆrA Aθ= +A r θو ˆˆrB Bθ= +B r θه  آنگاr rA B A Bθ θ⋅ = +A B .البتهr̂ها وθ̂ ها بايد براي هر دو بردار در يك نقطه

  .باشند
  

   سرعت در مختصات قطبي 11-2
   سرعت داريم در مختصات كارتزي براي

)56-2(  ˆ ˆ ˆ ˆ( )d d x y x y
dt dt

= = + = +
rV i j i j� �  

  :ست از ا، در مختصات قطبي عبارتVاين بردار،
)57-2(  ˆˆ ˆ( )d dr r r

dt dt
= = +

rV r r�  
در (ي مماسي  ي دوم مؤلفه  انتظار داريم جمله،بنابراين. ي سرعت در راستاي شعاع است ي نخست سمت راست مؤلفه جمله

dˆي اثبات آن بايداين درست است اما برا. سرعت باشد) θ̂راستاي dtrكار ظريفي است و ما آن را به سه اين.  را حساب كنيم 
  . حساب خواهيم كردروش

dˆي آن مقدار ثابتي است و  بردار يكه است، اندازهr̂چون:  1 روش  dtrبه r̂با افزايش. مود است عθبردار ،r̂در . چرخد  مي 
   داريم)2-27(شكل 

)58-2(  ˆ
ˆ ˆ

t t
θθ θ

Δ Δ
Δ ≈ Δ = Δ ⇒ ≈

Δ Δ
r

r r  

r̂2  

)2-26شكل(  

r2  

r1 
r̂1  

θ̂1  

θ̂2  

x

θ̂  r̂  

r  

ĵ  θ  

î 2-25شكل   

y  
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tΔو اگر حد   آيدبه دست ميرا حساب كنيم  آن  0→
)59-2(  ˆd d

dt dt
θ θ= =

r �  

  در جهتr̂يبردار يكه ،θپيداست با افزايش) 2-57(نه كه از شكل گوهمان
θ̂بنابراين،. چرخد  مي  
)60-2(  ˆ ˆd

dt
θ=r θ�  

ˆداريم:   2شيوه    ˆˆ cos sinθ θ= +r i j. توجه كنيد كه î و ĵ بردارهاي 
  :  از دو طرف داريمرفتنگ با مشتق. كنند و با زمان تغيير نمي اندي ثابت يكه
  
)61-2(  

ˆ ˆ ˆ(cos ) (sin )

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos ( sin cos )

d d d
dt dt dt

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

= +

= − + = − +

r i j

i j i j� � �
  

ˆداريم ) 2-55( اما از رابطه  ˆ ˆsin cosθ θ− + =i j θپس :  
)62-2(  ˆ ˆd

dt
θ=r θ�  

  .است) 2-60(ي كه همان رابطه
tو t در دو زمانrبردار )2-28(در شكل  :  3روش  t+ Δ نشان داده شده 
)مختصات tدر زمان. است , )r θ  در زمانواست t t+ Δ  عبارتند از

( , )r r θ θ+ Δ + Δ  .1̂ي بين توجه كنيد كه زاويهr2 وr̂1بين ي   با زاويهθ̂  
ايم و  را اندكي بزرگتر كشيده ين بردارهاا) 2-29( در شكل.  برابرند2θ̂و

 كهشود ديده مي. ايم  نشان دادهtΔزماني ي  را براي بازهr̂تغيير در
1 1

ˆˆ ˆsin (1 cos )θ θΔ = Δ − − Δr θ rبنابراين  و  
  ˆ sin ( cos )ˆ ˆ

( ) ( ) ( )
ˆ ˆ

t t t

t t

θ θ

θ θ θ θ

Δ Δ − Δ
= −

Δ Δ Δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ + Δ + Δ − Δ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
Δ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r θ r

θ r

1 1

3 2 4

1 1

1

1 1 1
6 2 24" "  

)63-2(  
  حال بايد.ايم استفاده كردهنوس و كسينوس در اينجا ما از بسط سري سي  

( )ˆ ˆlim
t

d dt t
Δ →

= Δ Δr r
0

   نيز به صفر ميل θΔدر اين حد. كنيم  را حساب

  

t:كند مي d dtθ θΔ Δ 0n براي، بنابراين. → im داريم  < ( )n

t t
θ θ

Δ →

Δ
Δ =

Δ0
0Aي ضريب  جمله  و r̂1آنچه  .شود  صفر مي

  ست از    اماند عبارت مي باقي
)64-2(  ˆ ˆd

dt
θ=r θ�  

r̂2  
r2  

θ2  r1  

θ1  

r̂1  

r̂2  

ˆˆ θ≈ Δr θΔ  

r̂1  

r̂2  
θ̂1  

θΔ  

)2-27شكل(  

θ̂2  

ˆ
1θ  

r̂1  

( )tr  

+ Δr r

θ2  

θ1  
θΔ  

r̂2  

2-28شكل    

θ̂1  

θ̂2  

r̂2  

cos θΔ  
( cos )θ−1  

r̂1  

r̂Δ  

sin θΔ  

θΔ  

2-29شكل   

1  
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  : توان نشان داد كه به همين ترتيب مي. است) 2-62(يا ) 2-60(ي كه همان رابطه 
)65-2(  ˆ

ˆd
dt

θ= −
θ r�  

dˆ برايبالاهاي  يوهبكوشيد با استفاده از ش dtr پس داريم .را اثبات كنيد) 2-65(ي ، رابطه   
)66-2(  ˆˆ ˆ ˆ,d d

dt dt
θ θ= = −

r θθ r� �  

  . كنيم  بازنويسي به صورت زير و با توجه به نتايج بالا آن را برگرديم )2-59(ي   رابطهدري خودمان   به مسئلهتوانيم حالا مي
)67-2(  ˆˆ ˆd r r r

dt
θ= = +V r r θ��  

  .است) θ̂يعني(در راستاي مماسي ي دوم گونه كه انتظار داشتيم ، جملههمان
 

tθاي آن با سرعت زاويه. كند  حركت ميbاي به شعاع اي روي دايره ذره    2-10مثال  α=� داده شده است )αحسب  بر
  .سرعت ذره را در مختصات قطبي توصيف كنيد.) راديان بر ثانيه بتوان دو است

r ثابت چون  :حل b= bˆمماسي و برابر باVپس،  = tα=V θست از ا مكان ذره عبارت. است:  
)68-2(  ,

t t
r b dt tdt tθ θ θ θ α θ α= = + = + = +∫ ∫ 21

2D D DD D
�  

tاگر در زمان θ باشد آنگاهx ذره روي محور0= =0Dبردار مكان ذره و ˆbr=rبراي مشخص كردن جهت.  استr̂بايد θ 
  . را بدانيم

  
u=Vˆاي با سرعت ثابت ذره   2-11مثال  i  روي خط )2-30(برابر شكل y = سرعت ذره را در مختصات . كند حركت مي 2

  . قطبي بنويسيد
  :                    حل

)69-2(  
  : شود كه ز شكل ديده ميا
)70-2(  

  :پس
)71-2(  

ˆˆrV V θ= +V r θ  
  

ˆ cos , sinrV u V uθθ θ= = −r  
  
ˆˆcos sinu uθ θ= −V r θ  

  

  
θاي يكنواخت ي عمودي با سرعت زاويه چرخي در صفحه   2-12 مثال  ω=مانند ه.چرخد خود مي حول محور  راديان بر ثانيه� 
tدر زمان .لغزدمي متر بر ثانيه uهاي آن با سرعت ثابت ي تسبيحي روي يكي از ميله دانه )2-31(شكل  امتداد  ميله در 0=
  :حساب كنيد  tيح را در زمانسرعت دانه تسب.  قرار دارددر مبداء مختصات و دانه تسبيح  هاستxمحور

  در مختصات قطبي :   )الف(

θ  

sinu θ  
cosu θ  

ˆu=v i  
r̂  θ̂  

r  

θ
 

2  

y  

2-30شكل  
x
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   در مختصات كارتزي    ):ب(
,:    داريم)الف(:  حل ,ut r u θ ω= = =r    بنابراين  و ��
)72-2(  ˆ ˆˆ ˆr r ur utθ ω= + = +V r θ θ��  

اين  . را بدانيمθ̂ وr̂هاي هاي سرعت را بشناسيم، بايد جهت براي اينكه مؤلفه
)از , ) ( , )r u t tθ ω= =rآيد دست ميه  ب.  
سرعت مربوط به لغزش آن روي : ي تسبيح دونوع سرعت دارد دانه )ب(

  بنابراين،.  چرخاصل از چرخيدنح rω، و سرعتrvميله،
)73-2(  cos sin , sin cosx r y rv v v v v vθ θθ θ θ θ= − = +  

,چون  ,rv u v r ut tθ ω ω θ ω= = =  پس                                     اند، =

  

)74-2                                   (ˆ ˆ( cos sin ) ( sin cos )u t ut t u t ut tω ω ω ω ω ω= − + +v i j  
  .تر است بينيد كه در مختصات قطبي چقدر نتيجه ساده مي

  
مبداء مختصات را در يك . كند  حركت ميbاي به شعاع  روي دايرهv با سرعت ثابت) 2-32( برابر شكل اي    ذره2-13مثال 

  .  را در مختصات قطبي بيابيدنقطه روي دايره انتخاب كنيد و سرعت ذره
   پس، داريم.نيست) θ̂در راستاي( هم مماس خالص vثابت نيست و rي  ديگر اندازه،ي مبداء مختصات با اين گزينه: حل
  
)75-2(  

ˆˆsin cos
ˆˆsin cos

v v

v v

β β

θ θ

= − +

= − +

v r θ

r θ
  

 از هندسه مسئله روشن است كه.  را بر حسب زمان بنويسيمθاينك بايد
θ β=و tθ ω=2 .در نتيجهtθ ω= v و 2 bω   :پس. =

)76-2(  ˆˆsin cosv vt v t
b b

= − +v v r θ2 2  
  

    ر مختصات قطبيشتاب د  12-2
  براي. بريم ي شتاب در مختصات قطبي به پايان مي اين بخش را با محاسبه

  

  .، نسبت به زمان مشتق بگيريدvيافتن شتاب از سرعت
)77-2(  ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( )d d d dr r r r r r r

dt dt dt dt
θ θ θ θ= = + = + + + +a v r θ r r θ θ θ� � �� �� �� � �  

dˆاگر به جاي dtrو ˆd dtθ
ˆd

dt
θجايگزين كنيم خواهيم داشت) 2-66(هاي    از رابطه :  

)78-2  ( ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )r r r r r r r r rθ θ θ θ θ θ θ= + + + − = − + +a r θ θ θ r r θ2 2 2� �� �� � � �� ��� � � �� �  
rˆي جمله rهمچنين. ي تغيير سرعت شعاعي است  شتاب خطي در راستاي شعاعي است كه نتيجه��ˆr θθي در راستاي  شتاب خط���

2ي جمله . استاي ي سرعت زاويه اندازهي تغيير  مماسي است كه نتيجه ˆrθ− r� به صورت2-6 شتاب مركزگراست كه در مثال  
2rω−سرانجام،.  با آن روبرو شديمˆrθ θ2 اين نيرو يك نيروي . يس مربوط است است و به نيروي كوريولكوريوليس  شتاب��

x  

ω  
u  

2-31شكل   

y  

x  

b  

θ2  

β  

θ  

v  
β  θ̂  r̂  

y  

)2-32شكل(  
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در اينجا، اما شتاب . به آن خواهيم پرداخت12شود و ما در فصل  هاي چرخان نمايان مياست كه در چارچوب) مجازي(پنداري 
  . شود مي هر دو تغيير كنند نمايان θ وrكوريوليس، شتاب واقعي است و هر گاه

  
tي تسبيح در زمان فرض كنيد دانه. دست آوريده  را در مختصات قطبي ب2-12   شتاب دانه تسبيح در مثال 2-14مثال   از 0=

tθاي با موقعيت زاويه. كند مركز چرخ آغاز و به سوي بيرون حركت مي ω=داده شده است  .  
rˆˆ دانيممي )2-67(ي رابطهاز :   حل r θ= +v r θ�� هاي داده شده در مسئله عبارتند از آگاهي.است:r u=و� θ ω=� . موقعيت

rشعاعي دانه تسبيح ut=است و داريم  :ˆˆu utω= +v r θ . ،شتاب برابر است با  بنابراين  :  
)79-2(  ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )r r r r ut uθ θ θ ω ω= − + + = − +a r θ r θ2 22 2� �� ��� �  

                         
r مسير به صورت معادله. ه سوي بيرون در حركت استاي روي مسير مارپيچ ب  ذره2-15مثال  Aθ=است كه در آن A 

)مقداري ثابت و برابر  )m rad.A π= tθ با زمان بر اساسθ.  است1 α= 2   . مقدار ثابتي استα. افزايش مي يابد2
  . مسير حركت را رسم كنيد و مقدارهاي تقريبي سرعت و شتاب را در چند نقطه نشان دهيد):الف(
radθهيد كه به ازاي نشان د):ب( =1   . شتاب شعاعي صفر است2
  هاي شعاعي و مماسي با هم برابرند؟هاي شتاب اندازهاي در چه زاويه):پ(

r  مسير ذره عبارت است از):الف( :حل tθ π α π= = 2 r ،پس. 2 tα π=و� tθ α=� .س داريمپr α π=و�� θ α=��. در 
   :نتيجه

)80-2(  ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) t tr r r r α α αθ θ θ
π π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
a r θ r θ

3 4 2 2
2 52 2 2
� �� ��� �  

  .نشان داده شده اند ) 2-33(كه در شكل 

r  شتاب شعاعي عبارت است از):ب(
ta α α

π π
−=

3 4

2
tكه در زمان α=4 22 

tيا α=2 tθ صفر مي شود؛ چون 2 α= 2 پس به ازاي  .  است2
radθ = 1   . صفر مي شودra شتاب شعاعي2

| به ازاي):پ( | | |θ θ− =21 2 raداريم5 aθ= و يا   
)81-2(  

,θ θ θ +
− = ⇒ =2

1 2
5 331 2 5 0 4
∓∓  

θ,پس دو پاسخ داريم = =1 0 19 11D و ,θ = =2 2 69 154D.   

     

  
  

  هاي تقريب رياضي   شيوه13-2

2-33شكل   
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خود كه رسد  كنند و به نظر مي هاي ناهنجاري پيدا ميهاي رياضي شكل هاي فيزيك، هرازگاهي، رابطه در حل برخي از مسئله
ي ي رياضي استفاده كرد و برا هاي ساده هايي بهتر است از تقريب در چنين وضعيت.  گم شده استفيزيك در لابلاي آنها

 اطمينان يافتن به درستي حل مسئله دراين كار . ي فيزيكي پاسخ هاي تقريبي، اما قابل دسترس يافت هاي رياضي مسئله رابطه
در . حساب كنيم، ديديم) 3شيوه (رعت را در مختصات قطبي خواستيم س مي كه يك نمونه از اين دست را هنگامي. كند ياري مي

در اين . ها بر پايه بسط توابع استوار است اين شيوه. آنجا به جاي سينوس و كسينوس از مقدارهاي تقريبي استفاده كرديم
توان  تر را مي دهپيچي هايهاي سري؛ رابطه با سود بردن از تقريب. هاي بسط سري توابع خواهيم پرداخت بخش به برخي شيوه

  .دست آورده تر كرد و رفتار بنيادي فيزيكي را ب ساده
−x  براياي هابسط دو جمله -1 < <1  : داريم1

)82-2(  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
! ! !

n kn n n n n n n n kx nx x x x
k

− − − − − −
+ = + + + + + +2 31 1 2 1 11 1 2 3

"" "  
−xي اين بسط سري در بازه < <1  و آخرين ها محدود  عدد صحيح باشد، تعداد جملهnاگر. است صادق n براي هر مقدار1

nفرض كنيد. ما در جايي آن را قطع كنيم شود كه مي تقريب هنگامي وارد. اين سري دقيق است. شود  ميnxي آن جمله =1 2 
  آيد مي به صورت زير دري بالا باشد آنگاه رابطه

)83-2(  
( ) ;x x x x x+ = + − + + − < <

1
2 32 1 1 11 1 1 12 8 16 "  

شود و بسته به اينكه تا  ي پيشين كوچكترمي  بيشتر باشد آن جمله نسبت به جملهxكوچكتر از يك است، هر چه توانxچون
xي اگر به دقت تا مرتبه. توان چشم پوشي كرد ميها  ي جمله خواهيم حساب كنيم، در جايي از بقيه  را ميx+1چه دقتي 2 

) داشته باشيم آنگاه نياز ) x xx + −+ = 21 2 1 11
2 8

xي خطاي اين تقريب از مرتبه. كافي خواهد بود 1 x,يعني اگر.  است3 =0 2 

)  آنگاهباشد , ) ( , ) ( , ) ,+ = + − =1 2 21 1
2 8

1 0 2 1 0 2 0 2 1 1,حال آنكه مقدار دقيق  095 ي   پاسخ تقريبي ما تا مرتبه. است0954451
 ي بزرگ ناديده انگاشته شده در اين مثال نخستين جمله. ي ده هزارم است هزارم درست است و خطاي پاسخ از مرتبه

( , ) ,x = =3 31 1
16 16

0 2 0   .ي ده هزارم است است كه از مرتبه0005
xاگر  >   :ست آن را بازنويسي كنيم اكافي. استفاده كرد) 2-83(توان از سري   باشد هنوز مي1

)84-2(  
( ) ( ) ( )

n
n n nx x x

x x
⎡ ⎤+ = + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

1 11 1 1  

)حال در عبارت )nx+1دانيم كه ، مي
x

− < <
11  را x،)2-83 (ي پس اگر در رابطه.داردرا ) 2-83( است و شرايط بسط سري 1

  جايگزين كنيم، آنگاه خواهيم داشتx1با
)85-2(  ( )( ) ( ) ( )

!
n n n n n nx x x n

x x x
−⎡ ⎤+ = + = + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

21 1 1 11 1 1 2 "  

  
  .ي زير توجه كنيد ها     به  بسط سري عبارت2-16مثال 
  :حل
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)86-2(  
  
)87-2(  
  
)88-2(  
  
  
)89-2(  
  
  
  
)90-2  

( )

( )

( )

( )

: ( ) ;

: ( ) ;

( )( )
: ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , ,

: ( ) ( ) ( ) ( . )

, (

x x x x x
x

x x x x x
x

−

−

= + = − + − + − 〈 〈
+

= − = + + + + − 〈 〈
−

−
= + = + + + = + − +

= + +

= +

1 2 3

1 2 3

1 1
23 3

1 1 1 1
3 3 3 3

11 1 1 1 11
12 1 1 1 11

1 1 11 3 33 1 001 1 0 001 1 0 001 0 001 1 0 00033 0 00000013 21

4 1001 1000 1 1000 1 0 001
110 1 0 001

"

"

" "
�

�

( )

) ( , ) ,

:

( ) ( ) ( ( ) ( )

x x

x x x x x x x Q x
− −

⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦

− − =
+ −

− + − − = − − + + − + + + = − +
1 1

2 2 2 32 2

10 1 0003 10 0033
1 15 2 1 1

1 3 1 3 32 1 1 2 1 12 8 2 8 4

" �

" "

  

  
)اي، هر تابعي مانند همانند بسط دو جمله بسط تيلور   -2 )f xبه صورت يك سري نمايي ازتوان را مي xنوشت :  
)91-2   (

  
( ) k

k
k

f x a a x a x a x a x
∞

=

= + + + + =∑3
1 2 3

0
D "  

xبه ازاي ) بايد داشته باشيم0= )f a=0 D . فرض كنيد تابع( )f x مشتق پذير است آنگاه :  
)92-2(  ( )df f x a a x a x

dx
′= = + + +2

1 2 32 3 "  
xاگر اين مشتق را در   : خواهيم داشت حساب كنيم0=

)93-2(  ( ) |xf x a=′ =0 1  
  :و چنانچه اين كار را ادامه دهيم

)94-2(  d ff a a x
dx

′′ = = + +
2

2 32 2 6 "  
xكه به ازاي    برابر است با 0=

)95-2(  ( ) | ( ) ( ) ( )
!xf x a a f f f=′′ ′′ ′′ ′′= ⇒ = = =

×0 2 2
1 1 12 0 0 02 2 1 2  

)هاي تابعاي به مشتق به گونه) 2-91(ي   در رابطهkaبينيم كه ضرايب ناشناخته مي )f xدر x  به مشتق 0a:ند ا مربوط0=
xيعني خود تابع در(ي صفرم  مرتبه =0(،a1 ،به مشتق اول a2 پس ...  به مشتق دوم و  

)96-2(  ( )
( ) |

!

k

k xa f x
k == 0
1  

كه در آن
( )
( )
k

f xمشتق kصورت زير نوشته توان آن را ب بسط تيلور نام دارد و مي) 2-83(بسط . ام تابع است:  
)97-2(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

! !
f x f f x f x f x′ ′′ ′′= + + + +2 31 10 0 0 02 3 "  
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)تقريب خوبي براي تابع) هاي نزديك صفرx( هاي كوچكxاگر اين سري همگرا باشد، آنگاه براي )f x  دهد ميبه دست .
  :تعميم آن به قرار زير است

)98-2   (
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
! !

f x a f a f a x f a x f x x′ ′′ ′′+ = + + + +2 31 1
2 3 "  

xي  رفتار تابع را در همسايگي نقطهكه a=شكل ديگر . اين بسط هنگامي درست است كه سري همگرا باشد. دهد دست ميه  ب
  :آن عبارتست از

)99-2(  ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
!

t af t f a f a t a f a −′ ′′= + − + +
2

2 "  
)  تابع   . بسط توابع مثلثاتي  )الف ( ) sinf x x=بسط آن در. يد را در نظر بگيرx   : ست از ا عبارت0=
)100-2(  

( )

( ) sin( ) , ( ) cos( ) , ( ) sin( )

( ) ( ) , ( ) sin( ) ,
v

f f f

f cos f

′ ′′= = = = = − =

′′′ ′= − = − = =

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 "

  

  :پس
)101-2(  sin ( ) ( ) ( )

! ! ! ! ! !
x x x x x x x x x= + − + − + + = − + − +2 3 4 3 5 71 1 1 1 1 10 1 0 1 02 3 4 3 5 7" "  

)همچنين براي ) cosf x xداريم :  
)102-2(  cos

! ! !
x x x x= − + − +2 4 61 1 11 2 4 6 "  

)،  xي توان دوم    تا مرتبه . ند به ويژه سودمند   x همگراست اما براي مقادير كوچك     xبسط اين دو تابع براي هر مقدار       )x 2  ، 
) :  داريم )cos , sinx x x x= − =21 2  

)براي. دست آورده سط تيلور بتوان از ب را مي) 2-82(رابطه : اي  بسط دو جمله) ب( ) (1 )nf x x=   : داريم+
  
)103-2(  ( )

( ) , ( ) ( ) | , ( ) ( )( ) | ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) | ( )( ) ( )

n n
x x

k
n k

x

f f x n x n f x n n x n n

f x n n n n k x n n n n k

− −
= =

−
=

′ ′′= = + = = − + = −

= − − − − + = − − − +

1 2
0 0

0

0 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1" "
  

  : پس
)104-2(  ( )....( )( ) ( )

! !
n kn n n kx nx n n x x

k
− − +

+ = + + − + + +21 1 11 1 12 " "  

)  اگر:   xe بسط تابع نمايي )پ( ) xf x e=باشد، بنا به تعريف  ( ) ( )f x f x′ همچنين  . =
( )

( ) ( )
k

f x f x=و چون  e =0 1 
  :است خواهيم داشت

)105-2(  
! !

xe x x x= + + + +2 31 11 2 3 "  
  . همگراستxاين سري براي هر مقدار

1) بسط تابع لگاريتمي )ت( )n x+A: چون  n xAدر x  بسط xهاي آن را بر حسب توانتوان  تعريف نشده است نمي0=
)بنابراين تابع. ادد ) ( )f x n x= +1Aهاي اين تابع به قرار زير است مشتق. گيريم  را در نظر مي:  
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)106-2(  

( ) ( )

( ) , ( ) , ( )
( ) ( )

( ) , ( ) ,
( ) ( )

f x f x f x
x x x

f x f x
x x

′ ′′ ′′′= = − =
+ + +

= − = −
+ +

2 3

4 5

4 5

1 1 2
1 1 1

31 41
1 1 "� �

  

kبنابراين براي ≥   : داريم1
)107-2(  

( )
( )

( ) ( )( )! ( ) ( )( ) ( ) , ( ) ( ) ! ,
( ) !

k
kk k

k k
k

k ff x f k
x k k

+
+ +− −

= − = − − =
+

1
1 11 0 11 0 1 11  

)چون )f =0 ) است، بسط تيلور0 )ln x+1ي  در بازهx− < <1   :آيد مي به صورت  زير در1
)108-2(  ( )( )

k
k

k

x xn x x x
k

+∞

=

−
+ = − + − =∑

2 3 1

1

11 2 3A "  

شود و در  مي تابعگاه جايگزين بسيار خوبي براي خود ست كه اگر سري همگرا باشد آن اي سودمند بسط تيلور اين يك نتيجه
  :براي نمونه. توان از سري مشتق يا انتگرال بگيريم نتيجه مي

)109-2(  (sin ) ( ) cos
! ! ! !

d dx x x x x x x
dx dx

= − + + = − + + =3 5 2 41 1 1 113 5 2 4" "  
  :هاي متناظر با آنهاست ع، همانا حاصلضرب سريافزون بر اين سري تيلور براي ضرب دو تاب

  
  
  
  
)110-2(  

[ ]

sin cos ( )( )
! ! ! !

( ) ( )
! ! ! ! ! !

! !
( ) ( )( ) .... sin ( ) .

! !

x x x x x x x

x x x

x xx

x xx x

= − + + − + +

= − + + + + +

= − + +

⎡ ⎤
= − + + =⎢ ⎥

⎣ ⎦

3 5 2 4

3 5

3 5

3 5

1 1 1 113 5 2 4
1 1 1 1 1
3 2 4 3 2 5

4 16
3 5

1 2 2 12 22 3 5 2

" "

"

"
  

  .كند مثال زير اين نكته را روشن مي. شود ها، بسط سري تيلور گاهي سودمند مي ي انتگرال و سرانجام اينكه در محاسبه
  

,پاسخ انتگرال    2-17مثال  ze dz
z∫

1 1

1
     :بزنيدرا تخمين  

zفرض كنيد:      حل x=   : باشد آنگاه1+
)111-2(  ( ), , , , ,( )( ) ( ) | ,

( )

z x xe e e xdz dx e dx e dx ex e
z x x x

+ +
= = ≅ = ≅

+ + +∫ ∫ ∫ ∫
11 1 0 1 0 1 0 1 0 1

01 0 0 0
1 0 11 1 1  

xeاين تخمين با تقريب    x≅  از  را در نظر گرفتيم؛ با اين حـال تخمـين مـا بهتـر    xeي اول بسط  انجام شد يعني تنها دو جمله   1+
  .يك در صد است
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  :ها مسئله
  .و نمودارهاي مناسب نشان دهيد كه ضرب برداري و ضرب داخلي بخش پذيرند) 2-6(و ) 2-2(هاي     با استفاده از تعريف1-2
  .  آيا ضرب برداري شركت پذير است؟ اگر پاسخ آري است اثبات كنيد و اگر نيست، يك مثال نقيض بزنيد2-2
BAC  قانون3-2 CAB−ها بنويسيد هر دو طرف اين رابطه را بر حسب مؤلفه:   را اثبات كنيد .  

]نشان دهيد كه   ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) 0× × + × × + × × =A B C B C A C A Bتحت چه شرايطي    
( ) ( )× + × ×A B C = A B C؟   

  .   گراديان توابع زير را پيدا كنيد4-2
( ) ( , , )
( ) ( , , )
( ) ( , , ) sin( ) ( )x

a f x y z x y z
b f x y z x y z
c f x y z e y ln z

= + +

=

=

2 2 2

2 3 4  

برحسب متر رو به x (سوي شمال است وه  برحسب كيلومتر، فاصله بy(ا تابع زير داده شده است ارتفاع كوهي ب   5-2 
) )شرق , ) ( )h x y xy x y x y= − − − + +2 210 2 3 4 18 28 12  

  ي كوه در كجاست؟  قله ):الف( 
   ارتفاع كوه را پيدا كنيد؟ ):ب(
0ي  برداري از نقطهrاگر  6-2 0 0( , , )x y zبه نقطه ( , , )x y zباشد و طول آن برابر rباشد نشان دهيد :  

):                        الف )∇ =r r2 2  

ˆ   :                     ب
( )
r r

∇ = −
r

2
1)      r̂بردار يكه در راستاي rاست  (  

  .  كرل توابع برداري زير را حساب كنيد7-2
ˆ                                    :الف  ˆ ˆx xz xz= + −F i j k2 2

1 3 2                                
ˆ                  :                       ب ˆ ˆxy yz zx= + +F i j k2 2 3         
ˆ:                             پ ˆ ˆ( )y xy z yz= + + +3F i j k2 22 2  
 ها x با محورb̂ و بردارθي زاويه  هاx با محورâبردار.  قرار دارندxyي  در صفحهb̂ وâفرض كنيد بردارهاي يكه   2=8

)cosبا استفاده از جبر بردارها ثابت كنيد. سازد  ميϕي زاويه ) cos cos sin sinθ ϕ θ ϕ θ ϕ− = +                                      
 را  B و Aدو نقطـه  . جسمي را به طور قائم به هوا پرتـاب كنيـد          : گيري كرد   توان با آزمايش زير اندازه      شتاب گرانش را مي     9-2

 Aگذشته و دوبـاره بـه     Aي زماني باشدكه جسم از        بازه  ATاگر.  از هم در نظر بگيريد     hي  در راستاي حركت جسم به فاصله     
 BT و ATگيـري   گذشـته اسـت، آنگـاه بـا انـدازه         Bت از ي زماني باشد كه جسم در هنگام رفت و برگش            بازه BTبازگشته است و  

 برابر است با         gنشان دهيد كه مقدار.  را بدست آوردgتوان مقدار مي
A B

hg
T T

=
−2 2

8.    

mاي با سرعت شعاعي ذره   10-2 s 4=rاي آن ثابت و برابر است با اندازه سرعت زاويه. كند  حركت مي�rad s 2θ =� .
  .اندازه شتاب آن را بيابيد) ب(اندازه سرعت، ) الف(اشد هنگاميكه ذره در سه متري از مبداء مختصات ب

  


