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  : مسئله ها
  براي اينكه .بچرخد تواند آزادانه و بدون اصطكاكي چرخ و محور ميوي محور ثابتي سوار است و مجموعه  چرخي بر ر1-11

ريسمان بدون جرمي را ) 11-623(برابر شكل  مگيريب محور را اندازه +گشتاور لختي چرخ 
كه ريسمان به هنگامي.  مي كشيمFبا نيروي افقي ثابت و معلومو مپيچي ميدور محور

گشتاور لختي . چرخد ميωاي شده باشد؛ مجموعه با سرعت زاويه كشيدهLي طولاندازه
  سامانه را حول مركز حساب كنيد

   ي جرمفاصله ، وصل شده است در آغازRاي به شعاعهريسماني به ميلبا m  جرم2-11

  

m از مركز ميلهr   با سرعتاست و جرمVدو حالت زير را در نظر بگيريد.چرخدطور مماسي ميه  ب :   
با كشيدن . گذردان در بالاي ميله از سوراخي در وسط آن مي ريسم):الف (

  طول آن را به تدريج كوتاه ) الف11-63شكل(ريسمان از درون سوراخ، 
  .كنيممي

در هر يك از اين  .پيچد به دور ميله مي) ب11-63شكل( ريسمان مانند ):ب(
   حالت ها چه كميت هايي پايسته است؟

ت نهايي جرم را در هنگام برخورد با ميله در هر يك از اين حالت ها سرع
  .حساب كنيد

  

tدر زمان. طور افقي بر روي دو پايه قرار دارده   بWي يكنواختي به وزن  ميله3-11   را  برابر شكل ها  يكي از پايه=
درست پس از اين كار چه نيرويي به . يمكنبه طور سريع از زير ميله خارج مي) 64-11 (

  شود؟ي ديگر وارد ميپايه
  ي ميزي قرار دارد  بر لبهBي در نقطه و طولMي همگني به جرميك سر ميله 4-11

  

  .كنيمرها مي ناگهان را Aي نقطه. قرار گيرد ميله افقيتا) Aينقطه(ايم ا دست گرفتهب) 11-65(برابر شكل را   آنانتهاي ديگرو 
                               .  حساب كنيدBي  گشتاور را نسبت به نقطه:)الف( 
   چقدر است؟ Bي حول نقطهاي  زاويه   شتاب:)ب(
  جرم ميله چقدر است؟   شتاب خطي مركز:)پ(
  . دست آوريده  بBيدر نقطه وارد به ميله را  نيروي عمودي :)ت(
   نواريدور اين قرص .  در نظر بگيريد راR و شعاعMرصي به جرم  ق5-11

  

 آويزان mي وزنهنوار انتهاي ديگر از .گذردي بدون اصطكاك مي از روي قرقرهنوار ) 11-66( برابر شكل .شده استپيچيده 
  كند نيد كه قرص به طور عمودي سقوط ميفرض ك. كنيم تا سقوط كند قرص را رها مي. است

  اي قرص دارند؟  هايي با شتاب زاويه چه رابطهM  قرصa2 و شتابm  جرمa1  شتاب:)الف(
  .دست آوريده اي قرص را باب زاويه و شتa2 وa1هاي   شتاب:)ب(
. قرار داردهاي بيضي زمين در يكي از كانون. چرخدمي     در مداري بيضي شكل دور زمينmاي به جرم  ماهواره6-11

  ترين نقطه به زمين ؟ يا در نزديكبيشتر است ي اوج سرعت ماهواره در نقطه
  ي آن به ميز وصل اي در روي لبه بدون اصطكاك خوابيده است و نقطه روي سطح ميزR  و شعاعMاي به جرم  حلقه7-11
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 m اي به جرمحشره. ي لبه بچرخد اين نقطهذرنده از گتواند حول محورحلقه مي .است 
كند،  به حركت ي اتصال آغازز نقطها اگر حشره. رودمي راهروي حلقه  Vبا سرعت

   كه وقتياي حلقه راسرعت زاويه
  .  حشره نيمي از پيرامون حلقه را پيموده باشد)الف(
  .  دست آوريده ي اتصال رسيده باشد، ب به نقطه)ب(
R)rي ثابتي به شعاع در درون استوانهr توپ  كوچك همگني به شعاع 8-11 R  (

  .هاي كوچك را بيابيدبسامد نوسان. غلتدبدون لغزيدن، مي) 11-67(برابر شكل 
ي توخـالي ديگـري     در درون اسـتوانه    1R و شعاع  1Mي توخالي به جرم    استوانه  9-11

 محــور هــر دو اســتوانه افقــي. غلتــد بــدون لغــزش، مــي2R و بــه شــعاع2Mبــه جــرم
1و 2R R بسامد نوسـان  . ي بزرگ آزاد است تا حول محورش بچرخد       استوانه.  است-

  .ساب كنيدهاي كوچك را ح
.  پيچيده شده استR و شعاعMي توپري به جرمريسماني روي استوانه  10-11

 تا با ) 11-68شكل  (شودطور عمودي به بالا كشيده ميه ريسمان از انتهاي آزاد ب
  .  شودجرم استوانه جلوگيري  ريسمان از سقوط مركزه شدنواپيچيد

  .    كشش ريسان چقدر است:)الف(
 برسد چقدر كار انجام گرفته ωاي استوانه به مقدار  براي اينكه سرعت زاويه:)ب(

  است؟ 
  .   شده استباز  در اين هنگام چه طولي از ريسمان :)پ(

اي به  و ميلهR و شعاع Mاز يك قرص به جرم) 11-69( آونگي برابر شكل 11-11
  .قرص با بلبرينگ به ميله وصل است.  تشكيل شده استm و جرمطول

  .هاي كوچك حساب كنيدي آونگ را براي نوسان دوره) :الف(
  ي آونگ چيست؟ن اصطكاك به ميله وصل شود، دوره اگر قرص با بلبرينگ بدو):ب( 

)اي با  گلوله12-11 )I MR= 22 سطح .  قرار داردθداري به شيب روي سطح شيب5
ي چه به ازا. كندحركت مي) در امتداد سطح( رو به بالا aبا شتاب)  11-70(برابر شكل 

كنيم فرض مي. ( ماند، گلوله نسبت به چارچوب آزمايشگاه بي حركت ميaمقدار
ي كافي بزرگ است كه از لغزش گلوله نسبت به اصطكاك بين سطح و گلوله به اندازه

  .) سطح جلوگيري كند
) (Rاي به شعاع سكه13-11 )I MR= 21 اش بر از لبه) 11-71(را برابر شكل ) 2

 به ω) واگرد( اي  و سرعت زاويهvسكه را با سرعت خطي. ايمروي  ميز قرار داده
  ω وv چه مقدارهايبه ازاي.  استμضريب اصطكاك بين سكه و ميز . رانيمجلو مي

اش هم از نطر انتقالي و هم از نطر  از جايگاه اوليهdسكه پس از پيمودن مسافت
  آيد؟چرخشي به حال سكون در مي

  

)و (R شعاع وMاي به جرم   سكه14-11 )I MR= 21    Mاي به جرمدر انتهاي سمت راست تخته) 11-72(برابر شكل ) 2
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سمت راست  تخته را به Fبا نيروي ثابت. اش ايستاده است بر روي لبهLو طول
يعني بين تخته و سكه اصطكاك . فرض كنيد سكه نسبت به تخته نمي لغزد. كشيممي

  .كافي وجود دارد كه از لغزش جلو گيري كند
  . شتاب هاي تخته و سكه را بيابيد):الف(
جا رسد، سكه چه مقدار جابه در زماني كه انتهاي سمت چپ تخته به سكه مي):ب(

  شده است؟

  
  

2 و R و شعاعMي توپري به جرمانه   استو15-11 2I MR=  به فنري با ثابت) 11-73(برابر شكلk اگر .وصل است  
لاي قسمت با: توجه. ( هاي كوچك را بيابيداستوانه بدون لغزش بغلتد، بسامد نوسان

  .شوداستوانه بيش از مركز آن جابه جا مي
داري روي سطح شيب) 11-74( برابر شكل mي توپر هر يك به جرم دو استوانه16-11

.  استR2گري و شعاع ديRهاشعاع يكي از استوانه.  قرار دارندθي شيب با زاويه
ها را استوانه. ي كوچك وصل استي استوانهي بزرگ با ريسماني به بدنهمحور استوانه

  . تا بدون لغزش در روي سطح به پايين بغلتندكنيماز حالت سكون رها مي
  . شتاب استوانه ها را بيابيد) :الف(
1μاه اگر ضريب اصطكاك بين سطح و استوانه):ب(  θ باشد، بيشينه مقداري را كه=

  ها در روي سطح نلغزد، چقدر است؟تواند داشته باشد و هنوز هم هيچ يك از استوانهمي
محور . چرخد مي0ωاي حول محور خود با سرعت زاويهrاي به شعاع  كره17-11

.  استμدهيم كه ضريب اصطكاك آنكره را روي سطحي قرار مي. چرخش افقي است
  .غلتدلغزد و سپس بدون لغزش ميكره نخست مي

  . سرعت خطي نهايي مركزجرم كره را بيابيد):الف(
  يي برسد؟پيمايد تا به اين سرعت نها چه مسافتي را كره مي):ب(
دهد،  قسمت ي كافي بزرگ است و لغزش روي نمي به اندازهμ براي وضعيتي كه):پ(
  .را دوباره حل كنيد) الف(

R و شعاع درونيR، شعاع بيرونيMاي به جرم حلقه18-11  ωاي با سرعت زاويه2
 و Mاين حلقه را روي قرصي به جرم) 11-75(برابر شكل . چرخدخول محورش مي

مركزجرم حلقه و .  كه در روي ميز بدون اصطكاك ساكن است، قرار مي دهيمRشعاع
 است و شتاب گرانش μضريب اصطكاك بين سطح حلقه و قرص .اندقرص بر هم منطبق 

  .به پايين است

  

ي وارد به حلقه نسبت به شود نسبت به مركز جرم آن چقدر است؟ گشتاور اوليه  گشتاور اوليه كه به قرص وارد مي):الف(
  مركز جرم آن چقدر است؟

  اياين سرعت زاويه. اي خواهند چرخيدبين حلقه و قرص، سرانجام هر دو با يك سرعت زاويه به خاطر وجود اصطكاك ) :ب(
   مشترك را بيابيد

  اي مشترك دست پيدا كنند؟كشد تا حلقه و قرص به اين سرعت زاويه چه مدت طول مي):پ(
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2و ( m   چرخي به جرم19-11 2I mR=( برابر شكل )اي به روي تخته) 11-76
M:توانيد فرض كنيدمي(  قرار دارد Mجرم m> .(دار تخته بر روي سطح شيب

يك انتهاي ريسمان بدون جرمي به محور چرخ .  قرار داردθبدون اصطكاك با شيب 
ي بدون جرمي به تخته وصل شده  است و پس از گذشتن از روي قرقرهگره خورده

دو بخش ريسمان . غلتدفرض كنيد كه چرخ بدون لغزيدن بر روي تخته مي. است
  .همواره با سطح موازي قرار دارد

  ي وارد به تخته و چرخ را بكشيد نمودار آزاد نيروها):الف(

  

  . شتاب تخته را حساب كنيد):ب (
Iو (mي توپري به جرمستوانه  ا20-11 mR= 2 روي ) 11-77(تخته برابر شكل .  قرار داردmروي تخته اي به جرم) 2
tanμضريب اصطكاك بين تخته و گوه .  قرار داردθشيب يي ثابتي با زاويهگوه θ= فرض كنيد بين تخته و استوانه .است   

اي بزرگ است كه از لغزيدن استوانه نسبت به تخته جلوگيري نيروي اصطكاك به اندازه 
   .كندمي

ي همطمئن باشيد كه هم.  نمودار آزاد نيروهاي وارد به تخته و استوانه را رسم كنيد:)الف(
  .نيروها را بكشيد

  .شتاب خطي استوانه را بيابيد ) :ب(
Iبا(   چرخي 21-11 mR= 2 تواند بدون لغزش روي يك  مي)11-78(برابر شكل ) 2

   محور چرخ با  فنري با ثابت.  بلغزدتواندتخته روي سطح بدون اصطكاك مي. تخته بغلتد

  

kجرم چرخ و تخته، هر دو،. به ميخي در روي تخته وصل است mدور چرخ را از مكان ترازمنديش .و ميخ جرم ندارد  اند  
  .كنيمو سپس آن را از حالت سكون رها مي

  قائمنگران نيروهاي(   نمودار آزاد نيروهاي وارد به چرخ و تخته را بكشيد):الف(
  .)نباشيد و فرض كنيد ميخ بخشي از تخته است

فرض كنيد كه طول حالت ترازمندي فنر ( هاي سامانه را بيابيد  بسامد نوسان):ب(
  .) دراز است و بنابراين، چرخ با ميخ برخورد نمي كند

  

Iو (  و طولmي همگني به جرم ميله22-11 m= 2   . در نظر بگيريدرا)  حول مركز12
ميله را از . تواند حول آن بچرخدبه روي ميز افقي لولا شده است و ميله مي)  الف11-79( انتهاي ميله برابر شكل ):الف( 

  . اي ميله را درست پس از رها شدن حساب كنيدشتاب زاويه. كنيمسازد، رها مي ميθيوضعيتي كه با افق زاويه
 است  نشده  مسئله را براي حالتي حل كنيد كه انتهاي ميله روي سطح افقي و بدون اصطكاك ميز قرار دارد، اما به آن لولا):ب(
  . تواند روي ميز بلغزدو بنابراين، مي)  ب11-79شكل ( 

I و (  و طولmي همگني به جرمميله  23-11 m= 2   روي سطح افقي بدون اصطكاك قرار دارد و حول)  حول مركز12
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  به .  عمود بر انتهاي ميله به آن وصل استkفنري با ثابت) 11-80(برابر شكل . چرخد از مركزش ميxياي به فاصلهنقطه
  هاي كوچك ميله بيشينه مقدار خود را دارد؟ بسامد نوسانxدارازاي چه مق

2و ( Lي همگني به طولميله  24-11 12I mL=ميله را . چرخدحول يك انتها مي)  حول مركز
كنيم تا پس با تلنگر كوچكي رهايش ميداريم و سدر حالت عمودي نگه مي) 11-81(برابر شكل 

وقتي ميله سه چهارم يك دور چرخيد و در وضعيت افقي قرار گرفت، . حول انتهايش تاب بخورد
بيشينه . كندشود و به سوي بالا حركت ميميله در هوا معلق مي. محور چرخش را حذف مي كنيم

ه مركزجرم به اين ارتفاع بيشينه مي ارتفاعي را كه مركزجرم ميله اوج مي گيرد چقدر است؟ وقتي ك
  رسد، چه زاويه اي با افق مي سازد؟ 

  

Iو  ( R و شعاعm قرص كوچكي به جرم   25-11 mR= 2    بدون اصطكاك روي سطح يخي) 11-82(برابر شكل ) 2
 و ساعتگرد ωاي آن و سرعت زاويه و به سوي راستvسرعت خطي قرص. مي لغزد

)و ( R2 و به طولmاي به جرمقرص با انتهاي ميله. است )I m R= 22  نسبت به 2
. سازدميچسبد و جسمي مثل آب نبات چوبي  و به آن ميكندتماس پيدا مي) مركزش

vاي آب نبات چوبي را حساب كنيد و مقدار آن را براي حالت خاصسرعت زاويه Rω= 
  .به دست آوريد

   حول قطرشωثابتاي با سرعت زاويه) 11-83(ي بدون جرم شكل   حلقه26-11

  

   استθيوقتي حشره در زاويه. رود در روي اين حلقه راه ميΩثابتاي  با سرعت زاويهmجرماي به حشره. ي چرخدم
    

  آهنگ. (  بناميد و آن را حساب كنيدN⊥ راNيي حلقهي عمود بر صفحهمولفه. شود وارد ميNبه آن نيروي كل ازطرف حلقه
  .)  حشره را حول محور چرخش حساب كنيد و از گشتاور وارد به حشره استفاده كنيدL تغيير
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 ي به صفحهv (vي مماسي سرعت اوليهMبه جرم.  وصل استMBبه ريسمان) 11-84( در شكل M  جرم27-11
ABMي نازكن به دور ميلهدر اثر حركت جرم، ريسما. شودداده مي)  عمود استABي جرم ي اوليهاگر فاصله. پبچد  مي
   از ميله است، سرعت جرم چقدر است؟ h1ي باشد، وقتي جرم در فاصلهhتا ميله

  v با سرعتmاي به جرمگلوله. قرار دارد روي ميز بدون اصطكاك L و به طولMاي به جرمميله) 11-85(  در شكل 8-11
  ساكن بماند گلوله پس از برخورد، اين كه  براي.كندمي كشسان با يك انتهاي ميله برخوردعمود بر ميله حركت و  در راستاي

    

     چقدر بايد باشد؟M برحسبmمقدار
I ( و طولmي همگني به جرم ميله 29-11 m= 2   قرار دارد و برابر روي ميز افقي بدون اصطكاك)  نسبت به مركز12

   حول مركزش ωايبا سرعت زاويه)  11-86(شكل 
اما با ميخ يا لولا به ميز ( مركز ميله ساكن است . چرخدمي

 روي ميز قرار دارد و Mاي به جرمذره). وصل نيست
ي اين كه ميله برا. كندانتهاي ميله با آن برخورد كشسان مي

برخورد حركت چرخشي نداسته باشد و فقط حركت پس از 
   چقدر بايد باشد؟Mانتقالي داشته باشد، مقدار

با  (  و طولmي همگني به جرم يك انتهاي ميله30-11
I m= 2 به )  11-87(برابر شكل  )  نسبت به يك انتها3

ميله در روي سطح بدون اصطكاك . ميزي لولا شده است
 در mتوپي به جرم. چرخد ميωايميز با سرعت زاويه

برخورد كشسان  از لولا قرار دارد و ميله با آن dيفاصله
   .كندمي

   . سرعت توپ را پس از برخورد به دست آوريد):الف(
  شود؟ اين سرعت بيشينه ميd به ازاي چه مقدار):ب(

  

  جرم  .ه است و روي ميز افقي بدون اصطكاك قرار دارد تشكيل شدي بدون جرم به طول و ميلهmدمبلي از دو جرم 31-11
m با سرعت) 11-88( برابر شكلvچسبدبالايي دمبل برخورد مي كند و به آن مي كند و با جرم و عمود بر دمبل حركت مي.  

  . سامانه ي پس از برخورد را به دست آوريدω  سرعت زاويه اي ):الف(

B

A

h  

h1  0v  

M  
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ω  
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  .  سرعت انتهاي دوجرمي را پس از آنكه ميله نيم دور چرخيد، حساب كنيد):ب(
در امتداد محور ) 11-89( برابر شكل  و طولmاي به جرم  ميله32-11
yي يكسان ديگري با ميله. اصطكاك قرار داردوي سطح افقي ميز بدون  ر

كند ي اولي برخورد ميكند و با ميله حركت ميx در امتداد محورvسرعت
سرعت . سازد مي90يچسبد و جسم سختي با زاويهو به يك انتهاي آن مي

در اين برخورد چه . اي جسم حاصل را پس از برخورد به دست آوريدزاويه
  شود؟مقدار انرژي به صورت گرما تلف مي

2با  ( L و طولMاي به جرم  ميله33-11 2I ML=نسبت به مركز و   

  

2 3I ML=ميله را از. تواند حول اين انتها تاب بخورداز يك انتها آويزان است و مي) 11-90(برابر شكل )  نسبت به يك انتها  
رسد، انتهاي آزادش با خورد و وقتي به وضعيت قائم ميميله تاب مي. كنبمحالت افقي رها مي

اي خود را از له نصف سرعت زاويه مي،اگر در اثر برخورد. توپي برخورد كشسان مي كند
  دست بدهد، جرم توپ جقدر است؟ سرعت توپ درست پس از برخورد چيست؟

به طور قائم قرار دارد و انتهاي پايين ) 11-91( برابر شكل  وطولmاي به جرم ميله34-11
در . كنيم تا حول لولا بچرخد وارد مي به ميله تلنگر كوچكي.آن به تكيه گاهي لولا شده است

هاي افقي وعمودي  مولفه) پس از يك چهارم دور چرخيدن( گيرد اي كه ميله افقي قرار ميلحظه
  .كند به دست آوريدنيرويي را كه لولا به ميله وارد مي

  

   به انتهاي آن وصل m روي ميزي به طور قائم ايستاده است و جرمي بدون جرمي به طولميله) 11-92(برابر شكل   35-11
      

ي جرم وهي ميله بعلا تلنگركوچكي مي زنيم و سامانهmبه جرم.  استμضريب اصطكاك ايستايي بين ميله و سطح ميز. است
  كند؟ نسبت به خط قائم، ميله در روي ميز شروع به لغزيدن ميθيدر چه زاويه. كندشروع به افتادن مي

. كندخورد و يك انتهايش با توپي برخورد كشسان ميروي ميز بدون اصطكاك سر مي) 11-93(اي برابر شكل   ميله36-11
 اند؛ اما جرم ميله چنان توزيع شده است كه گشتاور لختي آن نسبت به مركزجرمش كه در mهر دوهاي ميله و توپ جرم

Iوسط ميله قرار دارد Am= اين كه سرعت توپ با سرعت ميله پس از برخورد  براي.  يك ضريب عددي استA. است2
   چقدر بايد باشد؟Aابر باشد،بر
Iو (  و طولmاي به جرم ميله37-11 m= 2   .چرخد حول يك انتها ميωايروي ميز بدون اصطكاك با سرعت زاويه) 12

طول هم . چسبدكند و به آن ميبرخورد مي) 11-94(ي مشابهي برابر شكل اين ميله با ميله. انتها با لولا به ميز وصل استاين 
 حركت "ايدوميله"يبراي اين كه سامانه .كنيمها، لولا را حذف ميدرست پيش از برخورد ميله.  استxپوشاني دو ميله
   چقدر بايد باشد؟xه باشد و فقط حركت انتقالي داشته باشد، مقدارچرخشي نداشت
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   روي سطح بدون اصطكاك حركت  و طولmي همگني به جرم  ميله38-11
چرخد و با جهت ديوار ميله نمي.  استواري عمود ميله به ديvبردار سرعت. كندمي

اگر ميله به طور كشسان با ديوار . سازد ميθي زاويه) 11-95( برابر شكل 
   بايدθبرخورد كند، براي اين كه پس از برخورد سرعت مركزجرم ميله صفر شود،

  چقدر باشد؟
Iو  (اي به طوله  ميل39-11 m= 2 . روي ميز بدون اصطكاك قرار دارد) 12

( كنيم اي سريع وارد مي از مركز  ميله و عمود بر آن، به ميله ضربهxيدر فاصله
  ي مركزجرم ميله در  از مكان اوليهdياي به فاصلهنقطه).  را ببينيد11-96شكل 

  

  براي اين كه در موقع رسيدن مركز ميله به اين نقطه، ميله يك دور كامل بچرخد،. روي آن با رنگ سرخ مشخص شده است
    

 برحسب ( d وجود داشته باشد، كمينه مقدارxچقدر بايد باشد؟ براي اين كه چنين مقداري براي) d وبرحسب ( xمقدار
  چقدر بايد باشد؟  ) 

Iبا (ي توپر استوانهيك   40-11 mR= 2  ، m هر دو با جرممكعبي،ي و يك قطه) 2
 با هم) 11-97( قرار دارند و برابر شكل θي شيبداري با زاويهروي سطح شيب

اي است كه از لغزش استوانه بين استوانه و سطح اصطكاك به اندازه. درتماس اند
دار رجلوگيري مي كند؛ اما كف قطعه روغن كاري شده است و بين آن و سطح شيب

بين سطح سمت راست قطعه و استوانه ضريب اصطكاك . اصطكاك وجود ندارد
μ جنبشي   . است1=

ي نيروها را همه. كنيد نمودار آزاد نيروهاي وارد به قطعه و استوانه را رسم ):الف(
  .نشان دهيد

  

در تماس باقي  دارشيبي كافي كوچك است و سطح قطعه همواره با سطح  به اندازهθفرض كنيد(  شتاب قطعه را بيابيد ):ب(
  ) قرار باشد؟ بايد وجود داشته باشد تا اين وضعيت برθچه شرطي براي. ماندمي
Iو با گشتاور لختي  ( r و شعاعmي توپري به جرماستوانه   41-11 mr= 2 ي همگني به جرم و ميله)   نسبت به محورش2
mطول  وr2 ) و( )I m r= 22  ميله برابر . قرار دارندθي شيبزاويه دار ثابتي باروي سطح شيب)  نسبت به مركزش12

. غلتد و ميله با لولايي به سطح وصل استاستوانه بدون لغزيدن روي سطح مي. دار عمود استبر سطح شيب) 11-98(شكل 
اگر سامانه را از اين وضعيت رها كنيم، درست پس . كند استوانه وصل مي"بالاي"ي بالايي ميله را به ريسمان بدون جرمي انتها

  .از رها شدن، شتاب مركز استوانه را به دست آوريد
Iو با  ( m و به جرمRي توپري به شعاع  استوانه42-11 mR= 2   .از قاعده روي ميز افقي بدون اصطكاك قرار دارد) 2
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گذرد و نيم دور با از پشت استوانه مي) 11-99(ريسمان بدون جرمي برابر شكل 
انتهاي .  انتهاي ريسمان وصل است يك بهmجرم. ي استوانه در تماس استبدنه

ي كافي نا هموار سطح استوانه به اندازه. شود كشيده ميTديگر ريسمان با نيروي 
فرض كنيد مركز استوانه . است كه از لغزش ريسمان نسبت به استوانه جلوگيري كند

 متصل mشتاب جرم).  خط بريده در شكل( مقيد است روي خط راست حركت كند 
aها تر شدن معادلهبراي ساده: توجه(. به ريسمان را بيابيد T m≡را تعريف كنيد  .

  .) به دست آوريدaپاسخ را بر حسب. شوند ها حذف مي ها از رابطهmبا اين كار

  

نابراين، چگالي سطحي ب( بريم ي تخت فلزي بينهايت قرص مي  از يك صفحه43-11
چينيم به ها را روي خط افقي ميقرص).  استσها يكسان و برابري قرصجرم همه

ها قرص.)  را ببينيد11-100شكل ( طوري كه مركزشان روي خط راستي قرار گيرند 
توانيد مي( ها اصطكاك وجود ندارد بين قرص. توانند حول مركز ثابتشان بچرخندمي

-شعاع بزرگ.) ها با فاصله هاي بينهايت كوچك از هم قرار دارندفرض كنيد كه قرص

Iو ( Rترين قرص mR= 2 1است و شعاع هر قرص بعدي) 2  شعاع قرص 3
  ترين قرص برابر است آن با جرم بزرگmاي را كه جرمميله. اش استسمت چپ

  

توان مي. كنيمسامانه را از اين وضعيت رها مي.  در تماس باشدهاي قرصدهيم تا با همهها قرار ميمطابق شكل روي قرص
1كه ضريب) شما اين را بپذيريد( نشان داد  با فرض اين كه . سازد مي30يه با خط افق زاويه بالا به اين معني است كه ميل3

  .لغزد، شتاب ميله را در امتداد خودش به دست آوريدها نميميله نسبت به هيچ يك از قرص
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  هاي تكميليحل مثال
در زماني پس از آغاز حركت استوانه وهنگامي كه هنوز استوانه   1-ت

) 11-101(لغزد، نيروهاي وارد به تخته و استوانه در شكل يروي تخته م
fF نيروي اصطكاك.اندنشان داده شده mgμ=بنابراين، شتاب .  است

baتخته gμ=و شتاب استوانه ca gμ=    بنابراين،.  اند−
137-11(  ,c bv v gt v gtμ μ= − =    

  

fFگشتاور وارد به استوانه  r پس. است:  
)138-11(  ( )fF r I mgr mr g rα μ α α μ= ⇒ = ⇒ =2 2 2  

  و در نتيجه
)139-11(  gtt

r
μω α= =

2  
ستوانه دارد كه سرعت الغزد، شرط غلتش بدون لغزش لازم ميهنگامي كه سرانجام استوانه بدون لغزيدن بر روي تخته مي

cنسبت به زمين برابر bv v rω= ي چرخش رو به  است كه نتيجهrωتوجه كنيد كه سرعت استوانه نسبت به تخته.  باشد+
حال اگر . آيدست مي ، به آن سرعت استوانه نسبت به زمين به دbvجلو استوانه است كه با افزودن سرعت تخته،

cدر bv v rω=   آيدهاي بالا را جاگذاري كنيم ، به دست مي كميت+
)140-11(  ( )c b

vgtv v r v gt gt r v gt t
r g
μω μ μ μ

μ
⎛ ⎞= + ⇒ − = + ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 4 4  

  سرعت استوانه نسبت به زمين در اين لحظه برابر است با. كنداين زماني است كه استوانه شروع به غلتش خالص مي
)141-11(  

c
vv v gt v g v

g
μ μ

μ
⎛ ⎞

= − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
4 4  

  
  وF1، F2براي حل مسئله يافتن. )11-102(هاي  شكل)الف: ( 2-ت
sa ييعني نيازي به دو معادله(  لازم نيستF ma= براي ميله يا 

aيمعادله rα= ميله يا F ma= در راستاي عمودي براي استوانه 
  ).لازم نيست

Fي از معادله ):ب( ma= امتداد سطح داريم براي استوانه در  
  
)142-11(  

sin

c

f cmg T F m
m T F a

a
g m− − =

− − =

⇒ 2

30
  

  

  

Gاز  Iα=آيدسبت به مركز آن به دست مي براي استوانه ن  
)143-11(  

cf fcF R mR F mRαα⎛ ⎞= ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠

=2 1
2

1
2  

Gاز  Iα=براي ميله حول پيوندگاه آن داريم   

m  

m  

cv  

fF mgμ=  

fF mgμ=  
bv  

ω  

 11-101شكل 
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)144-11(  ( ) ( ) ( )sin sin ss
mT R mg R m R gT mRαα⎡ ⎤⎛ ⎞− = ⇒⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

−
⎣ ⎦

=212 30 3 20 4
323  

  : شرط نلغزيدن استوانه 
)145-11(  

c ca Rα=  
 بچرخد، sθي كوچكي زاويهاگر ميله به اندازه: از پايستگي طول ريسمان داريم) اين بخش پيچيده است ( sa وcaي بينرابطه

)ي انتهاي بالايي آن به اندازه ) sR θ2ريسمان ي اين طول در امتداد مولفه. كند حركت مي( )coss sR Rθ θ=2 .  است60
cبنابراين، ريسمان و در نتيجه استوانه مسافت sx Rθ=اكر از اين رابطه دو بار نسبت . پيمايددار مي را در امتداد سطح شيب

  آيدبه زمان مشتق بگيريم به دست مي
)146-11(  c sa Rα=  
  . اندca وcα ،sαهاي مجهول و شتابfF وTهاي مجهول عبارتند از  نيرو):پ(
. حذف كرد) 11-144(و ) 11-143(هاي  را از رابطهsRα وcRαتوانمي) 11-146(و ) 11-145(هاي   با استفاده از معادله):ت(

  .آينداين دو معادله به صورت زير درمي
)147-11(  ;f c c

mgF ma T ma= − =
1 4
2 2 3  

  آيدبه دست مي. قرار دهيد) 11-142(ي  را در معادلهfF وT حالا از اين رابطه،
)148-11(  

c c cc c
mg mg ma ma ma ma a⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − = ⇒ = + + ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
=

⎠
4 1 4 1 12 2 3 2 3 2  

توجه كنيد كه ( گشتاور وارد به كل سامانه : توان به صورت زير فهميداين وضعيت را مي. كندبنابراين، سامانه اصلا حركت نمي
sinmg ميله و نيرويmgانش نسبت به پيوندگاه ميله را فقط نيروي گر) حالا كشش ريسمان نيروي داخلي است  استوانه 30

  پس داريم). شود حذف ميcos30mg با N(كنند فراهم مي
( ) ( )sin sinc sG G mg R mg R+ = − =30 30  

 
  داريم. ، نخست گشتاور لختي قطعه را نسبت به لولا حساب كنيدي محورهاي موازي  با استفاده از قضيه) :الف (  3-ت
)149-11(  ( )CMI I md m m m= + = + =

22 2 21 226 3  

)اش نسبت به لولاگيرد، گشتاور لختيي مكعب قرار ميوقتي توپ در گوشه )m m=
2 22 بنابراين، گشتاور لختي .  است2

  كل سامانه نسبت به لولا عبارت است از
)150-11(  m m m+ =2 2 22 823 3  

  آيداي نسبت به لولا به دست ميي زاويهاز پايستگي تكانه
)151-11(  vmv m ω ω⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
28 3

3 8  

كنيم تا ببينيم آيا از پايستگي انرژي استفاده مي. ماندپايسته باقي مي. كند  پس از برخورد انرژي كل سامانه تغيير نمي ):ب(
قرار گيرد؟ اين وضعيت، مقدار ) بالاي لولا( ي تعليق اي بلند شود كه درست در بالاي نقطهتواند به اندازهانه ميمركزجرم سام
  تر از اين مقدار حدي باشد، قطعه بر روي سطح سمت راست خود اگر سرعت گلوله بيش. دهد را به دست ميvحدي سرعت
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  .دشوروي ميز واژگون مي
 يگوشه( راه بين مركز قطعه و توپ در نيم) پس از برخورد توپ به قطعه و چسبيدن به آن( ي قطعه و توپ مركزجرم مجموعه

)ييعني در فاصله. قرار دارد) سمت چپ بالايي قطعه )( )3 4 Iω2انرژي جنبشي اوليه.   از لولا2 ي م همهخواهيمي.  است2
  يعني داشته باشيم  . اين انرژي به انرژي پتانسيل تبديل شود

)152-11(  ( ) ( )I m g hω = Δ21 22  

)حايي عمودي مركزجرم سامانه از مكان  مقدار جابهhΔكه در آن )( )3 4 3، يعني است   به بالاي لولا2 پس، .  است4
  :توان نوشتمي

  
  
  
)153-11(  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

vI m g h m m g

mv mg v g

ω ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Δ ⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
⇒ = ⇒ = −

2
2 2

2

1 1 8 3 3 32 2 22 2 3 8 4 4
3 2 13 8 2 116 2

  

از . ض كنيدچرخش پادساعتگرد را جهت مثبت فر( بناميد ωاي نهايي را و سرعت زاويهv   سرعت خطي نهايي را4-ت
  پايستگي انرژي داريم

)154-11(  mv mv I mv mω ω⎛ ⎞= + = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 12  

  از اين رايطه داريم. ي دوم انرژي حول مركزجرم استي اول سمت راست انرژي مركزجرم ميله و جملهجمله
)155-11(  v v ω= +2 2 2 21

12  
  آيدي مانع به دست مياي نسبت به گوشهي زاويهاز پايستگي تكانه

)156-11(  mv mv m v vω ω⎛ ⎞ = + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

21 1
2 2 12 6  

به ) 11-156( ي  را از رابطهvاگر.  نسبت به مركزجرم استLي دوماي مركزجرم و جملهي زاويهي اول تكانهبازهم جمله
  جاگذاري كنيم، خواهيم داشت) 11-155(ي دست بياوريم و در رابطه

  
  
)157-11(  

v v v v v

v vv v

ω ω ω ω ω

ω ω

⎛ ⎞= − + ⇒ = − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ = ⇒ = − =

2
2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1

6 12 3 36 12
3 1

6 2

  

vسرعت انتهاي پايين ميله،  اي به شعاعمربوط به دايره( ،  جمع سرعت انتقالي مركزجرم و سرعت چرخشي حول مركزجرم ′
  :است) 2
)158-11(  ( ) v vv v vω ⎛ ⎞⎛ ⎞′ = + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

32 22 2  

)برابر است با) كندبرخورد ميانتهايي كه با مانع ( سرعت انتهاي بالاي ميله  )v vω− = −2.    
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اي ي زاويهي خطي و تكانههاي انرژي، تكانه  در اين مسئله هيچ يك از كميت5-ت
هاي بنيادي به طور مستقيم  بنابراين، براي حل آن بايد از قانون.پايسته نيستند
شود و د مي به سامانه نيروي خارجي اصطكاك وار.استفاده كنيم

dpبنابراين dt ي بين آغاز حركت و در فاصله.  ي خطي پايسته نيست و تكانه≠
انرژي به رسيدن سكه به حالت غلتش خالص، نيروي اصطكاك سبب هدر رفتن 

 نيروي اصطكاك نسبت به ،چنينهم. ماندي پايسته نميژشود و انرصورت گرما مي
اي پايسته ي زاويهكند و در نتيجه، تكانهرجي توليد ميمركز سكه گشتاور خا

  ي بين آغاز حركت و رسيدن بهوضعيت در فاصله)  الف11-103( در شكل .نيست
  حركت )  ب11-103(در شكل . حالت غلتش بدون لغزش نشان داده شده است

  

اي را وقتي سكه  سرعت خطي و سرعت زاويه.ها نشان داده شده اندهاي مثبت در اين شكلجهت. شودخالص ديده ميغلتشي 
vرسد، به ترتيب،به حالت غلتش مي   .  بناميد′ω و′

)  نيروي اصطكاك-1حل )F tي به اتغيير سرعت زاويه. دهداي را افزايش ميگاهد و سرعت زاويه از سرعت خطي سكه مي
d:انجامداي ميشتاب زاويه dtα ω= .اي گشتاوري است كه نيروي اصطكاك نسبت به عامل به وجود آمدن شتاب زاويه

  توان نوشتكند بنابراين، ميمركز سكه ايجاد مي
)159-11(  ( ) ( )F t dG I RF t MR

MR dt
ωα α α= ⇒ = ⇒ = =2 21

2  
)اگر از اين رابطه انتگرال بگيريم و توجه كنيم كه ) 00 0tω ω= ≡    است، خواهيم داشت=

)160-11(  ( )t F t
d dt

MR

ω

ω

ω ω ω
′ ′

′ ′= ⇒ −∫ ∫
2 ( ) ( )

t t

F t dt F t dt
MR MR

ω′ ′ ′ ′ ′= ⇒ =∫ ∫
2 2  

  چنين داريمهم
  
  
)161-11(  

( ) ( )

( ) ( )1v t t

v

dvF ma F t Ma F t M
dt

F t
dv dt v v F t dt

M M

′

= ⇒ − = ⇒ − =

′
′ ′ ′ ′⇒ = − ⇒ = −∫ ∫ ∫

  

vدارد كهرسد، شرط غلتش لازم ميوقتي سكه به حالت غلتش بدون لغزش مي Rω′  اين شرط بنابراين، با استفاده از.  شود=′
  :توان نوشتمي) 11-161(و ) 11-160(هاي و رابطه

  
  
  
)162-11(  

MR MR vv v v v v v
M M R

v v v v v

ω
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′ ′ ′= − ⇒ = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′ ′⇒ = − − ⇒ =

1 1 1
2 2 2

1 2
2 3

  

Δ،) 11-135(ي  استفاده از رابطهبا  2حل  = ×ΔL R p .اين رابطه وقتي برقرار است كه بازويLبا توجه به .  ثابت است  
Lي ما اين رابطه به صورتها در مسئلههتقراردار ج R pΔ = − Δيعني. آيد در مي  

)163-11(  ( ) ( )L G dt RF dt R F dt R F dt r pΔ = = = = − − = − Δ∫ ∫ ∫ ∫  
  بنابراين،

v  
( )tω  

( )F t  

⇓  

v ′  
ω′  

  الف11-103شكل 

   ب11-103شكل 
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)164-11(  ( ) ( )f i f iL R p L L R p p I R Mv Mvω′ ′Δ = − Δ ⇒ − = − − ⇒ − = − −  
vبا اعمال شرط غلتش بدون لغزش،  Rω′   آيدي بالا به صورت زير در مي، رابطه=′

  
  
)165-11(  

v vI RMv RMv MR RMv RMv
R R

v v v v

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′= − + ⇒ = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

′ ′⇒ = ⇒ =

21
2

3 2
2 3

  

  
انرژي جنبشي . سازد، يه دست آورد ميθي ميله را وقتي كه با خط قائم زاويهvتوان سرعت  از پايستگي انرژي مي6-ت

  داريم. ت صفر در نظر بگيريدانرزي پتانسيل را هم در اين حال. ي ميله صفر استاوليه
  
  
)166-11(  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

cos

cos cos

E E mv mg

mv mg v g

θ

θ θ

= ⇒ + = − −

⇒ = − ⇒ = −

2
1

2 2

1 2 1
1 2 1 2 1

  

  برابر است با)   را ببينيد11-104شكل ( بنابراين،  شتاب مركزگرا 
)167-11(  ( )cosr

va g θ= = −
2

2 1  
Gي تماس ميله با زمين واز گشتاور نسبت به نقطه Iα=داريم    

)168-11(  ( )sin sinmg m gθ α α θ= ⇒ =2  
   عبارت است ازtaو بنابراين، شتاب مماسي

)169-11(  sinta gα θ= =    

  

Fهايتوانيم معادلهحال مي ma= اي مماسي و شعاعياز رابطه(  را در راستاهاي افقي و عمودي بنويسيمF ma= هم   
  داريم). شوندها اندكي زشت و پيچيده ميتوان استفاده كرد، اما اين رابطهمي

  
)170-11(  
  
  
  
)171-11(  

( )( )
( )

( )( )
( )( ) ( )

cos sin

sin cos cos sin

sin cos
cos sin

cos cos sin

cos cos cos cos cos

x x f t r

f

y y r t

F ma F ma ma

F mg

mg
F ma mg N ma ma

N mg

mg mg

θ θ

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ θ

= ⇒ = −

⇒ = − −

= −

= ⇒ − = +

⇒ = − − −

= − + − − = −

2

2 2

2 1
3 2

1 2 1
1 2 2 1 3 2

  

fFبا توجه به شرط Nμ≤آيد به دست مي  
)172-11(  ( ) ( )sin cos cos cos tanmg mgθ θ μ θ θ θ μ− ≤ − ⇒ ≤3 2 3 2  

)ي بالا براين پايه است كهبرقراري رابطهبا وجود اين،  )cosθ − >3 cosθاما.  باشد2 = 2 tanθ يعني 3 = 5 2 .
   برابر است باsθ ميله خواهد لغزيد وsθي بنابراين، پاسخ مسئله عبارت است از اين كه در زاويه

  
)173-11(  

( )

( )
tan ;

tan ;

s

s

θ μ μ

θ μ

−

−

= ≤

= ≥

1

1

5 2
5 2 5 2

  

mg  
ta  ra  

N  

fF  

θ  

 11-104شكل 
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cosنكته در اين است كه به ازاي tanθ θ= ⇔ =2 3 5   . شود و بنابراين، اصطكاك وجود ندارد نيروي عمودي منفي مي2
tanθ روشي كه ما را به زودتر پاسخ بنيادي:نكته μ≤بايد شرطهنوز هم ( رساند  ميcosθ ≥ 2 اين است كه )  را دريابيم3

Gاز Iα=نسبت به مكان جرم mدر اين صورت.  استفاده كنيمI G و بنابراين = اين بدان معني است كه . شود مي=
tanFFشود كهاز اينجا نتيجه مي. كند در راستاي ميله استرويي كه ميز به ميله وارد ميني N θ=و از شرط fF Nμ≤ 

tanخواهيم داشت tanN Nθ μ θ μ≤ ⇒ Nاين پاسخ بنيادي است اما هنوز بايد شرط. ≥   .افه كنيم را به آن اض<
  

نمودار نيروها و .  بناميدbαاي آن را و شتاب زاويهba    شتاب  مركزكره را 7-ت
Fاز . اندنشان داده شده) 11-105(هاي مثبت در شكل جهت ma=براي كره داريم   

)174-11(  f bF Ma=  
Gو از Iα=براي كره داريم   

)175-11(  ( )fF R MR α= 22 5    

  

bعبارت است از) ي كاغذصفحهنسبت به ( شرط نلغزيدن  ba R aα− گردي ي كاغذ شتاب عقب؛ چون كره نسبت به صفحه=
 است  و در نتيجه، شتاب كره نسبت به زمين aي كاغذ همآيد و  شتاب صفحه دارد كه بر اثر غلتش به وجود ميbRαبرابر

)ba = (شتاب كاغذ نسبت به زمين + ي كاغذ شتاب گره نسبت به صفحه:  
)176-11(  b ba R aα= − +  

  تقسيم كنيم خواهيم داشت) 11-175(را به ) 11-174(ي اگر رابطه
)177-11(  

b
b b

b

a R a
R R

α
α

⎛ ⎞
= ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
2

1 5 5
2 2  

  آيدقرار دهيم به دست مي) 11-176(ي كه اگر در شرط نلغزيدن، رابطه
)178-11(  ( ) b b ba a a a a− = ⇒ =5 2 2 7  
  
 
 

a  
ba  

bα  

 11-105شكل 
fF  


