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   ديناميك چرخش11فصل 
  ) ثابتL̂ ( 1 ديناميك چرخشي 1-11

ي ديناميك حركت چرخشي را بررسي كنيم و نشان دهيم كه آهنگ تغيير تكانهتوانيم ايم كه مياينك در شرايطي قرار گرفته
dياي و گشتاورد با رابطهزاويه dt=G Lچرخشي قانون نيوتونيمانسته اين رابطه،. اندبوط  به يكديگر مر d dt=F p 
يكي به نيروهاي . ي ظريف وجود دارد كه بايد آنها را فهميدي اصلي در اينجا سرراست است، با وجود اين، دو نكتهايده. است

) شوداي محاسبه ميي زاويهطي كه نسبت به آنها تكانهنقا( ديگري به مبداء هايي . اي از ذرات مربوط استدروني بين مجموعه
  براي ساده كردن و سرراست بودن بحث، سه وضعيت را، به ترتيب از ساده تا پيچيده، بررسي . پردازد كه ثابت نيستندمي
dاثباتي را كه براي. گيريمي عمومي را از آنها نتيجه ميكنيم و سپس قضيهمي dt=G L در اين فصل خواهيم آورد براي 

  .حالت عمومي هم برقرار است
  
  اي ، مبداء ثابت  جرم نقطه1-1-11

  ايي زاويهتكانه مشتق نسبت به زمان. دهد نسبت به مبداء ثابت نشان ميrاي را در مكانيك جرم نقطه ) 11-1( شكل 
= ×L r p است از عبارت  

  
)1-11(  

( ) ( ) ( )

( )

d d d d
dt dt dt dt

m

= = × = × + ×

= × + × = + ×

L r pL r p p r

v v r F r F
  

F7-1ي اين همان اثباتي است كه براي قضيه. شود نيرويي است كه به جرم وارد مي  
در سطر دوم . در اينجا  به جاي نيروي مركزي، نيروي را عمومي در نطر گرفتيم. آورديم
dچون(راست صفر است  سمت اولي جمله)  11-1(ي رابطه dt m× = × =r p v v  (و در  

  

d ي دومجمله dt =p Fچون گشتاور با.  است = ×G r F پس داريم شودتعريف مي ،  
)2-11(  d

dt
=

LG  
d،اگر گشتاور كل وارد به يك سامانه صفر باشد. يديم د7اي است كه در فصل  زاويهاين همان قانون پايستگي تكانه dt =L 

  . ثابت استLو در نتيجه
  

ميله با خط عمود . زان استي آوي بدون جرم به طول از ميلهMجرم) 11-2(  برابر شكل ): آونگ مخروطي(  11-1مثال 
   . اي افقي با شعاع ثابت مي گردد روي دايرهM جرم،چرخد ؛ در نتيجه ميωاي ثابت و با سرعت زاويهسازد ميαيزاويه

ωدرستي پاسخ را براي. حساب كنيد را αزاويه ):الف( ω و ∞→   . بيازمائيد→
  . دست آوريده  را نسبت به مركز دايره بMاي جرمي زاويه  تكانه):ب(
  .دست آوريده  بBي آويزطه را نسبت به نقMاي جرمي زاويه  تكانه):پ(
d) ب( نشان دهيد كه براي ):ت( dt =Lبرقرار است  .  
dاي، آهنگ تغيير تكانه زاويه):ج( dtL  ، دست آوريده ب) پ(را براي حالت.  

  راستاي عمودي ي حركت در معادله. ند اMجرم  وزنW كشش در ريسمان وT: نمودار آزاد نيروها را بكشيد  ) الف(: حل
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   است از عبارت
 )3-11(  cosz zF ma my T Wα= = ⇒ − =  

z،  ثابت است بنابراينzچون   . است=
دانيم كه  مي1اي دارد از فصل  حركت دايرهMچون جرم: ي حركت افقيمعادله
raاست و شتاب مركزگراي آن دارشتاب rω= −   . دايره استو به سوي مركز 2

. را ببينيد) 11-2( برگزيديم؛ شكل xعلامت منفي به خاطر جهتي است كه براي( 
  :   انتخاب دستگاه مختصات داريم اين با،پس

)4-11(  sinT Mrα ω− = − 2  
sinr چون α= ،خواهيم داشت) 11-4(و ) 11-3(هاي  با تركيب رابطه  پساست  

  
)5-11(  

sin sin

cos cos

T M T M
gM W mg

α ω α ω

ω α α
ω

= ⇒ =

⇒ = = ⇒ =

2 2

2
2

  

ω برايچون ؛ين پاسخ دلخواه استرسد كه ابه نظر مي cosα: داريم ∞→ → 
αو π→   .گيردبكوشد در حالت افقي قرار هاي زياد ميله مي يعني در سرعت2

  

ω بازاي؛ چونهاي كم بي معني است اما اين پاسخ براي سرعت cosαست كه ابيني پاسخ اين پيش→ معني  و اين بي∞→
cosα  همواره چون؛است gωدشواري در كجاست؟ براي.  است1≥ cosα ي پاسخ ما به نتيجه> >  اگر. انجامد مي1
gω cosαباشد، = = sinα و1 دست ه  هنگام ب،در واقع.  آويزان استقائمطور ه  بM يعني جرم؛دن مي شو=
Tآوردن M ω= sinα را بهي بالارابطه دو طرف  ما2  را ديگريچنين پاسخ ما هم.  بوديرديم كه كار نادرست تقسيم ك=

sinαناديده گرفتيم، يعني T و= W Mg=   قائمطوره  آونگي كه ب براي درست است ـ پاسخωكه براي هر مقدار  =
gωاز نظر فيزيكي؛ براي. آويزان است α تنها پاسخ پذيرفتني≥ cosα  يا= = gωبراي.  است1  دو پاسخ <

cosα )1(: پذيرفتني وجود دارد cos  )2(  و1= gα ω=  آويخته است و قائمطور ه  ببه آونگي مربوط است كه) 1(پاسخ . 2
gωبراي. سازدكه جرم با راستاي عمودي زاويه ميمربوط به حالتي است ) 2(پاسخ . چرخدياد ميبا سرعت ز     پاسخ <

ناپايدار است ـ يعني اگر سامانه در اين حالت باشد با كمترين اختلال به سوي بيرون ) 1(
  چرا؟ . فرار خواهد كرد

ي آن برابر  هاست و اندازهzمحور در جهت مثبت OLمي بينيم كه) 11-3( از شكل ): ب(
  است با

)6-11(  O rp= = =L r p r p1  
pچون .ي حركت است شعاع دايرهrكه در آن Mv=و v rω=اند، پس ˆO Mr ω=L z2 

  .ند ا ثابت0Lيكنيد كه جهت و اندازهتوجه . است
  :ست از ا عبارتBLياندازه):  پ(

)7-11(  ( )B Bp Mv M r L M rω ω= × = = = ⇒ =L l p  
 را نسبت به آن نقطه Lدارد كه اي بستگي به نقطهLي اندازهشود كهبنابراين، ديده مي

   و بهBL.استآن ثابت ي  ثابت نيست اما اندازهBL، جهتOLبرعكس. كنيمحساب مي
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pاين نكته نشان داده شده است) 11-4(در شكل .  عمود است.  
 T. نشان داده شده اند)11-2( شكل  نيروهاي وارد به گلوله آونگ در  ):ت(

 شتاب دي  يكنواخت در راستاي عموايدر حركت دايره. كشش ريسمان است
cosTبنابراين.  نداردوجود Mgα −   Mبه جرم وارد Fي كلنيرو.  است=
  سوي مركز دايره است  و بهيشعاع

)8-11(  ˆsinT α= −F r  
Oست از اعبارت Oيه نقطه نسبت بMگشتاور وارد به جرم = × =G r F ؛

    بنابراين.اند r̂هر دو در راستاي F وrچون
dثابت  )9-11(

dt
= ⇒ =

L L  
    ،BGگشتاور،. مسئله كاملاً متفاوت است  برگزينيم،Bيه اگر مبداء را نقط):ج(

  

Bبا برابر است Bينقطه نسبت به B= ×G r F .بنابراين داريم  
)10-11(  cos ( cos )( sin ) sinB F T Mgα α α α= = =G  

  .شودديده مي) 11-5(شكل  است و در مماس M بر مسير حركتBGجهت
)11-11(  ˆsinB Mg α=G θ  
θ̂كه خواهيم نشان دهيممي. ي حركت است مماسي در صفحهي بردار يكه 

B BG d dt= L يدانيم كه اندازهمي )پ( از قسمت .است برقرارBLبرابر  
Mاست با rω. توان ديد كهمي) 11-6( از شكلBLقائم، ي يك مؤلفه 
sinzL M rω α= ، در راستاي محورzهماي افقيرد و مولفه  داها  ، 
cosrL M rω α=، در راستاي شعاعrاگر. دارد BL را به صورت 

B z r= +L L Lگونه كه انتظار داريمن آنگاه مي بينيم كه هما بنويسيمzL   

  

   تغيير، جهت آن روي دايرهMجايي جرمبه ثابت نيست بلكه با جاrL.اي ندارددر راستاي عمودي مؤلفه BGبت است؛ چونثا
  .  ثابت استrLياما اندازه. مي كند
تواند تغيير ي ثابت مي با اندازهAتنها راهي كه بردار:  ديديمهم 1 در فصل  رامشابهي وضعيت
dاي آناگر آهنگ چرخش لحظه.  آن تغيير كند؛ يعني جهتست كه بچرخد اكند اين dtθ ،باشد 
)داريم )d dt A d dtθ=A .يم كه ياباز اين رابطه درمي  

)12-11(  r
r

d L
dt

ω=
L  

cosrLچون M rω α=،داريم پس است : cosrdL dt M rω α=  نيروي 2Mrωاما. 2
sinTشعاعي αاست و چون cosT Mgα sinrdLاست، بنابراين، = dt Mg α= كه همان    

  

Bdي روش ديگر محاسبه.است) ج(در قسمت  BGياندازه dtLاست كه اين BLرا برداري بنويسيم و از آن مشتق بگيريم :   
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)13-11(  

ˆˆ( sin ) ( cos )
ˆ ˆcos cos

B

B

M r M r
d dM r M r
dt dt

ω α ω α

ω α ω α

= +

= =

L z r
L r θ2  

dˆˆدر اينجا از dt ω=r θاستفاده كرديم  .  
  

dيرابطه dt=G Lجسمي به جرم) 11-7(در شكل .  نمايش دادتوان به سادگيرا ميmبا سرعت نشان داده شده است كه  
ˆv=v iروي محورxي به نقطهاي جسم نسبتي زاويهتكانه. لغزد ها ميBاست از عبارت   
)14-11(  ˆB Bm m v= × =L r v z  

  به چون تغيير نمي كند؛هم  BLحركت خواهد كرد و در نتيجهvاگر بين سطح و جسم اصطكاك نباشد، جسم با سرعت ثابت
=fˆاصطكاك نيروي، فرض كنيد  حالا.جسم گشتاور وارد نمي شود −f i  به

شتاور نيروي اصطكاك نسبت گ. كند آن را كند ميحركتوارد مي شود وجسم 
   است از عبارتBيبه نقطه

)15-11(  ˆB B f= × = −G r f z  
 كه با مي بينيم) 11-15( يرابطهاز . نشان داده شده است) 11-8(و در شكل 

 همواره در كند اما جهت آن تغيير ميBLي اندازه )vكاهش(آهسته شدن جسم 
 ايي زاويه تكانه BΔL تغيير بنابراين،.ماندي باقي مهاz مثبت محورراستاي

BL در جهت منفي محورzنشان داده شده است) 11-9( و در شكل  هاست  .  

  

d  چون،طور كليه ب. اند يكسان BG و جهتBΔLجهت dt=G Lاست، بردارهاي ΔLو G ي  از رابطه.موازي اند همواره
              داريم ) 14-10(

) 16-11(  ˆ , ( )B m v vΔ = Δ Δ <L z  
tΔو حدش را به ازاي تقسيم tΔكه اگر به    حساب كنيم خواهيم داشت→

)17-11(  ˆBd dvm
dt dt

=
L z  

m:گويدقانون دوم نيوتن مي dv dt f=−زير به صورت) 10-17( ي رابطه  و بنابراين 
  .آيددرمي

)18-11(  ˆB
B

d f
dt

=− =
L z G  

اي جرم تغييير  زاويهيي تكانهدر اين مثال،  فقط اندازه. اثبات آن بوديمچيزي كه در پي 
  . هر دو در يك راستا اندL وGماند، چونكند و جهت آن بدون تغيير ميمي

dيبه انتخاب مبدا بستگي دارند، وقتي از رابطه L وG چون:نكته dt=G L استفاده 
   .شود بايد هر دو را نسبت به يك مبدا حساب كردمي

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   جسم با بعد، مبداء ثابت2-1-11
dي رابطه11-1-1در بخش  dt=G Lعد . بررسي كرديماي و مبداء ثابت  را در مورد جرم نقطهدر اين بخش به جسم با ب   
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  .  پنداريمرا ثابت مي) شوند نسبت به آن حساب ميL وGاي كهنقطه( هنوز هم مبدا . پردازيممي
  هاي هاي داخلي هم وجود دارند كه به بخششوند، نيرواگر جسم بعد داشته باشد، افزون بر نيروهاي خارجي كه به آن وارد مي

براي مثال، نيروي خارجي كه به اتمي در جسم وارد مي شود ممكن است نيروي گرانش باشد، در . شوندمختلف جسم وارد مي
  توان كنار آمد؟با اين نيروهاي متفاوت چگونه مي. كنندهاي همسايه به آن وارد ميصورتي كه نيروهاي داخلي را اتم

  در ي جسمدو نقطه بنابراين، نيروي بين دو جسم يا. اندپردازيم كه مركزياين جا تنها به آن دسته از نيروهاي داخلي ميدر 
اين فرض براي نيروهاي رانش و . كندراستاي خطي است كه آن دو را به هم وصل مي

ترو اما براي نيروهاي الك( جسم جامد درست و پذيرفتني است هايربايش بين مولكول
توان قانون سوم با اين فرض، مي). ما به اين نيروها نمي پردازيم. معناطيسي نادرست است

ي گسسته را  ذرهNي تر سخن بگوييم، مجموعهبراي اين كه روشن. نيوتون را به كار برد
هاي زير به رابطه  جمع دربراي حالت پيوسته، فقط علامت. در نظر بگيريد) 11-10(در شكل 

  اي كل سامانهي زاويهتكانه. شوندعلامت انتگرال تبديل مي
)19-11(  N

i i
i =

= ×∑L r p
1

  
  

  

intextشوندنيروهايي كه به هر يك از ذره ها وارد مي. است
i i id dt+ =F F pپس داريم.  است  

  
  
  
  
  
)20-11(  

int( ) ( )

i i
i

i i
i i

i i

exti
i i i i i

i i
ext

i i
i

i
i

d d
dt dt

d d
dt dt
d m
dt

= ×

= × + ×

= × + × +

= + ×

=

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

L r p

r pp r

r v r F F

r F

G

  

iاز) 11-20(ي ن از سطر دوم به سطر آخر رابطهبراي رسيد i× =v vو int
i ii
× =∑ r Fها نخستين اين.  استفاده كرديم

اين كاملا پذيرفتني . كنندبه بيان ديگر، نيروهاي داخلي گشتاور توليد نمي. كنيمروشن است و دومي را در مثال زير اثبات مي
ي توجه كنيد كه سمت راست رابطه. چرخدد كه اگر به جسم سخت نيروي خارجي وارد نشود، خود به خود نميگوياست و مي

اين گشتاور ممكن است حاصل نيروهايي باشد كه به نقاط مختلف .  نيروهاي وارد به جسم استكلشامل گشتاور ) 20-11(
براي ) 11-20(ي رابطه. ها از يكديگر ثابت استي ذرهصلهچنين توجه كنيد كه در هيچ جا نگفتيم فاهم. شوندجسم وارد مي

  .ها حركت نسبي دارند، درست استحالتي هم كه ذره
  

  . نشان دهيد كه گشتاور كل نيروهاي داخلي صفر است11-2مثال 
intكندرد مي ام وا-iي ام به ذره-jي  نيرويي را كه ذره:حل

ijFپس.  بناميد  
)21-11(  int int

i ij
j

=∑F F  

  عبارت است از)  11-11(گشتاور كل نيروهاي داخلي نسبت به مبدا انتخابي در شكل 
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 )22-11(  int int int

i i i ij
i i j

= × = ×∑ ∑∑G r F r F  

intوتون،ها را كه دلخواه اند عوض كنيم و از قانون سون نياگر انديس int
ij ji= −F F استفاده ،

  آيدبه دست مي كنيم
23-11(  int int int

j ji j ij
j i j i

= × = − ×∑∑ ∑∑G r F r F  
  

  

  را باهم جمع كنيم خواهيم داشت) 11-23(و) 11-22(ي اگر دو رابطه
)24-11(  int int( )i j ij

i j
= − ×∑∑G r r F2  

intاند،چون فرض كرديم كه نيروهاي داخلي مركزي
ijFو ( )i j−r rاي بنابراين هر جمله. شان صفر است موازي و ضرب خارجي

  . در جمع بالا صفر است
 چون نيروها مساوي كنند؛نكته اين است كه گشتاورها دو به دو يكديگر را حذف مي. اين اثبات شايد اندكي پيچيده به نظر بيايد

  .هر دو نسبت به مبداء مساوي استو خالف جهت يكديگراند و بازوي 
  
   جسم با بعد، مبداء متحرك3-1-11

dترين وضعيت را براياينك آخرين و پيچيده dt=G Lممكن استكنيم كهمي  بررسي  
نسبت به چارچوب . .حركت كند) شوند حساب ميG وLاي كه نسبت به آننقطه(  مبداء 

) 11-12(اين بردارها در شكل .  نشان دهيدirها را با و مكان ذرهrثابتي، مكان مبداء را با
عبارت ) حركت كندكه ممكن است  ( rي كل سامانه نسبت به مبداءتكانه. اندنشان داده شده

  است از
)25-11(  ( ) ( )i i i

i
m= − × −∑L r r r r  

  

  

  بنابراين، اگر از اين رابطه نسبت به زمان مشتق بگيريم، خواهيم داشت
  
  
)26-11(  

( )int

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

i i i
i

i i i i i i
i i

ext
i i i i

i

d d m
dt dt

m m

m

⎛ ⎞= − × −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − × − + − × −

= + − × + −

∑

∑ ∑

∑

L r r r r

r r r r r r r r

r r F F r

  

intextچون
i i+F Fي نيرويي است كه به ذرهi-هاي شامل اين است كه جمله11-2ي آني مثال يك نتيجه. شود مي ام واردint

iF 
iچون). بكوشيد آن را اثبات كنيد( شوند حذف مي im M=∑ r R است )iM m=∑و Rپس داريم)  مكان مركزجرم است  

)27-11(  ( ) ( )ext
i i

i

d M
dt

= − × − − ×∑L r r F R r r  

اگر هر يك از سه شرط زير . داشتي دوم چيزي است كه كاش وجود نميجمله.  استrي اول گشتاور خارجي نسبت بهجمله
  .برقرار باشد، اين جمله صفر مي شود

1-   =R r . يعني مبداء در مركزجرم باشد.  

ir  

jr  

i j−r r  

int
ijF  

int
jiF  

11-11شكل   

r  

r1  

r2  

−r r1  

−r r2  

x  

y  

11-12شكل   
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2-   =r . يعني مبداء شتاب نداشته باشد.  
3-   ( )−R rموازي rباشد  .  

  توان نوشتاگر هر يك از اين سه شرط برقرار باشد، مي
)28-11(  ( ) ext ext

i i i
i i

d
dt

= − × ≡∑ ∑L r r F G  

  :ي آني اين استيك نتيجه. اي برابر استي زاويهيير تكانهبه بيان ديگر، گشتاور كل با آهنگ تغ
ي اي سامانهي زاويهبه ويژه، تكانه. مانه پايسته استاي ساي زاويهرد به يك سامانه صفر باشد، تكانهاگر گشتاور كل وا :نتيجه

  .پايسته است) شودي كه به آن نيروي خارجي وارد نمياسامانه( منزوي 
 ها ممكن است در iLتوانند نسبت به هم حركت كنند وها ميذره. ي هر حركت دلخواه درست است لحظه در بارهگفتار ما تا اين
). كنيم فرض ميzو آن را در جهت محور( كند  تغيير نميL̂در اين فصل ما با حالتي سروكار داريم كه. هر جهتي باشند

ˆبنابراين، در اين حالت تا حدودي خاص ˆ( ) ( )d dt d L dt dL dt= =L L Lافزون براين، اگر سامانه جسم سختي باشد .  است
Lچنين داريم، هماست حول محور ثابتي  حركتش فقط چرخش كه) ها ثابت باشدي نسبي ذرهيعني فاصله(  Iω= ) بطه اين را

) و بنابراين،) درست استω موازي باLيفقط براي مولفه ) ( )dL dt d I dt I d dt I Iω ω ω α= = = هاي اگر اندازه . =
  را در نظر بگيريم خواهيم داشت) 11-28(ي دو طرف رابطه

)29-11(  G Iα=  
ي براي  برقراري رابطه. ي ثابت يا مركزجرم حساب خواهيم كرداي را نسبت به نقطهي زاويهور و تكانهتقريبا هميشه گشتا

استفاده كنيد و چندان نگران ) 11-28(ي  از رابطهتوانيدتا وقتي كه از اين نقاط استفاده كنيد مي. اندها نقاط امنياين) 28-11(
دراين نقاط )  11-27 (ي پس از رابطه2 و 1ي ها بودن اين نقاط يعني اين كه شرطالبته روشن است كه امن. اثباتش هم نباشيد

هاي اين شرط را در چارچوب.  باشيد3 به احتما ل زياد، با وضعيتي روبرو نخوايد شد كه ناگزير از اعمال شرط .برقراراند
 ء مبداrفرض كنيد. ان به صورت زير فهميدتوبا اين وجود، دليل آن را مي. تر فهميدتوان آسانمي) 12فصل (دار شتاب

. كنند را حس مي"پنداري"ي اجسام وجود يك نيروي در اين چارچوب همه. كندحركت مي r شتاب بامختصات مرجع است كه
كنيد كه نيرويي به شما احساس مي. كند به راست حركت ميaايد و قطار با شتاببراي مثال، فرض كنيد در قطاري ايستاده

ي صندلي را نگيريد مثلا دسته(اگر اين نيرو را با نيروي ديگري حذف نكنيد . شود و به سوي چپ به شما وارد ميmaياندازه
بنابراين، اساسا به مركز . كندنيروي پنداري درست مانند نيروي گرانش عمل مي. خواهيد افتاد) اي در قطار نچسبيديا به ميله

)شود و گشتاورجرم وارد مي ) ( )M− ×R r rوقتي اين جمله صفر . است) 11-27(ي ي دوم در رابطهكند كه جمله توليد مي
)به بيان ديگر، .  مبداء باشد"بالاي"است كه مركزجرم درست در  )−R rبا  rموازي باشد .  

جسمي مانند چرخ، كره يا استوانه را در نظر .  برقرار باشد، غلتش بدون لغزش است3 يك وضعيت عمومي كه شرط :نكته 
اي كه آن نقطه با زمين در ظهدر لح. ي چرخ نشان كنيداي را در لبهنقطه. غلتدبگيريد كه بدون سر خوردن بر روي زمين مي

اين محور را ( چرخد توان آن را مبداء در نظر گرفت و فرض كرد كه جسم حول محور گذرنده از اين نقطه ميتماس است، مي
ي ي روي لبهمسير نقطه. صل به حركت غلتشي خواهيم پرداختما در جاي خود در همين ف). گويند مياي چرخشلحظه محور

)كنداي كه نقطه با زمين تماس پيدا ميشود، در لحظه مربوط مي3 جايي كه به شرطتا. يد استچرخ يك سيكلوي )−R r در 
چون درست پيش از رسيدن نقطه به زمين در راستاي قائم و رو به پايين حركت (  هم عمودي است r.راستاي عمودي است

)پس،). كندراستاي قائم و رو به بالا حركت ميت پس از ترك كردن زمين در د و درسكرمي )−R rو rموازي اند  .  
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 اي ي بين گشتاور و شتاب زاويه  رابطه2-11

   كه اي جسم سختيد كه شتاب زاويهگوياين رابطه مي. ارز قانون دوم نيوتون در حركت چرخشي استهم) 11-29(ي  رابطه
   ضريب تناسب، . متناسب است)نسبت به محور چرخش ( چرخد با برآيند گشتاورهاي وارد به جسمحول محور ثابتي مي

  پرداختن  پيش از .اندهاي اين بخش براي فهميدن اين رابطه و استفاده كردن از آن طراحي شدهمثال. گشتاور لختي جسم است
 روي mايفرض كنيد جرم نقطه. اي توجه كنيد، به حركت يك جرم نقطه سخت چرخش جسمبه

 نيروي  .شود مي واردtFبه آن نيروي مماسي) 11-13  ( برابر شكلچرخد و ميrاي به شعاعدايره
t:دهد ميta شتاب مماسيmمماسي، به جرم tF ma= .گشتاور نيرويtFنسبت به مركز دايره   

( )o t tG F r ma r=  ياي با رابطهشتاب زاويهدانيم كه شتاب مماسي و  مي1از فصل  . است=
ta rα=   پس، گشتاور.ند اديگر مربوطيكبه oGصورت زير نوشته توان ب را مي  

)30-11(  ( ) ( )oG mr r mr Iα α α= = =2  
  . استگشتاور لختيضريب تناسب . اي متناسب استشتاور وارد به ذره با شتاب زاويهگيعني 

  

    جسم سخت با شكل دلخواه تعميم مي توان به را  آموزهاين .اي حركت چرخشي استن بروقانون دوم نيوت)  11-30(رابطه 
ي بزرگي مجموعه) 11-14(شكل  جسم سخت را مي توان همانند .ي چرخدم  كه حول محور ثابتيداد
مسير دايره گذرد، در  ميO ازي كهمحور هر جزء جرم حول. گرفت در نظر dmهاي جزء جرماز
 براي هر جزء. كندمي  ايجاد tdFمماسي است كه نيروي ta هر جزء جرم شتاب مماسي.چرخدمي

dmداريمون  از قانون دوم نيوت  ( )t tdF dm a= .  نيرويگشتاورtdF ينقطه نسبت بهOعبارت  
)ست از ا )t tdG rdF rdm a= ta و چون.= rα=است پس      

)31-11(  ( ) ( )dG rdm r r dmα α= = 2  
  اما  داشته باشدفرقممكن است  ي جسم سخت هر نقطهدر taشتاب مماسي چهتوجه كنيد كه اگر

  
  
  
  
  
  

گشتاور كل را به  گرفت وانتگرال ) 11-31(ي توان از رابطهاين يادآوري ميبا . برابراندي اجزاء جرمي  همهαايشتاب زاويه
  .  دست آورد

)32-11(  ( )tot totG r dm r dm G Iα α α= = ⇒ =∫ ∫2 2  
درست ) 11-32(ي هم داشته باشد، هنوز هم رابطهي شعاعي ، مؤلفهي مماسيوارد به جزء جرم، علاوه بر مؤلفه هاينير اگر

به نقاط .  صفر استOي گشتاورش حول نقطه،گذرد و در نتيجه ميOيي شعاعي نيرو از نقطهچون راستاي مؤلفهاست؛ 
 ممكن است نيروي يكسان وارد نشود و اين نقاط شتاب و يا سرعت خطي چرخد مي ثابتي حول محوري كه جسم سختختلفم

جسم سخت بنابراين، حالت . اندي نقاط جسم سخت در هر لحظه يكسانهمهاي شتاب و سرعت زاويه اما ؛متفاوت داشته باشند
  .اي و گشتاور خالص وارد بر آن مشخص مي شود، سرعت زاويهاين شتاب زاويهلحظه، با مقادير معيدر هر چرخنده

  
لولا . يك انتهاي ميله به ديوار عمودي لولا شده است .است M آن و جرمL)11-15  (ي همگن شكل  طول ميله11-3مثال 

  . كنيم است، آن را از حالت سكون رها مي ميله افقي وقتي.خود بچرخدانتهاي  اين حول تواندميله مي. اصطكاك ندارد
  .اي انتهاي سمت راست ميله را درست پس از رها شدن حساب كنيد شتاب زاويه):الف(
  .انتهاي سمت راست ميله را درست پس از رها شدن حساب كنيد  شتاب خطي):ب(

O  

r  

tF  

m  

11-13شكل   

tdF  

dm  x  

y  

11-14شكل   

O  
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گذرد  ميگاه  از پيوندي كه گشتاور اين نيرو حول محور. شود ميركز هندسي ميله وارد به مMg نيروي )الف(:  حل
G MgL=   صفر است، چون  نسبت به پيوندگاه  گشتاورششود اماگري هم در پيوندگاه به ميله وارد مينيروي دي.  است2

ML2ها ي همگن حول انتگشتاور لختي ميله.  آن صفر است  بازويطول )پس،.  است3 )G I MLα α= = 2    و در نتيجه3
 )33-11(  MgL gML

L
α α= ⇒ =21 3

2 3 2  
  .كنندحركت مياي  با اين شتاب زاويهي نقاط ميله همه

ي ميان شتاب مماسي ي انتهاي سمت راست ميله از رابطه براي يافتن شتاب خط):ب(
taداريم. كنيم استفاده ميايو شتاب زاويه L gα= = 3 است  اين نتيجه چشمگير. 2

taزيرا g> !  تاب گرانش از ش بزرگتريعني شتاب انتهاي سمت راست ميله  

  

  . كندمي، انتهاي ميله تند از سكه سقوط دهيماي را در انتهاي ميله قرار بنابراين اگر سكه
  

 دقيقه از حركت باز 3براي اينكه صفحه را در . چرخد دور در دقيقه مي1200اي شكل با سرعتي دايره   صفحه11-4مثال 
  بداريم چه گشتاوري بايد به آن وارد شود؟

αثابت : ثابتي استآن مقداراي كت صفحه يكنواخت باشد شتاب زاويه اگر كند شدن حر:حل     و داريم=
  t t

t
d dt d dt d dt at

ω

ω
α ω ω α ω α ω ω

=

=
= ⇒ = = ⇒ − =∫ ∫  

)اي اوليه سرعت زاويه min) ( min )rev s rev sω = =1200 1 60 پس،  .  است راديانπ2  يك دورچون .  است20
rad sω π=40چنينهم. استmint s= =3 ωكه صفحه بايستد يعني براي اين، در نتيجه.  است180   : باشد داريم=

s ( s) radt rad
s

MRG I MR

πω ω α π α α

π πα

− = ⇒ − = ⇒ = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⇒ = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 2

4040 180 180
1 40
2 180 9

  

  
برابر شكل . سوار استافقي بدون اصطكاك   روي محورI و گشتاور لختيM و جرمR   چرخ چاهي به شعاع11-5مثال 

اي چرخ و كشش شتاب زاويه ،m شتاب خطي جرم. آويزان استmمان بدون جرم چرخ جسمي به جرم ريساز)  16-11(
  ريسمان را حساب كنيد

Gگشتاور وارد به چرخ نسبت به محور چرخش آن:  حل TR=وزن چرخ و .  است
گذرند و هر دو از محور چرخش ميكند  آن وارد ميحور به نيروي عمودي كه م
Gپس داريم  .كنندگشتاور توليد نمي I TR TR Iα α= = ⇒ Fاز .= ma=براي  

 T از كششدناعبارت mنيروهاي عمودي وارد به جرم.  استفاده كنيد mجرم
  پس .  است پائين كه به سوي ، mgو نيروي وزن، كه رو به بالا است ريسمان

)34-11(  mg TT mg ma a
m
−

− = − ⇒ =  
پس . ي چرخ برابر استاي در لبه با شتاب مماسي نقطه،ي جرم آويزاناين شتاب خط
aيي آن با رابطه لبهخ و شتاب خطياي چرشتاب زاويه Rα=ند اديگر مربوط  به يك  

  

m 11-16شكل    

R  

Mg  

L 2
 

11-15شكل   
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)35-11(  

( )

,

mg T mga R R TR I T
m mR I

g a ga I IR R
mR mR

α

α

−
= ⇒ = ⇒ =

+

⇒ = = =
+ +

2

2

1

1
  

  
  .گذردجرم آن ميز مركز چرخد كه ا ميي عمودي حول محوري در صفحه و طولM به جرمي همگني  ميله11-6مثال 
   اندوصل به دو انتهاي ميله )11-17( برابر شكل m2 وm1هايجرم

  . را حساب كنيدآناي  زاويهي است تكانهω سامانهاي كه سرعت زاويه  هنگامي):الف(
   .، بيابيدسازد ميθ ي كه ميله با افق زاويهسامانه را هنگامياي شتاب زاويه:  )ب(

 . استm2 و جرمm1 گشتاور لختي مجموع گشتاورهاي لختي ميله، جرم) الف  ( :حل
Mگذردمي شجرمكه از مركز يگشتاور لختي ميله حول محور 2   بنابراين  .  است12

)36-11(  
tot

MI M m m m m⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2
2 2

1 1 2
1

12 2 2 4 3  
  

  

)ايي زاويه است، تكانهωايوقتي سرعت زاويهپس،  ) ( )L I m m Mω ω= = + +2
1 24   . است3

m گشتاور نيروي) ب( g1نسبت به محور چرخش ( ) cosG m g θ=1 1  گشتاور نيروي.  استصفحه درون و به سوي 2
m g2نسبت به محور چرخش ( ) cosG m g θ=2 2        پس، گشتاور برآيند برابر است با.  صفحه استسوي بيرون از و به 2

( ) ( ) cosG G G m m g θ= + = −1 2 1 21 mاگر  توجه كنيد كه . 2 m>1   صفحه است ودرون به سوي G  باشد جهت2
mاگر m<1 Gي  از رابطهα صفحه است  براي يافتن بيرون ازباشد به سوي  2 Iα=استفاده كنيد .  

  
)37-11(  

( ) cosm m gG
MI m m

θ
α

−
= =

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2

1 2

2

3
  

θبه ازاي: توجه π= θو 2 π= − θ, به ازاي αبيشينه مقدار.  صفر استα)وضعيت عمودي ميله (2 π=) وضعيت افقي (
  .كند مي با زمان تغييرαچون ،كندغيير ميهم تاي سامانه سرعت زاويه. است

  
هايوزنه. تواند بچرخدگذرد ميي كه از مركزش ميحول محور) 11-18(اي برابر شكل   قرقره ماشين آتوود11-7مثال   M 1  

Mو 2 اگر گشتاور لختي قرقره. ند ا وصل هم بهه پيچيده استي كه به دور قرقر ريسمان با I .  باشد، شتاب اين آرايه را بيابيد  
 كـه  نـد انشان داده شده   ها هم هاي اثر نيرو  نقطه. نشان داده شده است   ) 11-19(شكل  نيروها در    نمودار براي هر سه جسم    :  لح
  :هاي حركت عبارتند ازمعادله.  است محور قرقرهر چرخش،محو .ي گشتاور لازم استاي محاسبهبر

Mبراي 1             : M g T M a− =1 1 1  
Mبراي 2             : T M g M a− =2 2 2  

θ  
O  

m1  

m2  

m g1  

m g2  

y  

x

11-17شكل   
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:    براي قرقره 
P

G T R T R I
N T T W

α= − =

− − − =
1 2

1 2
     

Nنيروي محور و PWي آخري بدين معني است كه رابطه.  وزن قرقره است
aي ر نمي خورد، رابطهس با فرض اينكه ريسمان .قرقره سقوط نمي كند Rα= 

، يعني سرعت ريسمان با سرعت  برقرار استα و شتاب زاويه ايaبين  شتاب
v :  برابر استي قرقرهيك نقطه در لبه Rω= .توان رابطه هاي بالا مياز 

،,T T2   .                 كرد را حذف α و 1
1 2 1 2 1 2

1 2 2

1 2 1 22

1 2

1 2 2

( ) ( )

( )

( )

M g M g T T M M a
I IaT T
R R

IaM g M g M M a
R

M M ga IM M
R

α
− − − = +

− = =

− − = +

−
=

+ +

  

I، داريم  باشدMاگر قرقره، يك قرص ساده به جرم MR= 2    و2
)38-11(  

( )
( )M M g

a
M M M

−
=

+ +
1 2

1 2 2  
  

  

  
. يده است پيچMي همگني به جرم ريسماني به دور استوانه11-8مثال 

ريسمان ) 11-20(برابر شكل . دار ثابتي قرار دارد شيباستوانه بر روي سطح
.  آويزان استmگذرد و از انتهاي ديگرش جرمي بدون جرم مياز روي قرقره

غلتد و ريسمان هم همواره با فرض كنيد استوانه بدون لغزش روي سطح مي
Mكمينه مقدار.  را به دست آوريدmشتاب جرم.  ماندسطح موازي مي m 

           براي اين كه استوانه روي سطح به سوي پايين شتاب پيدا كند، چيست ؟
. اندشان داده شدهن) 11-21( در شكل نيروهاي اصطكاك، كشش و گرانش: حل
a1، a2و αاين سه شتاب و كشش.  را برابر شكل تعريف كنيدT و نيروي 

ادله نياز داريم كه بنابراين، به پنج مع. اند پنج مجهول مسئلهFاصطكاك
  عبارت اند از

Fاز )    1( ma=براي m   T mg ma− = ⇐2  

  
  
  

    

Fاز   )2( ma=براي M       sinMg T F Maθ − − = ⇐1  

 

M 1  

α  

a  
a  

R  

M 2
 

11-18شكل  

θ  

M  
m

11-20شكل   

θ  

11-21شكل   

T  

F  sinMg θ  
1a  

T  

mg  

2a  

α  

T1  
M g2  

T2  

M 2  

N  

R  R  

T2  
M 1  

M g1  

T1  

PW  

α  

11-19شكل   
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Gاز)   3( Iα=براي M   حول مركزجرم ⇐   ( )FR TR MR α− = 2 2  
aشرط نلغزيدن    )    4( Rα = ⇐1   
aپايستگي طول ريسمان)    5( a= ⇐2 12  

Fداريم) 4(و ) 3(از  . ها را به دست آوردها را حل كرد و مجهولين معادلهتوان اهاي مختلف ميبه روش T Ma− = 1  كه 2
sinMgجمع كنيم خواهيم داشت) 2 (اگر با T Maθ − = 12 3  a2 برحسبa1براي نوشتن) 5( و از Tبراي حذف) 1(از  . 2

  :نتيجه . استفاده كنيد
  
)39-11(  

( sin )sin ( )
M m

Ma M m gMg mg ma a θθ
+

−
− + = ⇒ =2

2 2
2

3 22 34
4

  

aالبته a=1 2 sinMاگرپس، .  است2 m θ>   .رودشود و استوانه در روي سطح بالا مي مثبت ميa1 باشد، 2
dده از در استفا:نكته dt=G Lترين نقطه، پذيرفتني. برگزينيمي ثابتي را براي مبداء توانستيم به جاي مركزجرم، نقطه مي

sinMgدر اين صورت، نيروي. جايي در روي سطح است θشودكند، اما گشتاور نيروي اصطكاك صفر مي گشتاور توليد مي .
Iاي در روي سطحاي استوانه نسبت به نقطهي زاويهتكانه MvRω dبنابراين،.  است+ dt=G L به 

( sin ) ( )Mg R T R I Ma Rθ ω− = + پس، باز هم به . است) 2(ي  برابر رابطهRو) 3(ي شود كه جمع رابطه تبديل مي12
    .رسيمهمان نتيجه مي

  
    آونگ فيزيكي 11-9مثال 

نشان داده ) 11-22( يك چنين جسمي در شكل .چرخد است و حول محوري مي دلخواهشدر نظر بگيريد كه شكل  راجسم سختي
 ها فرض xاستاي محورمحور چرخش را در ر.  استجرم از محور چرخشي مركز و فاصلهM جرم جسم.شده است

   . را حساب كنيد نوساناي اين سامانهزاويهبسامد .  استxIچرخشجسم نسبت به محورگشتاور لختي . كنيد
گشتاورش   نيرويي است كهتنهانيروي گرانش . حركت جسم فقط حركت چرخشي است  :حل

sin:  پس داريم.استر صفر نسبت به محور چرخش غي x xMg I Iθ α θ− = = .  
sinθ كوچك باشدθاگر θ≈و در نتيجه است  xI Mgθ θ+ ي كه همان معادلهاست  =

  : شناسيم آن را ميپاسخ ت و حركت آونگ ساده اس
)40-11(  cos sinA t B tθ ω ω= +  
xMgو  Iω=  .صورت زير تعريف كنيم، اين نتيجه را ساده تر ه  را بشعاع چرخش اگر

  .                     هم مي توان نوشت
 عبارت kشعاع چرخش بناميم، Iش نسبت به مركز جرم رااگر گشتاور لختي يك جسم

Iاست از Mk= k يا 2 I M≡ .براي نمونه، شعاع چرخش حلقهk R=و يك قرص  
k R= 1 kي توپرو براي كره 2 R= 2   موازي ي محورهاياستفاده از قضيه با .ند ا5

)ان نوشتتومي )xI I M M k= + = +2 2 )بنابراين . 2 )g kω = +2 2.   

  

  

 

.C M  

Mg  

 θ  
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ين شيوه ا. گرفت با آونگ انجام ميgهايگيريترين اندازههاي شانزده و هفده، دقيقي سدهدر فاصله  تر  آونگ كا11-10مثال 
 چرخشجرم و شعاع گيري به دقت در يافتن مركزدقت اندازه. و ابعاد آونگ استي دورههاي لازم جالب است زيرا تنها كميت

گيري مركز جرم و شعاع چرخش  اختراع آونگ كاتر دشواري اندازهي انگليسي باهنري كاتر، مهندس فيزيك پيشه. ردبستگي دا
  هاتوان از هر يك از اين لبهآونگ را مي. شوديديده م) 11-23(دارد كه درشكل ي تيز آونگ كاتر دو لبه.را از ميان برداشت

 11-9 مثال در. اند B وAجرم به ترتيبهاي تيز از مركز لبهيفرض كنيد فاصله. آويخت
)هاي تيزيك از لبهاي براي هرديديم كه بسامد زاويه )g kω = +2  در نتيجه؛ . است2

  : عبارت ست ازBي و نقطهAيي آونگ كاتر براي نوسان حول نقطهدوره
)41-11(  

,A B
A B

A B

k kT T
g g

π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 22 2 2 2
2 2  

 : اين دو دوره يكسان بشوندكه  كردتوان وضعيتي را فراهم ميB وAبا تغيير دادن
A BT T T=              .دست آورده  را ب2k آنگاه)11-41(ياز رابطه T و با حذف=

)42-11(  
A B B A

A B
B A

k −
= =

−

2 2
2  

                   و داريم

  

  
)43-11(  A B A A B A B

A

T g
g g T

π π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎛ ⎞= = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 1 22
2

22 2 4  

اندازه گرفت و نيازي با دقت  توان آن رامي. ي بين دو لبه نياز استگيري فاصلهزيبايي اين ابزار در اين است كه فقط به اندازه
  .به يافتن مكان مركزجرم نيست

  
    پايستگي تكانه زاويه اي3-11

اي كل سامانه ثابت ي زاويه، تكانهي ذرات صفر باشدسامانهر گشتاور خالص وارد به يك  كه اگ نشان داديم11-2-1 بخشدر 
 هماي يعني ي زاويههم گفتيم كه ثابت بودن تكانه 7 در فصل .بيان كرديم) 11-28(ي ي رابطه اين را به صورت  نتيجه.است

) 11-28(ه صفر باشد، آنگاه رابطه اگر گشتاور كل وارد به سامان. مانندميتغيير اي بدون ي زاويههم جهت بردار تكانهاندازه و 
  آيدميه صورت زير درب
extثابت  )44-11(

i

d
dt

= = ⇒ =∑ LG L   
i ثابتت، اين قانون پايستگي را به صورتاي از ذرابراي مجموعه =∑Lوزيع جرم سامانه تغيير كند،اگر ت. نويسيم مي 

  نوشتصورت زير ه اي را بي زاويهتوان  قانون پايستگي تكانهمي . تغيير خواهد كرد همگشتاور لختي آن
iثابت    )45-11( f= =L L  

ي تكانه. است توزيع جرم  تغييراي پس ازي زاويه تكانهfL تغيير توزيع جرم و،اي سامانه پيش ازي زاويه تكانهiLكه در آن
zLچرخد،مي z مانند محورمحور ثابتي حول اي كهسامانه ايزاويه Iω= است.zLي مؤلفهL در راستاي محور چرخش 

  :صورت زير نوشته توان برا مي) 11-45(ي اين شرايط رابطهتحت . نسبت به اين محور است لختي جسم  گشتاورIو

 لبه هاي تيز

A  

B  

B  

A  

.C M  
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iثابت   )46-11( i f fI Iω ω= =  
  از مركزجرم سامانه تي باشد و يا حول محوري باشد كه  هنگامي درست است كه چرخش حول محور ثاب)11-46(ي رابطه
در بخش . اور كل وارد به سامانه صفر باشدگشتكه در هر دو حالت، لازم است . ماندمي گذرد و همواره موازي خود باقيمي

  گويدثابت كرديم كه ميجرم اي نسبت به مركزي زاويهي پايستگي تكانه را در بارهي مهمي  قضيه1-11
م همواره با آهنگ تغيير جس وارد به يك جسم نسبت به مركز جرم كل جرم باشيم؛ گشتاور بدون اينكه نگران حركت مركز

  .اي برابر استي زاويهتكانه
 هر دو نسبت به L وGداشته باشد اين قضيه درست است به شرطي كههم جرم سامانه شتاب حتي اگر مركز و گفتيم كه 

.  آنها آشنا هستيداي وجود دارد كه با برخي ازي زاويهي تكانه زيادي براي نمايش پايستگهايمثال. جرم حساب شوندمركز
چرخيد بازوهايتان را جمع كنيد؛ خواهيد ديد كه در حالي كه مي. ي پاي خود بچرخيدبازوهايتان را از هم باز كنيد و بر دو پاشنه

در وضعيت نخست اگر . دخواهد بواگر اين كار را روي يخ انجام دهيد؛ اثر چشمگيرتر . يابدميسرعت چرخش شما افزايش 
 نتيجه گشتاور لختي كاهش پيدا دهيد و درزوهايتان؛ توزيع جرم را تغيير مي باشد، با جمع كردن باiωاي شماسرعت زاويه

-با اين كار، مي. رسد ميfωبهكند و مي  پيدااي پايسته بماند؛ سرعت چرخش شما افزايشي زاويهكند، براي اينكه تكانهمي

iيكوشيد رابطه i f fI Iω ω=كه بتوانند در  پرند؛ براي اينهايي كه از سكوي پرش به استخر ميشناگر. داريد  را برقرار نگه
اي ي خود كاسته و به سرعت زاويه لختاز گشتاور كوشند، با اين كار آنها ميكنند ميهوا دور خود بچرخند بدن خود را جمع

  .)پنداريممي ي منزويشناگر را يك سامانه( پايسته است اي آنان ي زاويهاين كار شدني است زيرا تكانه. شان بيفزايند
  

  استوانه.كنيم  شليك ميR و شعاعMتوپري با جرمي  سوي استوانهبه v را با سرعتmاي به جرمگلوله    11-11مثال 
ه محور راستاي حركت گلوله ب. گذرد آن ميجرم سوار است كه از مركز  روي محور افقي بدون اصطكاك)11-24(برابر شكل 

dي عمودي آن با محوراستوانه عمود است و فاصله R< چسبدن ميكند و به سطح آگلوله با استوانه برخورد مي. است .
  .دست آوريده را پس از برخورد ب) استوانه + گلوله (اي سامانه سرعت زاويه

  
  
  
  
  
  
  
  

   گلوله چشم  بهوارداگر از نيروي گرانش . حساب كنيدرا حول محور استوانه ) گلوله+ استوانه ( اي سامانه ي زاويه  تكانه:حل
اي پيش از ي زاويهدر نتيجه، تكانه. صفر استروي محور  در  نقطهاين  برآيند گشتاور نيروهاي خارجي نسبت بهكنيم،پوشي 

  يي اين تكانهاندازه. دارداي زاويهي  تكانه استوانه فقط گلوله نسبت به محور ردپيش از برخو.  استبرابربرخورد و پس از آن 
mvايزاويه dاي كل سامانهاويهي ز تكانهپس از برخورد،.  به سوي صفحه كاغذ است و و جهت آن در راستاي محورIω 
)است و برابر) گلوله+ استوانه ( گشتاور لختي كل سامانه I.است )I MR mR= +2 21   اي پايسته ي زاويهچون تكانه.  است2

d  
R 11-24شكل    
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  داريم  ، پساست،
  
)47-11(  

( ) mv dmv d I MR mR
MR mR

ω ω ω= = + ⇒ =
+

2 2
2 2

1
12
2

  

  !  استگيري سرعت گلوله كه روشي براي اندازه
  

. چرخد حول محور بدون اصطكاك خود ميaωاي با سرعت زاويهR و شعاعMي گرامافوني به جرم   صفحه11-12مثال 
چقدر است؟  صفحه bωاي جديدسرعت زاويه. افتد ميي صفحهه طور قائم بر لبه و ب از سقف جدا شدهmعنكبوتي به جرم

رسد، سرعت مي از مركز صفحه rيبه فاصلهعنكبوت كه  ميهنگا  .كند ميحركته سوي مركز صفحه عنكبوت سپس آهسته ب
  . چقدر استcωايزاويه
پوشي چون محور بدون اصطكاك است و از نيروي پسار هوا چشم. ي صفحه و عنكبوت در نظر بگيريد  سامانه را مجموعه:حل

 درست پيش .ه يكسان و پايسته استرااي هموي زاويهو در نتيجه تكانهارد به سامانه صفر  پس گشتاور خارجي و،شده است
اي ي زاويهاي ندارد و تكانهي زاويهتكانه) محورصفحه(  نسبت به محور چرخش د،ي صفحه سقوط كناز آنكه عنكبوت بر لبه

 ي آن نسبت به محور گذرنده از مركز گشتاور لختصفحه قرصي است كه. اي صفحه استي زاويهوط به تكانهسامانه فقط مرب
tI MR= 2 ):برابر است بااي  سامانه ي زاويه تكانه،بنابراين. است 2 )t a aL I MRω ω= = 2 ي وقتي عنكبوت در لبه .2
)گشتاور لختي سامانه اين بار .چرخند ميbωايگرفت، همراه صفحه وبا سرعت زاويهصفحه قرار  )bI MR mR= +2 22 

1)2ست از اي عبارتي زاويه، تكانهپس. است  2)( 2 )b b bL I M m Rω ω= = ي  استفاده از قانون پايستگي تكانهحال با.  +
  اي داريمزاويه

  
)48-11(  ( )

i f t a b b

a b b a

L L I I
MMR M m R

M m

ω ω

ω ω ω ω

= = =

= = + ⇒ =
+

2 21 1 22 2 2
  

) گشتاور لختي سامانه، از مركز قرار داردrيوقتي عنكبوت در فاصله )CI MR mr= +2 21  ايي زاويه و تكانه2
2 21( )

2C C CL I MR mrω ω= =   گويداي ميي زاويهپايستگي تكانه.  اند+
  
)49-11(  

( )
( )

a
c a c a

MRMR mr MR
mrMR mr

MR

ωω ω ω ω+ = ⇒ = =
+ +

2
2 2 2

22 2
2

1 1 2
1 22 2 12

  

  
طح ناهموار طور عمودي روي سه ب) 11-25( برابر شكل  a2 و طولmي يكنواخت نازكي به جرم ميله) الف(  11-13مثال 

- ميθي كه ميله با خط قائم زاويههنگامي. كه انتهاي آن در روي زمين بلغزد، سقوط كند تواند، بدون اينميله مي. ايستاده است

  :ست از ااي آن عبارتيد كه سرعت زاويهسازد، نشان ده
)50-11  (  ( cos )g

a
ω θ= −2 3 12  

  كند چقدر است؟طح در اين وضعيت به ميله وارد مي نيروي عمودي كه س)ب(
θدر اگر )پ( =   . كند؛ ضريب اصطكاك را بيابيدشروع به لغزيدن  روي زمين انتهاي ميله در 30
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 و نيروي Nنيروي عمودي،  mg نيروهاي وارد به ميله عبارتند از وزن )الف(   :حل
fاصطكاك Nμ= . نيروهايNو f ينقطه درOبراي . شوند به انتهاي ميله وارد مي

 هم مربوطه اي را در نظر بگيريد كه ب، و شتاب زاويهG، ، گشتاور وارد به ميلهωيافتن
G:ندا Iα= . ير گشتاور را نسبت به نقطهاگOحساب كنيم، فقط نيروي mg گشتاور 

sin كند كه برابر است باايجاد مي ( )o oG mga I maθ α α= = = 24 گشتاور لختي  .3
)  عبارت است ازOيميله نسبت به نقطه )oI m m a ma= = =2 2 23 2 3 4    داريم.3

)51-11(  sind d d d g
dt d dt d a
ω ω θ ωα ω α θ

θ θ
≡ = ⇒ = =

3
4  

                                                      

  

    در نتيجه داريم
  
)52-11(  sin cos ( cos ).g g gd d

a a a

ω θ
ω θ
ω ω θ θ ω θ ω θ⎡ ⎤= ⇒ = − ⇒ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ 2 23 1 3 3 14 2 4 2  

اين .  استaα،  شتاب خطي آنست و بنابراين اαايداراي شتاب زاويه Oي ، نسبت به نقطهQي، نقطهمركزجرم ميله: )ب(
cosaαافقي ي را به دو مؤلفهآن. شتاب به ميله عمود است θعمودي  ، وsinaα α ي عمودي رو به لفهمؤ. توان تجزيه كردمي

 بر اثر  آنآورد و شتاب عموديه وجود مي بNμجرم را نيرويافقي مركزشتاب . به سوي راست استپائين و مؤلفه افقي 
  ن داريموپس با استفاده از قانون دوم نيوت.  استN وmgبرآيند نيروهاي

  
)53-11(  

sin sin

cos sin cos

mg N ma mg

f N ma mg

α θ θ

μ α θ θ θ

− = =

= = =

23
4
3
4

  

  طه خواهيم داشتاز اين دو راب 
)54-11(  sin ( sin )mgN mg mg θ θ= − = −2 23 4 34 4  
θدر ):پ( =    پس.  بيشينه مقدار خود را دارد يا  مقدار حديfدر اين زاويه. شود، لغزش آغاز مي30
  
)55-11(  

sin cos sin cos ( )( ) ,
( sin )( sin )

s

mgf
mgN

θ θ θ θμ
θθ

= = = = = =
− −−

22

3
3 3 1 2 3 2 3 34 0 44 3 4 3 4 134 34

  

  
 ωايي بسيار اندكي از هم قرار دارند وبا سرعت زاويهه دو سكه با فاصل 11-14مثال 

چسبانيم، حركت آنها را پس از به را به هم ميها سكه. چرخندمي) 11-26(برابر شكل 
  . هم چسبيدن توصيف كنيد

بنابراين، همواره در . ها مركزجرم در حال سكون است پيش از به هم چسبيدن سكه:حل
حركت ) حداكثر(ايم ، فقط حال سكون باقي خواهد ماند؛ چون سامانه را منزوي پنداشته

  اي ي زاويهاز پايستگي تكانه. تواند وجود داشته باشد ميPيچرخشي حول نقطه

  

θ  
aα  

mg  
θ  

Q  
N  

O 11-25 شكل   

ω  ω  

P  

11-26شكل   
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Pعبارت است از) 10-42(ي  بنا به رابطهPيها نسبت به نقطه هر يك از سكهL.استفاده كنيد CM CMM′= + ×L L R V ) 
CMي دوم صفر است، چون جمله). 10-1ي قضيه =Vپس،.  است( )P I mRω ω′= = =L L 2 اي ي زاويهبنابراين، تكانه. 2

mR دو برابر اين مقدار و برابرPيحول نقطه كل ω2ها بايد داشته باشيمپس از به هم چسبيدن سكه.  استmR Iω ω′ ′=2 . 
Iدر اينجا    موازي هايي محوربنا به قضيه. چرخد ميPها حولهر يك از سكه.  استPي گشتاور لختي سامانه حول نقطه′

( )I mR mR mR′ = + =2 2 22 2 ):پس.  است3 )mR mRω ω ω ω′ ′= ⇒ =2 23 1سامانه با  .3 اي اوليه   سرعت زاويه3
  .چرخد ساعتگرد ميPيحول نقطه

   
 نرژي در حركت چرخشيار و ا     ك 4-11

     كار در حركت چرخشي1-4-11

 كه چگونه تغيير اين انرژي به كار نيروهاي دهيممي و نشان پردازيمميدر اين بخش به انرژي جنبشي چرخشي جسم سخت 
        .كنيممي خود را به چرخش جسم سخت حول محور ثابت محدود همدر اينجا . خارجي وارد به جسم سخت مربوط است

Gيچنين نشان خواهيم داد كه رابطههم Iα=دست ه  بهمآهنگ تغيير انرژي توان از  را مي
كه چرخد مي ي داده شده است كه حول محور ثابتجسم سختي نشان) 11-27(در شكل  .آورد

 كار .شود به جسم وارد ميPي در نقطهFخارجي فرض كنيد نيروي .گذرد ميOياز نقطه
dsجايياين نيرو براي جابه r dθ=برابر است با  :  

)56-11(  . ( sin )dW d F r dφ θ= =F s  
sinF φي نيروي مؤلفهFي شعاعيتوجه كنيد كه مؤلفه. جايي استبهتداد جا در امF كار 

 حول Fگشتاور نيروي ياندازه. عمود استجايي به؛ چون اين مولفه بر جادهدانجام نمي
sinrFگذردمي O ازكه يمحور φزيرصورته را ب) 11-56(ي توان رابطه، مي پس. است   

  

  نوشت
)57-11(  dW G dθ=  

   براي چرخاندن جسم حول محور ثابت برابر است F نيرويآهنگ انجام كار
)58-11(  dW dG

dt dt
θ

=  
dWكميت dtاي، توان لحظهنا به تعريف، بPاست كه نيروي ،Fچون. كند به جسم منتقل ميd dtθ ω=  ،رابطه است پس 

  آيدميه صورت زير درب) 57-11(
)59-11(  dWP G

dt
ω≡ =  

Pيكه همانند رابطه Fv=در حركت خطي است .dW G dθ=همانند چرخشي xdW F dx=است   .  
  :قضيه ي كار ـ انرژي در حركت چرخشي  2-4-11

ند ي كار ـ انرژي تا چه اندازه براي توصيف حركت يك سامانه سودمو به ويژه قضيهدر حركت خطي، ديديم كه مفهوم انرژي 
هايمان در حركت خطي انتظار داريم از آموخته. ان اندازه سودمند استهمه  مفهوم انرژي بهمدر بررسي حركت چرخشي . بود

 حول محور ثابت، كار نيروهاي خارجي با تغيير در انرژي جنبشي) مانند يك چرخ( كه براي حركت چرخشي جسم متقارن
Gيبراي اين كار از رابطه. ابت كنيم را ثقضيهخواهيم اين اينك مي. حركت چرخشي برابر باشد Iα=مي كنيم   آغاز .  

F  
φ  ds  

dθ  r  
P  

11-27شكل   

O  
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)60-11(  d d d dG I I I I
dt d dt d
ω ω θ ωα ω

θ θ
= = = =  

Gي بالا را بازنويسي كنيم و توجه داشته باشيم كهاگر رابطه d dWθ   خواهيم داشت  =
)61-11(  G d dW I dθ ω ω= =  

  داريم  مقدار ثابتي است، Iكه گيري از اين رابطه و با توجه به اينبا انتگرال
)62-11(  W G d I d I I

θ ω

θ ω
θ ω ω ω ω= = = −∫ ∫ 2 21 1

2 2  
، سرعت θتا θاي ازجايي زاويهدر جابه. كت چرخشي جسم سخت است حردر انرژي -ي كاربيان قضيه) 11- 62(ي رابطه
 و I اينكmجايهي كارـ انرژي در حركت خطي است كه بي قضيهاين رابطه همانند رابطه. كند تغيير ميω بهωاي اززاويه

  پس . دارند قرار ωاي ، اينك سرعت زاويهvسرعت خطيبه جاي 
  . با تغيير انرژي جنبشي چرخشي جسم برابر استخش جسم سخت متقارن حول محور ثابتكار كل  نيروهاي خارجي در چر

   
. گذرد بچرخدي كه از يك انتهايش ميتواند حول محور ميM و جرمLطولا  ب)11-28( شكل ي همگنميله 11-14مثال 

  . ميله را در وضعيت افقي از حالت سكون رها مي كنيم.ندارد اصطكاك پيوندگاه
  .  دست آوريده  بگيردميكه در وضعيت عمودي قرار  اي ميله را هنگامي  سرعت زاويه):الف(
  .ي ميله را در وضعيت عمودي حساب كنيد جرم و سرعت خطي پائين ترين نقطهسرعت خطي مركز.  ب
  انرژي صفر و  آنجنبشي  ميله در وضعيت افقي قرار دارد انرژي وقتي. كانيكي سامانه را در نظر بگيريد  انرژي م)الف(  :حل

Q (MgLينقطه(پتانسيل مركزجرم آن  عمودي  ميله به وضعيت وقتي . است2
) ي انرژي آن جنبشي و برابررسد همهمي )Iω21 ميله حول انتهايش . شود مي2
Iچرخد و گشتاور لختي آن نسبت به اين نقطهمي ML= 2 چون انرژي .  است3

  مكانيكي پايسته است، پس داريم
)63-11(  MgL I ML g Lω ω ω⎛ ⎞= = ⇒ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 2 21 1 1 1 32 2 2 3  

) سرعت خطي مركزجرم) :ب( 2) (1 2) 3QV r L gLω ω= =    است و =

  

QVي ميلهترين نقطهسرعت خطي پائين gL=2    است3
                     

 ميله سقوط .قرار داردزي  به طور قائم روي سطح بدون اصطكاك ميM و جرم به طول)11-29 (شكل يميله  11-15مثال 
  .ه دست آوريدجرم ميله را به صورت تابعي از مكان بسرعت مركز. كندمي
خواهيم چون مي. عمودي سقوط كندجرم بايد در امتداد وجود ندارد پس، مركزنكته در اين است كه چون نيروي افقي :  لح

) 11-29(شكل . كنيممي مسئله استفاده حل اين  انرژي برايروشدست آوريم از ه صورت تابعي از مكان به عت را بسر
 فرو yيمركزجرم به اندازهدر اين وضعيت .  استچرخيده θي زاويهيدهد كه ميله به اندازه را در هنگامي نشان ميوضعيت

E انرژي اوليه. افتدمي T V mg= + = +  ، انرژي جنبشيكند سقوط ميθيبه اندازهدر زماني ديرتر كه ميله .  است2
( ) ( )T I Myθ= +2 21 2 1   . است2

Q  

Q  

L 2  

11-28شكل   
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)پتانسيلدر اين وضعيت انرژي  )V Mg y=   چون اصطكاك وجود ندارد. است2−
   داريم، و بنابرايننيكي پايسته استانرژي مكا

  
  
)64-11(  

T U T V Mg

My I Mg y Mgθ

+ = + =

⎛ ⎞⇒ + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2
1 1
2 2 2 2

  

) كهپيداست) 11-29(از شكل  cos )y θ= −1    و بنابراين،2
)65-11(  sin

sin
y yθ θ θ

θ
= ⇒ =

2
2  

Iچون  M= 2   گيريم  ، پس نتيجه مي12

  

  
  
  
)66-11(  

sin

sin
sin

sin

My Ml y Mg y Mg

gy gyy y

θ

θ
θ

θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
⇒ = ⇒ = ⎢ ⎥+⎣ ⎦+

2
2 2 2

1
2 22

2
2

1 1 1 2 1
2 2 12 2 2

2 6
1 3 11 3

  

  
 لتش  غ 5-11

ي رو به جلو و جرم آن يك حركت انتقالشود حركت مركزجا ميبهخط جا گاري در امتداد مسير راست جسمي مانند چرخوقتي
 اگر به جاي مركز.  است تحت تأثير برآيند نيروهاي خارجي كهكند حركت ميايمثل يك جرم نقطهجرم مركز. خط استراست

خمي : تر استد خواهيد ديد كه اين مسير پيچيدهدر روي چرخ نگاه كنيد و مسير آن را پي گيري كنيي ديگري جرم به نقطه
دهد كه شان ميي ساده ناين مشاهده. كندجايي گاري، خود را تكرار مي به پائين گشوده شده است و با جابهكه روگون سهمي

ست كه محور  ار اين به خاطغلتشيي انتقالي حركت  مؤلفه.انتقالي و حركت چرخشي استاي از حركت غلتش يك جسم آميزه
كار كه محور چرخش ثابت نيست،  بررسي حركت عمومي جسم سخت، هنگامي. شودجا ميبهچرخش ثابت نيست، بلكه جا

ي يك جرم بعلاوهوان تركيبي از حركت انتقالي مركزتي ذرات را مي حركت عمومي سامانه ديديم كهترپيش. اي استپيچيده
م، از ديد ناظري در روي زمين گونه كه گفتيهمان. گرديمبار ديگر به چرخ گاري بر. دانستجرم حركت چرخشي حول مركز

چرخد و به همراه ي ديگر حول مركز چرخ ميكند و هر نقطهحركت مي رو به جلو cmVجرم چرخ گاري با سرعت خطيمركز
، فقط حول چرخي نقاط  همه:ناظري كه در گاري نشسته است اگر به چرخ نگاه كند خواهد گفت. شود ميجامركز جرم جابه

چرخد و حركت انتقالي ميمحور  حول اين ωايبا سرعت زاويه فقط ، چرخ يعني. گذردچرخند كه از مركز چرخ ميي ميمحور
اي از حركت توان حركت را آميزهاز ديد اين ناظر نيز مي. كندحركت ميسوي او به  cmVعت با سر است كهجادهاين . هم ندارد

  راسختتوان حركت عمومي جسم دهد كه همواره مي مي نشان)  (ChaslesTheoremشَله قضيه  .چرخشي و انتقالي دانست
هاي ت قضيه در حالت عمومي از پيچيدگياثبا .جرم دانست مركز حولجرم بعلاوه چرخشتركيبي از حركت انتقالي مركز

جالب است و اثبات آن ي آن  اما نتيجه؛گيري موضوع ضروري نيستپي رياضي برخوردار است و فهميدن جزئيات آن براي
   در نظر را) 11-30(شكل  ي، جسم سخت سادههاي جبريبراي دوري از پيچيدگي .ها استبردار تمرين زيبايي براي جبر

  . اندهم وصله اي ببا ميلهشده است كه   تشكيلm2 وm1 كه از دو جرمگيريممي

2
 

y  

θ2
y−  

11-29شكل   
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 و مكان مركز r2 وr1به ترتيب را  m2 وm1هايبردارهاي مكان جرم: شَلهثبات قضيه ي ا
در  .جرم اند نسبت به مركزm2 وm1هاي مكان جرمr2′ وr1′بردارهاي.  بناميدR راجرم
جا جابه dr2ي به اندازهm2 و جرمdr1ي به اندازهm1خواه سامانه، جرمجايي دلبه جايك
بررسي خود را با . ندديگر نيستيك مستقل از dr2 وdr1چون جسم، سخت است. شوندمي

  . است مقدار ثابتm2 وm1ي ميان فاصله.كنيم  آغاز ميdr2 وdr1ي ميانيافتن رابطه
− :بنابراين =r r1   يا   2

)67-11(  ( ) ( )− ⋅ − =r r r r 2
1 2 1 2    

  

)اگر از اين رابطه مشتق بگيريم و به ياد داشته باشيم كه )d d⋅ = ⋅A A A A2 ، خواهيم داشت است  
)68-11(  ( ) ( )d d− ⋅ − =r r r r1 2 1 2  

d)الف:  (تواند برقرار باشدميي بالا به دو شيوه رابطه. جسم است كه در پي آن بوديم بودن اين رابطه، شرط سخت d=r r1 2 
))ب (. باشد )d d−r r1 ) به2 )−r r1    داريم،)8-2(بنا به تعريف، رابطه . جرم توجه كنيدلي مركزاينك به حركت انتقا.  عمود باشد2

)69-11(  m m
m m

+
=

+
r r

R 1 1 2 2

1 2
  

  ست از اعبارت،  dR،جرمجايي جزيي مركزبهبنابراين، جا
)70-11(  m d m d

d
m m

+
=

+
r r

R 1 1 2 2

1 2
  

dماندههاي باقيجا به جايي  كم كنيم،dr2 وdr1 را از مركزجرمجايي انتقاليبهحال اگر اين جا d−r R1 و d d−r R2  فقط بايد 
−′توجه كنيد كه چون پيش از بررسي اين نكته، . سم مربوط باشد حجرمبه چرخش حول مركز =r R r2 −′  و2 =r R r1 اند،  1

   داريم،بنابراين
)71-11(  d d d ′− =r R r2 d    و 2 d d ′− =r R r1 1  

   خواهيم داشت ) 11-71(و ) 11-70(ي با استفاده از رابطه
)72-11(  
  
)73-11(  

( )

( )

m
d d d d d

m m

m
d d d d d

m m

⎛ ⎞
′ = − = −⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞
′ = − = − −⎜ ⎟+⎝ ⎠

r r R r r

r r R r r

2
1 1 1 2

1 2

1
2 2 1 2

1 2

  

dتوجه كنيد كه اگر d=r r1 d باقيمانده هايجاييبه جا، آنگاه)11-68(ي يعني شرط اول براي برقراري رابطه ، باشد2 ′r1و d ′r2   
 يمانده حركتهاي باقجاييبهدهيم كه جا ما بايد نشان. و حركت جسم سخت، انتقالي بدون چرخش خواهد بود شوندصفر مي

) ب(هيم كه شرط ايد نشان د بپس،. نمايشي از چرخش خالص است) 11-31(شكل . چرخشي خالص حول مركز جرم است
d آيا .نمايش حركت چرخشي استو  برقرار ′r1و d ′r2بر خط  ′ ′−r r1 -73(و )  11-72(با استفاده از رابطه هاي    عمود است؟2

  داريم) 11
)74-11(  

( ) ( ) ( ) ( )m
d d d d

m m
⎛ ⎞

′ ′ ′ ′⋅ − = ⋅ − = − ⋅ − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
r r r r r r r r r r2

1 1 2 1 1 2 1 2 1 2
1 2

  

) توان نشان دادو به همين ترتيب مي )d r′ ′ ′⋅ − =r r2 1 هاي هاي باقيمانده با چرخشجاييسرانجام، بايد نشان دهيم جابه.  است2
  . متناطراندθΔي اندازهيكسان به

dr2  

m2  
′r2  ′r1  

dr1  m1  

R  
r2  

r1  

.C M  

11-30شكل   
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  ارز استي برداري زير هما رابطهاين شرط ب
)75-11(  d d

r r
′ ′
= −

′ ′
r r1 2

1 2
  

rو با توجه به اين كه) 11-73(و )  11-72(از رابطه هاي با استفاده  r m m′ ′ =1 2 2 بنا به تعريف  ( 1
  داريم ) مركزجرم

)76-11(  d d d m d dm d
r m m r m m r r

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ⎛ ⎞ ′− −
= = = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r r r r r1 1 2 1 1 22 2

1 1 2 1 1 2 2 2
  

  . اين اثبات قضيه را كامل مي كندكه
  حالت خاصيدر اينجا به . گونه كه پيشتر گفتيم، بررسي حركت عمومي جسم سخت دشوار استهمان

  

 ،افزون بر اين.  مانند استوانه، كره و يا حلقهاست؛ همگن و از تقارن بالايي برخوردار ميكنيم كه جسم سختفرض . پردازيممي
  . موازي باشد ي پيشين با محور چرخش در لحظه كه غلتش در صفحه انجام بگيرد و در هر لحظه محور چرخش كنيمميفرض 
 است و بر روي سطح Rاستوانه همگني را در نظر بگيريد كه شعاع آن. است آن را تعريف كنيم از غلتش چيست؟ بهتر منظور

 آنگاه گوئيم استوانه حركت غلتشي ،اي نسبت به سطح ساكن باشدي تماس با زمين به طور لحظهاگر نقطه. لتدغافقي هموار مي
بايد نيروي ) جايي انتقالي نداشته باشديعني جابه(ي تماس با زمين نلغزد تماس در لحظهي  كه نقطهبراي اين. بدون لغزش دارد

ما اين . البته جسم ممكن است غلتش همراه با لغزش داشته باشد. ي بسنده بزرگ باشداك ميان سطح و استوانه به اندازهاصطك
   كافي يدهد كه اصطكاك به اندازهوي ميهنگامي رغلتش همراه با لغزش . حالت را در پايان اين بخش بررسي خواهيم كرد

  . بزرگ نباشد و نتواند از لغزش جسم جلوگيري كند
ي اي نشان داده شده است كه به اندازهاستوانه) 11-32(در شكل 

  شدهجا جابهSيبه اندازهجرم آن  چرخيده و مركزθيزاويه
aكت بدون لغزش باشد آنگاه طول كمانراين ح اگر. است a′ بايد 

Sيعني. شد برابر باSبا طول Rθ=توان از اينجا مي.  باشد
 غلتشي بدون لغزشجرم را براي حركت سرعت و شتاب مركز

  . كردرا حساب
  

  

  
)77-11(  

( )

( )

CM

CM
CM

ds d dv R R R
dt dt dt
dv d da R R R

dt dt dt

θθ ω

ωω α

= = = =

= = = =
  

ي  است و رابطه   غير صفرCMvياندازه است اما  صفرω،لغزيداگر استوانه فقط ب. اندهاي بالا شرط غلتش بدون لغزشرابطه
  .  برقرار باشددنمي توان) 77-11(

  در . چرخشي تقسيم كرد ي انتقالي وي غلتنده را به دو مؤلفهتوان حركت استوانه ميگونهدهد كه چنشان مي) 11-33(شكل 
. شوندجا مي  جابهCMvي نقاط استوانه با سرعتهمهدر اين شكل . ي انتقالي نشان داده شده استمؤلفه)   الف11 -33(شكل 
   حول محورωاي يكساني نقاط استوانه با سرعت زاويهدهد كه همهمي نشان  راصي چرخشي خالمؤلفه) ب11 -33(شكل 

CMv وبرابرهاي روي سطح همگي يكساننقطهسرعت خطي . ندچرخاستوانه مي Rω= را جمع)ب( و)الف (هاياگر شكل. است    

d ′r2  

d ′r1  

θΔ  

.C M  

11-31شكل   

′r1  

′r2  

a  

 
R  

a′  

R  

θ  a

S  

11-32شكل   
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2.)پ11 -33 ( در شكل Qيسرعت نقطه. دهد مي حركت برآيند را نشانوآيد به دست مي) پ11 -33 (كنيم شكل  C Mv  ، است
  ديگر استوانه حول قاطن  است،نشسته P دري كهاز نگاه ناظر .ي تماس با زمين، ساكن است نقطه،Pي نقطهدر حالي كه

در .  است چرخشايمحور لحظهگذرد،  ميP ازي كهمحور. چرخند ميPينقطه
توجه كنيد . ي غلتان نشان داده شده است استوانهديگر سرعت نقاط) 11-34(شكل 

 وصل ،Pي تماس با زمين،طه كه آن را به نق خطياي بركه سرعت خطي هر نقطه
 نسبت به سطح ،ي تماس با زميناي از زمان نقطهدر هر لحظه. كند، عمود استمي

 محور  است كهبه اين خاطر.  لغزش وجود نداردچون ؛در حالت سكون استزمين 
  . گويند مي چرخشاير لحظهمحو شكل را ي و عمود بر صفحهPگذرنده از

 اما نقاطدارد عمودي ي ي افقي و هم مؤلفه هم مؤلفه،A ياBاي مانندسرعت نقطه
Pو Qو O جرم، مركز.نداو يگانه نقاط خاصOبا سرعت ، CMv Rω=حركت     

  

CMv برابرQينقطه صفر است و سرعت Pي تماسسرعت نقطه . كندمي Rω=2 ي نقاط  همهايچون سرعت زاويه .است 2
  باي غلتان را توانيم انرژي جنبشي كل استوانهاست مي ω و برابر يكسانوانهاست

)78-11(  
PT I ω= 21

2  
دانيم ، ميي محورهاي موازيستفاده از قضيه با ا. استPاز گذرنده  گشتاور لختي استوانه نسبت به محورPIنشان دهيم كه

P CMI I MR= +   :آيدميبه صورت زير در) 11-78( رابطه ي  است و2
)79-11(  

CMT I MRω ω= +2 2 21 1
2 2  

CMvو چون Rω= پس  :  
)80-11(  

CM CMT I Mvω= +2 21 1
2 2  

) سمت راست،ي نخستملهج) 11-80(ي در رابطه ) CMI ω21  ي دوم، انرژي جنبشي چرخش حول مركزجرم است و جمله2
،( ) CMMv 21   : پس.   انرژي جنبشي انتقالي استوانه است2
ژي جـرم و انـر     جمع انرژي جنبـشي چرخـشي حـول مركز          بدون لغزش دارد با    نرژي جنبشي كل جسمي كه حركت غلتش      ا

  .برابر است جرمالي مركزجنبشي انتق

 الف

.c mR vω =

+  =  

P  .c mv

.c mv  Q  

.c mR vω− = −  

P  

O  

Q  

 ب

.c mv  

O  

P  

Q  
.2 c mv  

 پ
11-33شكل  

2 CMv  
 

Q  

CMv  O  

C  

A  

B  

P  

11-34شكل   
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 در بالا .دهند را نشان مياين روش هاي زيرمثال .توان استفاده كرد ميهاي حركت غلتشيگروهي از مسئلهاز انرژي براي حل 
با  .جرم گشتاور ايجاد كندوجود داشته باشد و نسبت به مركزحركت غلتشي هنگامي شدني است كه نيروي اصطكاك گفتيم 

چون در  .شود و انرژي مكانيكي تلف نميدهدحركت غلتشي بدون لغزش باشد نيروي اصطكاك كار انجام نمي، اگر وجود اين
تلف   هملغزيد، انرژي مكانيكي جسم اگر جسم مي.سطح در حال سكون است نسبت به ي تماس جسم و سطح،هر لحظه، نقطه

  .شدمي
  

 از بالاي M به جرم...جسم سختي، كره، استوانه، حلقه    11-16مثال 
و  مي شود از حالت سكون رها h و ارتفاعθداري با شيبسطح شيب

سرعت . غلتد بدون لغزش به سوي پائين سطح مي)11-35( شكل برابر
  دست آوريده دار بدر انتهاي سطح شيبرا جرم مركز
 شرط چنين .حركت غلتشي بدون لغزش است :    روش انرژي 1 حل

CMv حركتي با Rω=را به ) 11-80( يتوان رابطهمي. شود بيان مي
  :نوشتصورت زير 

  

)61-11(  
CM CM

CM CM CM
v IT I Mv M v
R R

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
2 2

2
1 1 1
2 2 2  

دار ارتفاع سطح شيب h را از دست داده است،Mghرسد، انرژي پتانسيلدار ميي سطح شيبترين نقطهوقتي جسم به پائين
ي جنبشي جسم در پائين سطح،  انرژپسكند، حركت خود را آغاز مي جسم از حالت سكون دارلاي سطح شيبدر با چون. است
  دار شيبانتهاي سطح ، سرعت مركزجرم در س، پ.  بالاي سطح برابر باشد، بايد با انرژي پتانسيل در)11-80(ي رابطه

)82-11(  
CM

CM CM
CM

I ghM v Mgh v
R I MR

⎛ ⎞⎛ ⎞+ = ⇒ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2
2

2 2
1 2
2 1  

جرم  خطي مركزدار وشتابجرم در انتهاي سطح شيب سرعت مركز،ي توپري باشدكره) 11-35(اگر جسم سخت شكل . است
)ي توپربراي كره. دست آوريده را ب )CMI MR= 22   : خواهيم داشت) 11-82 (يه رابط ازبنابراين. 5

  
)83-11(  cm

ghv gh
MR MR

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2 1 2

2 2
2 10

1 2 5 7  

sinh با ، xجايي روي سطح،به و جاhجايي عموديجابه x θ=ي بالا را به گر دو طرف رابطه پس ا. اندمربوط ديگر به يك  
) قرار دهيم، خواهيم داشتθ وxحسب مقدارش را برhنيم و به جايتوان دو برسا ) sinCMv gx θ=2 10  شتاب مركز. 7

  . توان حساب كردجرم را با مشتق گرفتن از اين رابطه مي
)84-11(  ( )( ) sin sinCM CM CM CMv v gv a gθ θ= ⇒ =2 10 7 5 7  

سرعت و دار  روي سطح شيبدر !جرم به شعاع و جرم كره وابسته نيستند سرعت و شتاب مركز! اين نتيجه چشمگير است
هاي  ضريب.هم همين طور استاستوانه و يا حلقه ي توخالي، در مورد كره. ند برابرهاي همگن توپري كرههمهجرم شتاب مركز

10ثابت 5 و7 گي شوند به گشتاور لختي جسم نسبت به مركز جرم آن بست ميجرم نمايان كه در سرعت و شتاب مركز7
singاز كمترجرم شتاب مركز ،هاي حالتدر همه اما.  دارنددارند و براي اجسام مختلف فرق θ است. sing θمركز شتاب   

R  

ω  x  h  

θ  CMv  

11-35شكل   
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  . در كار نبود، غلتش همداشت  اگر سطح هموار بود و اصطكاك وجود ن.دار استجرم روي سطح شيب
نمودار آزاد . كار ببريمه ن را بوهاي نيوت ديناميكي حل كنيم و قانونروش و با استفاده از دوباره  بگذاريد اين مثال را : 2حل 

قانون دوم و   و عمود برآن انتخاب كنيدور مختصات را در امتداد سطحمح. نشان داده شده اند) 11-36(نيروها در شكل 
  بنوسيدجرم ون را براي حركت مركزنيوت

)85-11(  
)86-11(  

sin

cos
x CM

y

F Mg f Ma

F N Mg

θ

θ

= − =

= − =
∑
∑

  

  
xحال گشتاور وارد به كره را . دار و رو به پائين است در امتداد سطح شيب

گذرد  مياست گشتاورها را نسبت به محوري كه از مركز كرهبهتر . حساب كنيد
  وNصورت نيروهاي  در اينچون. و بر صفحه شكل عمود است حساب كنيم

sinMg θنيروي اصطكاكفقط گشتاور. آن گشتاور ندارنده  نسبت ب f  نسبت
CM وبرابر صفر محور غيربه اين CMG fR I α= CMa چون . است= Rα=  و 

( )CMI MR= 22   اند، پس داريم5
  
)87-11(  

( )CM CM
CM

MRI af Ma
R R R
α ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

22 5 2
5  

)قرار دهيم خواهيم داشت) 11-86(اگر اين مقدار را در  ) sinCMa g θ= 5    كه7

  

  .    است قبلي يتيجههمان ن
  

   در روي سطحmيك قطعه تخته به جرم) 11-37(   برابر شكل 11-17مثال
تخته با . تواند بر روي آن بلغزد افقي بدون اصطكاك قرار دارد و آزادانه مي

اي به ته استوانهبر روي تخ.  به ديوار عمودي وصل استkفنري با ثابت
Iو گشتاور لختي ( mجرم mR= 2 تواند بدون ساكن قرار دارد و مي) 2

  اگر تخته واستوانه را به سمت چپ بكشيم و . لغزش، برروي تخته بغلتد

  

           . يداز حالت  سكون رها كنيم، بسامد حركت سامانه را به دست آورسپس آنها را
شتاب تخته . ي مثبت چرخش را براي استوانه ساعتگرد فرض كنيد را براي تخته به سوي راست و زاويهx جهت مثبت:حل
  .اندنشان داده شده)  11-38(هاي مثبت اين سه در شكل جهت.  بناميدαاي آن را و شتاب زاويهca ، شتاب استوانه راbaرا

Fاز .  بناميدFنيروي اصطكاك بين تخته و استوانه را ma=براي تخته داريم   
)88-11(  bF kx ma− =  

Fاز  ma=براي استوانه داريم   
)89-11(  

cF ma− =  
G( از گشتاور وارد به استوانه  Iα= (داريم  

)90-11(  21
2

FR mR α⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

θ  
cosMg θ  

N  

f  
P  

O  

x  

y  

sinMg θ  

11-36شكل   

11-37شكل   
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  :گويدمي) شرط غلتش خالص( شرط نلغزيدن استوانه 

)91-11(  c ba R aα= +  
aبينيد كه استوانه با شتابر روي تخته بايستيد ميچون، اگر ب Rα= 
 را هم اضافه كنيد كه شتاب خود تخته baبه اين بايد. رودبه جلو مي

قرار ) 11-90(به دست آوريد و در ) 11-89(ي  را از رابطهF.است
)هيم داشتخوا. دهيد )( )c cma R mR a Rα α− = ⇒ − =21 2 2  

  

c :آيدجايگزين كنيد به دست مي) 11-91(ي كه اگر در رابطه b c c ba a a a a= − ⇒ =2    در caبا جا گذاري اين مقدار. 3
bFخواهيم داشت)  89-11( ma= − : آيد كارش ببريم داريم، به دست مي به)11-88(ي  كه اگر در رابطه3

( )4 3 bkx ma− baچون . = x≡بينيم كه است، پس مي  
)92-11(  ( )kkx mx x x

m
− = ⇒ = −

4 3
3 4  

kي آشناي نوسانگر هماهنگ است و بسامد آنو اين معادله m3   . است 4
  

I(ي توپر انه دو استو11-18مثال  MR= 2 mهاييكسان به جرم)  2   برابر 2
اي به قطعه تخته.  قرار دارندθداري با شيببر روي سطح شيب) 11-39(شكل 
. ها نسبت به ديگري نمي لغزدحهيچ يك از سط. ها قرار دارد روي استوانهmجرم

  شتاب تخته را به دو روش حساب كنيد
  .  با استفاده از نيرو و گشتاور):الف(
  .   با استفاده از پايستگي انرژي):ب(

  

  در شكل. اب آوردحس به mها را يك استوانه با جرمتوان آنپس، مي. كنند هر دو استوانه به يك صورت حركت مي :1حل 
فرض كنيد نيروي اصطكاك بين استوانه . نيروها نشان داده شده اند) 40-11(

دهد و تخته استوانه را و تخته چنان است كه استوانه تخته را به پايين هل مي
اگر پس از . است) 11-40( برابر شكلF2يعني جهت نيروي. راندبه بالا مي
Fرابطه هاي .  منفي شد، مهم نيستF2ديم كهمحاسبه دي ma=و G Iα= 
  :عبارتند از

sinc:  استوانه • c cF ma mg F F maθ= ⇒ − − =1 2                      
sinb:      تخته • b bF ma mg F maθ= ⇒ + =2                           

  

  : استوانه •

ca:شرط نلغزيدن     ( Rα =                    (( )
( )

( ) ( )
( )

c c

c

c

G I F R F R mR

F F R mR a R
F F ma

α α= ⇒ − =

⇒ − =

⇒ − =

2
1 2

2
1 2

1 2

2
2

2
  

,(چهار مجهول  , ,c bF F a a1 bاين رابطه عبارت است از. ي ديگر هم نياز داريمبه يك معادله. داريم با سه معادله ) 2 ca a= 2 .  

θ  

m 2  
m 2  

m  

11-39شكل   

θ  

11-40شكل   

F2  F2  

F1  
ca  
α  

sinmg θ  

ba  

sinmg θ  

α  

ca  
F  

F  kx  ba  

11-38 شكل  
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ي استوانه دو برابر سرعت بالاترين نقطه:  ارزدمي با اين وجود، به يادآوريش. توضيح داديم) 11-33(اين شرط را در شكل 
بنابراين، داريم .  استRαي استوانه نسبت به مركزاي در لبهسرعت مركز آن است؛ چون شتاب نقطه

2b c c c ca a R a a aα= + = +   آيندميي نخست به صورت زير درسه معادله  .=
  
)93-11(  

( ) : sin
( ) : sin

( ) :

c

c

c

mg F F ma
mg F ma

F F ma

θ
θ
− − =

+ =

− =

1 2

2

1 2

1
2 2

13 2

  

  آيدها به دست ميو از اين رابطه
  
)94-11(  

( ) ( ) sin

( ) ( ) sin

c

c

mg F ma

mg F ma

θ

θ

+ ⇒ − =

+ ⇒ + =

1

1

1 2 2 3
52 3 2

  

  ي بالا خواهيم داشتاز جمع دو رابطه
)95-11(  sin sin sinc c b cmg ma a g a a gθ θ θ= ⇒ = ⇒ = =

11 6 123 22 11 11  
singتر از ، بزرگbaشتاب تخته، θدهد و اين يعنييعني استوانه، شتاب تخته را در سراشيبي افزايش مي.  استF   .  است2<

bمانند بالا، داريم. توان حل كرد اين مسئله را با استفاده از پايستگي انرژي هم مي :2حل  ca a= بنابراين، اگر سرعت تخته . 2
v بناميم، آنگاهxپيمايد و مسافتي را كه تخته در سراشيبي سطح ميvرا x و2 .  به ترتيب سرعت و مسافت استوانه اند2

  توان نوشتن، از پايستگي انرژي ميبنابراي
)96-11(  ( ) ( )sin sinxmg mg x m v I mvθ θ ω⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ = + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦

2 2 21 1 122 2 2 2  

ي اول سمت راست جمله. ي دوم سمت چپ انرژي پتانسيل تخته اندي اول سمت چپ انرژي پتانسيل استوانه و جملهجمله
نبشي ت راست، انرژي جي دوم سمجمله. هاي جنبشي انتقالي و چرخشي استانرژي جنبشي استوانه است كه شامل انرژي

v قرار دهيدωاز شرط نلعزيدن استفاده كنيد و به جاي. تخته است Rω =  داريمهم براي گشتاور لختي استوانه . 2
I mR= 2   آيدبه دست مي) 11-90(ي ها از رابطهبا اين جاگذاري. 2

  
  
)97-11(  

sin

sin sin

mgx mv mv

v gx g x

θ

θ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⇒ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 23 1 1 1 11
2 8 16 2 16

24 12211 11

  

vاما براي حركت با شتاب ثابت، داريم ax= 12)ي بالا قرار دهيم ، خواهيم داشت  كه اكر در رابطه2 11) sina g θ=.   
  
     غلتش همراه با لغزش6-11

روي سطح خواهد   درجسم، شد، افزون بر غلتيدن بزرگ نباي كافيماس جسم سخت با زمين به اندازهاگر اصطكاك سطح ت
 اصطكاك ضريب . قرار داردθدار با شيبشيب دهد كه بر روي سطح  را نشان ميMاي به جرمكره) 11-41( شكل .لغزيد
نيروي به جسم  .دهديعني هر دو حركت را با هم انجام مي. خوردر روي سطح سر ميوه بر غلتيدن، بجسم علا است و μسطح

maxاششود كه اندازهمي  واردf اصطكاك cosf f Mgμ θ=   ه ب در امتداد سطح  جسمحركت انتقاليي معادله .است =
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  استصورت زير 
)98-11(  sin cos CMMg Mg Maθ μ θ− =  

   الاحي حركت چرخشي را چون جسم حركت چرخشي هم دارد، معادله
  نوشت به صورت زير توانمي
)99-11(  cosCMI MgRα μ θ=  

شود كه آيد و ديده ميبه دست مي) 11-98(ي از رابطهشتاب مركز جرم 
  مقدارش ثابت است

)100-11(  (sin cos )CMa g θ μ θ= −  
  داريم) 11-99(ي  و از رابطهتاي نيز مقدار ثابتي اسشتاب زاويه

)101-11(  cos

CM

MgR
I

μ θω α≡ =  
  

  

tفرض كنيد جسم در زمان tكند، يعني در زمان  از حالت سكون شروع به حركت مي= CMv داريم= ω  و= φ= =. 
φنسبت ) 11-101(و ) 11-100(هاي اگر از رابطه. گذرد، چرخيده استاي است كه كره حول محوري كه از مركزش مي زاويه
  زمان انتگرال بگيريم خواهيم داشتبه 
  
)102-11(  

(sin cos )
cos

CM

CM

v g t
g RM t

I

θ μ θ
μ θω φ

= −

= =
  

  . بناميدγ آن را . اي مقدار ثابتي استجرم و سرعت زاويه،  نسبت سرعت خطي مركزبنابراين
  
)103-11(  

sin cos tan( 1)cos
CM CM

CM

v I
MR MR

I

θ μ θ θγμ θω μ
−

= ≡ = −  

  به صورت زير تعريف كنيم را βاگر كميت
)104-11(  tan( )CMI R

MR
θβ γ β

μ
≡ − ⇒ =2 1  

  توان به صورترا مي )11-104(ي رابطه
)105-11(  cmv Rβ ω=  

  . نمي تواند كمتر از يك باشدβ بنابراين) چرا؟ ( بزرگتر باشدcmv نمي تواند ازRωچون.  نوشت
cmvداريم است، غلتش خالص ـ بدون لغزش ـ حركت،حالت حدي كه در  Rω=و  β   را براي)11-104(ي اگر معادله  .1=

β    عبارت است ازμ كه مقدار بحرانيشوديديده م ، حل كنيم1=
  
)106-11(  

tan
C

CM

MR
I

θμ ≡
+ 21

  

 ،ي كافي بزرگ است كه از لغزش جلوگيري كند و حركت، بزرگتر باشد، اصطكاك به اندازهCμ از اين مقدار حدي،μهرگاه
 بايد نلغزد  كه كره در روي سطخبراي اين.  درجه است45ي شيب براي نمونه فرض كنيد زاويه. باشدغلتشي بدون لغزش 

2بيش از ضريب اصطكاك سطح    : باشد7

θ  
cosMg θ  

N  

f  
P  

O  

x  

y  

sinMg θ  

11-41شكل   
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)107-11(  

tan
MR
MR

μ ≥ = =
++

2

2

45 1 2
1 5 2 71 2 5

  

  
 μروي سطح افقي با ضريب اصطكاك) ي بزرگيك تيله (R و به شعاعM به جرم)11-42( همگن شكل ي  گلوله11-19مثال 

 شروع به حركت vگلوله با سرعت و شودوارد مي به گلوله گذرد، در راستايي كه از مركز گلوله مياي افقيضربه. قرار دارد
گذرد كه مركزجرمش است  راستاي ضربه از مركز آن ميكت در آغاز فقط انتقالي است؛ چونروشن است كه اين حر .كندمي

  . توگشتاور نيروي ضربه نسبت به آن صفر اس
غلتيدن بدون لغزش كند، چه  گلوله پيش از آنكه از لغزش بماند و شروع به:  )الف(

   پيمايد؟مسافتي را مي
اي ويهشود، سرعت زامي كه حركت به غلتش بدون لغزش تبديل ايدر لحظه: )ب(

  گلوله چقدر است؟                                  

  

 گلوله را  )1(:  آورد به وجود ميين ضربه و آغاز حركت غلتشي خالص، اصطكاك دو پديدهي زماني بدر فاصله)  الف( :   حل
شود كه  گشتاور سبب مي.كندجرم وارد مين به گلوله گشتاوري نسبت به مركززما هم) 2(. كنده طور خطي واشتابيده ميب

  كه شرط حركت غلتشتا اين كندن افزايش پيدا مي آايگلوله كاهش و سرعت زاويهسرعت خطي  .اي پيدا كندگلوله شتاب زاويه
v،خالص Rω=  ،نيروي اصطكاك وارد به گلوله، بنا به تعريف .برقرار شود ،f N Mgμ μ=  اين نيرو در خلاف . است=
Fاز گلوله  مركزجرمشتاب خطي.  استvجهت ma=آيد به دست مي:  

)108-11(  
CM CM

fF Ma a g
M

μ= ⇒ = = −  
  :ست از ا سرعت خطي گلوله عبارت t در زمان،بنابراين

)109-11(  
0( )v adt g dt v gtμ μ= = − = −∫ ∫  

   گشتاور وارد به گلوله 
)110-11(  G fR Mg Rμ= =  

Gريماست و نيز دا Iα= .ي توپربراي گلولهI MR= 22    اي حركت چرخشي را حساب كردتوان شتاب زاويهپس مي.  است5
)111-11(  gG MgR I MgR MR

R
μμ α μ α α= = ⇒ = ⇒ =22 5

5 2  
  :ست از ا عبارتtاي گلوله در زمانسرعت زاويه

)112-11(  
0dt tω α α ω= = +∫  

ωچون گلوله در آغاز چرخش نداشت پس    و=
)113-11(  ( ) gt t t

R
μω α= =

5
2  

مايش را حساب  پيش از آغاز حركت غلتشي خالص را حساب كنيم؛ نخست بايد زمان اين پيي پيموده شده كه مسافتبراي اين
 ي رابطهtازاي چه زمانه  يعني ب.شودميبرقرار  است ببينيم در چه زماني شرط غلتش يكاف. اي استاين كار ساده. كنيم

( ) ( )V t R tω=داريم) 11-113(و) 11-109(هاي از رابطه.   برقرار است  

v  

11-42شكل   
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)114-11(  

( ) ( ) vgV t R t v gt R t gt gt v t
R g
μω μ μ μ

μ
⎡ ⎤= ⇒ − = = ⇒ = ⇒ =⎢ ⎥⎣ ⎦

5 5 7 2
2 2 2 7  

tكه در زمان اي،فاصله ،بنابراين v gμ= 2   ، عبارت است از  پيموده شده است 7
  
)115-11(  

v v vS v t at v t gt S v g
g g g

μ μ
μ μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = − ⇒ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2 21 1 2 1 2 12

2 2 7 2 7 49  

  اي گلوله در اين زمان برابر است با سرعت زاويه ):ب(
  
)116-11(  

( )t t

v vgt
R g R

ω ω α

μα
μ

= +

⎛ ⎞⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

5 2 5
2 7 7

  

  
  ها بر غلتك. چرخندهت هم حول مركزشان مياي زياد در خلاف جبا سرعت زاويه)  11-43( دو غلتك يكسان شكل 11-20مثال 

ي تخته.  است2ها از يكديگري مركز غلتكفلصله.  روي محورهاي ثابت سوارند
ي دهيم كه وسط آن در فاصله را روي غلتك ها  طوري قرار ميMسنگيني به جرم

xثابتها مقدار بين تخته و غلتك ضريب اصطكاك.ها قرار گيرد از وسط غلتك μ 
تخته را با دست در اين وضعيت ساكن . هاستمستقل از سرعت نسبي بين سطحو 

tداريم و در زماننگاه مي   ؟  دهد ميتخته چه حركتي انجام. كنيم آن را رها مي=

  

مجموع نيروهاي عمودي وارد به آن بايد با وزن تخته برابر . نشان داده شده اند) 11-44(هاي وارد به تخته در شكل  نيرو :حل
Nبنابراين. باشد N Mg+ =1 در غير اين . حذف كنند گشتاور اين نيروها نسبت به مركزجرم تخته بايد يكديگر را.  است2

  . تخته مي چرخدصورت،
)117-11(  ( ) ( )G G N x N x+ = + − − =1 2 1 2  

  از حل هم زمان اين دو معادله خواهيم داشت
  از حل هم زمان اين دو معادله خواهيم داشت

)118- 11(  ,x xMg MgN N⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 21 12 2  

Fنيروي افقي كل وارد به تخته f f= −1 f.است2 Nμ=1 f و1 Nμ=2 هاي  نيرو2
  پس داريم. اصطكاك اند

)119-11(  ( ) MgF N N xμμ= − = −1 2  
  

  

Fي نوسانگر هماهنگاين نيرو kx= k است كه در آن− Mgμ≡بنابراين، تخته حركت نوساني خواهد داشت.  است.  
)120-11(  ( ) cos ,x t x t gω ω μ= =  
  
  برخورد و ضربه  7-11 

    برخورد1-7-11

x  

2  

11-43شكل   

x  

 

11-45شكل   

f 1  f 2  

N 1  N 2  

Mg  
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هاي براي حل مسئله. را بررسي كرديم) چرخندبه بيان ديگر دو جسمي كه نمي( اي  برخورد بين دو جسم نقطه8در فصل 
اي را هم  زاويهيي تكانهاينك پايستگ. استفاده كرديم) اگر برخورد كشسان باشد( برخورد از پايستگي تكانه و پايستگي انرژي 

ي آزادي اي درجهي زاويهپايستگي تكانه. هاي برخورد را به اجسام چرخنده تعميم داددهد تا مسئلهشناسيم كه اجازه ميمي
  .شودها برابر ميها با تعداد معادلهكند و تعداد مجهولاضافي حاصل از چرخش را جبران مي

اما از پايستگي تكانه و . ن از پايستگي انرژي استفاده كرد كه برخورد كشسان باشدتواي منزوي وقتي ميدر يك سامانه
اي اندكي با پايستگي تكانه فرق ي زاويهبا وجود اين، پايستگي تكانه. توان استفاده كرداي هميشه ميي زاويهپايستگي تكانه

ي بعد از  توجه به سه شرطي كه براي برقراري نتيجهبا. نتخاب كنيم اLيدارد؛ چون نخست بايد مبدائي را براي محاسبه
گيريم، چون به شرط سوم را در نظر نمي( ي ثابت يا مركزجرم باشد لازم است، مبداء انتخابي بايد يك نقطه) 11-28(ي رابطه

dيم،ي ديگري غير از اين دو را انتخاب كناگر نقطه). شودندرت از آن استفاده مي dt=G Lتوان گفت كه  برقرار نيست و نمي
dچون گشتاور و در نتيجه، dtLمعمولا برخي . گزينيمالبته، از ميان نقاط ثابت مجاز و مركزجرم، يكي را برمي.  هم صفر است

  .بايد آموخت كه از اين آزادي سود برد. كندتر ميها بهتر از ديگري است و محاسبه را آساناز اين گزينه
  . اي كل يك سامانه بودي زاويهترين توصيف براي تكانه، كه عمومي10-1ي ي مهمي را اثبات كرديم، قضيه قضيه10در فصل 

اي برابر اي كل سامانه حول محور داده شدهي زاويهگويد تكانهاين قضيه مي
هاي جايگزيده در مركزجرم نسبت به اين طهي جرم نقاي زاويهاست با جمع تكانه

توان مي. گذرداي جسم حول محوري كه از مركزجرم ميزاويه يمحور و تكانه
CMآن را به صورت ′= +L L L تجسم كرد) 11-45(شكل  نوشت و با. 

ˆCMIω′ =L z ) و) جرم به سبب چرخش حول مركزˆCM mvd=L z )   به
اين قضيه براي حل برخي ). سبب چرخش مركزجرم حول محور چرخش اصلي

  .هاي برخورد سودمند استمسئله

  

  
   حركت Vبا سرعت) 11-47(روي سطح افقي ميز بدون اصطكاك برابر شكل   در m1 و جرمdاي به طول  ميله11-21مثال 
  اي نهاييسرعت زاويه .كندچسبد و با آن حركت مي به انتهاي ميله ميm2جرم. كند برخورد ميm2كند و با جرم ساكنمي

      

  .جرم را بيابيد+ ي ميله سامانه
 مبداء مختصات را مكان. نشان داده شده اند)  ب11-46 الف و 11 -46( پس از آن در شكل وضعيت پيش از برخورد و  :حل
  .  را حساب كنيمCMyتوانيم مي.)  پ را ببينيد11-46شكل . (  پيش از برخورد آن فرض كنيدm2جرم

CMω  

 محور چرخش
x  

y  

d  
v  

11-45شكل   

  ب11-46شكل
 پس از برخورد

CM  

fω  

پيش از برخورد:    پ11-46شكل   

V  

x  

y  

m1 m2  

d
2  

  الف11-46 شكل

m1  d  

 پيش از برخورد
m2  m1  
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)121-11(  
CM

mdy
m m

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

1

1 22  

  همان. آيدبه وجود مياي سامانه در اثر حركت مركزجرم ميله ي زاويهچرخد و بنابراين، تكانهيش از برخورد، ميله هنوز نميپ
  پيداست، داريم ) 11-47(طور كه از شكل 

)122-11(  
i CM

dL m y V⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2  

+ اي ميله ي زاويهه به ميله، تكانm2پس از برخورد و چسبيدن جرم
,(ي نقطه( جرم جرم نسبت به مركز CMy (در اثر چرخش ميله +

  برابر است با) 11-48(آيد و با توجه به شكل جرم به وجود مي
)123-11(  CM

f f fL L L′= + CM fI ω=    

  

  .ميله و جرم است هاي لختي ، به دست بياوريم كه مجموع كشتاورCMIحال بايد گشتاور لختي سامانه را نسبت به مركز، 
ي محورهاي گشتاور لختي ميله نسبت به مركزجرم با استفاده از قضيه

  موازي به دست مي آيد و برابر است با
)124-11  (  

m CM
dI m d m y⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠1

2
2

1 1
1

12 2  

2به مكان مركز جرم  نسبت 2mگشتاور لختي جرم
2 CMm yپس.  است،  

CM m m CM CM
dI I I m d m y m y⎛ ⎞= + = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠1 2

2
2 2

1 1 2
1

12 2  

)125-11(    

  

  اي داريمي زاويهبا استفاده از پايستگي تكانه
  
)126-11(  f i CM f CM f

CM

mV d mdL L I mV y
I m m

ω ω
⎛ ⎞⎛ ⎞= ⇒ = − ⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 0 1
1

1 2
12 2  

  
    حركتو طول mي ساكني به جرم در راستاي عمود بر ميلهv با سرعتm  جرم):برخورد كشسان   ( 11-22مثال 
 mجرم. كندبا آن  به طور كشسان برخورد مي)  11-49(كند و برابر شكل مي

جرم برخورد كند تا پس از برخورد مركز از وسط ميله با آن hيدر چه فاصله
  هاي مساوي حركت كنند؟ با سرعتmميله و جرم

ي برخورد از وسط  نقطهhيفاصله:  در اين مسئله سه مجهول وجود دارد :حل
اي  ، ميله و جرم و سرانجام سرعت زاويهvهاي نهايي و مساويميله، سرعت

  .توان به دست آورد اين سه مجهول را از سه قانون پايستگي مي.، ميلهωنهايي،
p              :mvپايستگي تكانه ي • mv mv v v= + ⇒ = 2         

  

  
E      :mvپايستگي انرژي  •  )127-11( v v vm m m ω ω

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + ⇒ =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 22 2
2 61

2 2 2 2 2 2 12  

2d  
CMy  
2 CMd y−  

y  

x  

0V  

11-47شكل   

CMI  

fω  

(0, )CMy  fV  

)پس از برخورد  ( 11-48شكل  

0v  

h  

 

m  

ω  v  

v  

11-49شكل   
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ي ثابتي در مبداء را نقطه.  را نسبت به آن حساب كنيم Lحالا بايد مبدايي هم انتخاب و: Lايي زاويهپايستگي تكانه •
   داريمLاز پايستگي. ه مركز ميله پيش از برخورد در آن جا بودنظر بگيريد ك

)128-11(  v mmv h m h ω
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2

2 12  

گذرد، از آن شود كه پس از برخورد، مركز جرم ميله در امتداد خطي كه از مبدا ميصفر در درون كروشه از آنجا ناشي مي
) 11-128(ي در رابطه) 11-127(ي از رابطه  راωاگر.  نداردL سهمي در10-1ي ي اول قضيهلهشود و در نتيجه، جمدور مي

  قرار دهيم ، خواهيم داشت
)129-11(  vmmv h h

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

2 61
2 12 6  

  
 بدون اين كه مركزش  و طولmي همگني به جرم  ميله11-23مثال 
  با جرمچرخد و انتهاي آناصطكاك ميجا شود، در روي ميز بدون جابه
Mجرم). 11-50شكل (كند  كه در روي ميز ساكن است، برخورد مي 
Mرخورد، ميله نچرخد و فقط حركت  چه قدر بايد باشد تا پس از ب

  انتقالي داشته باشد؟
 ميله ، سرعت v در اينجا هم سه مجهول داريم كه عبارتند از سرعت:حل

ي پايستگي هم داريم كه با سه معادله. گلوله M ، و جرمVگلوله
  .توان سه مجهول را به دست آورداز آنها مياستفاده 

  

  
  
)130-11(  

  :E    پايستگي 
  

  : p    پايستگي
  نسبت به مكان پيش: L    پايستگي

      از برخورد وسط ميله  

m mv MVω⎛ ⎞ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 21 1 1 1
2 12 2 2  

MV mv= −  
m MVω⎛ ⎞ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
21

12 2  

  
pزمان اين سه معادله استفاده ازشايد بهترين راه براي حل هم mv MV=   داريم.  باشد=

  
)131-11(  

E                                :pاز پايستگي  pI
m M

ω = +
2 2

21
2 2 2  

L                             :IIز پايستگي ا p p ωω ⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2  

  ي دوم قرار دهيم خواهيم داشتمقدارش را از معادله) 11-131(ي ي اول رابطه در معادلهpبنابراين، اگر به جاي
  
  
)132-11(  ( )

I II
m M m M

m m
m M M

M m

ωω ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⇒ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⇒ = + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ =

2
2

2

2

2

1 2 1 1 4 1 112 2 2
4 12 1 11 3 1

2

  

ω  V  M  

v  

 نما از بالا
11-50شكل   
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   چرخشي ضربه2-7-11

به . برابر است  را انتگرال زماني نيروي وارد به جسم تعريف كرديم كه با تغيير كل در تكانه  جسم  ضربه5-4-1در فصل 
  بيان ديگر

)133-11(  
( )

t

t

t dt≡ = Δ∫F P
2

1

  

اي جسم ي زاويهكنيم كه با تغيير كل در تكانه، را انتگرال زماني گشتاور وارد به جسم تعريف ميθي چرخشي،حالا ضربه
  :برابر است

)134-11(  
( )

t

t

t dtθ ≡ = Δ∫G L
2

1

  

وضعيتي را تجسم كنيد كه به . شودفيزيك به صورت زير وارد داستان مي. ي فيزيكي ندارندها تعريف اند و هيچ اندرونهاين
)هميشه نيروي اي از جسمطهنق )tFخواهيماز مبدايي كه مي ي اين نقطهفاصله. شود وارد مي( )tG  را نسبت به آن حساب

)در اين صورت داريم.  بناميدR اين فاصله را. است ثابت استكنيم ) ( )t t= ×G R Fقرار ) 11-134(ي آن را در رابطه.  است
θخواهيم داشت.  را بيرون انتكرال نگه داريدRدهيد و ثابت = ×R I .يعني وقتي( )tFبه يك نقطه اثر كند، داريم   

)135-11(  ( )Δ = × ΔL R P  
   حتي اگر . معيني از زمان يمربوط است و نه به تغيير آنها در لحظهP وLي سودمندي است و به تغيير كل دررابطه نتيجهاين 
F گاهي از اين كهو بنابراين، هيچ آ(  با زمان تغيير كند و ندانيم اين تغيير چگونه استΔLو ΔPچيستند نداشته باشيم ( ،  

خيلي وقت ها لازم نيست كه نگران ضرب خارجي در . به هم مربوط اند) 11-135(ي  با رابطهΔP وΔLدانيم كه ميهنوز هم
Lهادر چنين وضعيت.  عمود استΔPي بر تغيير تكانهR، چون بازويباشيم) 11-135(ي رابطه R pΔ = Δچنين هم.  است

ي مثال زير، نمونه.  ها هم نيستΔكند و نيازي به استفاده ازها جسم از حالت سكون شروع به حركت ميدر خيلي حالت
  .است) 11-135(ي ي چرخشي و كاربرد رابطهكلاسيك ضربه

   
اي عمودي وارد با پتكي به يك انتهاي آن ضربه.  روي زمين در حال سكون استm و به جرماي به طول ميله11-24مثال 

 حركت كند، vاگر مركزجرم ميله با سرعت. خوردفرض كنيد ضربه سريع است و ميله در طول تماس پتك تكان نمي. كنيميم
  چقدر است؟ هاي دو انتهاي ميلهسرعتپس از ضربه، 

)دانيم نيروي ما نمي:حل )F tدانيم كهمي) 11-135(ي اما از رابطه. كنديله اثر مي چگونه است و يا به چه مدت به م 
( )L pΔ = Δ2است .Lرا نسبت به مركزجرم ميله حساب كرديم و بنايراين، بازوي نيرو (  داريمپس .  است2(

( ) ( )m mvω =2 12 vωي با رابطهω وvاي نهاييهدر نتيجه، سرعت. 2 =   . به هم مربوط اند6
اي دو هاي زاويهسرعت. آيندحركت چرخشي و حركت انتقالي مركزجرم به دست مي) يا تفريق( نتها از جمع هاي دو اسرعت

)عبارتند از) دو انتهاي ميلههاي دو نقطه در سرعت( انتها  ) ( )( )v vω± = ± = ±2 6 2 پس، انتهايي كه ضربه به آن  . 3
vشود با سرعتوارد مي v v+ =3 vكند و انتهاي ديگر با سرعت  حركت مي4 v v− = −3   ).رودبه عقب مي(كند  حركت مي2

  
   ژيروسكوپ8-11
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    محور چرخ بر روي تكيه گاهي قرار دارد كه اجازه . چرخدپردازيم كه حول محورش ميچرخي ميدر اين بخش به رفتار 
  چرخي نشان داده شده است كه محورش بر روي دو پايه قرار دارد و ) 11-51(در شكل . دهد جهت محور چرخش تغيير كندمي

  

ترين ساده) 11-52(آيد؟ در شكل ها را برداريم چه پيش مياگر يكي از پايه. دچرخ حول محور ميωايبا سرعت زاويه
اي در چارچوب اين بررسي عمومي حركت يك چنين سامانه. كندشده است و براي منظور ما كفايت ميژيروسكوپ نشان داده 

  ؛ سقوط نمي كندشود،  حالت افقي رهاه قرار دارد از  حالي كه يك انتهاي محورش روي پاياگر ژيروسكوپ در. گنجدكتاب نمي
كند و سپس به طور بلكه، نخست اندكي لرزش افقي مي

 )11-53(اين چرخش در شكل . گردديكنواخت حول پايه مي
توان با  اين رفتار شگفت انگيز را مي.شده است نشان داده

dياستفاده از رابطه dt=G Lي گشتاور حولاندازه.  فهميد 
-54(اي كه در شكل و جهت آن براي لحظه.  استmgdپايه
با ( نشان داده شده است، به سمت بيرون از صفحه است ) 11

ي بنابراين، تغيير تكانه). ي دست راستاستفاده از قاعده
 اي كه نشان داده شده است، بايد بيرون اي هم براي لحظهزاويه

  

  
  
  
    
  
  
  
  

ω  

g  
11-51شكل  

ω  

g  

11-52شكل   

11-53شكل   

ω  

d  

g  

L  
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L برابر dtاي در زماني زاويهي تكانهتغيير در اندازه. كنيد كنيد از بالا به سامانه نگاه ميفرض. از صفحه باشد dφاين .  است
بنابراين .   چرخيده استdtپ در زماناي است كه محور ژيروسكو زاويهdφ.فهميد) 11-54(با نگاه كردن به شكل توان را مي
  داريم

)136-11(  dL d GL L
dt dt L

φ
= ≡ Ω ⇒ Ω =  

Ω ناميده مي شودتقديمي بسامد حركت .  
ه اين پرسش اين است كه  نمودار يك پاسخ ممكن ب افتد؟رسد اين است كه چرا ژيروسكوپ نمينخستين پرسشي كه به ذهن مي

    و نيروي عموديWشوند، وزن ژيروسكوپنيروهايي كه به سامانه وارد مي.  وارسي كنيم) 11-55(ها را در شكل آزاد نيرو
Nبرآيند اين دو نيروي عمودي. كند است كه پايه به محور وارد ميN W− 

Nاگر. است W=گرچه اين توصيف . تواند سقوط كند باشد، مركزجرم نمي
چرا ژيروسگوپ :  اين استپرسش درست. درست است اما راضي كننده نيست

واقع، اگر چرخ ژيروسكوپ نچرخد و آن  .خوردمانند آونگ حول پايه تاب نمي
  كند و به جاي اين كه ا كنيم، درست همانند آونگ رفتار ميرا از حالت افقي ره

  

فقط وقتي كه چرخ ژيروسكوپ به سرعت بچرخد، حركت . خوردي عمودي تاب ميدر صفحه انجام دهد،افقيحركت تقديمي 
  .كنداي آن ديناميك سامانه را اداره ميي زاويهدر اين حالت تكانه. تقديمي افقي خواهد داشت

  zاي در جهت محوري زاويه يك تكانهzبا حركت تقديمي حول محور( اي ژيروسكوپ در راستاي محورش است اويهي زتكانه
  اي ي زاويهاي ثابت و در مقايسه با تكانهي زاويهي اين تكانهاما براي حركت تقديمي يكنواخت،  اندازه. آيد هم به وجود مي

 با حركت تقديمي.) نقشي نداردحاصل از چرخش كوچك است و در ديناميك مسئله 
پس بايد . كنداي حاصل از چرخش ژيروسكوپ هم تغيير ميي زاويه، جهت تكانه

. شوداي ميي زاويهگشتاوري وجود داشته باشد كه سبب اين تغيير در تكانه
اگر تكيه گاه را مبداء . توان دريافتها مييرومنشاء اين گشتاور را از نمودار آزاد ن

اش كند كه اندازهانتخاب كنيم، نيروي وزن چرخ نسبت به آن گشتاوري توليد مي
G W= است.Gدر جهت yو موازي d dtLيبطهاز را.  است  

  

d dt G W= =Lشود كهديده مي) 11-136(ي  و از رابطهoW I ωΩ از اين نتيجه ديده مي شود كه با آهسته .  است=
  ابد و سرانجام حركت تواند ادامه يروشن است كه اين افزايش براي هميشه نمي. كند افزايش پيدا ميΩ ،شدن چرخش چرخ

  .  شودتقديمي يكنواخت به حركتي نامنظم تبديل مي
  
 
 
 
 
 
 
 

( )tL  

( )t dt+L  

dL  dφ  

11-54شكل   

 نماي بالا

L  

W  

N  

 

11-55شكل   

z

x  
y  
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  هاي تكميليمثال

 
Iو ( r و شعاعmاي به جرم استوانه1-ت mr= 2   تخته . قرار داردmجرمي درازي به روي تخته) 11-56( برابر شكل )2

تواند بر روي آن آزادانه بلغزد، در روي ميز افقي بدون اصطكاك قرار دارد و مي
  استμاما بين تخته و استوانه اصطكاك وجود دارد و ضريب اصطكاك جنبشي

اما  ( vيرعت اوليهاگر تخته در آغاز در حال سكون باشد و استوانه با س. 
شروع به حركت به سوي راست كند، سرعت )  حركت چرخشي اوليهبدون 

  در هنگامي كه سرانجام حركتش غلتشي بدون لغزش) زميننسبت به ( استوانه 

  

  شود، چقدر است؟مي
Iو (R و به شعاعmاي به جرماستوانه  2-ت mR= 2    درجه قرار 30داري با شيبروي سطح شيب)  نسبت به مركزش2

)و ( R2 و طولmي همگني به جرمميله. دارد ) ( )I m R= 21 3 ) انتهاه يك  نسبت ب2
 30يدار لولا شده است و با سطح زاويهبه سطح شيب) 11-57(سر برابر شكل  از يك
كند و ريسماني بدون جرم انتهاي بالايي ميله را به مركز استوانه وصل مي. سازدمي

 دراز است ي كافيفرض كنيد ريسمان به اندازه( دار موازي است ريسمان با سطح شيب
سامانه از ). ماندكه حتي اگر سامانه حركت كند، ريسمان همواره موازي سطح باقي مي

  هدف مسئله . لغزد نميدارشود و استوانه نسبت به سطح شيبحالت سكون رها مي

  

  خطي استوانه را بيابيد زير شتاب هايبا برداشتن گام. دار است، بر روي سطح شيبcaيافتن شتاب خطي استوانه،
  . نمودار آزاد نيروهاي وارد به استوانه و ميله را رسم كنيد)الف(
  اي نسبت دهيد ودور هر يك كادري  لازم داريد بنويسيد، به هر كدام شمارهcaهايي را كه براي يافتني معادله مجموعه)ب(

  .ها اندكي پيچيده است اگر نتوانستيد آن را به دست آوريدي بين دوتا از شتاب دست آوردن رابطهتوجه كنيد كه به. ( بكشيد
c فرض كنيد sa Rα=است كه در آن sαاي ميله است شتاب زاويه (  

  .هايتان را نام ببريدهاي مجهول معادلهي نيروها و شتاب همه)پ(
  .ها را حساب كنيدي مجهوللازم نيست همه(  را درست پس از رها شدن سامانه حساب كنيد ca )ت(
روي ميزي ) 11-58(ل  برابر شك و طول ضلعmاي به شكل مكعب با جرم  قطعه3-ت

 به vتوپي با سرعت. ن سمت راست آن به ميز لولا شده استي پاييگوشهقرار دارد و 
ي بالايي سمت چپ قطعه  به گوشهكند و پس از برخورد با قطعهسوي راست حركت مي

mگشتاور لختي قطعه نسبت به مركز آن. چسبدمي 2   .است 6
  .توپ را درست پس از برخورد حساب كنيد+ طعه ي قاي مجموعه سرعت زاويه):الف(

  

يعني اگر سرعت بيش از اين مقدار باشد، قطعه با سطح سمت (  كه هنوز قطعه واژگون نشود چيست؟ v بيشينه مقدار):ب( 
  .) شودراست بر روي ميز واژگون مي
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Iبا  ( m، جرماي به طول  ميله4-ت m= 2 روي ميز افقي بدون اسطكاك سر )  نسبت به مركز آن12
در .  استvاي ميله صفر و سرعت خطي آن در راستاي عمود بر ميله و برابرسرعت زاويه. خوردمي

ي آن به طور كشسان قرار دارد و ميله با گوشه) 11-59( شكل  برابرروي ميز جسم ثابت مثلث شكلي
قدر است؟ سرعت انتهايي كه با مانع اي ديگر ميله درست پس از برخورد چسرعت انته. كندبرخورد مي
  كند،  درست پس از برخورد چيست؟برخورد مي

  قائم قرار ايستاده اش به طور در روي ميز ناهمواري بر روي لبه) 11-61(اي  براي شكل  سكه 5-ت

  

  صفر به جلو اي و سرعت زاويهvو آن را با سرعت كنيماي وارد ميبه سكه ضربه.  استR و شعاع آنMجرم سكه.  است
شود، سرعت افقي  تبديل ميهنگام كه سرانجام حركت سكه به غلتش بدون لغزش. رانيممي

  .سكه را بيابيد
. روي ميزي به طور قائم استاده است) 11-61( برابر شكل اي بدون جرم به طول ميله6-ت

 ضريب اصطكاك ايستايي بين ميله و سطح ميز.  وصل استmاي به جرمميله ذرهبر بالاي 
μبه جرم.  استmي ميله و جرم از حالت قائم منحرف و زنيم و سامانه تلنگر كوچكي مي

  كند؟اي از خط قائم، ميله در روي ميز شروع به لغزيدن ميدر چه زاويه. كندسقوط مي
)و ( Rعاع و شMي توپري به جرم  كره7-ت )I MR= 22 ي كاغذ بر روي يك صفحه) 5

 موازي سطح زمين به سمت راست aي كاغذ را با شتابصفحه. روي ميز  زمين قرار دارد
  .لغزدغذ نميي كافرض كنيد كره نسبت به صفه. شتاب مركز كره را به دست آوريد. كشيممي
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