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   10فصل  
   ايي زاويهگشتاور لختي و تكانه: جسم سخت حركت 

ي آن در اثر تنش، كشش و يا تغيير دما و عوامل ه در شرايط معمولي، شكل و اندازهست ك ا اينسخت جسم ويژگي اصلي
 ،  بنابراين.مانداندازه و شكل آن همواره ثابت مي شود كه فرض مي جسم سخت آرمانيدر مورد . كندكم تغيير ميديگر بسيار 

  :صورت زير تعريف كرده توان ب جسم سخت را مي
  .ماندي آن همواره ثابت مي ي ميان هر جفت نقطهجسم سخت جسمي است كه فاصله

تر از حركت  جسم سخت داراي بعد است و حركتش در اثر نيرو پيچيده.در اين فصل به مكانيك اجسام سخت خواهيم پرداخت
اما جسم داراي بعد به غير از حركت انتقالي . كنداي در اثر نيرو تنها حركت انتقالي پيدا ميم نقطهجس. اي استجسم نقطه

اي  هاي ما تا كنون به حركت جرم نقطه  آموزه.مركزجرمش، ممكن است حركت چرخشي حول يك نقطه يا محور داشته باشد
 يويو را در نظر بگيريد  نمونه،براي.  بعد را بررسي كردي يك جسم داراي حركت چرخشتوان ها نمي با اين آموزه. محدود بود
ي يويو بر اساس قانون دوم نيوتن حركت دانيم كه هر ذرهاساس ميدر . رودستاي ريسمان خود بالا و پائين ميكه در را

هيم نيرو، در بررسي حركت انتقالي به مفا. كند، اما بررسي حركت چرخشي يويو بر اساس حركت چرخشي كل جسم است   مي
هدف ما . دشداي و گشتاور لختي استفاده خواهي زاويه هاي گشتاور، تكانهدر اين فصل از مفهوم. ركزجرم نياز بودتكانه و م

ي اين مسئله.  از نيروهاست دلخواهيي اي براي بررسي حركت عمومي يك جسم سخت تحت تأثير هر مجموعه يافتن شيوه
ن يافت) 2.  (ايم جسم كه پيشتر به آن پرداختهجرم انتقالي مركزيافتن حركت ) 1. (م كرد را مي توان به دو بخش تقسيعمومي

  .حركت چرخشي حول مركزجرم كه موضوع اين فصل است
  

  :                      انرژي جنبشي چرخشي    1-10 
  در )10-1( برابر شكل را يسماينك ج. وختيمخطي يك نقطه را آمهاي حركت چرخشي و حركت  ي ميان كميت رابطه1در فصل 

 ايفرض كنيد اين جسم از مجموعه  . كه داراي بعد استنظر بگيريد
  ها باz حول محور ثابتاگر اين جسم.  تشكيل شده استنقاط كوچك
 خواهد انرژي جنبشيي آن مقداري بچرخد، هر ذره ωايسرعت زاويه

   imبا جرم ام iذره. شود تعيين مي ذرهآنجرم و سرعت با  داشت و
  انرژي جنبشي.نشان داده شده است) 10-1( در شكل  ivو سرعت

   است از ام عبارتiذره
)1-10(  

i i iT m v= 21
2  

 ، سرعت مماسي ذره است كه براثر حركت چرخشي جسم به  ivسرعت
  شود و مقدار آن براي ذره هاي مختلف جسم داده مي امiيهر ذره

  

هاي جسم سخت با هم برابرند اما سرعت خطي ي ذره، همهωاي،كنيد كه اگر چه سرعت زاويه  توجه .تواند متفاوت باشدمي
i مي دانيم كه1؛ چون از فصل  آن ذره تا محور چرخش بستگي داردirيبه فاصلههر ذره  iv rω=.  انرژي جنبشي،بنابراين      

  پس مي توان آن را به صورت زير .  برابر باشدي آن دهندههاي تشكيلهاي جنبشي تك ذرهبا جمع انرژي بايد جسم چرخان كل
  نوشت

10-1شكل  

y  

O  x  
θ  

ir  
im  

ω  
tv  
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)2-10(  ( ) ( )i i i i i i i
T T m v m r T m rω ω= = = ⇒ =∑ ∑ ∑ ∑ 22 2 21 1 1

2 2 2  
گشتاور كميت درون پرانتز . استها مشترك ي ذرهار براي همه اين مقد، چونآوريم  را از زير علامت جمع بيرون ميω2بسامد
   و به صورت زير تعريف مي شود نام دارد،Iلختي،

)3-10(  i i
i

I m r=∑ 2  

  :صورت زير نوشته  بچرخدمي z حول محور ثابتωاي كل جسم سختي را كه با سرعت زاويهانرژي جنبشيتوان پس، مي
)4-10(  T Iω≡ 21

2  

عد آناز تعريف گشتاور لختي روشن است كه ب( )kg.mML2   نقشيدر حركت چرخشي شبيه Iگشتاور لختي نقش .  است2
  به كار برديم، چيز انرژي جنبشي  در بالا براي به دست آوردن  كهروشي. ه عهده داردب طي در حركت خmجرم است كه

)اي نيست و نبايد پنداشته شود كهتازه ) Iω21 ) 11-4(ي ه صورت رابطه نوشتن آن ب،با اين حال. جديدي از انرژي است نوع 2
ي نابراين، گام نخست براي بررسي حركت چرخشي اين است كه شيوهب. هاي چرخشي بسيار مناسب استسي حركتدر برر
ي  با توزيع  پيوستهي گشتاور لختي جسم سختبه روش محاسبه 10-2بخش .  يك جسم داراي بعد را بياموزيمIيمحاسبه

  .كنيم را حساب ميها ذره اي ازتوزيع گسستهمثال زير گشتاور لختي و انرژي جنبشي  پيش از آن، در دو . پردازدمي جرم
 

گذرد و كول ميلومركز م كه از  حول محوريxyي را در نظر بگيريد كه در صفحه،O2 مولكول دو اتمي اكسيژن،  :10-1مثال 
,قر دماي اتاد ي بين دو اتم اكسيژنفاصله. چرخدبر آن عمود است، مي m−× 101 21   . است 10

  .حساب كنيد) محور چرخش ( zلكول را حول محورو گشتاور لختي م ):الف(
.rad برابرzحول محوراي مولكول  اگر سرعت زاويه):ب( sec× 122    .بيابيدلكول را ومچرخشي باشد انرژي جنبشي 10

, جرم هر اتم اكسيژن ):الف(:   حل kg−× 262 77 d هاzي هر اتم تا محور است و فاصله10  گشتاور لختي حول پس،.   است2
   ها عبارت است ازzمحور

  
)5-10(  

( ). kg . m . kg m

i i
d d mdI m r m m

−
− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞×
= × = × ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
2 2 2

2

26 210 46 2

2 2 2
2 77 10 1 21 10 2 03 102

  

  ): ب(
)6-10(  

( ) rad, kg m . J
s

T Iω − −⎛ ⎞= = × ⋅ × = ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2 48 2 12 221 1 2 03 10 2 10 4 1 102 2  

 
 اين. جرم قرار دارد ي يك چارچوب بدوندهد كه در چهار گوشه را نشان ميايچهار جرم نقطه) 10-2( شكل  10-2ال مث

  .  قرار داردxyيمجموعه در صفحه
كنيد و انرژي  ها حسابy را حول محورآنها بچرخد گشتاور لختي  y حول محورωايه اگر سامانه با سرعت زاوي):الف( 

  . دست آوريده جنبشي را ب
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 O ها كه از مركزzمحور  حولxyي اينك فرض كنيد سامانه در صفحه):ب( 
حساب كنيد و انرژي  ها z حول محور راگشتاور لختي. مي گذرد مي گردد

                         .دست آوريده  بجنبشي اين چرخش را
 irي قرار دارند و فاصلهyروي محور mهاي توجه كنيد كه جرم):الف(:  حل

با استفاده از .  ندارندyIآنها تا محور چرخش صفر است بنابراين سهمي در
  :داريم) 10-3(  يرابطه

)7-10(  y i i
i

I m r Ma Ma Ma= = + =∑ 2 2 2 22  

  جنبشي چرخشي اين حركت عبارت است ازژي  انر،بنابراين
)8-10(  ( )yT I Ma Maω ω ω= = =2 2 2 2 21 1 22 2  
  

  

  :، بنابراين داريم استچرخشتا محور  جرم  فاصله ي عمودي )10-3  (ي در رابطهirچون  ):ب( 
)9-10(  
  
)10-10(  ( ) ( )

z i i
i

z

I m r Ma Ma mb mb Ma mb

T I Ma mb Ma mbω ω ω

= = + + + = +

= = + = +

∑ 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 2 22 2
  

 گشتاور لختي و در نتيجه انرژي ،اي معيني براي سرعت زاويه كهشودديده مي مثال اين)  ب(و ) الف (ي قسمتايسهاز مق
  هر چهار جرمشامل شد، چونجرم را  هر چهار ،محاسبه) ب(در قسمت . ر چرخش بستگي دارندجنبشي چرخشي به محو

رو انرژي جنبشي  كردند و از اين حركت نميy به محورنسبت mمدوجر) الف( در قسمت .كردند حركت ميzنسبت به محور
) به كار كمتري نياز دارد( تر از  ها آسانyيعني چرخاندن اين سامانه حول محور. بود) ب(كوچكتر از قسمت ) الف(در قسمت 

  . هاستz حول محورچرخاندن آن
 

  ي گشتاور لختي جسم سخت محاسبه  2-10
  توان مي حجم باشد،  جزء جرم موجود درmΔاگر. استتوزيع شده  در حجم آن) 10-3( شكل فرض كنيد جرم جسم سخت 

در اين صورت  .رد ك استفاده)11-3(ي رابطه از براي يافتن گشتاور لختي
Iخواهيم داشت r m= Δ∑  توانچون توزيع جرم پيوسته است، مي . 2

mΔدر حد.  را به سمت صفر ميل دادmΔ  علامت جمع به علامت 0→
چون جرم در تمام حجم جسم توزيع شده است، . شودانتگرال تبديل مي

توجه كنيد  .گيري هم بر روي تمام جسم بايد انجام گيردنابراين انتگرالب
فرض كنيد . محورچرخش است  تاmΔ فاصله عمودي جزء جرمrكه

  پس، خواهيم داشت.چرخدمي zحول محور )10-3(جسم شكل 

)11-10(  
mI im r m r dmΔ →= Δ =∑ ∫2 2    

  

 بر حسب مختصات بيان dm لازم است كه را حساب كرد، گشتاور لختي استفاده و)10-11(ي براي اين كه بتوان از رابطه
  :كنيمصورت زير تعريف مي  يك جسم سه بعدي را به جرم در واحد حجم يا چگالي جرميبراي اين كار . شود

mΔ  

r  

y  

x  

10-3شكل   

O  

M  M  

m  

a  

b  

b  

a  
x  

y  

m  
10-2شكل  

O  
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)12-10(  
v

m dmim dm dv
v dv

ρ ρΔ →
Δ

= = ⇒ =
Δ

  
dmشود، جزء جرمتوزيع  اگر جرم در دو بعد.  جزء حجم استdvكه در آن daσ=  در آنكه است σ سطحي جرم  چگالي

dmبراي توزيع خطي جرمجزء جرم . ء سطح استجز  daيا جرم در واحد سطح و dlλ= است و λ چگالي خطي جرم يا 
  :صورت زير نوشته توان بشتاور لختي يك جسم سه بعدي را ميپس، گ.   جزء طول استdlجرم در واحد طول و

)13-10(  I r dvρ= ∫ 2  
  :و براي جسم دو بعدي و يك بعدي خواهيم داشت

)14-10(  ,I r da I r dlσ λ= =∫ ∫2 2  
  .است) يعني همه جا كه جرم توزيع شده است(گيري روي تمام جسم توجه كنيد كه انتگرال

     . نقطه يا محوري استگشتاور لختي نسبت به چه شود، بايد روشن شود كه وقتي از گشتاور لختي سخن گفته مي:نكته
نشان دادن روش هايي كه براي  در مثال.گون را حول محور معيني حساب كردتوان گشتاور لختي اجسام گونااينك مي 

اين فرض . فرض خواهيم كرد كه چگالي جرم در همه جاي جسم يكنواخت است)  و تعداد زيادي از آن ها(ايم محاسبه برگزيده
در اين صورت هنوز هم . اگر چگالي جرم يكنواخت نباشد، تابعي از مختصات خواهد شد. كاهد نمياز عموميت روش محاسبه

اش را حساب خواهيم گشتاورلختياگر شكل جسمي را كه مي. تر خواهند شدها پيچيدهروش محاسبه همان است، فقط انتگرال
در اين صورت مسئله به . دانيمها را مي آن قطعهIهيم كههايي برش د باشد، همواره خوب است كه آن را به قطعهكنيم پيچيده

توان به براي مثال، كره را مي. معمولا بيش از يك راه براي برش دادن جسم وجود دارد. يابد ها كاهش ميIگيري رويانتگرال
  . اندهايي فرض كرد كه بر روي هم چيده شدهاي از قرصيا آن را مجموعههاي تودرتوي متمركز پنداشت صورت پوسته

 
ي گذرد و بر صفحه با محور چرخشي كه از مركز آن ميR و شعاعMاي به جرمحلقه گشتاور لختيي محاسبه   10-3مثال 

  : )10-4شكل (حلقه عمود است 
    

dm روي پيرامون حلقه عبارت است ازجزء جرم: حل Rdλ θ= . بنابراين:  
)15-10(  

( ) ( )I r dm R Rd R RR M
π

λ θ π λ= = = =∫ ∫
2

2 2 22 2  

  .  محورش همين مقدار خواهد بود حول همي همگن تو خاليوجه كنيد كه گشتاور لختي استوانهت
 

ي گذرد و در صفحه با محور چرخشي كه از مركز آن ميR و شعاعM به جرمايحلقه گشتاور لختيي محاسبه  :10-4مثال 
  )10-5شكل (حلقه قرار دارد 

sinRي جزء جرم تا محور چرخشاما حالا فاصله.  است10-3  جزء جرم مانند مثال :حل θپس.  است  

R

10-5شكل    10-4شكل  

R
dθ  

Rdθ  



© Firooz Arash, 2003-2010 

 329

)16-10(  
( sin ) ( ) ( ) MRI r dm R Rd R R

π

θ λ θ π λ= = = =∫ ∫2 2 2
2

21 2 1
22  

2sinدر اين جا از  (1 cos 2 ) 2θ θ=   . استفاده كرديم−
 

ي گذرد و بر صفحه با محور چرخشي كه از مركز آن ميR و شعاعMبه جرم گشتاور لختي قرصيي محاسبه  :10-5مثال 
   )10-6شكل (قرص عمود است 

    

dAمساحت اين جزء سطح. انتخاب كنيد) 10-7(دلخواه سطح را برابر شكل جزء  : 1 حل rdr dθ=بنابراين، جرم آن.  است 
dm dA rdr dσ σ θ=   در نتيجه .   است=

)17-10(  ( )( ) ( )
R

I r dm r rdrd R R R MR
π

σ θ πσ σπ= = = = =∫ ∫ ∫
2

2 2 4 2 2 214 2 2 2
1  

   درdr و با ضخامتrهاي تودرتو به شعاع حلقهاي ازمجموعه) 10-8( اگر قرص را مانند شكل :2حل 
( گيري  استفاده كنيد و در يك انتگرال10-3ي مثال توانيد از نتيجهنطر بگيريد، مي

2dmجرم هر حلقه . صرفه جويي كنيد) بديهي rdrσ π=حال اگر روي .  است
  آيد ها انتگرال بگيريد به دست ميحلقه

2 2 4

0

2) 2( 2 2
R

I r dm r dr R MRrσ π πσ= = = =∫ ∫  

  

ها تواند از دردسردر اين مثال برش دادن جسم چندان اهميتي ندارد اما براي اجسام پيچيده مي.  است1ي حل كه همان نتيجه
  .بكاهد

 
  يدر صفحهگذرد و  با محور چرخشي كه از مركز آن ميR و شعاعMبه جرم  قرصيگشتاور لختي يمحاسبه  :10-6مثال 

  ).10-9شكل (قرص قرار دارد 
-5   برش دهيد و از پاسخ مثالdr و ضخامتrهاي با شعاع قرص را به حلقه:حل
  : استفاده كنيد10
  
  
)18-10(  

( ) ( )( )

( )

R

I r dr r R

R MRR

σ π σπ

σπ

= =

= =

∫ 2 4

2 22

1 2 2 4

1
4

1
4

  

  

  

 
  و از وسطمحور چرخش عمود بر ميله است . L و طولMي نازك همگن به جرمگشتاور لختي ميلهي محاسبه  10-7مثال 

10-6شكل   

10-9شكل   

10-8شكل   

dr  

r

dr

10-7شكل  
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  ).10-10شكل( گذرد آن  مي
 . انتخاب كنيد) 10-11( همانند شكل روي ميله را dmجزء جرم :حل

dmداريم dxλ=و M Lλ =.  
  
  
  
  
)19-10(  

( )

( ) ( )( )
L

L

L L

L L

L

L

I r dm x M L dx

M L x dx M L x

ML

− −

−
−

= =

= =

=

∫ ∫

∫
2

2

2 2
2 2

2 2

2 3

2

2

2

1
12

3  

  

  

 
  محور چرخش عمود بر ميله است و از انتهاي. L و طولMي نازك همگن به جرم ميلهگشتاور لختيي محاسبه  :10-8مثال 

 ):10-12شكل (گذرد ميله مي

 .گيري فـرق دارد   فقط حدود انتگرال  . ت اس 10-7 مثال مانند مثال   اين: حل
  داريم) 10-12(با توجه به شكل 

  

)20-10(                               ( )
L

L M MI r dm x dx
L

Lx
L

M= = = =∫ ∫2 2 231
3

1
3  

 
، m به جرمي توپر و همگناستوانه ي گشتاور لختيمحاسبه :10-9مثال 
  ).10-13شكل  (  است استوانه چرخش، محور محور.L و طولRشعاع

اي به هاي استوانهبهتر است كه استوانه را به پوسته  در اين مسئله :حل 
) 10-13( در شكل رايك نمونه . برش داد L و طول dr و به ضخامتrشعاع

 dm جزء جرمي تمامبا اين برش دادن. بينيدميهاشور خورده  صورته ب
اين . دارند، rي يكساني از محور چرخش،ي باريك، فاصلهروي هر استوانه

  عبارت است از  استوانه باريكحجم هر  .كار محاسبه را آسان مي كند
 . (2 )dv da L r dr Lπ=  بناميم آنگاه، ρ اگر چگالي حجمي جرم را . =

2dm  برابر است با پوستهdmجرم dv r Ldrρ ρ π=   بنابراين . =
)21-10(  R

z
LRI r dm L r dr πρπρ= = =∫ ∫

4
2 32 2  

M چون V M R Lρ π= =    پس2

  

)22-10(                 M LRI
R

MR
L

π
π
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4

2
2

2
1
2  

L 10-10شكل    

x

dx  

10-11شكل   

x  

dx  

10-12شكل   

r  
dr  

R  

z  

10-13شكل   

L  
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 ) 10-14(شكل  )ي تو خاليكره ( ي كرويپوسته شتاور لختيي گمحاسبه : 10-10مثال 

 .محور چرخش قطر كره است .R و شعاعM جرمبا

شعاع هر .  مانند افقي برش بدهيد، مانند يك روبان باريكهاي حلقه كره را به باريكه:حل
sinrحلقه در مختصات كروي R θ=يزاويه.  استθ از قطب شمال كره به قطب جنوب 

)  و مساحت آنRdθپهناي هر حلقه. يابدافزايش مي sin )R Rdπ θ θ2ياز قاعده. است 
3 2 3sin sin (1 cos ) cos cos 3d dθ θ θ θ θ θ θ= − = − +∫ خواهيم .  استفاده كنيد∫

  داشت

  

  
)23-10(  
  ( )

( sin ) ( sin ) sin

( )

I r dm R R Rd R d

R R MRR

π π

θ πσ θ θ πσ θ θ

πσ π σ

= = =

= = =

∫ ∫ ∫2 2 4

2

3

4 2 2

2 2

22 4 3 4 2
33

  

 
  .محور چرخش قطر كره است . R و شعاعM جرمبا ي توپرهمگنكره ي گشتاور لختيمحاسبه  10-11مثال 
  نظر  در )10-15(  برابر شكل راdv مختصات كروي جزء حجمدر .كنيمروش عمومي حل مي نخست با  اين مسئله را :1 حل

sindv داريم.بگيريد r d d drθ θ ϕ= جزء جرم مربوط به اين حجم . 2
sindm جزيي dv r dr d dρ ρ θ θ ϕ= =  و فاصله عمودي آن از . است2

sinr برابر است باچرخشمحور  θ. بنابراين ،  
  
)24-10(  

( sin )

( sin )( sin )

I r dm

r r d d dr

θ

θ ρ θ θ φ

=

=

∫
∫

2

2 2 2
  

  با استفاده از دستور. π2 برابر است با dφانتگرال گيري روي 
)25-10(  sin cossin sin

n
n nx x nx dx x dx

n n

−
−−

= − +∫ ∫
1

21  
sinمي توان انتگرال  dθ θ3تا صفر را از πحساب كرد .  

  
  
)26-10(  ( )

sin cossin sin

cos

d d
π π

π

θ θθ θ θ θ

θ

= − +

= + − =

∫ ∫
2

3

0

2
3 3

2 40 3 3

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  و سرانجام اين كه 
)27-10(  

( )( )
R

zI r dr R R MRRπρπ ρ π ρ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 24 5 3 24 2 4 22 4 3 3 5

2
53 5  

  يكي از اين .گرفت  نظر درdrمركز با ضخامتهاي كروي نازك هماي از پوستهتوان مجموعهي تو پر را مي  كره:2حل 

r  

10-14شكل   

 

y  

 

z  

x  

dθ  

r  
θ  

ω  

10-15شكل   

dv  
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  آنناظر متجرم سطحي چگالي. شودديده مي) 10-16(هاي كروي در شكل پوسته
drσ ρ= گشتاور لختي،دانيم كه  مي10-10از مثال). چرا؟( استdIي  ، پوسته

   عبارت است از  حول قطر آن dmنازك كروي به جرم
  
)28-10(  

( ) ( )
( )

( )dI r dM r r dr

dI r dr

π ρ

π ρ

= =

⇒ =

2 2 2

4

2 3 2 3 4
8 3

  

ي  گرفتن از گـشتاور لختـي پوسـته        ا مي توان با انتگرال    ري توپر    كل كره  پس گشتاور 
  كروي به صورت زير به دست آورد

  
  
)29-10(  

( )
R

I dI r dr R R R

I MR

πρ πρ πρ= = = =

⇒ =

∫ ∫ 4 5 3

2

28 8 2 4
3 15 5

2
5

3  

  

  

  .همان پاسخ قبلي استكه 
 

گذرد محور چرخش از راس مي. L و طولMبه جرم) 10-17(مثلث بسيار باريك شكل ي گشتاور لختي محاسبه 10-12مثال 
  .ي مثلث عمود استو بر صفحه

طول برشي در .  بسيار كوچك استa بناميد وفرض كنيد كهaي مثلث را قاعده:حل
) برابر از راس مثلثxيفاصله )a x Lاگر پهناي اين برش.  استdxتوان  باشد، مي

dmاي با جزء جرمآن را همانند جرم نقطه ax dx Lσ=بنابراين،.  پنداشت  
)30-10(  

( ) ( )
L

I x dm x a x L dx MLaL Lσ σ= = = =∫ ∫2 22 21 22
1
2  

  

  

aچون مساحت مثلث L  است؛ چون قرص از 10-5 لختي اين باريكه مثلث همانند گشتاور لختي قرص مثال گشتاور.  است2
  .شودهاي مثلثي شكل ساخته ميهمين باريكه

 
  ي محورهاي موازيقضيه  3-10

 ها محوردر اين مثال. را به آساني حساب كنيم) داراي تقارن( ي ساده ستيم گشتاور لختي اجسام با هندسههاي بالا تواندر مثال
    ي گشتاور لختيقارن جسم و محور چرخش يكي نباشند، محاسبهاگر محور ت. تقارن و محور چرخش بر هم منطبق بودند

در مثال كره اگر . گذشت، محور چرخش از مركز جرم مي10-12، به جز مثال هاي بالادر مثال. تواند بسيار دشوار باشدمي
 مهمي وجود يخوشبختانه، قضيه. شد، اين محاسبه پيچيده ميد تقارن كرهگذشت، با وجو نميمحور چرخش از مركز جرم آن

گر  گشتاور لختي حول هر محور ديمحور گذرنده از مركزجرم، بتوانتن گشتاور لختي حول دهد با دانسارد كه اجازه ميد
 كنيد فرض. شودشناخته مي محورهاي موازي قضيه اين قضيه با نام.  حساب كنيمهمجرم را موازي با محور گذرنده از مركز

گويد گشتاور لختي ي محورهاي موازي ميقضيه باشد؛ CIگذرد ميجرم آنگشتاور لختي جسمي حول محوري كه از مركز
  است بااست، برابر  از آن dيبه فاصلهو  موازي  از مركزجرمگذرنده  كه با محورجسم حول محوري

)31-10(  CI I Md= + 2  

L  
a  

x  

10-17شكل   

dr

r  

R  

10-16شكل   
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مختصات مركز . گذرد ميO كه ازچرخد ميحول محوريقرار دارد و  xyيدر صفحه) 10-18(فرض كنيد جسم شكل  :اثبات
) مكان را درmΔجزء جرم.   نشان بدهيدcy وcx را باCجرم , )x yنسبت به Oياين جزء جرم در فاصله. ظر بگيريد در ن 

r x y= +2 ) از محور چرخش2 )z محور.دارد قرار zي جسم عمود است و از بر صفحهOگشتاور لختي حول.گذرد مي  
):ست از اعبارت zمحور چرخش )I r dm x y dm= = +∫ ∫2 2 ) مختصاتنتوااما مي. 2 , )x yء جرم را به مختصات جز 

( , )c cx yجرم و مختصات مركز( , )x y′ cx  داريمدر واقع . مربوط كردجرم بت به مركز نسmΔ جزء جرم′ x x′= و  +
cy y y′=   بنابراين .+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
)32-10(  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

c c

c c c c

c c c c

I x x y y dm

x y dm x x dm y y dm x y dm

r dm x x dm y y dm x y dm

′ ′⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

′ ′ ′ ′⎡ ⎤= + + + + +⎣ ⎦

′ ′ ′+ + + +

∫
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
2 2

  

هاي دوم و جمله. موازي است zگذرد و بار لختي حول محوري است كه از مركزجرم ميي نخست، بنا به تعريف، گشتاوملهج
x، به تعريف مركز جرمچون، بناند،  اسوم صفر dm y dm′ ′= =∫ ∫ y,يعني( 0 x′  جرم مختصات جزء جرم نسبت به مركز′

Mdي چهارم كه همانسرانجام، جمله). را ببينيد) 9-5(ي رابطه. ندا dmچون ؛ است2 M≡∫ وc cd x y≡ +2 2 پس .  است 2
  : گيريمنتيجه مي

)33-10(  z CI I Md= + 2  
 گشتاور ، بدانيم آنگاه اگر بخواهيم) CI(،گذردگويد، اگر گشتاور لختي را حول محوري كه از مركزجرم جسم ميضيه مياين ق

Mdفي است مقدارر موازي با اين محور حساب كنيم كالختي جسم را حول هر محو    . جمع كنيمCI را با2
  .اگرچه اين قضيه براي جسم تخت اثبات شد، اما براي هر جسمسه بعدي هم درست است

 

10-18شكل   

r ′

y  

y ′  

y  

cx
x ′  

( , )c cC x y  

mΔ  
( , )x y  

r

d  cy  

O  

x
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 10-8 و 10-7هاي  مثالL و طولMي يكنواخت به جرمي ميلهي محورهاي موازي را در باره  درستي قضيه10-13مثال 
  .اييدبيازم
CI ديديم كه گشتاور لختي ميله نسبت به محوري كه از مركزجرم آن مي گذرد 10-7 در مثال :حل ML= 2 همين .  است12

endIچرخيد، گشتاور لختي آن  وقتي حول محور گذرنده از يك انتهايش مي10-8ميله در مثال  ML= 2 محور گذرنده .  بود3
Lياي ميله در فاصلهاز انته d از محور گذرنده از مركزجرم ميله است، يعني2 L=   ي محورهاي موازي داريمبنابه قضيه. 2

)34-10(  ( )endI ML M L ML ML ML= + = + =22 2 2 21 1 1 1212 12 4 3  
  . است10-8كه همان پاسخ مثال 

 
  نسبت به  راβ2راسي  و زاويهL و طول ساقMبا جرم) 10-19(ن شكل  گشتاور لختي مثلث متساوي الساقي10-14مثال 

  .ي آن عمود است، بيابيدمحوري كه از راس مثلث مي گذرد و بر صفحه
cosh: بناميدh ارتفاع مثلث را:حل L β= . مثلث را به نوارهاي باريك موازي قاعده

 بنابراين، طول نوار باريك برابر.  بناميدxي نوار باريك تا راس رافاصله. برش دهيد
tanx β= ) و جرمش2 tan )dm x dxσ β= .  است پهناي نوار باريكdx. مي شود2

   است و گشتاور لختي آن نسبت به محوري كه از10-7ي همگن مثال اين نوار همانند ميله
)گذردمركزش مي )dm2   ي محورهاي موازيبا استفاده از اين مثال و قضيه.  است12

  

  مي توان نوشت
  
  
)35-10(  

( tan )( tan )

tan tantan tan

h h

h

xI dm x x dx x

hx dx

βσ β

β βσ β σ β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫

2 2
2 2

2 2 4
3

0

2212 12

2 1 2 13 3 4

  

tanhچون مساحت كل مثلث β2است، پس   
  
)36-10(  

tan sinc s sinoMh ML MLI β ββ β
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

= + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

⎛ ⎞− ⎟
⎝ ⎠⎠
⎜

2 2 2 2 2
2 212 3 2 3

212 3  

 
  حول  ضلعيN .است Rي مركز تا راس آن و فاصلهM ضلعي منتظمي را بيابيد كه جرمشN  گشتاور لختي10-15مثال 

)  10-20( در شكل . چرخدي آن عمود است، ميگذرد و بر صفحهمحوري كه از مركز مي
  .يك هشت ضلعي نشان داده شده است

  توان از مثالميپس .  مثلث متساوي الساقين تشكيل شده استN ضلعي منتظم ازN:حل
Nβ با 14-10 π=شوند و جرم كلها با هم جمع مي جرم مثلث. استفاده كردMچند   

  

  بنابراين داريم. سازندضلعي را مي
)37-10(  sinI MR Nπ= ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 21 212 3  

L  

2β  

x  
L  

 

10-19شكل   

R  

N = 8  

10-20شكل   
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) با كوتاه نوشتIارهاي مقدN براي چند مقدار , )N I MR    به قرار زير اند2
( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )∞3 1 4 4 1 3 6 5 12 1 2  

 
  قضيه ي محورهاي متعامد 4-10

xيرا در نظر بگيريد كه در صفحه) 10-21(جسم تخت شكل .  براي اجسام تخت درست است فقطاين قضيه y−قرار دارد .  
 باشند، آنگاه، بنا به y وx به ترتيب گشتاورهاي لختي جسم حول محورهايyI وxIاگر

  ي محورهاي متعامد داريمقضيه
)38-10(  z x yI I I= +  
  : توجه كنيد zI وyI وxIهاينخست به تعريف.  اثبات اين قضيه ساده است:اثبات 

)39-10(  ( ) , ( ) , ( )x y zI y z dm I x z dm I x y dm≡ + ≡ + ≡ +∫ ∫ ∫2 2 2 2 2 2  
zكنيم كه براي جسم تختبراي اثبات قضيه از اين واقعيت استفاده مي   پس، اگر در.  است0=

  

zقرار دهيم) 10-39 (ايهرابطه zشود كه ، ديده مي0= x yI I I= + .  
 

  .ي محورهاي متعامد حل كنيد را با استفاده از قضيه10-4مثال   ):الف  (10-16مثال  
  .ي محورهاي متعامد حل كنيده  را با استفاده از قضي10-6  مثال ) :ب(

xحلقه جسمي متفارن است و بنا به تقارن  ):الف:  (حل yI I= .داريم ) 10-38(ي پس، براساس رابطه
z x x zI I I I= ⇒ =2 zIدانيم كه مي10-3اما از مثال . 2 MR= xIبنابراين. 2 MR= 2 2.  

x در اينجا هم قرص تقارن دارد و در نتيجه):ب( yI I=ي محورهاي متعامد داريمبنا به قضيه.  است  
z x x zI I I I= ⇒ =2 zIدانيم مي10-5اما از مثال . 2 MR= 2 xIپس.  است2 MR= 2 4.   

 
       را حول محوري بيابيد كه از مركزش) 10-22( شكل b وپهنايa، طولMلختي مستطيل به جرمگشتاور    10-17مثال 

  .ي مستطيل عمود استمي گذرد و بر صفحه
xIدانيم كه مي. طيل عمود استي مست به صفحهz فرض كنيد محور:حل Mb= 2   و12

yI Ma= 2   ي محورهاي متعامد داريمپس، بنا به قضيه). چرا ؟ (  اند 12
)40-10(  ( )z x yI I I M a b= + = +2 21

12  
  

  

 
  بر روش ميان-شگردي زيبا 5-10

  ي كافي است از قضيه. گيري به دست آوردن بدون هيچ انتگرالتواي گشتاور لختي برخي اجسام با تقارن را ميمحاسبه
دهيم و با مثالي ديگر توضيح مي) 10-7 مثال(  اين روش را با مثال ميله .بندي استفاده كردمحورهاي موازي و تحليل مقياس

 براي مثال ميله، شگرد از .ها كاربردهاي ديگرش را خواهيد يافتدر بخش مسئله. كاربردش را در اجسام برخالي خواهيم ديد
بندي نشان تحليل مقياس.  مقايسه كنيدL2ي به طول را با گشتاور لختي ميلهLاي به طولگشتاور لختي ميله: اين قرار است

xچون در انتگرال.  استLي با طولله هشت برابر ميL2ي به طول كه گشتاور ميلهدهدمي dm x dxλ=∫ ∫2  x سه توان2

y  

x  

 جسم تخت

10-21شكل   

a  

b  

10-22شكل   
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yبنابراين، تغيير متغير. وجود دارد x= 32= به ضريب2 ي بلند وتاه را به ميلهي كهمچنين، تجسم كنيد كه ميله. انجامد مي8
   ي كوتاه از محور چرخش دو برابري بلند در مقايسه با جزء متناطر ميلهي هر جزء ميلهدر اين صورت، فاصله. تبديل كنيد

xبنابراين، انتگرال. شودجرم نيز دو برابر مي. شودمي dm∫ × با ضريب 2 =22 2   .شودي بزرگ م8
ي ي سياهي را نمايندهگشتاور لختي جسم را با شكل جسم نشان دهيد و نقطه. تر نشان دادتوان اين روش را سادهبا شكل مي

  :محور چرخش بناميد
  
)41-10(  

  

  دشونگيرد كه گشتاورهاي لختي با هم جمع ميسطر دوم از اين واقعيت ريشه مي. بندي استي تحليل مقياسسطر اول نتيجه
ي ي قضيهو سطر سوم نتيجه) ي سمت راست است كه در جايگاه محور چرخش به هم چسبيده اندسمت چپ، دو نسخه (

  هاي اول و دوم داريماز برابري سمت راست سطر. محورهاي موازي است
)42-10(    

  آيدي دلخواه به دست ميتيجهقرار دهيم ن) 10-26(ي  سطر سوم رابطه                     دراگر اين رابطه را براي
)43-1(    

بريم كه در نگاه  آن را در مورد جسم برخال به كار مي10-19در مثال . شويداين روش بيشتر آشنا ميدر دو مثال زير با 
  .نمايدنخست يافتن گشتاور لختي آن دشوار مي

 
   كنيدبر گشتاورهاي لختي زير را حساب با استفاده از راه ميان 10-18مثال 

محور چرخش از .  و به ضلعmبه جرم) 10-23( مربع همگن شكل ):الف(
  .ي آن عمود استگذرد و بر صفحهمركز مربع مي

محور .   و به ضلعmبه جرم) 10-24(مثلث متساوي الاضلاع شكل  ):ب(
  ي آن عمود استگذرد و به صفحهچرخش از مركز مثلث مي

 شانزده برابر گشتاور لختي 2 گشتاور لختي مربعي به ضلع: )الف (:حل
  ح نيز با مربع  با سطح متناب است و سطdmچون.  استمربعي با ضلع

  

 rچنين در انتگرال گشتاور لختيهم.  با هم فرق دارند4 هاي متناطر دو مريع با ضريب dmبنابراين،. طول ضلع متناسب است
2انتگرالدهيم درميرا از يك مربع به مربع ديگري  تغيير پس، وقتي متغيرها . شودبا توان دو ظاهر مي 2r dm r dx dyσ=∫ ∫   

  :حل تصويري اينك  . ظاهر مي شود2چهار توان 

L  L  = 8 L
L  L  = 2
=  ( )M L+ 22  

= 4

ML= 21
12  

10-23شكل  

l  

10-24شكل   
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 دوم از اين واقعيت سطر. بندي به دست مي آيدسطر اول از تحليل مقياس
سطر سوم . شوندگيرد كه گشتاور هاي لختي باهم جمع ميريشه مي

سمت راست سطر اول از برابري . ي محورهاي موازي استقضيهي نتيجه
  و دوم داريم

  
  كه با قرار دادن آن در سطر سوم وحذف

  : خواهيم داشت

  
  
  
  
  
  
  

a به ازاي 10-17اين نتيجه با پاسخ مثال  b=   .است سازگار =
 2 مثلثي با ضلعIبنابراين، .  جسم باز هم دو بعدي است):ب(

   است مثلثي به ضلعIشانزده برابر
. آيدسطر اول از تحليل مقياس بندي به دست مي: حل تصويري 

هاي لختي باهم گيرد كه گشتاورسطر دوم از اين واقعيت ريشه مي
. ورهاي موازي استي محي قضيهسطر سوم نتيجه. شوندجمع مي

  سمت راست سطر اول و دوم داريماز برابري 
   

  

  خواهيم داشت. را از سطر سوم حذف كرد            تواناينك مي
  
)44-10(  

  

N به ازاي10-15ي مثال اين پاسخ با نتيجه = " و3 "R =   .   سازگار است3
 

   گشتاور لختي اجسام برخال زير را بيابيد10-19مثال 
1 را در نظر بگيريد و اي به طولميله) 10-25( برابر شكل ):الف(  مياني آن را 3

با دو قسمت باقي مانده هم همين كار را بكنيد و هريك را سه قسمت . حذف كنيد
فرض كنيد جرم . را بينهايت بار انجام دهيداين كار . مت مياني را برداريدبكنيد و قس

  گشتاور لختي اين جسم را حول محوري كه از .  استmي نهاييجسم باقي مانده

  
    

 چگالي جرم ،طول ندارد و بنابراينمانده  توجه كنيد كه اين جسم باقي. ( گذرد و بر آن عمود است، بيابيدميي اوليه وسط ميله
  اگر چنين تصوري پيدا كرديد، به جاي بينهايت، برخال . اي با چگالي بينهايت نيستاما اين جسم يك جرم نقطه. آن بينهايت است

  .)كردن را يك ميليون بار انجام دهيد

2  

=16  
 

=4  

=  ( )m+
22  

=4  

m= 21
6

 

m= 21
12l

)= 3+  

 

⇒  16  5  =(  
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 مربع كوچك تر 9 آن را به .را در نطر بگيريد)10-26( شكل  مربعي به ضلع):ب(
 مربع ديگر انجام 8همين كار را با . يكسان تقسيم كنيد و مربع مياني را حذف كنيد

 فرض كنيد جرم جسم باقي مانده نهايي. دهيد و اين كار را بينهايت بار تكرار كنيد
mگذرد ع اصلي ميگشتاور لختي آن را نسبت به محوري كه از مركز مرب.  است

  و بر سطخ آن عمود است، حساب كنيد
جسم نهايي .  از پيش استتربندي در اين مثال كمي پيچيده تحليل مقياس )الف: (حل

بنابراين، اگر جسم را سه . تر است، خودگون استبا جسمي كه سه برابر بزرگ
اگر  . dm و2x:  دو عامل وجود داردI چگونه تغيير خواهد كرد؟ درIبرابر كنيم

2xشود و در نتيجه انتگرال سه برابر ميxطول جسم را سه برابر كنيم، dm∫با   

  
  

شود؛ چون جسم جديد كند؟ با سه برابر كردن جسم، جرم آن دو برابر مي چگونه تغيير ميdm.شود بزرگ مي9يك ضريب 
.  جسم كوچك تر استdm جسم جديد دو برابرdmپس،. هاي فضاي خالي بين آنتر بعلاوهعبارت است از دو جسم كوچك

   جسمي I هيجده برابر3 جسمي به طولIنتيجه اين كه. آورد هم به اين خاطر به دست مي2 يك ضريب Iنابراين، انتگرالب
  :حل تصويرياينك . شود ميبا طول

سطر دوم از اين . آيد بندي به دست ميسطر اول از تحليل مقياس
. شوندهاي لختي باهم جمع مي گيرد كه گشتاورواقعيت ريشه مي
از برابري سمت . ي محورهاي موازي استي قضيهسطر سوم نتيجه

  راست سطرهاي اول و دوم داريم  
را حذف كنيم به         كه اگر در سطر سوم قرار دهيم و           

  آيد دست مي
  

  

m(ي همگن تر از گشتاور ميلهاين مقدار بزرگ 2   .ي دورتري از مرگز قرار دارداست چون حالا جرم در فاصله) 12
تر از  براي جسم با بعد صفر و كم1  بزرگ شد كه بيشتر از ضريب2 با ضريب dm با سه برابر كردن طول جسم،:نكته

 ، يك جسم را به اين dتوان بعد،مي.  بعد جسم ما چيزي بين صفر و يك استبه حسابي،. اي جسم يك بعدي است بر3ضريب 
rدر اين مثال.  جسم را نشان دهد"حجم" رشد dr، عدد برابر شدن طولrصورت تعريف كرد كه در اثر = حجم به   است و3

d,پس .  برابر افزايش يافته است2 d og= ⇒ = 33 2 2 0 63 .   
 x چگونه تغيير خواهد كرد؟Iدر اين صورت. ابعاد جسم نهايي را سه برابر كنيد. بندي جرم توجه كنيد نخست به مقياس):ب(

2xها در انتگرال dm∫از سوي ديگر، با سه برابر كردن ابعاد جسم، جرم .  خواهيم داشت9پس يك ضريب .  سه برابر شده اند
ها تشكيل ي مربع خالي در ميان آنوهاز هشت جسم كوچك بعلا) جسم سه برابر شده( شود؛ چون جسم جديد  برابر مي8آن 
  . است جسم با طولI هفتادودو برابر3 جسم با طولIدر نتيجه،. شود برابر مي8 جسم جديد dmبنابراين،. شودمي

  :حل تصويري
  هاي لختي باهم جمعگيرد كه گشتاورسطر دوم از اين واقعيت ريشه مي. آيدسطر اول از تحليل مقياس بندي به دست مي

l9  =

  10-26شكل 

l m= 21
8  
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هاي ي محوري قضيهسطرهاي  سوم و چهارم  نتيجه. شوندمي
  از برابري سمت راست سطرهاي اول و دوم داريم. موازي است

  
  

  استفاده كنيد و   هاي سوم و چهارم طراز اين تساوي در س
  خواهيم داشت. و             را حذف كنيد

  
  
)45-10(  

  

m(تر از گشتاور لختي مربع همگن اين مقدار بزرگ 2   .است) 6

  

 پس، بعد جسم. رابر شد ب8، حجم آن با سه برابر كردن طول جسم. ي دورتري از مركز قرار داردجرم اينك در فاصلهچون 
,d d og= ⇒ = 33 8 8 1 89.   

  
 

  ايي زاويه     گشتاور و تكانه6-10
    گشتاور 1-6-10

در آنجا گفتيم كه اين دو كميت در بررسي حركت جسم سخت نقش . تعريف كرديم اي راي زاويه گشتاور و تكانه7در فصل 
  . زيمپردا اينك با جزييات بيشتري به آن مي.مهمي دارند

كوشد مي جسم ،در مكان مناسبي به اين جسم وارد شودFاگر نيروي. جسمي را در نظر بگيريد كه از يك نقطه آويزان است 
) كميت گشتاورباتوانايي نيرو در چرخاندن جسم حول يك محور .  بچرخدگذرد ميي آويزي كه از نقطهحول محور )G اندازه 
همواره گشتاور  فشرديم كه تعريف كرديم و بر اين نكته پا) 7-22(ي  گشتاور نيرو را با رابطه7در فصل . شودگيري مي

 را نسبت به مبداء معيني  Fيك بار ديگر هم گشتاور نيروي بگذاريد .شود تعريف ميي معينينسبت به يك محور يا نقطه
  .تعريف كنيم

)46-10(  sin sinFrα θ= × ⇒ = =G r F G r F  
θاي است كه راستاي زاويهFبا راستاي rنيروي)  10-27(در شكل . سازد ميFي در نقطهAجسم اثر كرده است  به.  

  برابر است باOي گشتاور اين نيرو نسبت به مبداء نشان داده شده است و اندازهθيزاويه
sinFr θ .كميتsind r θ≡ چرخش عمودي محوري شود وفاصله ناميده ميبازوي گشتاور 

sinFي مؤلفهفقطتوجه كنيد كه .  استFتا راستاي اثر نيروي θكوشد جسم را  گشتاورمي
بيش از يك نيرو به ) 10-28( اگر مانند شكل . عمود استrي گشتاور به اين مؤلفه.بچرخاند
براي .  بچرخاندOي آويزها مي كوشد جسم را حول نقطه كند، آنگاه هر يك از نيروجسم اثر

   پادساعتگرد بچرخاند، در Oيخواهد جسم را حول نقطه ميF1نيروي) 10-28(مثال، در شكل 

  

  پاد ساعتگرد كه اگر نيرو بخواهد جسم را از اين پس قرارداد مي كنيم.كوشد آن را ساعتگرد بچرخاند مي2Fحاليكه نيروي 

18  = +  

r  

F  
θ  

O  

10-27شكل   

A  

d  

l
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  گشتاورش را منفي فرض  اگر نيرو بخواهد جسم را ساعتگرد بچرخاند،. بچرخاند، گشتاور مربوط به آن نيرو مثبت است
به هر حال، بنا به تعريفف گشتاور .  دست راست است هايانگشت يقاعدهاين همان . خواهيم كرد

-بردار گشتاور نيرو، برداري است كه بر صفحه. يك كميت برداري است و بايد جهتش معين باشد

. ود است عمr و هم برFيعني گشتاور هم بر. سازند عمود استاي كه نيرو و بردار مكان مي
+Fd و مقدار آنمثبت) 10-28( در شكل d1 با بازويF1گشتاور نيرويبنابراين،  1  است؛ گشتاور 1
Fاش است و اندازه منفي2d با بازويF2نيروي d− 2 ند وارد گشتاور برآيي  اندازهبنابراين،. است  2

  : ست از ا عبارتOيبه جسم سخت نسبت به نقطه
)47-10(  netG G G Fd F d= + = −1 2 1 1 2 2    

  

Fd1روشن است كه اگر 2تر از بزرگ1 2F d2اگر.  باشد، جسم پادساعتگرد خواهد چرخيد 2F d1تر از   بزرگ 1Fd باشد جسم 
  .چرخدساعتگرد مي

اي حساب شود بت به چه نقطهگشتاور بستگي به اين دارد كه نس: توجه كنيد كه گشتاور و نيرو دو مفهوم كاملاً جدا از هم اند 
=از تعريف گشتاور. رو اينگونه نيستاما ني ×G r F بينيم كه گشتاورميGو نيروي Fگشتاور وارد . مودند همواره بر هم ع

   حال آن كه ،تواند غير صفر باشدبه يك جسم مي
 
 
 
 
 
 
                                                        
           
 

آن صفر ممكن است به جسم نيرو وارد شود اما گشتاور كل وارد به . تواند صفر باشدنيروي خالص وارد به آن جسم مي
نشان داده ) 10-29(اين سه وضعيت در شكل . توانند غير صفر باشندرين حالت هم گشتاور و هم نيرو ميتدر عمومي. باشد

  .شده اند
 

  ايي زاويه تكانه2-6-10
  ياي نسبت به مبداء معيني با رابطهاي يك جرم نقطهي زاويهتكانه

)48-10(  = ×L r p  
. هاستي جرماهاي زاويه، جمع تكانهLاي كل،ي زاويهاي داشته باشيم، تكانههاي نقطهاي از جرماگر مجموعه. شودتعريف مي

r×كميت pديديم كه قانون پايستگي7-5ها را در بخشيكي از اين ويژگي. هاي مهم و سودمندي دارد ويژگي L بود و در 
dيدر رابطهويژگي مهم ديگر اين است كه گشتاور .  انجاميد"پتانسيل موثر" به شناساندن بيان شد و 7-1ي قضيه dt=G L  

dي چرخشي قانون نيوتوناين رابطه، مانسته(  dt=F pيبررسي رابطه. شودظاهر مي)  استd dt=G L موضوع فصل  
  .  است12 
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d باي چرخش سرانجامحل هر مسئله. انداي دنيا دو نوعي زاويههاي تكانهمسئله dt=G Lبنابراين، . كند سروكار پيدا مي  
 بردار است، تغيير آن ممكن است بر اثر تغيير طول يا بر اثر Lچون.  را نسبت به زمان به دست آوريمLنخست بايد تغيير

L=Lˆ را به صورتLبه بيان ديگر، اگر. باشدتغيير جهت آن و يا تركيبي از هر دو  Lبنويسيم كه در آن L̂ بردار يكه در 
  .  و يا هردو روي دهدL̂  ياLتواند براثر تغيير ميL است، آنگاه تغييرLامتداد

=بردار. ي گرام را در نظر بگيريدصفحه.  ثابت، آسان استL̂فهميدن حالت اول، يعني ×∑L r pي گرام عمود  به صفحه
اين چرخش تند، قانونمند است و ما به آن . چرخدكنيم، صفحه تندتر مياگر به صفحه نيروي مماسي مناسبي وارد . است

توان كاملا ها ميدر اين گونه مسئله. تر شده استاش بزرگ به صفحه عمود است و تنها اندازهLاما هنوز هم. خواهيم پرداخت
-در اين فصل و اساسا در اين كتاب، فقط اين حالت را پي. ي آن را در نظر گرفت فقط اندازه بردار است وLفراموش كرد كه

تر است و به تجسم كردن مسئله اين حالت پيچيده.  تعيير كندLحالت دوم وضعيتي است كه جهت. گيرانه دنبال خواهيم كرد
زند يا خم اي دور مي پيرامون دايرهچرخد و دوچرخه سواري كه روي روي حلقه ميحركت فرفره، توپ بسكتبالي كه. نياز دارد

ها خواهيم ما نگاهي گذرا به اين حالت. هاستهايي از اين نوع مسئلهتر نمونههاي پيچيدهپيمايد و ساير وضعيتاي را ميجاده
  .انداخت

dهاي مربوط بهتفاوت اين دو حالت درست مانند وضعيت dt=F pتغييربردار.  استpي تواند فقط به خاطر تغيير اندازه مي
Fآن باشد كه به ma=انجامد؛ يا اين كه بر اثر تغيير جهت ميpباشد كه در اين صورت نيروي مركزگراي F mv r=  را 2
  .و يا اين كه تركيبي از هر دو باشد. خواهيم داشت

. هاي دنياي واقعي به ناگزير شامل ذرات بسيار استمسئله. داده شد) 10-48(ي اي با رابطهاي يك جرم نقطهي زاويهتكانه
 و هر تشكيل شده باشد imاتي با جرم ذرازاگر جسم . اي جسم داراي بعد را ياد بگيريمي زاويهي تكانهبنابراين، بايد محاسبه

iاي هر ذرهي زاويه آنگاه تكانهباشد، ipاش تكانه،كند و بنابراين در جهتي حركت ivذره با سرعت i i= ×L r pي تكانه.  است
  imهايي جرماي همهي زاويهرابر است با جمع تكانهاي كل جسم بزاويه

)49-10(  i i i
i

= = ×∑L L r p  

  .شودي بالا علامت جمع به علامت انتگرال تبديل مي پيوسته باشد، در رابطهاگر توزيع جرم
ي خود بستگي به اين دارد كه جرم با چه ها هم به نوبهتكانه. ها بستگي دارد جرمipهاي و تكانهir به مكانLايي زاويهتكانه

  .  است به توزيع جرم جسم مورد نظرمانLهدف ما در يافتن وابستگي. شودجا ميچرخد و با چه سرعتي جابهسرعتي مي
xيفرض كنيد جسم مورد نطر دو بعدي است و در صفحه y− به زودي در همين بخش وضعيتي را كه جسم دو (  قرار دارد

 را نسبت به مبداء مختصات Lنخست). بعدي نيست بررسي خواهد شد و شرط دو بعدي بودن جسم را حذف خواهيم كرد
  .كنيمحساب مي

xي در صفحهp وrتوجه كنيد كه براي جسم دو بعدي، هر دوي y−قرار دارند و بردار = ×L r pهمواره در راستاي ẑ 
. ي آن است و نه بر اثر تغيير جهت فقط براثر اندازهLتغيير كند؛ چون جسم دو بعدي را آسان مياين واقعيت بررسي. است

dيبنابراين، وقتي به رابطه dt=G Lكنداي پيدا ميرسيم اين رابطه شكل ساده مي.  
  
  z چرخش حول محور3-6-10

  بخش . چرخد ميz در جهت پادساعتگرد حول محورωايرا در نظر بگيريد كه با سرعت زاويه) 10-30(جسم دو بعدي شكل 
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)كوچكي از آن را كه در مكان , )x yقرار دارد و جرمش dmپس،.  است، در نظر بگيريدr x y= +2   اين بخش كوچك  . 2
v با سرعتOاي به مركزروي دايره rω=اي آن نسبت ي زاويه تكانهبنابراين،. گردد مي

ˆ2 عبارت است ازOبه مبداء ˆ( )r v dm dm r ω= × = =L r p z z .جهتẑي  در نتيجه
اي كل جسم  ي زاويهبنابراين، تكانه. آيد پديد ميp وrضرب برداري دو بردار متعامد

  عبارت است از
)50-10(  ˆ ˆ( )L r dm x y dmω ω= = +∫ ∫z z2 2 2  

اگر . شودم سطح جسم كه جرم در آن توزيع شده است، گرفته ميانتگرال برروي تما
dmتوزيع جرم يكنواخت باشد، آنگاه داريم dx dyσ= . چون گشتاور لختي، بنا به  

 

  تعريف، عبارت است از
)51-10(  ( )zI r dm x y dm≡ = +∫ ∫2 2 2 

   به قرار زير خواهد بودL بردارzيپس، مولفه
)52-10(  

z zL I ω=  
zTانرژي جنبشي اين جسم I ω= 2   . است كه در آغاز اين فصل حساب كرديم2

xي   حركت عمومي در صفحه4-6-10 y−  
در ). 10-31شكل ( يد كه جسم هم حركت چرخشي و هم حركت انتقالي دارد حال فرض كن

هايي به مركز هاي مختلف جسم، برعكس حالت پيش، ديگر روي دايرهاين صورت، بخش
vتوان ازگردند و نميمبداء نمي rω=ايي زاويهاگر تكانه.  استفاده كردL انرژي و 
مختصات نسبت به مركزجرم بنويسيم، مختصات مركزجرم و   را برحسبTجنبشي

هاي بيشتري شوند و روشنگريتر ميهاي اين دو كميت زيبا و سادهخواهيم ديد كه رابطه
)مختصات مركزجرم جسم را با. دهيمنخست اين كار را انجام مي. كنندپيدا مي , )X Y=R 

)نشان دهيد و مختصات جزء جرم را نسبت به مركزجرم با , )x y′ ′ ′=rدر .  نشان دهيد
 را در dmجزء جرم روشن است كه مكان .نشان داده شده اند اين بردارها) 10-32(شكل 

=′توان به صورتمي چارچوب ثابت +r R rاگر سرعت مركز جرم.  نوشتV و سرعت 
=′باشند، آنگاه داريم v′جزء جرم نسبت به مركزجرم +v V v .  فرض كنيد جسم با

دستگاه مختصاتي را : استمنظور اين ( چرخد مي جرم حول مركز ′ωايسرعت زاويه
.  موازي استy وxهايش با محورهاي ثابتمبداء آن در مركزجرم و محور تجسم كنيد كه

vداريمحالا  .) مي چرخد′ωايدر اين چارچوب، جسم دو بعدي با سرعت زاويه r ω′ ′ ′= .   

  

  .پردازيم ميTجنبشي كنيم و سپس به انرژي را حساب ميL ايي زاويهنخست تكانه 
  
  
)برخي جمله ها صفرند(  )53-10(

( )
( )

2

( ) ( )

ˆ

ˆCM
z

dm dm

M dm

M r dm

M I

ω

ω

′ ′= × = + × +

′ ′= × + ×

′ ′= × +

′≡ × +

∫ ∫
∫
∫

L r v R r V v

R V r v

R V z

R V z

  

ω  

O  
x

y  

( , )x y  
r  

10-30شكل   

ω  

V  

CM  

x  

y  

10-31شكل   

CM  

R  

′r  

r  

dm  

x  

y  

10-32شكل   
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Mهايگذار از سطر دوم به سطر سوم جملهدر . ت جرم كل جسم دو بعدي اسdm′×∫r Vو dm′×∫R vچون، .  صفر اند
′dmبنا به تعريف مركزجرم، داريم =∫r ) و در نتيجه0 )dm d dm dt′ ′= =∫ ∫v r CMكميت.  است0

zIل  گشتاور لختي حو
ارزد كه به ي زيبا ومهمي است و مينتيجه) 10-53(ي رابطه.  موازي استzگذرد و با محورمحوري است كه از مركزجرم مي

  .صورت قضيه بيان شود
جايگزيده  Mجرم به  اياي جسمي نقطههاي زاويهكانهاي هر جسم نسبت به مبداء ثابت با جمع تي زاويهتكانه  10-1قضيه ي 

  .اي جسم نسبت به مركزجرم برابر استي زاويهدر مركزجرم و تكانه
-البته در بررسي بالا مي.  در مركزجرم باشدMاي پنداريي بالا فقط هنگامي سودمند است كه مكان جرم نقطه قضيه:نكته

 و Pي، غير از مركزجرم را انتخاب كنيم و همه چيز را برحسب مختصات نقطهPي، مانند نقطهي ديگريتوانستيم نقطه
در بررسي ها كه اما در اين صورت برخي جمله). كندو هنوز هم چرخش را توصيف ( بنويسيم Pيمختصات نسبت به نقطه

   .نمي شود) 10-53(ي شوند و نتيجه به زيبايي و سودمندي رابطهبالا صفر بودند، ديگر صفر نمي
Vو بنابراين(  R و شعاع Ωاياي با سرعت زاويهدايرهدر حالت خاص كه مركزجرم در  R= Ω ( ل مبداء ثابت بگردد، حو

)ˆاي جسمي زاويهتكانه )CM
zL MR I ω′= Ω+ z2ي انرژي جنبشي اينك محاسبه.  مي شودT:  

  
  
  
)54-10(  

)برخي جمله ها صقر اند(

2

2

2 2

2 2 2

2 2

1
2
1
2

1 1
2 2
1 1
2 2
1 1
2 2

CM
z

T v dm

dm

MV v dm

MV r dm

MV I

ω

ω

=

′= +

′= +

′ ′= +

′≡ +

∫

∫

∫

∫

V v

  

dm′⋅∫Vيدر گذار از سطر دوم به سطر سوم جمله v ،ي مانند رابطه) 10-54(ي رابطه.  صفر است،بنا به تعريف مركزجرم
  .ارزد كه  به صورت قضيه بيان شودسودمند و زيباست و مي) 53-10(

ي اي جايگزيده در مركزجرم بعلاوهانرژي جنبشي هر جسم برابر است با جمع انرژي جنبشي يك جرم نقطه  10-2ي قضيه
  .ش نسبت به مركزجرم آنانرژي جنبشي جسم در اثر حركت

 
 اجسام غيرتخت 5-6-10

xي بحث را به اجسام تخت دو بعدي در صفحه10-6در بخش  y−با وجود اين، اگر محور چرخش با محور.  محدود كرديم   
zموازي باشد و zL و نه(  مورد توجه باشدxLو yL (توان به اجسام غيرتخت گسترش داد را مي10-6 دستاوردهاي بخش .

  .كنيم را بررسي مي10-6بنابراين، شرط دو بعدي بودن جسم را رها و يك بار ديگر دستاوردهاي بخش 
  اگر تصور كنيد كه .عد دارد هم بzاين جسم در راستاي محور. چرخد ميzنخست جسمي را تجسم كنيد كه حول محور

xيهاي تخت موازي صفحهتوان اين جسم را به لايهمي y− به درستي) 10-52(و ) 10-51( برش داد، آنگاه رابطه هايzL 
   zI كل جسم هم جمعzIهاي دو بعدي است، بنابراين هاي اين برشzL كل جسم جمعzLچون. كندش را توصيف ميهر بر
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  توان نوشت جسمي ميهرپس براي . ها بي ربط انداين برش zتفاوت در. هاي دو بعدي استهاي برش
)55-10(  ( ) ,z z zI x y dm L I ω= + =∫ 2 2  

دهد، اما بحث اين فصل هنوز از عموميت كامل  را براي هر جسم دلخواه به دست ميzLمقدار) 10-55(ي  اگرچه رابطه
، جسمي كه در حتي با اين محدوديت هم) 2(است و  محدود شده zر ثابتچرخش به حول محو) 1(چون . برخوردار نيست

xيخارج صفحه y−هايتواند مولفه  قرار دارد، ميxLو yLفقط) 10-55(ي ما در رابطه.  غير صفر داشته باشدzL را 
  .اين واقعيت دوم عجيب اما واقعي است. حساب كرديم
چون انرژي . شودتوصيف مي) 10-52(ي چرخد، هنوز هم با رابطه ميz ، جسم غيرتخت كه حول محورTانرژي جنبشي،

  .هاي دو بعدي به دست آوردهاي جنبشي برش از جمع انرژيانتوجنبشي كل جسم را مي
 zچرخد كه از مركزجرم مي گذرد و با محوربراي جسمي كه مركزجرمش حركت انتقالي دارد و خود جسم حول محوري مي

تواند باشد، هنوز اين دو  مركزجرم هر جهتي ميVجهت سرعت. هنوز برقرار اند) 10-54(و ) 10-53(هاي موازي است، رابطه
  .رابطه برقرار اند

. ي محورهاي متعامد براي جسم غيرتخت درست نيستي محورهاي موازي هم برقرار است؛ اما قضيهسرانجام اين كه قضيه
  .  اين تنها موقعي است كه فرض تخت بودن لازم است

  
  مسئله ها

  . را در نظر بگيريدb و پهنايa، به درازايM مستطيل شكل به جرمي همگن  صفحه1-10
  .دست آوريده  بOAي  گشتاور لختي صفحه را حول لبه):الف(
  .دست آوريده   بOCي گشتاور لختي صفحه را حول لبه):ب(
  . حساب كنيدSN گشتاور لختي صفحه را حول خط):پ(
  .  حساب كنيدPQ گشتاور لختي صفحه را حول خط):ت(
  صفحه  گشتاور لختي صفحه را حول محوري كه از مركز ):ج(

  .دست آوريده ت بگذرد و بر صفحه عمود اس مي
  . حساب كنيدAC گشتاور لختي صفحه را حول قطر):چ(
 را حول محوري كه از يك راس  و به شكل مثلث متساوي الاضلاع به ضلعmي نازكي به جرم  گشتاور لختي صفحه2-10

  .ي مثلث عمود است، بيابيدحهگذرد و به صفمي
   را حول و طول ضلعm  گشتاور لختي مربع همگن به جرم3-10
  .كند محوري كه وسط دو ضلع روبرو را به هم وصل مي):الف(
  .كندي مقابل را به هم مصل مي محوري كه دو گوشه):ب(
  .بايد يكي باشند)  ب(و ) الف(هاي ه چرا پاسخ توضيح دهيد ك):پ(
  گذرد به دست آوريد از يك انتها مي4ي را نسبت به محوري كه از فاصله و طولmاي به جرم  گشتاور لختي ميله4-10

  .ي محورهاي موازي بيازماييدو نتيجه را با قضيه) استگيري ساده اين يك انتگرال ( 
  . را حول محور تفارن آن به دست آوريدh و ارتفاعRي، شعاع قاعدهM گشتاور لختي مخروط توپري با جرم5-10

B  

O  

A  

C  

10-33شكل   

S  

N  

P  Q  
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    و طول ضلعMالاضلاع به جرمي محورهاي موازي، گشتاور لختي مثلث متساويو قضيه با استفاده از روش ميان بر 6-10
Lبراي حل اين مسئله بايد ضرايب.  را بيابيدA، B، Cو Dپيدا كنيد) 10-34(هاي  را در شكل.  
  

  با اين كار مثلث به. كنيد ها را به هم وصلوسط ضلع.  استالاضلاعي را در نظر بگيريد كه طول ضلعش مثلث متساوي7-10 
ن كار را با سه اي. مثلث مياني را برداريد. شودمي چهار مثلت كوچك ترتقسيم

ي اين كار را با بقيه. هاي مياني آنها را هم برداريدمثلث ديگر انجام دهيد و مثلث
فرض كنيد كه جرم جسم نهايي . هاي هم انجام دهيد و تا بينهايت تكرار كنيدمثلث
ثلث گشتاور لختي آن را نسبت به محوري كه از مركز م.  باشدmماندهباقي

  .را ببينيد) 10-35(  شكل .گذرد، حساب كنيدي آن مياصلي وعمود بر صفحه
اي از ذرات صفر باشد، نشان دهيد ي خطي كل مجموعه اگر تكانه):الف ( 8-10

  . هر مركزي يكسان استي زاويه اي سامانه حولكه تكانه
 كه اي از ذرات صفر باشد، نشان دهيد اگر نيروي كل وارد به سامانه):ب(

  گشتاور وارد به سامانه نسبت به هر مبدائي يكسان است
   از vواگن با سرعت.  روي واگني ايستاده استM  شخصي به جرم9-10

  

  شخص رو به جهت.  از سطح واگن قرار داردLاعدر ارتف) 10-36(مركز جرم شخص برابر شكل . گذرد ميRپيچي به شعاع
هر يك از پاهاي .   از هم قرار داده استdيحركت واگن ايستاده است و پاهاي خود را به فاصله

  ؟كندشخص چه مقدار وزن تحمل مي
Mجرم )  10-37( در شكل 10-10 اي آويزان است و به انتهاي ديگر ميله  از يك انتهاي ميله1

-ي بدون اصطكاك ماشين آتود جرم ندارد و از آن جرمقرقره. ماشين آتودي وصل است

Mهاي M و2 2گرانش رو به پايين است و.  آويزانند3 3M M> گاهي ميله بر روي تكيه. است
Mاي بين رابطه. قرار دارد 1، M 2 ،M  چنان پيدا كنيد كه درست پس از رها كردن 2 و1 و3

   ها،  ميله نچرخدجرم

  

A=  
2L  

4M  
B+ L

M

C=  D+  =

10-34شكل  

d  
L  

M  

R  

10-36شكل   
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طول . خورداي افقي تاب ميروي دايره) 10-38( آويزان است و برابر شكل  از ريسمان بدون جرم به طولm جرم11-10
  . برابر شكل تعريف شده اندh وθ، ، rكميت هاي. دهيممي) يا كاهش( ريسمان را به آرامي افزايش 

  . را بيابيد بهr بسيار كوچك است، وابستگيθ با فرض اين كه):الف(
π بسيار بهθاين كه با فرض ) :ب(   . را بيابيد به h نزديك است، وابستگي2

 .غلتانيـده شـده اسـت       رو به بـالا    θداري با شيب    روي سطح شيب    Vي با سرعت اوليه   R و شعاع  Mاي به جرم  تيله  12-10
  دار پيموده است؟  روي سطح شيب تيله رو به پائين بغلتد، چه مسافتي را پيش از آنكه

روي سطح افقي هموار قرار دارد و ) 10-39(بر شكل   براي همگني به طول  يك انتهاي ميله13-10
ي انتهاي ميله از پاي ديوار ي اوليهفاصله. سر ديگرش به ديوار بدون اصطكاك تكيه كرده است

انتهاي پايين ميله روي سطح . كنيمميله را از اين وضعيت و از حالت سكون رها مي. بسيار كم است
اي كه ميله در لحظه. خورد انتهاي بالايي آن روي ديوار سر مي.شودلغزد و از ديوار دور ميافقي مي

  .ي افقي سرعت مركز جرم آن را بيابيدشود، مولفهاز ديوار جدا مي
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