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�� �� ������� ��� �� ���� �� ���� ��� ! "�#$ %! �� ��	�
 �& '(
 ')� ��
��� %*#+ �, ������� �����-& .� /0�1& ��� 2��3& �� ���4. ��� 56����� �����
%$�+ �7�� 8 �����+�� 50+�� �7�� � 59��� :#-, ')� �4� �� ��*�! 5& 5��;�	

�%�9�� <4��* %! %� ! �����+�� �4� ����� 5& ���
 5���! ��#& 5=+ ���� � �� �� >
�4�(, ���
 .� ?�+ � ��� �4� /�$#, ���! ���#* ���& �4 � ���
 �*� �6��#, 5& 5��	�

@4 59��� ρ(x) �A �4� �� ���6
 5& ���B��� δ(x) = ρ(x)/ρb − � "�#$ %! 59���
C�,�, %! δ(x) < � �4 � δ(x) > � ���! ���� ��	�
 <�#�& 59��� ρb � �D� .� %=3�
� �����+�� ��(& �(E& 59��� �4�(, ��4��� %6�&. %! �( � :������ � :������ ���+��
5& �� �����+�� @�&�64� ��*�! 5& 5��	�
 ����A 59�+ ���6�� ��;� 5B6& �4�(,
���! ����F ��� %! ���#* G� (�� �%6�&. �� ���#H � 5���#�H "I���& C�
�, .� ��#,
���
 ��6��$ "I���& �� 59��� �4�(, �,I�! ��� %(,�& .� ��#, 5& δ < � �! 54�����+��
����4�H� � � ! �� 5=+ ��J ������+��@�&�64� ��4� K�L .� ���
 5=+ �� "I���& �
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 ����#+ :�& :������ ��� ��
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�4 � 56,#�� @����& ���� � �� �����+�� @�&�64� 5���! �����+�� ��4� ��6! %3(L
@�&�64� 56,#�� @����& �� N6
 �7�� ��#! �4�	� 5! %! %A#, �! ��*�! 5& 5��( �
�F �� %
 5��( � �9�O %! �( � 5;���� N6
���� �#+ �-, :#-, :�O �� ���+��@4
���+�� ���!� %! 5�� ! "��B, �4� ��#! ���#+ "��B�& ��� ���-& N6
 :�3��� �7��
��* ���#+ ��;�! ������ �� .� 5*�� @�&�64� KP�+� Q�*�! ����?! ���+�� %� �� � %�*��
'!�
 R�#A 56,#�� @����& S�� .� ����#
 5��
 �.���� %! ���!� �� %
 ��� ��;� ��#, 5&

���
 ����#+ 5���! 56,#�� ���� � �� �� �����+�� ')� �4� �� .[TQM] ��� 5& 59#(
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5�. %��#A ��&. .� �� �	�F @�&�64� ��#, 5& 2��3& U�?! ������+�� :#-, 5���! ���!
Q�����+�� '��;, ���! ��������� :�& ��#67 %! 5&�#, :�& ���
 %�9�=& �4.�JF ��	�
 ��
5���& ��	�
 .�JF �� 5����#
 ���?�+ � ��� .� 5*�� �� 59��� �� �%�9�� ��� %��#A
��	*�� �! ��#, 5& �� 5��	�
 �%6�&. �� @�#
 ��� ! ���?�+ � ��� �4� ��6
 5&
5���! � ��?�+ � ��� �%4�#� '4�(, �	*�� �4�, :����& .� 5�4 ���
 %�9�=& 5B0�1&
S�� V��+ �4 � '+�� �� %�64� %! %� ! �#A#& ����& �[W] �*�! 5& �?X& �#L %! ���&
%! S�� �*� %! %A#, �! ��*�� �6��#+ :#-, �� 5,��B�& 5��( � � 56,#�� @�&�64� Q�6*�!
������+�� �4�� ������ l ∝ a � tn "�#$ %! ���+�� ��.���� � dH = �/H ∝ t "�#$
N!�, � ���& ����� ���! n8>M8'�* Q��#;! S�� ���� 5,�& .� ��! �6��#�! S�� .� �, U�?!
5��( � �� 
 �� %! � 4�! 5& �� �����+�� @�&�64� �4��!�6! �>�*�! 5& @4 .� ����#


���
 @��B, ��! �� 56,#�� � .�JF ��
5& ��� �� �� 5���3�& PY &�
 ����� ���
 Q:������ ���+�� @4 �*� �%(��-& ���!
�4�(, �%(��-& �& K�� ���� ��* ��%L#J G� (�� :�O �� �1, �%6�&. �� %
 �4���
�&�4�� �%9���& %! %A#, �! �1, %6�&. @�&�64� ��*�! 5& %6�&. %! �( � ���+�� 59���
%6�&. ���66
 Z1;& b [4��� �X64� �� ��6
 5& ���(, H�

b = �πG/�ρb �#��
 .�
5& ��� �� H� + �/a� = �πG/�ρs "�#$ %! �� @�&�64� :������ ���
 ���! ����
�! 5��( � ���� � � �\��� 5�� 4�H .� ���B��� �! 56,#�� ���� � �� �� %9���& �4� ��4���
�4� ]4��� �4��!�6! ��4F 5& ��� %! :������ �%3=6& ���! �&�4�� ��	A ����� ��� ��
� %6�&. �%9���& �� .� ���B��� �! ���! ���! ��� � �� �� �� ��#, 5& �� %�9�� �%(��-&

��4F 5& ��� %! �4. "�#$ %! 59��� �4�(, ���+��

H� + �/a� − H�
b

H�
b

= δ(t) >M8

Q�*�! �� �4 %6�&. � :������ �%3=6& G� (�� �7�� %
 ^�+ �%�9�� <4��* ���!
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��.���� �*� �� �
 �7�� '�9� %! ����+�� ��.���� %! �( � S�� �*� �% 4�3& �M '�*
��	�
 .�JF .� tenter ��&. �*_� .� ��! S�� .� ����?! ������+�� QS�� %! �( � �����+��

��#* 5& S�� ����

'!�� ��&���H Q>δ << � ���! @4 %! 59��� �4�(, %�64� .� '(
8 %�9�� ��� ��&. ���!
�! �!��! 59��� �4�(, "�#$ �4� �� ����� ��� �� �!��! ��#, 5& �� :������ � :������
59��� �4�(, ��#! ρb ∝ a−� �*� C9�J ���& ����� ���! ��#! ���#+ δ ∝ �/(a�H�)

�*� δ ∝ a� "�#$ 59��� �4�(, ρb ∝ a−� �! C9�J N!�, ����� �� � δ ∝ a "�#$ %!
S�� .� �, U�?! � 4�! 5& ���+�� ���!� �Y&�?9 5�#,#� ���+�� ���! �A �4��� ��#! ���#+
���� 5& ��! .� ���+�� Q�#,#� ��.F ��4�A '�9� %! Q"�#$ �4� ��J �� �λ > dH �*�!
53�� ��� ��� ���+�� %
 �*�! "�#$ �4�! ��#, 5& %(��-& �4� ���� %X��� C�,�, �4�!

��66
 5& �*� δ ∝ a ��!��! ��&. .� ��! � δ ∝ a� "�#$ %! ��!��! ��&. .� '(

%! ���+�� @4 '+�� ��;� Q�#* 5& ���+��@4 �*� /
#, `7�! %
 50&�#7 .� 5�4
a��* ���! ��*�! 5& .�� 5;(6A %4��� ���! %! ��* 59�4�4� � 5��&�64�� ���� ���!
'+�� �� ��;� N6
���� ��&. �! N(&� ��&. �% 4�3& 5B�
 ������ .� ��#, 5& `-!
���� �� �� 59��� ��4���� ���b, U�?! 5��
 ��.���� %! ��� ���+�� ���
 ���B��� ���+��
�, ��,#
 ���+�� N(&� ���! c.I ��&. Q%)1;& �d �&. �d �!. %! ��66
 5�� 2� O� �#+
��&. N(&� :�O �� ���+�� @4 ���! ��*�! 5& ���+�� e=� %! ��;� :�3� �� ��&. .�
"#$ �7�� �! 5,��f ���! ��4� K�L .� ��*�! 5& tgrav = �/

√
Gρ �%(,�& .� N(&�

�!��! ��;� :�3��� ���! c.I %)1;& ��&. QL :#L %! ����+�� �! v 5;1H �7�� �4 �
���+�� Q�#* �g�� tgrav < tpressure G�* %
 ����+�� ���! �tpressure = L/v �! ���
����� ���#+ �� N(&� �#0A ���+�� �� �#A#& ��;� "�#$ �4� ��J �� ��(&� ���#+
�! �!��! tgrav = tpressure .� �� 4� .�! ���(&� .� %
 ���+��@4 %)1;& :#L C�,�, �4�!
��;� λJ �! �� �F � �64#� ?6�A :#L %)1;& :#L �4� %! ��4F 5& ��� %! L � v/

√
Gρ

�� ���! ��
 %! ?�� /��g N6����! �! @4��, ���& ���! �� ?6�A :#L ��#, 5& ��6�� 5&

W



%! ��;� ��4���� � N���� ��! :���, S4�L .� �� �#+ :���, @4��, ����& ����* �A �4�
"��f 5;(6A �\��� '� ���H ��� '+�� @4��, ����& h?4� �! %�0! ���F 5�� ���
��&. ���+�� :#-, .� %0O�& �4� %! �#! ���#1� N(&� %! ���
 ��4� ���+�� � %���4 N4�?��
� GM/R � v� ��#! %(,�& @4 .� '� ���H � 5;(6A �\��� "�#$ �4� �� ��64#� 59�4�4�

��4F 5& ��� %! '(
 �6���� ?6�A :#L ��4� ��!
�%(,�& .� λJ = �/�/

√
ρG � dH %! %A#, �! 5�#,#� ��� ���+�� ���! ?6�A :#L

������+�� �4��!�6 ! ��#* 5& /
#�& �.���� �4� �� �����+�� �4� �*� � ��#! S�� :#L
'�9� ���� %! � �66
 5& ��* ���& %! a��* C9�J ���& ����� ���! S�� .� ����#
 5�#,#�
?6�A :#L %&��� �� ������ �#A� S�� .� ����#
 ������+�� ��	�
 �%6�&. N!�, ��� �!
��	�
 /0�1& ������� �� N!�,i5�#4�! ���& � N!�,i@4��, ���& C
�& ���+�� ���!

���6
 5& `-! �F 5�4?�� ����&��H �! � %(��-&

����� ����	 
��
 ��� ���

Q@4��, ����& 5d ��( � ��&� ����� %� ���! �� @4��, ����& ?6�A :#L N1! �4� ��
Q5� � ( � ������� ��� ! �� 4��F 5& ��� % ! C9�J ��� & � N!� , � ��� & �� !�� ! ��&.
� ρRdm,r ∝ a−� "�#$ %! N!� , � @4�� , ����& 59��� C9�J ��� & � C9�J N!� ,
��#! 5��( � '�9� %! 5�( � ����� �� "��f N1H �7�� ��6
 5& ���b, ρdm ∝ a−�

.� V��+ .� ��! ��*�! 5& vRrm = �@4��, ����& ���6�� '��;, "��f �
�O �7��
vdm ∝ �/a "�#$ %! 2��3& �#�
�� �! %���, G�(,�� %! %A#, �! N1H �7�� ����� �4�
�7�� ���� ���
 �! 5��( � ����� ���! @4��, ����& ?6�A :#L :�O ��* ���#+ �

�! C��6�& ρ ∝ a−� "�#$ %! 59��� ���� 5��( � � "��f 5;1H �7�� ���! �#�
N!�, .� �Y ,��7 ���+�� 59��� C9�J ���& ����� �, ���
 ���#+ ���b, λJ (Rdm) ∝ a�

�4��!�6 ! ��#* 5& :#-�& N!�, '� ���H ��� ��j� , �-, @4��, ����& � ��* '��;,
C9�J ���& ����� ���! ��#! ���#+ λJ (R) ∝ a � ! � !�� ! ���+�� �4� G#!�& ?6�A :#L
"�#$ %! ?6�A :#L 50(
 :I���� %! %A#, �! � ���
 %(0J ���+�� �� C9�J ���& c�A

��4F 5& ��� %! λJ(m) ∝ a�/�

���� 5& ��;� /0�1& ��� ���� ���! �� @4��, ����& ?6�A :#L �*� k�� >T8'�*
5
�! �F .� ����?! ���#�� ��#;� ?6�A :#L ���� 5��( � ����� ��4�H .� '(
 %
 54�����+��
5��
 ��.���� %! :#L �! 54�����+�� ��4� K�L .� ���� �6��#+ %&��� �#+ �*� %! � ����&
� ��* C9�J N!�, ����� �� ?6�A :#L '+�� Q5��( � ���� � �� ?6�A :#L .� ����#

���+�� %
 ��� �
f %! c.I ��6��! %&��� �#+ �*� %! C9�J ���& ����� �� �6��#, 5& .�!
���6�� '��;, "��f ��.F ��4�A '�9� %! C9�J N!�, ����� �� @�#
 ��.���� %! ���
l�$ λJ < λ < dH G�* �� %
 54�����+�� ���! ��* �6��#+ ���& PY &�
 @4��, ����&

m
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λ

����+�� ��.���� C O �! ?6�A :#L ��.���� �*� k�� �T '�*

δ ∝ a� "�#$ %! "�#$ %! C9�J N!�, ��&. �, ���+�� a < aenter, aeq ���! �66
 5&
%! %A#, �! Q�6�! n=
 �� S�� ���+�� %�64�o-& %! aenter < a < aeq ��6
 5& �*�
%�*�� %A#, 8�#* 5& /
#�& �*� .� ���+�� ��� N!�, ���+�� c�A ����7 �� 
 %�64�
%! �� �� .� ��! ���!�� � >��� S�� �%(,�& .� ?6�A :#L C9�J N!�, ����� ���! %
 ��*�!
��#L %! ���� ���#+ %&��� �#+ �*� %! δ ∝ a "�#$ %! 59��� �4�(, C9�J ���& �����
54���&�� @4��, ����& ������+�� �4����#
 ��#, 5& �#* 5& ��4� (T) '�* .� %

��� ����F ��� %! �� >��� ����� n=
 �� ?6�A :#L �
� p�� ���#�� %
 54�����+�� 8
��#, 5& "�#$ �4� �� �����! �� @4��, ����& ���6�� '��;, "��f ��#! 5��( � ��&.
� ! �� �+�� �4� ��.�� �� ����F ��� % ! S�� ��.�� �� � ! % ( ,� & �� �� �� �+�� ? 6 �A :#L
%! λ = zRdmdH(Rdm) "�#$ %! ��#, 5& �� :�O ��&. �� ��� ���+�� ��.���� C O
"�#$ %! :�O ��&. �� ���+�� :#L QdH = �/z

∫ z

∞ dz/H(z) ���_��A �! ����F ���
"��f c�A %! %A#, �! 5��( � ��&. k�� %! :�3��� ��4F 5& ��� %! λ =

∫ z

∞ dz/H(z)

��#* 5& ���� ��� @4��, ����& ���6�� '��;,
��� ���� �� ��%B9#& �6� ������+�� �*� Q���+�� '��;, �� ���q�H 'r� & .� 5�4
5;���� N6
���� �� ��4��4 '� ���H ���=�#, �����+�� IY #��& ���� 5��	�
 /0�1&
���+�� %&��� �� ����� 5�� ! ���+�� 50
 '� ���H ��� %! ���+�� @4 �*� � �6*�! 5&

��* ���#+ 5���! 5B�
 �#L %! 5�#,#�i5�#4��!

�������������� ������ ���

��	�
 ��%6�&. N!�, 5���! �� %
 ��	�
 �� ��%B9#& �6� ����* .� �	& ��� :�E& .� 5�4
5& ���� 5����BA�� .� ��! � '(
 5�#4��! 5�#,#� ������+�� �*� ��?�& Q�4F 5& ��
 %!

s



��	� ��#, 5& 5�#4��! ���+��@4 ���! ���� c�X�� ?6�A :#L 5���! �! �� `-! �4� ��#,
� N!�, .� 5����BA�� ��&. �, QN!�, �! 5�#4��! ����& ��!��! QC9�J N!�, 5��	�
 �����
5�#,#� ����* <�#, :��� "#$ �7�� a < aeq ���! ����� ��� �� �F .� ��! �����
���� ρ ∝ a−� "�#$ %! 56�4 ���* ���� <�#, �Y,��7 ?�� ���+�� 59��� � �#* 5& ����
����� ���! ���� 5& ��� �R λJ ∝ a� "�#$ %! �� ?6�A :#L %�64� %X��� Q�#* 5&
?�� "#$ ��;��� �7�� � ��#! @4�� , ����& �Y ,��7 ���+�� ����& aeq < a < aB−γ

"#$ �7�� ���! ��#* 5& ���� �� �#,#� <�#, ���PH �! �#,#� N6����! '�9� %!
�#A� �! aB−γ < a < adec ���! ��#! ���#+ λJ ∝ a�/� � ! � !�� ! ?6�A :#L v = �/�

���
 N6����! 5�#4��! ����& �! ��9 Q����� 5�#4��! ����& .� ���
 59��� �� �#,#� %�64�
�! ��� �!��! <�-& �4� �� "#$ �7�� ��#* 5& '3�6& ���;�! �7�� �! .�� ��;� �

v� =
pb + pr

ρb + ρr
>T8

59�O �� ��� C9�J �� �#,#� ��;� � 
 "�#$ �� �A �4� �� %
 ��*�! %�*�� %A#, �4�!
v� ∝ ρr/ρb ∝ a−� �! �!��! �7�� "�#$ �4� �� ����� %(0J ���& 59��� V�1& �� %

� ! �4�	 � �� ��� 
 ���#+ � � � b , λJ ∝ a "�#$ % ! ? 6 �A :#L %X� � � �� ��# ! ���#+
"�* %! 5�#4��! ����* '+�� �� "#$ �7�� 5�#4��! ����& � �� �#,#� 5����BA��
"�#$ %! ?6�A :#L %X��� �� ���
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ä/a

H�
= −�

�

Ω(�)a−� − �ΩΛ

Ω(�)a−� + ΩΛ + (�− Ω)a−� >Ww8

50
 �� :#-, �%9���& Q59��� �4�(, :#-, �%9���& �� "P�A@, @, ���_��A �!
��4F 5& ��� %! �4. "�#$ %! C9�J ���& ����� �� �9�O �4�,

δ′′+
δ′

a
(�−�

�

Ω(�)
m a−� − �ΩΛ

Ω(�)
m a−� + ΩΛ + (�− Ω)a−�

)−�δ

�

Ω(�)
m

Ω(�)
m a� + ΩΛa� + (�− Ω(�))a�

= �

>Wx8
%! δ ∝ a "�#$ %! 59��� �4�(, R�#A QΩm = � � ΩΛ = � ����� ��� ! �9�O ���!
/0�1& �4��3& � ΩΛ = � ��.� %! �� l#� '� ���B4� �%9���& ��4��,8 ��4F 5& ���
h.F�! �! � ����F ��� %! Ωm C O �! �� f = d ln(δ)/d ln(a) ���
 � ���
 'O Ωm

>��4��F ��� %! �� �F ���!�, n!�, @4
���
 5 4#�.�! f = δ′a/δ ��&���H C O �! �� 59��� �4�(, :#-, �%9���& ��#, 5&
��A �! %
 δ′′ = f ′δa + fδ′a − fδ �4��� 59��� �4�(, :�� �%0�A ���! "�#$ �4� ��

��4F 5& ��� %! �4. �%X��� >Wx8 �%9���& �� ���_�

df

d ln(a)
= −f�−f/�(

Ω(�)
m a−� + �(�− Ω)a−�

Ω(�)
m a−� + ΩΛ + (�− Ω)a−�

)+
�

�

Ω(�)
m

Ω(�)
m + ΩΛa� + (�− Ω(�))a

>Wy8
%! :�3��� �4 � 2��3& �#�
�� C O �! ��#, 5& �� f Ql#� '� ���B4� �%9���& �%(��-& �!
Q��� %X��� �� ∇ · v = −δ̇ �%9���& %
 5���#�H �%9���& %! %A#, �! ����F ��� %! k��
�! ����F ��� %! �*� �#�
�� C O �! ��#, 5& �� 59��� �4�(, � %$�+ �7�� ��! G�(,��
���
 �� G�(,�� :�O ��&. �� %$�+ �7�� �%=!�� �� δ̇ = δ′ȧ = fHδ ���_� ��A
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