
 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

  
  
  

  سري فوريه و تبديل لاپلاس
  

  
  
  
  

  نويسندگان
  ژان پير پوژه  ، نوربرت بوي  ، ، روزان بنيچو پل بنيچو

  
  
  
  

  مترجمان
  مهرداد تقي زاده منظري  محمود تقي زاده منظري،

  
   



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

 
 

  
  

  مقدمه نويسندگان
  

وابع متناوب به سـري فوريـه و در   تدر فصل اول بسط . ده استگرديتنظيم كتاب حاضر در دو فصل 
در هر دو مبحث ضرورتهاي لازم براي بسطها . ل لاپلاس توابع سببي آورده شده استفصل دوم تبدي

قسـمتهاي بزرگـي از   . و يا قضاياي بكار رفته هيچگاه از ياد نرفته و همواره مد نظر قرار گرفته اسـت 
كتاب به حل مثالهايي اختصاص يافته است كه در هر مورد تصويري فوري از نتـايج مطالـب مطـرح    

  . ر اختيار خواننده قرار ميدهدشده را د
تمـرين هـا و مسـائل حـل     نيـز  همچنين در كتاب تمرين ها و مسائلي حل شده و در آخر هر فصل 

رونيـك، الكتروتكنيـك و سـيگنالها    تنشده متنوعي از مدلسازي مسائل مهندسي مختلـف دربـاره الك  
در بخشهايي از كتاب بـه  . ودطرح گرديده كه در درك و يادگيري مطالب ميتواند كاملاً موثر واقع ش
ايـن كتـاب ميتوانـد بـراي     . توابع و علائمي بر ميخوريم كه خواننـدگان را بـا فيزيـك آشـنا ميكنـد     

       .دانشجويان رشته هاي مختلف مهندسي مورد استفاده قرار گيرد
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  ...همه نمودهاي طبيعت نتايج رياضي معدودي از قوانين تغيير ناپذيرند

  ...چيز است و آنچه نميدانيم عظيمآنچه ميدانيم نا
  

  )1749 - 1827(  سخناني از پير سيمون لاپلاس                                         
  

  :نامقدمه مترجم
  

. كتاب حاضر طوري تنظيم گرديده كه با آشنايي به رياضيات متوسطه، ميتوان از آن اسـتفاده نمـود  
بـا همـان   هاي مختلف كتاب مطرح و حل گرديده، ميتـوان  خاصه با توجه به مثالهايي كه در زمينه 

از  لازم به ذكر اسـت . اطلاعات گفته شده به مباحث مطرح شده در كتاب آگاهي و تسلط كافي يافت
آنجاييكه همواره تصور بر اين بود كه شايسته است همه قسمتهاي كتاب مستدل و بدون ابهام باشد، 

و همچنين اثبات برخي از مطالب اثبات نشده در كتاب سعي بـر  مترجمين با افزودن توضيحات لازم 
با اين وصف شك نيست كه هرگز ادعايي مبني بر بـي نقـص بـودن كتـاب     . نيل به اين مهم نمودند

اما از آنجاييكه مطمئناً خواننده گرامي با حوصله و دقت كافي خويش بهتـر ميتوانـد بـه    . وجود ندارد
ابد، حق اين است كه بر مترجمين منت نهاده و هر گونـه نقصـان   خطاهاي موجود در كتاب آگاهي ي

يادآور شوند، تا با امتنان و اسـتقبال     mtmanzari@sharif.edu  يا اشتباهي را از طريق آدرس
  .دگردهاي بعدي نسبت به رفع آن اقدام هخسندر 

واندن اين كتاب يا هر كتاب علمي ديگر در خواننده عزيز، خاصه در مترجمين نهايت اميدوارند كه خ
گذارد كه در ازدياد هر چه بيشتر آگاهيهاي علمـي  دانشجوي مطالعه كننده آنچنان اثر مثبتي به جا 

سابقه اي كه با سـرعت حيـرت آور   خويش تلاشي دو چندان نموده و خود را با پيشرفتهاي علمي بي
باشـد كـه از ايـن راه    . همراه و همگـام نمايـد   ب امروز در حال انجام استدر جهان متمدن و پر شتا

  .ندروآ تسدب يعيفر يملع هاگياجايران و ايراني 
  

     ...به اميد آن روز 
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      مقدمه  -1-1
  

  

در قلمروهاي مختلف علم فيزيك به بررسي سيستمهايي پرداخته ميشود كه آنها را ميتوان بصورت نشان داده شـده  
  .نمايش داد 1-1در شكل 

  
  نمايش يك سيستم و ورودي و خروجي آن: 1-1شكل 

  
  . ستخروجي سيستم ا ts][ورودي سيستم و  te][در اين شكل 

در اين سيستم سيگنال . نمونه خاصي از اين سيستمها را كه سيستم خطي ناميده ميشوند، نشان ميدهد 2-1شكل 
كه مربوط به وجود چندين سيگنال ورودي است، برابر است با مجموع سيگنالهاي خروجي بازاي هـر   ts][خروجي 

  . يك از وروديها وقتي بطور جداگانه به سيستم اعمال شوند

  
  نمايش يك سيستم خطي با وروديهاي متعدد و يك خروجي: 2-1شكل 

  
از نقطه نظر رياضي، تعيين سيگنال خروجي بستگي به اين دارد كه سيگنال ورودي تابع ثابتي باشد يا تابعي متناوب 

سينوسـي   نمونه اي از توابع متناوب غير 3-1شكل . البته تابع متناوب لزوماً تابع سينوسي نيست.  Tبا دوره تناوب 

1t  ،ttمنحني نشان داده شده در اين شكل از مجمـوع توابـع   . را نشان ميدهد 2sin  وtt 5sin
2
1 

  .تشكيل يافته است
  

ts)( te)( سيستم
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  نمونه اي از توابع متناوب غيرسينوسي: 3-1شكل 

  
به اين موضوع توجه كرد كه تابع ) ميلادي 1768-1837(بارون ژوزف فوريه رياضي دان فرانسوي   :يادداشت تاريخي

به اين ترتيب . را ميتوان به يك تابع ثابت و تعداد نامحدودي از توابع سينوسي تجزيه نمود Tا دوره تناوب متناوب ب
همچنين فوريه از سريها در بسط توابع ناپيوسـته  . او كار اولر در زمينه بسط توابع به سريهاي مثلثاتي را تكميل نمود

  . ا به پايان رساندكار او ر) Dirichlet(استفاده كرد كه بعدها ديريكله 
  
  
  
  سريهاي مثلثاتي   -1-2
 

در مورد توابع مختلط، چنانكه در ادامه خواهد آمد، از تجزيـه تـابع   . در اينجا توابع مورد بررسي توابع حقيقي هستند
  .  به قسمتهاي حقيقي و مجازي استفاده خواهد شد

  
هر سري از توابع : تعريف -1-2-1 nf   كه جمله عمـومي آنnf   ع حقيقـي و معـين روي   يـك تـاب   بـوده و

)sin()(cos)(بصــورت  tnbtnatf nnn   تعريــف شــود، ســري مثلثــاتي نــام دارد .na  وnb  مقــادير
  .نيز يك عدد طبيعي است nيك عدد حقيقي مثبت و داده شده و  بوده و  tحقيقي و مستقل از 

  
  . ، يك قرار ميدهيمدر اينحالت بجاي . 2تابع متناوب با دوره تناوب : حالت خاص -1-2-2
  
)sin()(cos)(توابع  : خواص تناوب -1-2-2-1 tnbtnatft nnn     توابعي تناوبي با دوره تنـاوب2 

nهستند زيرا براي هر    2()(، داريم( tftf nn    .    از اين مطلب نتيجه ميگـردد كـه سـري nf 
معين و پيوسـته بـوده و نيـز     روي  nfضمناً در اين باره يادآور ميشويم كه توابع . همگراي ساده است  روي 

  .داراي مشتق پيوسته اند
  
nb )nو  naبه ضرايب محاس -1-2-2-2  :( سري مثلثاتي nf  را با فرض اينكه روي  همگراست در

  بصورت در  tبراي هر  fتابع مجموع . نظر ميگيريم
)1(  











1

0
0

)sincos()sincos()(
n

nn
n

nn ntbntaantbntatf 

00طبق قرارداد . تعريف ميگردد b براي هر . استp  در داريم:  
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)2(  
ptntbntaptapttf

n
nn cos)sincos(coscos)(

1
0 





 

  و
)3(  

ptntbntaptapttf
n

nn sin)sincos(sinsin)(
1

0 




 

]2,0[زه را بتوان جمله به جمله روي با) 3(و ) 2(فرض كنيم طرفهاي دوم روابط   خواهيم داشت. انتگرال گرفت:  
  

 













1

2

0

2

0

2

0
0

2

0

cossincoscoscoscos)(
n

nn dtptntbdtptntadtptadtpttf


 

 













1

2

0

2

0

2

0
0

2

0

sinsinsincossinsin)(
n

nn dtptntbdtptntadtptadtpttf


 

محاسبه اين انتگرالها با تبديل حاصلضربها به مجموع به آساني انجـام  : (داريم 0pو  0nبه اين ترتيب براي 
  )ميگيرد








 pn

pn
dtptnt



 0
coscos

2

0

 








 pn

pn
dtptnt



 0
sinsin

2

0

 

0cossin
2

0




dtptnt  

npو انتخاب  *در  nبنابراين تساويهاي زير را براي هر   خواهيم داشت:  

nadtnttf 



2

0

cos)(   

nbdtnttf 



2

0

sin)(  

0a  نيز با محاسبه
2

0

)( dttf جملـه بـه جملـه انتگـرال     ) 1(اره ميتوان از طـرف دوم رابطـه   و با فرض اينكه همو

n*: (در نتيجه خواهيم داشت. گرفت، بدست ميĤيد  (  






2

0
0 )(

2
1

dttfa ,    




2

0

cos)(1
dtnttfan  ,    





2

0

sin)(1
dtnttfbn ,    00 b  

  
ــره ــابع   :تبص ــه ت ــاوب      tf)(از آنجائيك ــا دوره تن ــاوب ب ــاتي متن ــري مثلث ــك س ــوع ي ــع   2مجم ــت، تواب اس

nttft cos)(  وnttft sin)( 0سبه لذا انتگرالهايي را كه در محا. نيز چنين خواهند بودa ،na  وnb 
و  بكار رفته اند، ميتوان با انتگرالهايي كه حدود آنها  2  باشد)   عددي حقيقي و غير مشـخص اسـت (

  :بنابراين خواهيم داشت. جانشين نمود









2

0 )(
2
1

dttfa ,    







2

cos)(1
dtnttfan  ,    








2

sin)(1
dtnttfbn ,    00 b  

  : بقرار زير است naاثبات موضوع فوق در مورد 
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داشتيم 



2

0

cos)( dtnttfanاز اينرو خواهيم داشت ،:  


















2

2

2

0

cos)(cos)(cos)( dtnttfdtnttfdtnttfan                         (1) 

2حال با انجام تغيير متغير  ut در انتگرال سوم رابطه فوق، نتيجه ميگيريم:  

 


002

2

cos)()2(cos)2(cos)(






 dunuufdunnuufdtnttf  

  لذا

 




 00

2

2

cos)(cos)(cos)( dtnttfdunuufdtnttf  

  . حكم ثابت ميشود) 1(با قرار دادن مقدار بدست آمده بجاي انتگرال سوم در رابطه 
ثابـت   باشد نيز با روشي مشـابه ميتـوان   2كه پيوسته بوده و متناوب با دوره تناوب  tg)(براي هر تابع : يادآوري
  نمود كه









 22

0

)()( dttgdttg  

  
T )*Tتابع متناوب با دوره تناوب : حالت كلي -1-2-3 (  
  

بـه ايـن گـروه از توابـع نيـز       2-2-1باشد، نتايج بدست آمده در قسـمت   Tتابعي متناوب با دوره تناوب  tf)(اگر 
)()/2(براي اثبات اين موضوع، تابع . يابدتسري مي Tufug   را كه از)(tf   با تغيير متغيـر2/Tut  

  :زيرا داريم. 2تابعي است متناوب با دوره تناوب  ug)(تابع . ميگيريم بدست آمده است، در نظر

)(
2

)()(
2

)2(
2

)2( ugu
T

ftfTtfTu
T

fu
T

fug 












 



 





  

اسـت، ميتـوان از فرمولهـاي     2نيز برابر با  ug)(باين ترتيب با توجه به اينكه اثبات گرديد كه دوره تناوب تابع  
  :ترا ميتوان چنين نوش ug)(لذا ضرايب سري فوريه مربوط به تابع . استفاده نمود ug)(در مورد  2-2-1قسمت 

 
















 

22

0 22
1)(

2
1

duu
T

fduuga  

tاگر در انتگرال معين جديد، تغيير متغير 
T

u
2  آوريم، خواهيم داشترا بعمل:  





T

T

T

T

T

dttf
T

dt
T

tfa
















2

2

)2(
2

2

0 )(12)(
2
1  

  :متناوب است، ميتوان نوشت tf)(اما چون تابع 





T

dttf
T

a




)(1
0                   ( آلفا عددي است حقيقي و دلخواه  ) 

n*: (رسيمبهمين ترتيب و با استدلالي مشابه به فرمولهاي زير مي  (  





T

n dttntf
T

a




 )(cos)(2 ,    



T

n dttntf
T

b




 )(sin)(2  ,    00 b  
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 .ميگردد و همان فرمولهاي قبلي نتيجه ميشود 1فرض شود،  2Tچنانچه 
  
  
  
 بسط به سري فوريه   -1-3
  
  قطعه اي روي  1Cتوابع متناوب از كلاس  -1-3-1
  

تعريف شده است  از  0t، باستثناي يك نقطه از  را كه روي بازه باز  tg)(تابع : ناپيوستگي نوع اول -الف
داراي يك ناپيوستگي از نوع اول است، اگـر در   0tدر  gميگوئيم تابع . گيريم، در نظر مي)نيز تعريف شده 0tيا در (

تعريف شده باشد، به يكي از دو  0tدر  gاگر ). 4-1شكل (داراي حدهاي معين و محدود باشد  0tراست و در چپ 
  :حالت زير برميخوريم

  
)()(lim)0( 00

0

tgtgtg
tt




 

  يا
)()(lim)0( 00

0

tgtgtg
tt




 

  
]قطعه اي روي فاصله  1Cتابع از كلاس  -ب , ]a b    
  

],[فاصله بسته  يقي و تابعي حق fاگر : تعريف ba  از  بوده و سه شرط زير برقرار باشد، آنگاهf   را تـابعي
  . ميناميم قطعه اي روي  1Cاز كلاس 
  ًاولاf  پيوسته و مشتق پذير بوده و مشتق آن نيز در بازه باستثناي عده محـدودي از  . (پيوسته باشد

 ) tنقاط 
  ثانياً بازاي هر يك از نقاطit  بشرط اينكهbati ,  0(، باشـد( itf  0(و( itf  در   موجـود

)0(باشد، آنگاه  bيا  aمساوي با  itچنانچه . باشند af  0(و( bf  در موجود باشند. 
  ثالثاً در هر نقطهit ) اگرbati ,( آنگاه ،)0(  itf  0(و(  itf  در چنانچه . موجود باشندit 

)0(باشد، آنگاه  bيا  aمساوي با   af  0(و(  bf  در موجود باشند.  
  

 
  0tدر  gناپيوستگي تابع : 4-1شكل 
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تحقيق كنيـد كـه   . نشان داده شده است 5-1بصورت زير تعريف گرديده و منحني آن نيز در شكل  fع تاب: 1مثال 
  قطعه اي است؟ 1Cاز كلاس  ]3,0[روي فاصله  fآيا 








]3,1]2)(
[1,0[)(

2 ttttf

tttf
 

  
  tf)(تغييرات تابع : 5-1شكل 

  
11باستثناي نقطه  ]3,0[روي بازه  fتابع  -1 t  تعريف شده، پيوسته و مشتق پذير بوده و مشتق آن نيز

11بجز در (پيوسته است، روي همين بازه  t ( يك تـابع چنـد جملـه     [3,1[و  ]1,0]زيرا روي بازه هاي
  .ايست

1lim)(limداريم  -2
11


 
ttf

tt
lim)(lim)2(1و   2

11


 
tttf

tt
)01(، پـس   f  01(و( f 

11ضمناً . موجودند كه مقادير محدود هستند در  t    يك نقطه ناپيوستگي از نـوع اول بـراي تـابعf 
 .است

 :همچنين داريم -3

1
2

1

[0,1[ ( ) ( ) 1, lim ( ) 1

]1,3] ( ) 2 ( ) 2 2, lim ( ) 0
t

t

t f t t f t f t

t f t t t f t t f t









       
          


  

)01(باين ترتيب مقادير  f  01(و( f  هر دو در سه شرط پـيش گفتـه بـراي     بنابراين هر. وجود دارند
  . است ]3,0[قطعه اي روي  1Cاز كلاس  fاز اينرو تابع . وجود دارد ]3,0[روي بازه  tf)(تابع 

  
  بصورت gتحقيق كنيد كه تابع : 2مثال 








]2,]2)(
],0[)(



tttg

tttg
 

]2,0[روي بازه     1از كلاسC منحني . قطعه اي استg  نشان داده شده است 6-1در شكل.  
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  tg)(تغييرات تابع : 6-1شكل 

  
]0,[ه هاي كه روي باز gتابع    2[و,]    تعريف گرديده، چون بر اين بازه ها بصورت كثيرالجمله است، تـابعي

  از طرفي ميدانيم. ، داراي مشتق پيوسته است tمعين، پيوسته و مشتق پذير بوده و در همه جا به استثناي 

( )
lim ( ) ( )

lim ( ) 2 ( )
t

t

g

g t g

g t g




 
 

   











   


     




 

]2,0[نيز پيوسته است لذا اين تابع در بازه  در  gچون تابع   پيوسته است .  
  :ريمدا gدر مورد مشتق 



















)0(1)(lim

)0(1)(lim









gtg

gtg

t

t  

كه داراي همه شرايط مربوط بـه توابـع    gباين ترتيب تابع . تعلق دارند هر دو به مجموعه  1و  1كه اعداد 
]2,0[قطعه اي روي  1Cهست، تابعي است از كلاس  1Cكلاس   .  

  
  قطعه اي روي  1Cتابع متناوب از كلاس -پ
  

ميباشـد كـه روي يـك بـازه      ي روي قطعه ا 1Cدر صورتي از كلاس  Tيك تابع متناوب با دوره تناوب : تعريف
],[ T  با  1از كلاسC قطعه اي باشد.  

]0,[كه روي يكي از بازه هاي  Tدر عمل، يك تابع متناوب با دوره تناوب  T  يا]
2

,
2

[ TT     تعريف ميگـردد، بـا
قطعه اي هست، ميتوان پي برد باينكه آيا تابع مفـروض   1Cتحقيق اينكه آيا تابع مزبور روي بازه داده شده از كلاس 

  .هست يا خير قطعه اي روي  1Cس از كلا
  
  به سري فوريه 2بسط يك تابع متناوب با دوره تناوب  -1-3-2
  

است، بتوان به صورت مجموع يك سري مثلثاتي روي بعضي  2را كه دوره تناوب آن  tf)(چنانچه تابع مفروض 
  : نوشت، آنگاه خواهيم داشت  هاياز بازه
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 





1

0 sincos)(
n

nn ntbntaatf  

  
سري توابع . داده شده است 2ره تناوب با دو tf)(تابع متناوب : تعريف-1-3-2-1 nf   را كه جمله عمـومي

ntbntatfآن بصورت  nnn sincos)(  تعريف شده باشد را سري فوريه تابعf  در اينجـا ضـرايب   . مينـاميم
n*: (بسط فوريه عبارتند از  (  











 

22

0 cos)(1,)(
2
1

dtnttfadttfa n  









2

0 sin)(1,0 dtnttfbb n  

 عددي حقيقي و غير مشخص است  .  
  
  : شرحي در مورد محاسبه ضرايب -1-3-2-2
  

],2[روي بازه  fاسبه ضرايب دخالت دارند، ميدانيم، در حالتيكه تابع درباره انتگرالهايي كه در مح -الف   
تنهـا در نقطـه    fاما در صورتيكه تابع . پيوسته است، انتگرالهايي كه ضرايب فوريه را مشخص ميسازند وجود دارند

it  2[از بازه,[    داراي ناپيوستگي نوع اول باشد، عملاً در هر يك از بازه هاي[,[ it  2[و,]  it   بـا

در اينصورت بنا به تعريف، انتگرال . ي پيوسته انطباق خواهد داشتيك تابع مقدمات
 



2

)( dttf   برابر خواهد بود بـا

],[هاي مجموع انتگرالهاي توابع مقدماتي مذكور روي بازه it  2[و,[  it  .    اين موضوع در مثـال زيـر نشـان
  .داده شده است

  
  .را كه در زير تعريف شده در نظر ميگيريم 2تابع متناوب با دوره تناوب   -مثال-ب














]2,1]2)(
3)1(

[1,0[)(

2 ttttf

f

tttf

 

ttp، با كثيرالجمله fتابع  ]1,0]روي . را محاسبه ميكنيم 0aدر اينجا بطور مثال  )(1  كه بر اين بازه پيوسته
[2,1[همچنين در بازه . است، انطباق دارد  منطبق است بر كثيرالجمله ،tttp 2)( 2

2    2)(كـه tp   نيـز در
ــازه  ]2,1[بــ   ــت ــته اســ ــلاوه . پيوســ ــت   1tدر  fبعــ ــوع اول اســ ــتگي نــ ــرا. (داراي ناپيوســ : زيــ

1
lim ( ) 1 (1)
t

f t f


    و
1

lim ( ) 1 (1)
t

f t f


    (تعريف  لذا بنا به) داريم) را ببينيد 5ضميمه:  











12
72

3
4

)2(
2
1

)()(
2
1)(

2
1

2

2

1

2
1

0

2

1
2

1

0
1

2

0
0



























dtttdtt

dttpdttpdttfa

 

]2,0[در انتگرالگيري روي  1tپيداست كه مقدار تابع بازاي     1(دخالت ندارد و هم اينطور نيز هست اگـر(f 
  .برابر باشد aبا عدد حقيقي و غير مشخص 
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محاسبه  زوج يا فرد هست، مناسب است كه در fدر اين موارد كه تابع . يك تابع زوج يا فرد باشد fحالتيكه  -پ

],[ضرايب فوريه از بازه   چنانچه . براي محاسبه انتگرالهاي مربوط استفاده شودf  تابعي زوج باشد، آنگاه تابع
nttft sin)(   ــازه ],[فــرد ميگــردد كــه در نتيجــه انتگــرالش روي ب  ــا صــفر اســت ــر ب بنــابراين . براب

0sin)(1  







dtnttfbn     است و سري فوريـه وابسـته بـهf    تـابعي زوج بصـورت






1

0 cos
n

n ntaa 

  : شد، در اينصورت خواهيم داشتفرد با tf)(اگر تابع . خواهد بود


























0cos)(1

0)(
2
1

0













dtnttfa

dttfa

n

                                      

يك سري سينوسي بصورت  fكه درنتيجه سري فوريه وابسته به تابع فرد 
n

n ntb sin اگر. (خواهد شدf  فرد

nttfباشد،  cos)( نيز فرد است(.  
   

  
  
  ) Dirichlet (   قضيه ديريكله    -1-3-2-3
  

بصـورت   fباشـد، سـري فوريـه وابسـته بـه       2نـاوب بـا دوره تنـاوب    تـابعي مت  fاگـر  : جايگـاه مسـئله   -الف

 





1

0 sincos
n

nn ntbntaa در اينجا به دو سوال زير بايد پاسخ داده شود. خواهد بود.  

  
  يك سري همگراست؟ روي  fآيا سري فوريه وابسته به : سوال اول
  همگرا ميشود؟ fهمگرا باشد، آيا به  fاگر سري فوريه مربوط به : سوال دوم

  
باشد، آنگـاه سـري    قطعه اي روي  1Cو از كلاس  2تابعي متناوب با دوره تناوب  fاگر : قضيه ديريكله -ب

  :داريم در  tهمگراست و براي هر  tبازاي جميع مقادير  fفوريه وابسته به 

   





1

0 )sin()cos()0()0(
2
1

n
nn tnbtnaatftf  

  
)(بـا   fمجموع سري فوريه مربـوط بـه    در آن پيوسته باشد،  fكه تابع  0tخاصه در نقطه اي مانند  0tf   برابـر

  . پذيريمن ترتيب جواب هر دو سوال با قضيه ديريكله داده شده است، كه آنرا ميباي. ميگردد
  

  :بوده و بصورت زير تعريف شده باشد 2تابعي متناوب با دوره تناوب  fفرض كنيد: مسئله حل شده
]2,0[)(  tttf  

)0,,(را در دستگاه قائم  fمنحني تابع  -1 ji
  4,4[و در بازه[     رسم نموده و ضرايب فوريـه وابسـته

  .به كنيدرا نيز محاس fبه 
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را به سـري فوريـه نتيجـه     fشرايط قضيه ديريكله را داراست و از آن بسط تابع  fنشان دهيد كه تابع  -2
  .بگيريد

  : حل
]2,0[روي بازه  fتابع متناوب  -1 بجز در نقاط صـفر و  . (، تعريف شده، پيوسته و مشتق پذير است2 

)00(0نيز مقادير  2در نقاط صفر و ) كه نقاط ناپيوستگي تابع اند f  و 2)02( f ر د
ــه  ــد مجموع ــرار دارن ــازه  . ق ــابع روي ب ــين مشــتق ت [2,0]همچن    ــم ــا يــك اســت و داري ــر ب براب

1)00()(lim
0




ftf
t

lim)()02(1و  
2







ftf
t

. جاي دارنـد  كه هر دو نيز در  
]2,0[است بر روي بازه   2كه متناوب بوده و دوره تناوبش  fلذا تابع    1، از گروه توابع كـلاسC 

اي قطعـه  1Cكـلاس   نيـز از  هسـت، پـس بـر روي     2چون متناوب با دوره تناوب . قطعه اي است
]2,0[بنابراين از بازه . خواهد بود   براي محاسبه ضرايب فوريه تابعf خواهيم داشت. استفاده ميكنيم: 
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)(0ميتوان پي برد كه تابع  naو  0aدر اينجا از محاسبه  atft  7-1شكل . (تابعي فرد است(  
قطعـه اي    1Cاز توابـع كـلاس    روي  2با دوره تناوب  fدر حل قسمت اول ثابت گرديد كه تابع  -2

[2,0]داراي شرايط قضيه ديريكله هست و چون بر بازه  fبنابراين . است    پيوسته است، سري فوريـه
 :در نتيجه داريم. همگرا خواهد بود tf)(در هر نقطه از اين بازه به  fوابسته به 

   

[2,0]متعلق به بازه  tدر هر (     (  











1
sin2)(

n

nt
n

ttf   

ــه  0tو در نقطــه ناپيوســتگي   همگــرا بــه f، ســري فوريــه وابســته ب )0()0(
2
1   ff  ــه ــا ب اســت ي

)02(
2
1   يعني به در نتيجه خواهيم داشت . همگراست  . همچنين در2t     نيـز سـري فوريـه

به  fوابسته به  )02()02(
2
1   ff  يا به بايد توجه داشت كـه اغلـب، فاصـله    . همگرا خواهد بود

[2,0]تناوب بصورت    [0,2]بيان نميگردد بلكه به شكلهاي   [4,2]و    و غيره داده ميشوند كه در ايـن
[2,0]ا در بازه حالات بايد مقدار تابع ر   تعيين نمود كه در مورد تابعttf )(     اين موضوع در مـوارد زيـر اجـرا

  .گرديده است
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[2,0]در بازه  fضرايب سري فوريه وابسته به   تعيين شده اند .  
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   tf)(تغييرات تابع : 7-1شكل 

  
  :اصطلاحات مربوط به فيزيك -1-3-2-4
  

  : يه باشد، خواهيم داشتقابل بسط به سري فور 2با دوره تناوب  fاگر تابع متناوب 

 





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0 sincos)(
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nn ntbntaatf  

مقدار انتگرال  -1







2

0 )( dttfa  را مقدار متوسط تابعf  روي يك بازه به طول2 ميناميم.  

ntbntaجمله هاي  -2 nn sincos   را برايn1 هارمونيكهاي ،n 1هارمونيك رديـف  . ام ميگوييم ،
tbtaيعني  sincos 11   ميناميم) اساسي(را هارمونيك اصلي. 

ntbntauميــــدانيم كــــه بــــا تبــــديل ســــاده مثلثــــاتي ميتــــوان   -3 nnn sincos   را بــــه
)cos( nnn ntAu  0ود كه اگر بدل نمna باشد، آنگاه خواهيم داشت: 
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باشد، داريم  0naچنانچه 
2
 n وnn bA   .  عـددnA        آمپلـي تـود يـا دوره تنـاوب يـك حركـت

  . ام ميناميم nرا فاز هارمونيك  n. ارتعاشي در واحد زمان ناميده ميشود
 
nAnنمايش تابع  -4   را كه از  در در شكل . ناميمتعريف شده، طيف فركانس سيگنال مربوط مي

: توجـه شـود كـه   . نشـان داده شـده اسـت    3-2-3-1طيف فركانسـي سـيگنال داده شـده در مثـال      1-8
0A  وnnAn /20/4 2 . 
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   nAتغييرات ضريب : 8-1شكل 

  
  :به سري فوريه Tبسط يك تابع متناوب با دوره تناوب  -1-3-3
  

عبارتسـت   Tره تنـاوب  با دو fاثبات گرديد، سري فوريه وابسته به تابع متناوب  3-2-1بنا به آنچه كه در قسمت 

: از 





1

0 sincos
n

nn tnbtnaa   كه در آن داريمT/2   .   قضيه ديريكله در مـورد همگرايـي

را بـا تـابع    2بـا دوره تنـاوب    fنيز برقرار خواهد بود اگـر تـابع    Tبا دوره تناوب  fسري فوريه تابع متناوب 
  .در شرايط پيش گفته جايگزين نمائيم Tبا دوره تناوب  fمتناوب 

  
  :قضيه

باشد، در اينصورت سري فوريه وابسته به  قطعه اي روي  1Cاز كلاس  Tبا دوره تناوب  tf)(اگر تابع متناوب 
)(tf  بازاي همه مقاديرt همگرا خواهد بود و داريم:  

   





1

0 sincos)0()0(
2
1

n
nn tnbtnaatftf  

)(برابـر بـا    fپيوسته است، مجموع سري فوريـه وابسـته بـه     0tدر حالت خاصي كه تابع در نقطه اي مانند  0tf 
  .ميگردد
ــ: تبصــره ]0,[، اغلــب از فواصــل fوط بــه ضــرايب ســري فوريــه وابســته بــه  در محاســبه انتگرالهــاي مرب T  ــا ي

]2/,2/[ TT استفاده ميگردد .  
   

  بصورت زير تعريف شده باشد 4Tبا دوره تناوب  fاگر تابع متناوب : مثال
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]5,5[منحني تابع را در بازه  -1  تحقيق كنيد كه آيا تابع زوج . در يك دستگاه مختصات قائم رسم نمائيد
  .است

 .را محاسبه كنيد fوابسته به ضرايب سري فوريه  -2
را بـه سـري فوريـه در فاصـله      fشرايط قضيه ديريكلـه را در مـورد تـابع بررسـي نمـوده و بسـط تـابع         -3

[2,2[   تعيين نماييد . 
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  : حل
]1,2]از مقدار تابع كه در بازه هـاي   . رسم شده است 9-1منحني تابع در شكل  -1   در تعريـف تـابع    ]2,1]و

داده شده، معلوم ميگـردد   ]1,0]و  ]0,1]كه براي بازه هاي  t1و  t1داده شده است و همچنين از مقادير 
  .پس تابع زوج است. تبديل شود، مقدار تابع تغيير نميكند tبه  tكه وقتي 

  
   tf)(نمايش تابع : 9-1شكل 

  
nزوج است، از اينرو براي هر  fچون تابع : محاسبه ضرايب -2   0داريمnb  .   باز هم بـدليل زوج بـودن

  :، داريمfتابع 
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n*براي  naحاسبه م     : ميدانيم)
2

2  
T

(  



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

١٤ 
 








































































































2
cos14

2
cos40

2
sin2

2
sin)1(2

2
cos)0(

2
cos)1(

2
cos)(

2
cos)(22

cos)(2

22

1

0
22

1

0

1

0

2

1

1

0

2

0

2/

0

2/

2/





















n
n

tn
n

dttn
n

tnt
n

dttndttnt

dttntf

dttntf
T

dttntf
T

a

T

T

T

n

 
  :در نتيجه خواهيم داشت
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]2,2[، از بـازه   fبمنظور تحقيق در برقراري شرايط ديريكلـه در مـورد تـابع    -3      در ايـن خصـوص اسـتفاده

]2,2[روي  fاز آنجائيكـه تـابع   . ميكنيم     2,1,0,1، باسـتثناي نقـاطt     بصـورت كثيرالجملـه تعريـف
اما رفتـار تـابع را بايـد در مجـاورت نقـاط      . ده و مشتق آن نيز پيوسته استگرديده لذا معين، پيوسته و مشتقپذير بو

2,1,0,1t طبق داده هاي مسئله داريم. نيز مورد بررسي قرار داد:  
  

  .پيوسته است 1در  fتابع 
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  .در صفر پيوسته است fتابع 
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  .در يك پيوسته است fتابع 
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  :همچنين داريم. نيز پيوسته است  2tدر سمت چپ  fتابع 

1

1

] 2, 1[ ( ) 0 ( ) 0 lim ( ) 0 ( 1 0) 0

] 1,0[ ( ) 1 ( ) 1 lim ( ) 1 ( 1 0) 1
t
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t f t f t f t f
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
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)0(1: بهمين ترتيب نيز خواهيم داشت  f و  

0
]0,1[ ( ) 1 ( ) 1 lim ( ) 1 (0 ) 1

t
t f t t f t f t f
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                 

)1(1همچنين داريم   f و  
]1, 2[ ( ) 0 (1 0) 0t f t f        

2)و همچنين  0) 0f      . 2,2[اين نتايج نشان ميدهند كه تابع روي بازه[   تابعي از گروه توابع كلاس
1C 2,2[چون طول بازه . قطعه اي است[  به اندازه دوره تناوبf  4يعنيT هست، لذا تابعf   از كـلاس
1C  قطعه اي روي ه شرايط قضيه ديريكله در باين ترتيب هم. استf  بنـابراين مجمـوع سـري    . صدق ميكنـد

روي بازه  fچون تابع . tf)(كه تابع در آنجا پيوسته باشد، همگراست به  tدر هر نقطه  fفوريه وابسته به تابع 
]2,2[ در همه نقاط پيوسته است، از اينرو خواهيم داشت:  
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 صورت مختلط سري فوريه    -1-4
  

],[قطعـه اي روي بـازه    1Cو از كلاس  Tتابعي حقيقي، متناوب با دوره تناوب  fدانستيم كه اگر      بـا
        باشــــد، جملــــه عمــــومي ســــري فوريــــه وابســــته بــــهf       عبــــارت خواهــــد بــــود از

)(sin)(cos tnbtnau nnn    ،nu    ــورت ــر بصـــــ ــول اولـــــ ــتفاده از فرمـــــ ــا اســـــ را بـــــ

   )exp()exp(
2

)exp()exp(
2

tintin
i

b
tintin

a
u nn

n   تغيير داده، خواهيم داشت :
)*n  (  

)exp(
2

)exp(
2

tin
bia

tin
bia

u nnnn
n    

حال با قرار دادن   2/nnn biaC   و  2/nnn biaC  در تساوي بالا، جمله عمومي nu  برابر ميگردد

)exp()exp(با 
2

tinCtin
bia

u n
nn

n    .     چنانچـه از مقـاديري كـه بـرايna  وnb   داشـتيم در
  :استفاده نمائيم، نتيجه ميگيريم nCمحاسبه 
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  :حقيقي است، خواهيم داشت tf)(چون 
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: زيرا داريم
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


b
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dttgdttg nnپس . )()( CC   . بنابراين بسط تابعf    به سري فوريه در هر نقطـه ايكـه

) :تابع در آن نقطه پيوسته باشد، چنين خواهد بود )n    











01

0)(
n

n
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n uuatf      

زيرا از رابطه     )exp(
2
1)exp(

2
1

tinbatinbau nnnnn     00: ميتوان نتيجه گرفـت au  .

ــم   ــه داريـ ــا از اينكـ )exp()exp(امـ tinCtinCu nnn    وnn CC     ــت ــواهيم داشـ ــذا خـ لـ







n

n tinCtf )exp()(   رويn  .  

  
ــا دوره تنـــاوب  tf)(اگـــر تـــابع متنـــاوب : تبصـــره ، تـــابعي مخـــتلط باشـــد، ميتـــوان آنـــرا بصـــورت  Tبـ

)()()( 21 tfitftf   1نوشت كهf  2وf       تـوابعي حقيقـي، متنـاوب و بـا دوره تنـاوبT   در . خواهنـد بـود
1)(در نقطه ايكه پيوسته باشد، از مجموع بسط هاي توابـع جديـد   tf)(ت بسط تابع اينصور tf  2)(و tf   تشـكيل

  . خواهد شد
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1)(هاي مربوط به توابع متناوب جديد  nCحال اگر  tf  2)(و tf  1را بترتيب با,nC  2و,nC   نشان دهيم، خـواهيم
  :داشت

,)exp()(1
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  و 
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  از طرفي
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nو  tf)(مربوط است به  nCكه    . در نتيجه




 )exp()( tinCtf n  نـاوب  لذا بسط تابع مت. است

nيعني براي هر . نيز بر طبق همان فرمول قبلي انجام ميگيرد tf)(و مختلط   داريم:  





T

n dttintf
T

C




 )exp()(1  

  
  :كه بصورت زير تعريف شده است 1Tتابعي است متناوب با دوره تناوب  tf)(: مثال

[1,0[)exp()(  tttf  
  .را محاسبه كنيد fضرايب فوريه مختلط وابسته به  -1
بعلاوه بسط آنرا به سري فوريه . قابل بسط به سري مختلط است [1,0]روي بازه  fنشان دهيد كه تابع  -2

 .حقيقي نيز مشخص نمائيد
  : حل

nبراي هـر  . نشان داده شده است 10-1در شكل  fرفتار منحني تابع  -1     ضـرايب فوريـه مخـتلط ،

(عبارتند از  22 
T

:( 
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 

 

 )]21(exp[1
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])21(exp[
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)21(exp

)2exp(.)exp(
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
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
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ــا داريـــــم  )2(cos)2exp(sin)2(1امـــ  ninni ــواهيم داشـــــت : ، در نتيجـــــه خـــ







 




eni
Cn

11
21
1


.  

  

  
  tf)(نمايش تابع : 10-1شكل 

  
. در نتيجـه روي   [1,0]قطعـه اي روي بـازه    1Cت از كـلاس  تابعي اس fدر زير نشان ميدهيم كه  -2

 [1,0]، معين، پيوسته و مشتق پذير بوده و مشتق آن نيز بـر بـازه   [1,0]روي بازه  fپيداست كه تابع 
 :همچنين داريم. پيوسته است

)0(1پس در صفر پيوستگي راست دارد زيرا  f  
0 0

lim ( ) lim exp( ) 1
t t

f t t
  

     

efپس در يك پيوستگي چپ دارد زيرا  /1)1(   
1 1

1lim ( ) lim exp( )
t t

f t t
e  

     

tf)(واضح است كه    سته استپيو [1,0]بر بازه  )exp()( ttf 

  :و بعلاوه داريم
 

0 0

1

lim ( ) lim exp( ) 1

1lim ( )

t t

t

f t t

f t
e

 



 



      

  




 

قطعـه اي بـوده و    1Cاز كـلاس   و در نتيجـه روي   [1,0]بر بـازه   tf)(بنابرنتايج فوق معلوم ميگردد كه تابع 
از اينـرو  . اسـت  tf)(همگـرا بـه    [1,0]بر بازه  tf)(لذا سري فوريه وابسته به . واجد شرايط قضيه ديريكله است

T/2: (خواهيم داشت   1وT(  
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  داريم : فوريه حقيقي بسط تابع به سري
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  و لذا 
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  :بعلاوه داريم
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 tf)(بصورت زير خواهـد بـود كـه بـه      f، بسط سري فوريه حقيقي وابسته به  [1,0]از بازه  tبنابراين براي هر 
  . همگراست
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  فرمول پارسوال    -1-5
  

اشد، در فرمولهاي زير كه به بوده و داراي شرايط قضيه ديريكله ب Tتابعي حقيقي، متناوب با دوره تناوب  tf)(اگر 
  :فرمولهاي پارسوال معروفند صدق مينمايد

  )است مفروض و عضو  : (به سري حقيقي فوريه بسط داده شود fدر صورتي كه  -الف
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  : به سري مختلط بسط داده شود fدر صورتي كه  -ب
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  :  تابعي مختلط باشد fاگر  -پ
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: (عبـارت اسـت از   tf)(بسـط حقيقـي سـري فوريـه وابسـته بـه تـابع         ميـدانيم كـه   -)بـراي حالـت الـف   : (اثبات
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. با توجه به اينكه انتگرال معين بالا به انتگرالهاي بصورت زير قابل تفكيك است، به محاسبه اين انتگرالهـا ميپـردازيم  
  توجه ميكنيم كه
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  :براي حالات ب و پ: اثبات  
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  :تعبير فيزيكي فرمول پارسوال
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  مسائل حل شده  -1-6
  

يـك عـدد خقيقـي غيـر      0tاگر . بسط يك خانواده از سيگنالهاي الكتريكي با طيف تكراري به سري فوريه: 1مسئله 
عريف زير معرفي گرديـده اسـت در   و با ت 2با دوره تناوب  fمشخص باشد، سيگنالي را كه بوسيله تابع متناوب 
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]3,3[را در دستگاه قائم و در بازه  fمنحني تابع  -1 00   tt رسم كنيد.  
 .است قطعه اي روي  1Cاز كلاس  fنشان دهيد كه تابع  -2
 .در آن نقاط پيوسته است مشخص نماييد fرا به سري فوريه در نقاطي كه  fبسط تابع -3
00در حالات خاص  -4 t  2/0و t  آيا نتـايج حاصـل را ميتـوان    . له را بررسي كنيدمسئ 3موضوع بند

 پيش بيني نمود؟
  

  : حل
  

 . نشان داده شده است 11-1شكل منحني در شكل  -1

 
  tf)(منحني تابع : 11-1شكل 
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ــفر   ــت ص ــتق ثاب ــا مش ــذير ب ــه . پ ــابع در نقط ــادير   0tت ــوده و مق ــوع اول ب ــتگي از ن داراي ناپيوس
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],2[روي بازه  00 tt .،چون بنا به فرض مسئلهf     تابعي متنـاوب بـا دوره تنـاوب2   نيـز هسـت .
 .   است قطعه اي روي  1Cاز كلاس  fازينرو پي ميبريم كه 

 
،  پس طبق قضيه ديريكله در هر نقطـه اي كـه   قطعه اي روي  1Cتابعي است از كلاس fچون تابع  -3

f  در آن نقطه پيوسته باشد، سري فوريه وابسته به آن به خودf حـال بـه محاسـبه    . همگرا خواهد بود
 : داريم. ضرايب فوريه ميپردازيم
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pnاگـر  : انجـام شـد، نتيجـه ميگيـريم كـه      naبا محاسبه اي مشابه بـا آنچـه بـراي     2   ،0باشـدnb   و اگـر

12  pn  12آنوقت pb  برابر با 
)12(

)12(cos4 0




p

tpE اما ميدانيم كـه در نقاطيكـه تـابع    . خواهد شد)(tf 

  :از اينرو خواهيم داشت. به خود تابع همگرا ميشود tf)(وريه وابسته به پيوسته باشد، سري ف
       
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00اگر  -4 t  مسـئله بصـورت    3باشد، رابطه نتيجه شده در بند 


 


0 )12(
)12(sin4)(

p p

tpE
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
در  

بـوده و   12-1مطابق با شكل  tf)(در اينحالت منحني تابع . تابعي فرد است fآيد كه نشان ميدهد مي
  :داريم
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   tf)(منحني تابع : 12-1شكل 

***  
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  :يجه ميدهدكه نت
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پـس رابطـه   . تابعي فـرد نيسـت   tf)(نتايج بالا نشان ميدهند كه  


 
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0 )12(
)12(sin4)(

p p

tpE
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در مـورد   

00حالت  t چنانچه مثلاً بخواهيم تعريف تابع . نميتواند صحيح باشد)(tf  را بصورت  
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به تابعي فرد بدل گرديده و بسط آن به سـري فوريـه در    fدر اينصورت ) است 2دوره تناوب تابع (تغيير دهيم، 
پيوسته باشد به خود تابع همگرا خواهد بود آنگاه رابطه پيش گفتـه در مـورد چنـين تـابعي برقـرار       fتابع نقاطيكه

  :ميگردد و داريم
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همينطـور اگـر   . حاصل ميگـردد  fبا توجه به تعريف جديد تابع  nbو  0a ،naاين نتيجه پس از محاسبه ضرايب 
2/0 t  باشد، منحني نمايش تابع متناوب)(tf اوب با دوره تن2 و با تعريف  
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، بـه تسـاوي   tf)(خواهد بود و تساوي مربوط به همگرايي بسط تابع مزبور به سري فوريه به  13-1مطابق با شكل 
  :زير بدل ميگردد
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***  

 
  tf)(منحني تابع : 13-1شكل 

00با محاسبات مشابه با حالت  t  بسادگي ميتوان پي برد كه در اينحالت تـابع   13-1يا بكمك شكل)(tf  زوج
در نظـر   tf)(تعريفـي بـراي تـابع     2اما ميتوان در بازه اي بطـول  . نيست تا رابطه اخير در مورد آن صدق نمايد

  )2برابر با tf)(دوره تناوب تابع (مثلاً . گرفت كه تابع زوج گردد
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ــاوي    tf)(در اينصــــورت   ــابعي زوج خواهــــد بــــود و بــــراي آن در نقاطيكــــه پيوســــته اســــت، تســ تــ
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است و  0nbمورد تابع زوجي كه انتخاب شد، در . برقرار ميگردد
12

)1(4
12 

 p

E
a

p

p 
 .  

  
00در دو حالت  fرسم طيف فركانسي وابسته به  t  2/0و t :  

  
22تعريف شده بصورت  در تابعي است از  fميدانيم كه طيف فركانسي

nnn baAn   .   امـا چـون
00در حالات  t  2/0و t  توابع انتخاب شده زوجند وnb در آنها برابر با صفر است، خواهيم داشت:  

2 2 1 2 1
4 10, ( )

2 1p p p

E
A A a p

p    


  

  )14-1شكل . (يكهاي رديف زوج، صفر هستندتمام هارمون
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  nAتغييرات ضريب : 14-1شكل 

  
در حقيقت تغيير مقـدار  . است 0tنشان داده شده است، براي همه مقادير  14-1طيف فركانسي كه در شكل  :تبصره

0t  بر ميگردد به تغيير مبدا زمانها، يعني انتقال سيگنال بقدر    در اينصورت ضـرايب فوريـه ،nC   بـهnC   تغييـر
nn: يابند، بطوريكه خواهيم داشتمي CinC .)exp(  ) كه داريم ) آمده است 3در مسئلهnn CC .  
  

  .به سري فوريه Tبسط يك تابع حقيقي و متناوب با دوره تناوب : 2مسئله 
n*: (انتگرالهاي زير را محاسبه كنيد -1   و*  ( 
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 بوده و بصورت  حقيقي، متناوب، با دوره تناوب  fتابع  -2
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  .تعريف شده است
 .را حساب كنيد fيب فوريه وابسته به ضرا -3
، به خود تابع همگراسـت و ايـن سـري را    در هر نقطه اي از  fنشان دهيد كه سري فوريه وابسته به  -4

  .تعيين كنيد
  

  
  : حل

  
  :داريم -1
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  : با محاسبه اي مشابه خواهيم داشت

  )sin()sin()cos()cos(1),( 22 bnananabnbn
n

baJ 


  

  

  .نشان داده شده است 15-1منحني تابع در شكل  -2

  
  tf)(تابع  منحني: 15-1شكل 

  

]0,[روي فاصله  fمقدار متوسط تابع   عبارتست از:  
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برابـر   15-1كه با مثلثهاي ديگر در شـكل   OABضربدر مساحت مثلث  /1برابر است با  mVدر حقيقت : تبصره
در مساحت هـر يـك از مثلثهـاي ديگـر اسـتفاده       /1از حاصلضرب  mVبهمين لحاظ ميتوان براي محاسبه . است
/ABCmالبته، اينكه . (نمود SV ، براي تابعي مثبت هموار صحيح است   (.  

  

mVaميدانيم كه  -3 0  4/0است، پس a .  همچنـين داريـم :
T

n dttntf
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a
0

)cos()(2   ،T ،

2/2  T ،*n   .بنابراين خواهيم داشت:  
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  :كه در آنها داريم
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  و
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  :قرار دهيم، نتيجه ميگيريم naمربوط به  چنانچه نتايج محاسبات فوق را در رابطه
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داريم : nbمحاسبه 
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)3/2,0(س از قـراردادن مقـادير   پ J  3/2,(و( J   و مقـدار
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است، بايد نشان دهيم كه تابع  f، همگرا به  tدر ازاي همه مقادير  fبراي اثبات اينكه سري فوريه وابسته به  -4

f  1از كلاسC  قطعه اي روي 3/2,0]امـا چـون تـابع روي بـازه هـاي      . است[    3/2,]و[  صـورت  ب
پـس لازم اسـت در نقـاط    . كثيرالجمله است، لذا معين، پيوسته و مشتق پذير بوده و مشـتق آن نيـز پيوسـته اسـت    

0t  ،3/2t  وt داريم. وضع تابع را بررسي نمود:  
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  :همچنين داريم. نيز پيوسته است 3/2در  fبه اين ترتيب معلوم ميگردد كه تابع 
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]0,[نتايج بالا نشان ميدهند كه تابع مفروض روي بازه    1از كلاسC اما از اينكه دوره تناوب تابع . قطعه اي است

  است، نتيجه ميشود كه تابعf  روي  1از كلاسC بنابراين از قضيه ديريكله در مـورد  . قطعه اي خواهد بود
، در fبنابراين سري فوريه وابسته به . نيز پيوسته است ود و چون تابع در همه نقاط اين تابع ميتوان استفاده نم

  : همگرا خواهد بود و داريم fبه  هر نقطه اي از 
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  ضرايب فوريه مختلط :  3مسئله 
  

چنانچـه  . بوده و در شرايط قضـيه ديريكلـه صـدق كنـد     2تابعي متناوب با دوره تناوب  fفرض كنيد -1
بـا رابطـه    نشـان دهـيم و آنـرا روي     gبـا تـابع    را به اندازه مقدار داده شده  fته تابع انتقال ياف

)()(  tftg بعلاوه ضرايب فوريـه مخـتلط وابسـته بـه     . تعريف نماييمf   را بـا)( fCn   نشـان
)()exp(.)(است و  2نيز تابعي متناوب با دوره تناوب  gثابت كنيد كه . دهيم fCingC nn 

.  
 : معرفي گرديده و بصورت 2و دروه تناوب  fسيگنالي را در نظر ميگيريم كه با تابع حقيقي  -2








[2,]0)(
],0[)sin()(



ttf

tttf
 

  .تعريف شده است
]3,3[را در بازه  fمنحني تابع  -الف  رسم كنيد.  
  .را محاسبه كنيد fضرايب فوريه حقيقي و همچنين مختلط وابسته به  -ب
. ، به خـود تـابع همگراسـت   f، مجموع سري فوريه وابسته به نشان دهيد كه در هر نقطه اي از  -پ

  .  را بنويسيد fوريه حقيقي و مختلط وابسته به سري هاي ف
 

)()(را كـه بصـورت    2از نتايج قبل، بسط به سري فوريه تابع متناوب بـا دوره تنـاوب    -3  tftg 
 . تعريف گرديده، بدست آوريد

ــر  -4 ــادير    t)(و  t)(اگـ ــع مقـ ــازاي جميـ ــورت  در  tبـ بصـ )()(
2
1)( tftft   و

 )()(
2
1)( tftft   ،تعريف شوند 

  .را به سري فوريه نتيجه بگيريد t)(و  t)(مسئله، بسطهاي توابع  2با استفاده از بند  -الف
 .تعيين كنيد t)(و  t)(را بر حسب  gو  fتوابع   - ب

)()(رابطــه  tنشــان دهيــد كــه بــراي جميــع مقــادير  -پ tt    برقــرار اســت و از آن بســط
)sin(tt  را به سري فوريه نتيجه بگيريد.  

  
  :حل

  
  : داريم Znبراي هر  -1
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
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
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  يا












2

)exp()(
2
1)( dttnitfgCn  

ut، تغيير متغير gCn)(براي محاسبه انتگرال مربوط به    آنگاه خواهيم داشت  انجام داده،را:  
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اسـت، لـذا    2و طول فاصله انتگرالگيري اخير نيز  2تابعي است متناوب با دوره تناوب  fاما با توجه به اينكه 

ميتــــوان رابطــــه آخــــري را بصــــورت    







 

 



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
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 
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2
1)exp()( dttnitfnigCn ــت ــريم . نوشــــ ــه ميگيــــ ــابراين نتيجــــ : بنــــ

)(.)exp()( fCnigC nn .  
  
2-    

  .نشان داده شده است 16-1در شكل  fمنحني تابع  -الف

    
  tf)(منحني تابع : 16-1شكل 

  
  : محاسبه ضرايب فوريه مختلط -ب
  

:  داريم 




2
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],2[، مقدار تابع در بازه  fاما با در نظر داشتن اينكه طبق تعريف تابع   برابر با صفر است، خواهيم داشت :  
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)sin(بجاي  t  مساويش  ititi 2/)exp()exp(  قرار داده، نتيجه ميگيريم:  
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  : ، بدست ميĤوريم 1nو  1nبراي 
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]1sin[(])1cos[(])1(exp([چنانچـــــــه در رابطـــــــه فـــــــوق بجـــــــاي    ninni   و
])1sin[(])1cos[(])1(exp[  ninni  قرار دهيم، خواهيم داشت:  
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  .را تعيين مينماييم nCاينك در حالات مختلف مقدار 
012يعنـي  . برابـر بـا صـفر ميگـردد     nCباشـد، واضـح اسـت كـه      1و  1فرد و مخالف  nاگر  pC   ،اسـت

  : ، داريم 1nبراي ). باشد 1pو  0pدرصورتيكه (
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  : ، خواهيم داشت1nبراي 
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11يادآور ميشويم، از قبل ميدانستيم كه  CC      اگـر  . ، در اينجـا مطلـب بوضـوح متحقـق گرديـدn   زوج باشـد)
pn 2(داريم ،) :p  (  
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n )*nميدانيم كه براي همه مقادير طبيعـي  : محاسبه ضرايب فوريه حقيقي   (  رابطـه nnn biaC 
2
1 

بنـابراين از  . برقـرار اسـت    0
2
1

121212   ppp biaC  بـازاي هـر*p  012:خـواهيم داشــت pa  و

012 pb . 1بازايp 11)/4(: داريم iC   01و لذا a  2/11و b.  
  

  )p*: (همينطور داريم

 ppp biaC 222 2
1   

  يا

2)41(
1 22

2
pp bia
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
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
 

00طبـــق قـــرارداد  b  0و بـــرايp  00داريـــم aC  . همچنـــين بـــراي*p  02داريـــم pb  و

)41(
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22 p
a p 
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اما در رابطه . 

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1)(
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1)(

4
1 11


، صفر قرار داده  nچنانچه بجاي  

/10شود، نتيجه ميگردد  C . پس/10 a است .  
  
سته و مشتق تابعي معين، پيو  .fقطعه اي روي  1Cتابعي است از كلاس  fابتدا نشان ميدهيم كه تابع  -پ

]2,0[روي بازه ) 2tو  tشايد بجز در (پذير و نيز داراي مشتق پيوسته   چـون تـابع   . استf  روي
],0[   بصورت تابع)sin( tt        است كه همه شـرايط پـيش گفتـه را داراسـت و همچنـينf  [,2]روي  

  .مقداري ثابت است
  :نيز از محاسبات زير معلوم ميشود 2و  بررسي وضع تابع در نقاط صفر،   

 .)پيوسته است در  fتابع (
(0) 0

lim ( ) lim sin( ) 0

lim ( ) 0
t t
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f t
 



 



 






    


 




 

 
 .)پيوستگي چپ دارد 2در  fتابع (

2 2
lim ( ) lim (0) 0

t t
f t

   
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  lim ( ) lim cos( ) 1
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پـس از  . و بنا به محاسـبات بـالا داراي شـرايط قضـيه ديريكلـه      2تابعي است متناوب با دوره تناوب  fبنابراين 
است و در هر نقطه اي كه در آنجا پيوسته باشد، سري فوريه وابسته به آن به خود تابع  قطعه اي روي  1Cكلاس

  :پيوسته است، خواهيم داشت چون در همه نقاط . گراستهم
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  ،)به سري فوريه مختلط fبسط(
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  :به سري فوريه حقيقي fبسط 
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  .)در تنظيم اين سريها از نتايج برخي محاسبات انجام شده قبلي استفاده گرديد(
  
)()exp()(ثابت شد كه  1در بند  -3 fCingC nn  . چون در اينحالت  است، لذا داريم:  
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ــراي ــه ضـ ــابع  چنانچـ ــي تـ ــه حقيقـ ــا  gب فوريـ ــت  gbn)(و  gan)(را بـ ــواهيم داشـ ــيم، خـ ــان دهـ : نشـ

i
fCgC

4
1)()( 11
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در اينحالت (   0است وp  1وp(      )()12(exp)( 1212 fCpigC pp 
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)()(: لذا نتيجه ميگيريم 1212 fCgC pp    0اگرp  1وp .  
)()(: بهمين ترتيب نيز خواهيم داشت 22 fCgC pp  .  0(در نتيجه بـازايp ( 0: داريـم)(12  ga p  و

0)(12  gb p.  
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12)(0: خواهيم داشت  ga p  12)(0و  gb p ) 0با شرطp .( همچنين)](2]/)41( 2
2 pga p   

2)(0و   gb p  . اما رابطه مفروض)()(  tftg   نشان ميدهد كه در حقيقت تـابعg     انتقـال يافتـه تـابع
f لذا . استg  نيز بمانندf كله صدق نموده و همچـون  در شرايط قضيه ديريf  در    پيوسـته خواهـد بـود .

  :است و داريم tg)(در همه نقاط همگراي به  gپس بسط سري فوريه وابسته به 
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  :تبصره مهم
  

به قسمي است كه با انتقال مناسب محور عرضها ميتوان  tf)(چنانچه در عمل معلوم گردد كه منحني نمايش تابع 
1)(تابع (يا فرد  اين منحني را به منحني تابع زوج tg  (    بدل نمود، در اينصورت با انجام اين انتقال ابتـدا بسـط تـابع

1g  نتيجه شـد بسـط   ) 3(مسئله  1را به سري فوريه تعيين نموده و سپس با استفاده از آن و فرمولي كه از حل بند
  . را به سري فوريه مشخص ميسازيم fتابع 

  
چنانچه در شكل قبلي محور عرضها را به نقطـه  . تش در نظر ميگيريمرا با تمام خصوصيا) 3(همان تابع مسئله : مثال

)0,2/(    انتقال دهيم، منحني قبلي به منحني تابع زوجي در دستگاه مختصات جديد تبديل ميگردد كه بسـط
  :باين ترتيب خواهيم داشت. آن به سري فوريه، سري فوريه اي كسينوسي است

).2/()(
),2/()(

1

1







tftg

tgtf
 

  :بعلاوه داريم   

[2,2/3[
[2/3,2/[

[2/,0[

0
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0
)(1
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






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







t

t

t

ttg  

)Zn  12و 
T

 (يجه ميشودكه از آن نت :  

 
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
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



 




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0
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2
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


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
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  :آنوقت داريم

 

 

4
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)2sin()2cos(
8

1
4
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4
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t

dttigC

 

)(بهمين ترتيب نيز  11 gC 4/1: را محاسبه نموده و بدست مي آوريم)( 11  gC .  
  

)(براي محاسبه 1gCn  12دو حالت متمايز  pn  وpn 2 را در نظر ميگيريم:  
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 
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8
1

))22(exp()2exp(
4
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)(0: اين محاسبه بĤساني انجام ميگردد و نتيجه ميگيريم  112  gC p  .در مورد)( 12 gC p 0: (نيز داريمp(  
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  :داريم







1)()()cos(
2

1)()( 1010

2/3
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  و
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  :به سري فوريه حقيقي عبارتست از 1gط لذا بس

)41(
)2cos()1(2)cos(

2
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21 p

tp
tg

p


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

 

: داشـتيم . را بـه سـري فوريـه حقيقـي بدسـت آورد     ) 3(از مسـئله   fاز بسط فوق نيـز ميتـوان بسـط تـابع     : توجه
)()(  tftg  1)()/2(و  tftg   1)/2()(يا   tftg  . كه در نتيجه خواهيم داشـت :
)()2/(1 tftg   . 1)(بنابراين با داشتن بسط tg بسطهاي ،)(tf  و)(tg    را ميتوان بصورت زيـر تعيـين

  .نمود
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])()[(: ، داريـم  بـراي هـر عضـو    ): الف( -4
2
1)( tftft   و)]()([

2
1)( tftft    در روابـط

)(و  tf)(مفروض بالا بجاي  tf  بسطهاي آنها را قرار داده، نتيجه ميگيريم:  




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)sin(نماييم را محاسبه مي t)(بهمين ترتيب نيز  
2
1)( tt  .  

)(و بكمك آن  tf)(به ترتيب زير ) ب( tf  يا)(tg ابتدا توجه ميكنيم كه. را مشخص ميسازيم:  

    )()()(
2
1)()(

2
1)()( tftftftftftt   

)()()(در نتيجه    tftt   يا)()()( tgtt   .ه به مقاديري كه در با توج
  :بدست آمده است، نتيجه ميگردد t)(و   t)(بالا براي 

)()sin(
2
1)sin(

2
1)(

)(
41

)2cos(21
41

)](2cos[21)(
1

2
1

2

tttt

t
p
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
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
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









 






  

)()()()(: از مجموع روابط بالا خواهيم داشت tttt    و)()()( tttg   . از جمع
)()()(رابطه اخير و   tftt  2: نيز نتيجه ميگيريم/)]()([)( tgtft .  

  
)()(ابتــدا بكمــك رابطــه مفــروض  -)پ( tgtf    2و رابطــه/)]()([)( tgtft  صــحت تســاوي ،

)()( tt    2,0[را در بازه[   توابـع  كه طول آن بقدر فاصله تناوب هر يك از)(t  و)(t    اسـت، مـورد
]2,0[باين منظور بازه . بررسي قرار ميدهيم   0,[را در دو قسمت[   2[و,[   در نظر گرفته و در هر قسمت

  .درستي تساوي مورد نظر را تحقيق مينمائيم
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ــازه  -1 ]0,[بـ :      ــازه ــن بـ ــر ايـ ــه بـ ــدانيم كـ ــا    tf)(ميـ ــت بـ ــر اسـ )sin(برابـ t . ــم ــين داريـ : همچنـ
]0,[)(],0[   tt  بعلاوه ميدانيم كه)(tf  0[بر بازه,[  ر اسـت، چـون   برابر با صفt 

],0[نيز به بازه    تعلق دارد، لذا)( tf  يا)(tg بنابراين مقـدار  . هم بر همين بازه صفر ميگردد)(t   بـر

]0,[بازه    برابر خواهد بود با 0)sin(
2
1)(  tt  يا)sin(

2
1)( tt   0با شرطt . در نتيجه تساوي

)()( tt   برقرار است .  
  
],2[بازه  -2  : بر اين بازه)(tf   برابر با صـفر اسـت)   2[واضـح اسـت كـه    ). بنـا بـه فـرض,[ t   بمعنـاي
],0[)(  t 0,[ا ميدانيم كه بازاي هر عضو از بازه ام. است[   مقدارf  برابر با)sin( t پس مقـدار  . است
)( tf كهt   0,[نيز عضـوي از[        اسـت، برابـر خواهـد بـود بـا)sin( t .   يعنـي مقـدار)(tg    بـر بـازه

]2,[   برابر با)sin( t  است))()( tgtf   .(  بنابراين خـواهيم داشـت :)sin(0
2
1)( tt        يـا

)sin(
2
1)( tt   0با شرطt .با توجـه بـه اينكـه    . اين نتيجه نيز برقراري تساوي مورد بحث را معلوم ميدارد

)()(هستند، معلوم ميگردد كه تسـاوي   2توابعي متناوب با دروه تناوب   و  f ،توابع  tt     بـازاي
)،  tجميع مقادير  )t  برقرار است.  

  
t: (، خواهيم داشت 4با استفاده از نتيجه بدست آمده از حل قسمت الف از بند : قسمت پاياني مسئله (  






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
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p p
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
  

sin(tt(دوره تناوب تابع : توجه   ابر با كه بر   است، توجيه قابل قبولي است بر اين نكته كه بسـط)sin(t 
ttمي بايد تنها از هارمونيكهاي زوج تشكيل شود، زيرا تنها همين هارمونيكهاي زوج هسـتند كـه بـا تبـديل       

  . تغيير نميكنند
  

  سري فوريه و سري عددي    :4مسئله 
  
، بصـورت زيـر مشـخص     2با دوره تناوب  fتناوب سيگنالي را مورد نظر قرار ميدهيم كه با تابع حقيقي و م -1

  :گرديده است

[2,],0)(
],0[),sin()(






ttf

tttf
 

]3,3[در بازه  tبا تغيير  -الف  منحني نمايش تابع ،f را رسم كنيد.  
  .   را محاسبه كنيد fضرايب فوريه حقيقي وابسته به تابع  -ب
را بـه   fو بسـط تـابع    tf)(برابر است با  fمجموع سري فوريه وابسته به  نشان دهيد كه در هر نقطه  -پ

  . سري فوريه بنويسيد
  

، نشان دهيد كه رابطه tبا انتخاب مقدار خاصي براي  -2


 


1
241

)1(
2
1

4 p

p

p

 برقرار است.  

  . با استفاده از فرمول پارسوال، درستي تساوي زير را معلوم نمائيد -3
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
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 
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  : حل

  
قسمتهاي الف، ب يكي است و به همه سوالات مطرح شده در  3از اينكه تابع مفروض با تابع داده شده در مسئله  -1

  :از اينرو خواهيم داشت. پاسخ داده شده است 3و پ در مسئله 
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و  0a ،naنيز ميتوان بـا محاسـبه مسـتقيم     tf)(واضح است كه بدون استفاده از سري فوريه مختلط وابسته به   
nb به رابطه فوق دست يافت:  
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  :بسادگي ميتوان به نتايج زير رسيد
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 )00 b نين نشان دادو همچ) بنا به قرارداد:  


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


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همگراي بـه خـود تـابع     f، سري فوريه وابسته به از  tاثبات گرديد كه بازاي جميع مقادير  3چون در مسئله 
  :است، بنابراين خواهيم داشت
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


 


1
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)2cos(2)sin(
2
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ttf
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  :لذا داريم. به خود تابع همگراست fنيز سري فوريه وابسته به  t/2چون با انتخاب  -2


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)cos( يا يك برابر است و )sin/2(با  f)/2(زيرا  p  نيز با p1 در نتيجه خواهيم داشت. مساويست:  



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  :برطبق فرمول پارسوال داريم -3
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  :در فرمول بالا و محاسبه انتگرال طرف اول خواهيم داشت nbو  0a ،naبا قرار دادن مقادير 
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  :داريم p*چون براي هر 
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2
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  :با قرار دادن مقادير بالا در رابطه پارسوال، تساوي مطلوب نتيجه ميگردد

 
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را با تقريبهاي بقدر كافي كوچـك   2و  اين مسئله ميتوان مقادير  3و  2از نتايج بدست آمده از بندهاي : تبصره

  :زير محاسبه نمود

 


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كـه   T، متناوب بـا دوره تنـاوب   tتابعي مختلط با متغير حقيقي  fعددي مثبت، حقيقي، معلوم و  T: 5مسئله 

  :  بصورت زير تعريف گرديده است
Tttikttf  0)2exp()()( 

kدر اينجا    عددي است مختلط و ثابت و  عدديست حقيقي مخالف باTk /  .  
  
)0()0(در رابطـه   fچنان تعيـين كنيـد كـه تـابع      و  Tرا بر حسب  kعدد ثابت   -1 fTf    صـدق

پيوسـته   بـر   fكه در اينجا بدست ميĤوريم، ميپذيريم كـه تـابع    kدر حل بقيه حالات، علاوه بر مقدار . نمايد
)()0(بوده و تساوي   TfTf ر استبرقرا.  
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  .را محاسبه كنيد fضرايب فوريه مختلط وابسته به  -2
و  0tاست، نشان دهيد كـه اگـر    f، همگراي به در همه نقاط  fبا قبول اينكه سري فوريه وابسته به  -3

x 2  باشد)T/2 ( [1,0]، برايx خواهيم داشت :
)(sin)(

1
2

2

2 xnx 






     

  
  :حل

  
ــم  -1 kfداري )0(  و  )2exp()()2exp()(lim)(lim)0( TikTTikttfTf

TtTt
 

 
 .

)0()0(از تساوي  fTf  نتيجه ميگيريم :kTikT  )2exp()(   يا  

 TTiTiTi
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

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رابطـه  اما با توجه     )2/()exp()exp()sin( iTiTiT         تسـاوي فـوق را سـاده كـرده و خـواهيم ،
)sin(2/()exp((: داشت TTiTik   . پيداست وقتيk      0وجـود خواهـد داشـت كـه)sin( T   يـا
 kT  ياTk /  پس . اين شرط نيز بر طبق فرض مسئله برقرار است. باشدk همواره وجود دارد .  
  
  :داريم در  nبراي هر  -2
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ktuبـا فـرض   . انتگرال بالا را به روش جـزء بـه جـزء محاسـبه ميكنـيم        و dttnidv )2(exp   
  :خواهيم داشت
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)0()0(اما از تساويهاي  fTf   0(و()(  TfTf  0(نتيجه ميشود()( fTf  .  همچنـين داريـم :
1)2exp()exp(  niTni   1و)exp()exp(  TiTi  .بنابراين خواهيم داشت:  
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  :پيوسته است، داريم بر  fاز اينكه بر طبق فرض مسئله،  -3
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xو  0t(اما بر طبق داده هاي مسئله  2  ،و همچنينTk /  (خواهيم داشت:  
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Txاز اينكه  /   وTk /  است، نتيجه ميشود كه kx   .     از اين به بعـد در محاسـباتي كـه انجـام

اگر در رابطه . عدد مختلط نيست xميدهيم اين اصل را ميپذيريم كه
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پديده گيبس :  6مسئله   
  

بررسـي  . ل متناوب و ناپيوسته، در همسايگي يك نقطه ناپيوستگي از نوع اولرفتار سري فوريه وابسته به يك سيگنا
مثال زير امكان آنرا بوجود ميĤورد كه از مشكل مدلسازي يك سيگنال متناوب ناپيوسته به صورت مجموعي از توابـع  

مجموعهـاي  اين مثال پديده گيبس را در مـورد اشـكالي كـه بـراي     . سينوسي پيوسته، برداشت مناسبي نتيجه شود

جزئي از سري فوريه، در همگرايي بسوي  )0()0(
2
1

00  tftf   0در يك نقطه ناپيوستگيt    وجـود دارد
  . موجود است، به روشني نشان ميدهد tf)(براي همگرايي به  0t، در همسايگي tو يا اشكالي كه در نقطه 

  
  -مثال

  
  . مايش داده شده استمنحني آن ن 17-1را در نظر ميگيريم كه در شكل  2سيگنالي متناوب با دوره تناوب  -1

  
  6شكل مسئله : 17-1شكل 

با يادآوري اينكه تابع تعريف كننـده ايـن سـيگنال در شـرايط     . ضرايب فوريه وابسته به اين سيگنال را محاسبه كنيد

[0,]عضو  tقضيه ديريكله صدق ميكند، نشان دهيد كه براي هر    تسـاوي ،  1
12

)12(sin4
1







k k

tk


برقـرار   

  .ه صدق ميكنددر قضيه ديريكل 0tاست و تابع مزبور براي 
  

:   اگر در اين قسمت از سوال، مجموعهاي متناهي سري فوريه چنين باشد -الف -2 


 


pk

k
p k

tk
S

1 12
)12(sin4


 

)2exp(با محاسبه مجموع يك دنباله هندسي به قدر نسبت .  ti   نشان دهيد كـه ،
)sin(

)2sin(2)(
t

tp
tS p 
  و از

آن نتيجه بگيريد كه  
t

p du
u

up
S

0 )sin(
)2sin(2


tSt)(تغييرات تابع .  p  را وقتيكهt  0,]در بازه[    تغييـر

  .ميكند، بررسي نماييد
2)(يرات هر يك از توابع جدول تغي -ب tSt   3)(و tSt    0,]را در بـازه[      تشـكيل داده و منحنـي هـاي

  .مربوط را رسم نماييد
  
3-   

مينـاميم،   16mو  12m ،13mمقـدار نخسـتين مـاكزيمم را بـه ترتيـب       6Sو  2S ،3Sبراي هر يك از توابع  -الف
  .محاسبه كنيد
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: برابر است با pm1يعني  pSنشان دهيد كه نخستين ماكزيمم  -ب


 0
1

)
2

sin(2

)sin(2
dv

p

v
p

v
m p.  

sin(2lim(179.1م كه اگر بپذيري -پ 1 


dv
v

v
m p

p 
منحني هاي مربوط به مجموعهـاي متنـاهي در   . است 

  .   رسم نموده و كيفيت پديده گيبس را بررسي كنيد 0tرا براي  0tهمسايگي 
  

  : حل
  
00دانست كه با  1چون اين مسئله را ميتوان شكل خاصي از مسئله  -1 t  1وE     از آن نتيجـه گرديـده، لـذا

[0,]در بازه  tبازاي تغييرات   خواهيم داشت :


 
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1 12
])12sin[(41)(

k k
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
كه از رابطه اثبـات شـده   (، 

  :عبارتست از 17-1تابع مربوط به شكل ) نتيجه ميگردد 1از مسئله  4و  2در بندهاي 
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ــاوب   ــا دروه تنـ ــه در  .  2بـ ــيه ديريكلـ ــيم    0tقضـ ــته باشـ ــه داشـ ــردد كـ ــق ميگـ ــورتي متحقـ :  در صـ
2/)]0()0([)0(   fff0(0: ، اما داريم( f ،1)0( f  0(1و( f   كه در نتيجه خـواهيم

0)]1()1[(/02: داشت   0يعني رابطه ديريكله درt است برقرار .  
  
2-   

  ام عبارتست از  pمجموع جزئي سري فوريه در مورد تابع مفروض تا جمله  -الف
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  :با مشتقگيري از طرفين تساوي فوق بدست مي آوريم

 ])12cos[(...)5cos()3cos()cos(4)( tpttttS p 


 

)sin()cos()exp(: از طرفي ميدانيم titti  يعني ،)cos( t  با مقدار حقيقي)exp( ti بنابراين، . مساويست
  )نشانه قسمت حقيقي يك عدد مختلط است Reعلامت : (خواهيم داشت

 



   tiptititi

p eeeetS )12(53 ...4Re)(


 

)2exp(اما داخل پرانتز مجموع جمله هاي يك تصاعد هندسي است با قدر نسـبت   ti     كـه ايـن مجمـوع متنـاهي ،
  : برابر است با) است pتعداد جمله هاي تصاعد (
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 

)sin(
)sin()]sin()[cos(

)sin(2
)sin(2

)(
)(

1)2exp(
1)2exp(... )12(3

t

tp
tpitp

ti

tpi
e

eee

eee
e

ti

ti
eeee

ti

tititi

tpitpitpi
ti

p
titiptiti

















 

  : بنابراين خواهيم داشت

)sin(2
)2sin(

)sin(
)sin()cos()...Re( )12(3

t

tp

t

tptp
eee tiptiti



 

 

  : كه در نتيجه بدست ميĤوريم 





t

p

p

du
u

up
tS

t

tp
tS

0 )sin(
)2sin(2)(

,
)sin(

)2sin(2)(




 

tS)(در مورد تغييرات تابع  p  0توجه ميكنيم كه وقتيpS  2(0باشد، آنوقتsin( tp يجهو در نت:  
12,...,3,2,1,2  pkktp 

]0,]نبايد صفر شود و چون داريم  tزيرا در كسر مشتق  t  پسk  نميتواندp2    در نتيجـه  . يـا بيشـتر باشـد
tS)(جدول تغييرات  p بصورت زير خواهد بود:  

    
p

p

2
)12(  ...  

p2
3    

p

    
p2
    0  t  

  –  0 ...  0  0 –  0      pS  
0      ...         max   0  pS  

  
   3pو  2p  :حالات خاص -ب
  

  :داريم 2pبازاي 

)sin(
)4sin(2)(

,)3sin(
3
1)sin(4)(

2

2

t

t
tS

tttS











 

 

  و لذا
  

4
3,

2
,

4
,02

 tS  
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    4/3   2/   4/    0  t  
  –  0  0 – 0     )(2 tS  
0    )3/(28   )3/(8   12m   0  )(2 tS   

2S  :200.1ماكزيمم اول 
3

28
12 


m  

  
2)(تابع : 18-1شكل  tS  

  :داريم 3Sدر مورد . نشان داده شده است 18-1در شكل   tبر حسب  2Sمنحني تغييرات 

)sin(
)6sin(2)(,

5
)5sin(

3
)3sin()sin(4)(3 33 t

t
tS

tt
ttSp






   

  .است نشان داده شده 19-1جدول تغييرات اين تابع بصورت زير بوده و منحني تغييرات آن در شكل 
  

    6/5   3/2   2/   3/    6/   0 t  
  –  0   0 – 0  0  –  0    )(3 tS  
0   

15
56   

5
38   

15
52   

5
38  13m   0 )(3 tS 

 
3S  :198.1ماكزيمم اول 

15
56

13 


m  

  
3)(تابع : 19-1شكل  tS  

  
3-   
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6)(بـراي  . در قسمت قبل محاسبه شده اند 13mو  12mمقادير  -الف tS   داريـم
)sin(
)12sin(2)(6 t

t
tS


   و بـراي

0)(6  tS  وريمĤ12بدست مي/t  .از طرفي داريم:  


















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
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
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


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
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


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
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







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11sin
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1
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9sin

9
1
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7sin

7
1
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5sin

5
1

12
3sin

3
1

12
sin4)

12
(6





S

  يا




















































12
sin

11
1

4
sin

9
1

12
cos

7
1

12
cos

5
1

4
sin

3
1

12
sin4)

12
(6





S  

)sin/12()26(/4وابـط  با توجـه بـه ر     12()26(/4و/cos(     مقـدار تقريبـي اولـين ،
181.116برابر خواهد بود با  6Sماكزيمم  m  .  

ميدانيم  -ب
)sin(

)2sin(2)(
t

tp
tS p 
 .    0اولـين ريشـه معادلـه)(  tS p   برابـر

p
t

2
   بنـابراين  . خواهـد بـود

  )2فرمول نتيجه شده از قسمت الف از بند : (خواهيم داشت


)2/(

0
1 )sin(

)2sin(2)
2

(
p

pp du
u

pu

p
Sm




  

vupكه با تغيير متغير  2 در انتگرال بالا، نتيجه ميگيريم:  




 0
1

)
2

sin(2

)sin(2
dv

p

v
p

v
m p  

  :كند، داريمميل  به  pاگر  -پ 

vvv

p

v
p

v

p

v
p

pp






































1

2

2
sin

lim
2

sin2lim  

  : بنابراين خواهيم داشت

179.1)sin(2lim
0

1  




dv

v

v
m p

p
 

محاسبه تقريبي انتگرال معين  


0

/)sin( dvvv   را با استفاده از بسط مك لـورن)sin( v   مقـدار  . انجـام ميـدهيم

نتيجه گرديد با عدد يك كه از طريق رابطه ديريكله در هر يـك از نقـاط تـابع مفـروض      pm1كه براي حد  179.1
[0,]در بازه ) 0tحتي نقاط بسيار نزديك به نقطه (  يد، تفاوت داردبدĤاين موضوع معرف وجود پديده . ست مي

  .نشان داده شده است 20-1اين پديده در شكل . گيبس در چنين توابعي است
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پديده گيبس: 20-1شكل   

   
ttfرا كه بصورت  fتابع  -7مسئله  )(  1,0[روي[t تعريف شده در نظر ميگيريم.  

  
31تابعي است متناوب با دوره تناوب  1gتابع  -1 T ف و با تعريttg )(1  3,0]روي[t.  

  .تغيير ميكند، رسم نماييد ]6,3[در بازه  tرا وقتيكه  1gمنحني نمايش تابع  -الف
در آنجا پيوسته است،  1gرا تعيين نموده و نشان دهيد كه در هر نقطه كه تابع  1gضرايب فوريه وابسته به  -ب

  . است 1gهمگرا به  1gسري فوريه وابسته به 
اين بسط را بسط ناصحيح يا . نتيجه بگيريد [1,0]سري مثلثاتي در بازه را به يك  fاز مطالب فوق، بسط تابع  -پ

  .روي اين بازه ميناميم fبسط ناخالص 
   
22متناوب با دوره تناوب  2gتابع فرد  -2 T  2)(را كه بصورت tg  1,0]روي[t  تعريف شده است، در نظر

  . بگيريد
  .رسم نماييد ]3,3[منحني تابع را در بازه  -الف
در آنجا پيوسته است، سري  2gمحاسبه نموده و نشان دهيد در هر نقطه ايكه  را 2gضرايب فوريه وابسته به  -ب

  . به خود تابع همگرا ميگردد 2gفوريه وابسته به 
  .  نتيجه بگيريد [1,0]را به سري مثلثاتي سينوسي بر بازه  fاز مطالب قبل، بسط  -پ
  
23تابع متناوب با دوره تناوب  -3 T  3و زوجg  را كه بصورتttg )(3  1,0]روي[t مفروض  تعريف شده

  .است
  .رسم نماييد ]4,4[منحني نمايش آنرا در بازه  -الف
در آن نقاط پيوسته است، سري  3gرا محاسبه نموده و نشان دهيد كه در نقاطيكه  3gضرايب فوريه وابسته به  -ب

3)(مزبور همگرا به  tg خواهد بود .  
  .نتيجه بگيريد [1,0]را به سري مثلثاتي كسينوسي بر بازه  tf)(از اين موضوعات بسط  -پ
  

  :حل
  .نشان داده شده است ]6,3[در فاصله  1gنمودار تابع  21-1در شكل  -الف -1
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  1gمنحني تغييرات : 21-1شكل 

  .1gمحاسبه ضرايب فوريه وابسته به  -ب
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3
1)(1 3
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n*لذا براي     و
3
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1

 
T

n*همچنين براي . برابر صفر است naمقدار      داريم:  



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1)(ت به در نقاطيكه پيوسته اس 1gبراي اينكه معلوم گردد كه تابع  tg     1همگراست، بايد مشـخص شـود كـهg  از
 1gپيداست كه بر ايـن بـازه، تـابع    . را در نظر ميگيريم [3,0]به اين منظور بازه . است قطعه اي بر  1Cكلاس 

1)(زيرا بر اين بازه (معين پيوسته و مشتق پذير بوده و مشتق آن نيز پيوسته است  tg    برابـر بـاt  در مـورد  ). اسـت
  : نقاط صفر و سه نيز داريم

)0(0lim)(lim 1010
gttg

tt


 
 

  همچنين. در سمت راست صفر پيوستگي دارد 1gلذا 
3lim)(lim

313


 
ttg

tt
 

  :برابر با يك بوده و داريم 1g، [3,0]در بازه . دارد در  3در سمت چپ  1gو لذا حد 


 
11lim)(lim

313 tt
tg  
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  .در راست صفر پيوستگي دارد 1gزيرا . در راست صفر نيز لازم نيست 1gبررسي وضع مشتق 
  

است بـر   3ي بوده و چون دوره تناوب آن برابر با قطعه ا 1Cاز كلاس  [3,0]بر بازه  1gپس بنابه مطالب فوق تابع 
 1لذا . نيز چنين خواهد بود و در قضيه ديريكله صدق ميكندg    در نقاطيكه پيوستگي دارد، سري فوريـه وابسـته

1)(بـر   [3,0]كه زير مجموعه ايست از بـازه   [1,0]بر بازه  tf)(چون تابع . 1gبه آن همگراست به خود تابع  tg 
  :داريم نيز fمنطبق است، در خصوص تابع 













1 3
2sin13

2
3)(

n

tn

n
tf




 

  .نشان ميدهد ]3,3[را در فاصله  2gمنحني تابع  22-1شكل  -الف-2 

  
  2gمنحني تغييرات : 22-1شكل 

n*بـازاي  (تابعي فرد است، پـس در ايـن بسـط     2gچون : محاسبه ضرايب فوريه -ب   ( ،na   صـفر ميگـردد .
همچنين بازاي   2/2 T داريم:   

 


1

0

1
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)sin(
2
4)sin(2

dttntdttnt
T

bn   

n*: (انجام شد، محاسبه نموده، خواهيم داشت 1gراي ب 1انتگرال معين بالا را نيز به ترتيبي كه در قسمت   (  

n
b

n

n

)1(2   

[1,1]در مورد قسمت ديگر از اين حالت ، بازه   2بر اين بازه . را در نظر ميگيريمg     تابعي اسـت معـين، پيوسـته و
  .نيز داريم 1و  1در مورد نقاط . نيز بر اين بازه پيوسته است 2gمشتق پذير و مشتق 

21 1

2
1 1

2
1 1

21 1
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

 

[1,1]بر بازه  2gبنابراين تابع   ر نتيجه بر و د  1از كلاسC  قطعه اي بوده و در قضيه ديريكله صدق ميكنـد .
[1,1]پس براي . خواهد بود 2gلذا در نقاطيكه پيوسته است، سري فوريه وابسته به آن همگراي به  t داريم :  







1

2
)sin()1(2)(

n

n

n

tn
tg




 



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

٥٣ 
 

[1,1]كه زير مجموعه  [1,0]چون در بازه    است، تابعf  2برg    خـواهيم   [1,0]منطبق است، ازاينـرو در بـازه
  :داشت







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)sin()1(2)(
n

n

n

tn
tf




 

3)(، منحني تابع 23-1در شكل  -الف-3 tg  4,4[در فاصله[ ترسيم شده است.  

  
  3gمنحني تغييرات : 23-1شكل 

  : محاسبه ضرايب فوريه -ب 
  

n*بازاي  nbزوج است،  3gچون    3همچنين از اينكه تـابع  . برابر صفر ميگرددg   بصـورت   ]1,0[روي بـازه
ttg )(3 تعريف شده، با توجه به :  3/2 T 0، در موردa  وna ميتوان نوشت:  
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1
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0
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
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

















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dttn
n
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n

t

dttnta

t
dttdttg

T
a

n











 

pnراي لذا ب 2  02داريم pa  12و براي  pn يدĤبدست مي :  

222212 )12(
4)2(

)12(
2

 



 pp

a p  

نيـز در نقـاطي كـه     3gعمل گرديد پي ميبريم كه سري فوريـه وابسـته بـه تـابع      2و  1به روشي كه در قسمتهاي 
  . همگرا ميشود 3gپيوسته است، به 

 به تـابع  [1,0]هم در بازه  fمنطبق است، از اينرو سري فوريه وابسته به  3gبر  [1,0]نيز در بازه  fچون تابع 
)(tf به اين ترتيب در اين بازه داريم. همگرا خواهد بود  :  

 


 


0
22 )12(
)12(cos4

2
1)(

p p

tp
tf




 

],[در اين مسئله به اين موضوع رسيديم كه وقتي تابع تعريف شده بر بازه : نتيجه  ba  پيوسته و مشتقپذير بـوده و ،
يـك   داراي مشتق پيوسته بر بازه مربوطه است، بدون آنكه متناوب باشد، چنين تابعي را ميتوان به بيشمار صورت به

اينكار ميتوانـد  . سري مثلثاتي خواه سري سينوسي و كسينوسي، يا سري سينوسي و يا سري كسينوسي تبديل نمود
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بـوده و   abصورت پذيرد كه متناوب با دوره تناوب بيشتر از  gبوسيله تابع ديگري مانند  روي  fاز ادامه 
[,]در بازه  ba  باf 1در اين مسئله با سه تابع جديد . برابر باشدg ،2g  3وg   اينكار عملي گرديد و به نتايج زيـر

  :منجر شد
 

  1gبا تابع 
 

 

  
































0
22

1

1

12cos
)12(

14
2
1[1,0]

sin)1(2[1,0]

3
2sin13

2
3[1,0]

p

n

n

n
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p
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t
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n
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

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
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

 

  2gبا تابع 
 

  3gبا تابع 

  
   



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

٥٥ 
 

  
  تمرينات و مسائل   -1-7

  
  .كه بصورت زير تعريف شده است 2تابعي حقيقي است با دوره تناوب  f: 1تمرين 








[2,[0)(
[,0[)(



ttf

tttf
 

]4,2[منحني نمايش آنرا در بازه  -1  رسم كنيد.  
  .را محاسبه نماييد fته به ضرايب فوريه حقيقي وابس -2
را بـه سـري فوريـه نتيجـه      fدر شرايط قضيه ديريكله صدق ميكند و از آن بسط تابع  fنشان دهيد كه تابع  -3

  . بگيريد
  

tthاسـت كـه بصـورت     2تابعي فـرد، متنـاوب بـا دوره تنـاوب      hتابع حقيقي : 2تمرين   )(   روي بـازه
],0] t تعريف شده است .  
]3,3[را در بازه  hمنحني  -1  م نماييدرس.  
  .را محاسبه كنيد hضرايب فوريه حقيقي وابسته به  -2
  .را نتيجه بگيريد hدر شرايط قضيه ديريكله صدق ميكند و از آن بسط فوريه تابع  hنشان دهيد كه تابع  -3

1//6: با استفاده از فرمول پارسوال، ثابت كنيد -4 2

1

2 


n

n   

  
)(/2رت كه بصو 2با دوره تناوب  fتابع حقيقي و متناوب : 3تمرين  ttf   روي بازه[,[ t   تعريـف

  . شده، مفروض است
[را در بازه  tf)(منحني نمايش  -1 3 , 3 [p p- رسم نماييد.  
[,]در بازه  fتحقيق كنيد كه تابع  -2  قابل بسط به سري فوريه است.  
[,]را به سري فوريه در بازه  fبسط تابع  -3  مشخص كنيد.  

، مجموع 3با استفاده از نتيجه بند  -4





0

)12/()1(
n

n n را محاسبه كنيد.  

  
ايـن  . رسم شده اند، به سري فوريه قابل بسط هسـتند  24-1نشان دهيد سيگنالهاي متناوبي كه در شكل : 4مرين ت

  .بسطها را مشخص كنيد
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  4تمرين : 24-1شكل 

   
  

 gدر ضمن . هستند كه بصورت زير تعريف شده اند 2حقيقي و متناوب با دوره تناوب  gو  fتوابع : 5تمرين 
  .زوج است








],0[)(
[2,0[)(




tttg

tttf
 

تحقيق كنيد . اين بسطها را مشخص نماييد. دهيد كه هر يك از توابع فوق به سري فوريه قابل بسط هستند  نشان
[0,]كه آيا در بازه   نيز چنين است؟  

  
  : و تعريف زير 2تابعي است حقيقي، فرد، متناوب با دوره تناوب  f: 6تمرين 








],2/[)(
[2/,0[)(




tttf

tttf
 

]2,2[منحني نمايش آنرا در فاصله  -1  رسم كنيد.  
  .را بيابيد fيه وابسته به ضرايب فور -2
t، بازاي همه مقادير fنشان دهيد كه سري فوريه وابسته به  -3 اين سري را تعيين نماييد. ،  همگراست.  
  

  :و تعريف زير 2تابعي است زوج، متناوب با دوره تناوب  f: 7تمرين 

],0[)sin()(
2
1)(   ttttf  

  .را بيابيد fضرايب فوريه حقيقي وابسته به  -1
tمقادير نشان دهيد كه بازاي همه  -2   سري فوريه وابسته بهf بسط تابع . به خود تابع همگراستf  را به

  .سري فوريه بنويسيد
  .در بسطي كه بدست آمده است، رابطه زير را نتيجه بگيريد t/2با قراردادن  -3











1
2

1

14
)1(

2
1

4 k

k

k

  

  
0,]0,[: (و تعريف زير Tتابعي است زوج، متناوب با دوره تناوب  fتابع : 8تمرين  Tta (  
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)()( tTtatf   
  . را تعيين كنيد fه به ضرايب فوريه وابست -1
  . قطعه ايست 1Cاز كلاس  روي  fنشان دهيد كه  -2
را به سري فوريه  tf)(بسط . به خود تابع همگراست fپيوسته است، سري فوريه وابسته به  fدر نقاطيكه  -3

]0,]در بازه هاي  T  [3,2]و TT مشخص نماييد .  
  :شان دهيد، درستي روابط زير را نtو  0tو با استفاده از مقادير  2Tبا فرض  -4

12
)1(,

6
1 2

1
2

2

1
2

  






 n

n

n nn
 

  :همچنين با استفاده از فرمول پارسوال، نشان دهيد كه تساوي زير برقرار است

90
1 4

1
4




n n
 

  :و تعريف زير 2تابعي است زوج، متناوب با دوره تناوب  f: 9تمرين  
],0[)()( 2   tttf  

  .را محاسبه كنيد fضرايب فوريه وابسته به  -1
tبازاي همه مقادير  fنشان دهيد كه سري فوريه وابسته به  -2   خود تابع همگراستبه .  
  با قبول اينكه سري بدست آمده جمله به جمله قابل انتگرالگيري است،  -3

با محاسبه انتگرال  -الف
x

dttf
0

  به دو طريق نشان دهيد كه )(

)()sin(4
33

)(
1

3

233

I
n

nx
x

x

n




   

]0,[، روي )I(با انتگرالگيري جمله به جمله از تساوي  -ب درستي تساوي زير را نشان دهيد ،  :  

96)12(
1 4

1
4






p p
 

  
  : 10تمرين 

  

، تساوي nو عدد طبيعي مخالف با صفر kبراي عدد طبيعي  -1


0

)cos()( duunukI k مفروض است .  

  .را محاسبه كنيد I)0( -الف
  :، داريم2kبا كمك دو انتگرال گيري جزء به جزء و پي در پي نشان دهيد كه براي  -ب

)2()1()1()( 2
1

2   kI
n

kk

n
kkI k

n

  

و از آن رابطه 







 64

3

2

5 7201206)1()6(
nnn

I n  را نتيجه بگيريد.  

  :و تعريف زير فرض شود 2تابعي متناوب با دوره تناوب  fاگر  -2
],[)( 6  tttf  

  .را محاسبه كنيد fفوريه وابسته به  ضرايب -الف
tبازاي همه مقادير  fنشان دهيد كه سري فوريه وابسته به  -ب   به)(tf همگراست.  
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، نشان دهيد كه tبا انتخاب  -3
945

1 6

1
6




n n
نيـز   8از تمـرين   4بياد داشته باشـيم كـه روابـط قسـمت     . (

  .)برقرارند
  
  

  مسائل
  

  : و تعريف زير روي  4 تابعي است عددي، متناوب، با دوره تناوب tf)(: 1مسئله 













434)(
311)(
10)(

tttf

ttf

tttf

 

1-  
  . رسم كنيد ]6,6[را روي بازه  fمنحني نمايش تابع -الف
  . تابعي است زوج fنشان دهيد كه  -ب
  . در شرايط قضيه ديريكله صدق ميكند fتحقيق كنيد كه -پ
tرا به سري فوريه روي هر  fرا محاسبه نموده و بسط  naو  0aضرايب  -ت  نشان دهيد كه . بنويسيد  

2 2

4 cos 1
2n

n
a

n

p
p

é ùæ ö÷çê ú= -÷ç ÷çê úè øë û
 

  

2-   تابعي است كه روي بصورت زير تعريف شده است :  

)cos(2)
2

cos(4
4
3)( 22 ttt 





   

  . 4Tتابعي است زوج، متناوب با دوره تناوب  تحقيق كنيد كه  -الف
)(0معادله  -ب  t  3(حل نموده و مقدار  ]2,0[را روي/(n  0]تقريب براي  01.0را تا, 6]n    

  .تعلق دارد، تشكيل دهيد ]2,0[به بازه  tرا وقتيكه  همچنين جدول تغييرات . محاسبه نماييد
  .رسم كنيد ]4,4[و  ]2,2[را براي فواصل  و  fمنحني هاي نمايش  -پ
  
3-  

انتگرال  -الف
2

0

2 )( dttfI  را محاسبه نموده و از آن مربع مقدار موثرf را نتيجه بگيريد .  

  . را تعيين كنيد مربع مقدار موثر  -ب
  پيش بيني است؟آيا حاصل اين مقايسه قابل . مقادير نتيجه شده از حالات الف و ب را با هم مقايسه نماييد -پ
  

به اين معنـا كـه اگـر ايـن     . طراحان پمپها معتقدند كه دبي يك پمپ به تعداد پيستونهاي آن بستگي دارد: 2مسئله 
و  3pاين مسئله بمنظور بررسي ايـن موضـوع، بـراي دو حـالات خـاص      . تعداد فرد باشد، دبي آن منظم تر است

4p تنظيم شده است .p يك سيلندر را بـا تـابع    دبي. تعداد پيستون هاي پمپ استf     نشـان ميـدهيم كـه
  :  و با تعريف زير است 2تابعي متناوب با دوره تناوب 








]2,]0)(
],0[)sin()(



ttf

tttf
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1)(دبي هـاي سـه سـيلندر بـه ترتيـب عبارتنـد از       : 3pبررسي حالت  -1 tfq   ،)3/2(2  tfq  و
)3/4(3  tfq . 3دبي كل پمپQ  3213برابر است با qqqQ .  

]2,2[را بر بازه  1qمنحني نمايش  -الف  2ابع نشان داده و از آن منحني هاي نمايش توq  3وq  را بر همين
  .بازه نتيجه بگيريد

)()3/2(نشان دهيد كه  -ب 33  tQtQ  است و  
3

3

( ) sin( / 3) [0, / 3]
( ) sin( ) ] / 3, 2 / 3]

Q t t t

Q t t t

p p
p p

ì = + Îïïíï = Îïî
 

]2,2[را بر بازه   3Qرفتار منحني نمايش  -پ   0(مشخص نموده و(3Q  ،)3/(3 Q   3)3/2(و Q  را
  .بدست آوريد

  
  :در اين قسمت دبي پمپ عبارتست از: 4pبررسي حالت  -2

4 ( ) ( ) ( / 2) ( ) ( 3 / 2)Q t f t f t f t f tp p p= + + + + + +  
]0,/2[است و ثابت كنيد كه براي  /2، برابر 4Qنشان دهيد كه دوره تناوب  tداريم ،:  

)4/sin(2)(4  ttQ  
4)/4(و  4Q)0(همچنين  Q     4را تعيين نموده و رفتـار منحنـي نمـايشQ   2,2[را روي بـازه[    تعيـين

  .كنيد
  
  :نشان داده ميشود، برابر است با pبنابر تعريف اين سهم كه با : بررسي سهم بي نظمي دبي -3

   
 

avep

pp

p Q

QQ
minmax


  

اشـاره   pQبترتيب مربوط به حداكثر، حـداقل و متوسـط مقـدار     aveو  max ،minكه در اينجا زير نويسهاي 
  .ميكنند

]2,0[را روي  fيعني مقدار متوسط تابع  qدبي معين  -الف    محاسبه نموده و از آن دبي متوسـطpQ  را در
    .نتيجه بگيريد 4pو  3pحالات 

43را محاسبه نموده و تحقيق كنيد كه  4و  3، مقادير  2و  1با استفاده از نتايج سوالات  -ب Q   
  : بكمك سري فوريه 4pبررسي حالت  -4

  .را محاسبه كنيد fايب فوريه تابع ضر -الف

ــه    -ب ــد ك ــان دهي نش


 


1
2 14

)2cos(2)sin(
2
11)(

k k

kt
ttf


ــع      ــه تواب ــري فوري ــط س ــين بس و همچن

)2/3( tft   ،)( tft   2(و/( tft  را مشخص كنيد.  
  : از آن نتيجه بگيريد -پ




 


1
24 116

)4cos(84)(
p p

tp
tQ


 

  
  .اين مسئله مربوط است به سري فوريه و مفهوم معادله ديفرانسيل: 3مسئله 

   -الف
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بكمك يك انتگرال گيري جـزء بـه جـزء انتگـرال     . فرصعدديست طبيعي و مخالف  nعددي حقيقي و  bعدد  -1


b

dtnttI
0

)cos( را محاسبه كنيد.  

  بوده و بصورت  2متناوب و با دوره تناوب  مدل شده است كه روي  uبصورت تابع ) مثلثي(يك سيگنال  -2








[2,]2)(
],0[)(



tttu

tttu
 

  .تعريف شده است
]4,4[منحني نمايش تابع را بر بازه  -الف  رسم كنيد.  
  .ب فوريه وابسته به آن را محاسبه كنيدتابعي زوج است، ضراي uبا توجه به اينكه  -ب
هاي حقيقـي   tدر شرايط قضيه ديريكله صدق ميكند و از آن نتيجه بگيريد كه بازاي تمام  uتحقيق كنيد كه  -پ

  :داريم




 


0
2)12(

])12cos[(4
2

)(
p p

tp
tu


  

  :با انتخاب واحدهاي مناسب، قدرت سيگنال را ميتوان با فرمول زير بيان نمود -3









  0

22 )(1)(
2
1

dttudttuP  

310يبي آنرا با تقريب را محاسبه نموده و مقدار تقر P -الف  تعيين نماييد.  
  : بسِل، با ضرايب فوريه محاسبه ميگردد-بايد دانست كه قدرت سيگنال با كمك فرمول پارسوال -ب

...)...(
2
1 22

3
2
2

2
1

2
0  naaaaaP  

)(كه در عمل، بطور تقريبي از فرمول 
2
1 2

3
2
1

2
01 aaaP  1مقـدار  . براي محاسبه مقدار آن استفاده ميگرددP 

310را با تقريب  محاسبه كنيد.  
  
  . رسيم كه در قسمت بعدي بكار خواهد رفتميدر اين قسمت به نتايجي  -ب
، جواب كلـي معادلـه    نشان دهيد كه روي . عددي حقيقي است اعدادي مثبت و  و  R ،Cمقادير  -1

)()()cos(ديفرانسيل 
ttS

dt

tdS
RC  تابع زير است ،) :k (  

 )sin()cos(
1

1exp)( 222 tRCt
CRRC

KtS 

 








   

[0,/2]عددي حقيقي باشد كه به بازه  اگر  -2      متعلـق بـوده و در رابطـه RC)tan(    ،صـدق نمايـد
tهر نشان دهيد كه بازاي    تساوي زير برقرار است ،:  

  )cos(
1

)sin()cos(
1 222222 





 





t

CR

k
tRCt

CR
 

  
داده شده ( uاين مدار با سيگنال . را در نظر ميگيريم 25-1جريان الكتريكي در مدار نشان داده شده در شكل   -پ

  .تغديه ميگردد) در قسمت الف
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  3شكل مسئله : 25-1شكل 

)()()(از معادله ديفرانسيل 
tutS

dt

tdS
RC    نيز براي محاسبه سيگنال خروجـيS   در . ييماسـتفاده مينمـا

)3cos(و قرار دادن  1RCادامه با فرض 
9
4)cos(4

2
)( tttu


  )     يعنـي هارمونيـك مرتبـه سـوم از

  :، به سوالات زير پاسخ دهيدuبجاي سيگنال ورودي ) uبسط سري فوريه 
k: (نشان دهيد كه جواب معادله ديفرانسيل فوق تابعي تعريف شده بصورت زير است -1 (  

)]3arctan(3cos[
109

4)4/cos(
2

4
2

)exp()(  tttktS






 

)0(0با فرض جديد  -2 S قدار تقريبي علاوه بر همه پذيرفته هاي قبل، مk 310را تا  اعشار تعيين نماييد.  
  

  : 4مسئله 
)()(و با تعريف  تابعي متناوب با دوره تناوب  fفرض كنيد -الف tttf    0,[روي[ t باشد  

  .را محاسبه كنيد fضرايب فوريه وابسته به تابع  -1
 fبـور را بـه   تحقيق نموده و از آن همگرايي سري فوريـه مز  fبرقراري شرايط قضيه ديريكله را در مورد تابع  -2

  .نتيجه بگيريد

همچنين از آن مجموع سري عددي  -3





1

2

1)1(
n

n

n
  .را نتيجه بگيريد 

]0,[: (بوده و بصورت زير تعريف گردد 2تابعي فرد، متناوب و با دوره تناوب  gاگر  -ب t(  
)()( tttg    

  .برابر با مجموع سري فوريه ايست كه به آن وابسته است gنشان دهيد كه  -1

، مجموع سري عددي با استفاده از فرمول پارسوال -2


 0
6)12(

1
n n

  . را مشخص نماييد 

  
  : و با تعريف زير 2تابعي است متناوب، با دوره تناوب  h -پ








[0,]0)(
],0[)()(




tth

tttth
 

  .را به سري فوريه تعيين نمائيد hبا استفاده از قسمت هاي الف و ب، بسط تابع 
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  فصل دوم
  تبديل لاپلاس
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نشان  0Eوابع ساده كه با و بررسي آن در مجموعه اي از ت Lمطالب مربوط به اين فصل با تعريف تبديل لاپلاس 

تر و تعميم آنها در مجموعه غني 0Eداده ميشوند شروع گرديده و با اثبات برخي از خواص اين تبديل در مجموعه 
E  0كه شاملE بالاخره بمواردي از كاربردهاي مهم تبديل لاپلاس در مباحثي از فيزيك و . يابدنيز هست ادامه مي

  .   حاسبات سمبوليك موسوم هستند، خاتمه پيدا ميكندمهندسي خاصه در محاسباتي كه به م
  
  0Eتبديل لاپلاس روي    -2-1

  

  :به مطالب زير توجه گردد
  

-اغلب  معادلات ديفرانسيلي كه در پديده هاي فيزيكي وارد ميگردند، توابعي هستند كه به آنهـا توابـع نمـايي    -الف
)()exp(.)(توابعي بصورت . (چند جمله اي گفته ميشود tprttft    بطوريكـهt   وp    چنـد جملـه

سينوسـي و يـا حاصلضـربهايي از همـين     -جوابهاي چنين معادلاتي، اكثراً توابع نمايي، توابع كثيرالجملـه اي .) ايست
  . توابع هستند

  
اين امر موجب . باشند 0با  tفيزيكدانها عملاً به پديده هايي علاقه مند هستند كه مربوط به لحظات  -ب

  . نظر گرفته شود ، توابع صفر درtميگردد كه براي 
  
بيشتر سيگنالهايي كه در مبحث الكترونيك به آنها برميخوريم، با عمليات مقدماتي انتقـال يـا انبسـاط بـر روي      -پ

)(: انتقال. (متغيرها از توابع ساده نتيجه ميگردند  tft و انبساط :)( taft  (  
  

ملزم ميگرديم كه واجد خصوصيات فـوق  با توجه به ملاحظاتي كه در بالا بدانها اشاره شد، به انتحاب فضايي از توابع 
  .  نمايش داده ميشود0Eفضاي انتخابي مذكور با . باشد

  
  0Eتعريف فضاي    -2-1-1
  

   توابع سببي -الف
  

  .برابر با صفر شود tf)(منفي،  tرا سببي ميگوييم اگر بازاي هر  fتابعي مانند : تعريف
  

tUt)(واحـد ) نردبـاني (مثالهاي مهم در اين مـورد را ميتـوان بوسـيله تـابع پلـه اي            و انتقـال يافتـه هـاي آن
)(  tUt كه در آن ، توابع مزبور بصورت زير تعريف ميشوند. عددي حقيقي و مثبت است، تشكيل داد :  








0,1)(
0,0)(

ttU

ttU
 

  و










ttU

ttU

,1)(
,0)(

 

  .نشان داده شده اند 1-2اين توابع در شكل 
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  تابع پله اي و انتقال يافته آن: 1-2شكل 

  
  : مثالها
tUt)(تابع   مشاهده ميشود، بكار ميروند 2-2كيل توابع سببي مانند آنچه در شكل و انتقال يافته آن براي تش.  

  
  :0Eتوابع   - ب

  
از توابـع سـببي بصـورت    ) بـا ضـرايب حقيقـي يـا مخـتلط     (هـاي خطـي   تركيبمجموعه ايسـت از تمـام    0E: تعريف

)exp()( trttUt n  كه در آنها  ،عددي مثبت و حقيقيn  عدد صحيح مثبت وr  يك عدد مختلط
  . و غير مشخص است

  
)()()exp(توابع سببي، توابع  از ميان  trttUtf n    كه در بالا بدانها اشاره گرديد، كاربردهـاي زيـادي در

باشـند، آنگـاه بـازاي همـه مقـادير       0Eدو تـابع از   gو  fبه اين ترتيب با توجه به تعريف فوق، اگر . فيزيك دارند
gf، توابع و  مختلط      0نيز از مجموعهE خواهند بود .  

  
  : مثالها

  

exp(2()3(تابع   tUttt  3كه در آن ،2n 1 وr  0ميباشد، تابعي است ازE  .  
  

)sin()()()( 12   ttUtftf )sin()()(1 ttUtf   
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)()sin(تابع  ttf 1در حاليكه توابع . ، تابعي سببي نيستf  2وf سببي هستند.  

)()2/exp(3)(1 TUttg  2(  تابعي سببي است/exp(3)( ttg  تابعي سببي نيست  

   
)cos()()(1   ttUth تابعي سببي است  )cos()(  tth تابعي سببي نيست  

  انتقال توابع  : 2-2شكل 
  

)()sin()(تابع  tUttht   0تابعي است ازE  زيرا  )2/()sin( ieet titi  و در نتيجه:  









 irntUetg

irntUetf
tUti

i
tUti

i
th

ti

ti

,0,0),()(
,0,0),()(

)()exp(
2
1)()exp(

2
1)(


  

بطوريكه 
i2

1  و
i2
1 هستند.  

  
)()()sin(توابــع    ttUtkt  و)sin()()( ttUtSt     0نيــز تــوابعي از مجموعــهE 

  هستند، زيرا 

)()exp()exp(
2
1)()exp()exp(

2
1

2
)](exp[)](exp[)()(









tUtii
i

tUtii
i

i

titi
tUtk

 

بطوريكه 
i

i
i 2

1)exp(
2
1    و

i
i

i 2
1)exp(

2
1   .همچنين داريم:  

)()exp(
2
1)()exp(

2
1

2
)exp()exp()()(









tUti
i

tUti
i

i

titi
tUtS
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بطوريكه 
i2

1  و
i2
1.  

  
  : ميتوان ثابت كرد كه: خواص -2
  

  . است، همراه با تعداد محدودي از نقاط ناپيوسته ، پيوسته قطعه اي روي 0Eهر تابع از  -الف
عددي مخـتلط باشـد، آنگـاه توابـع      rمقاديري حقيقي و مثبت و و  بوده،  0Eعلق به تابعي مت fاگر  -ب
)( tft   و)(  tft  و)()exp( tftrt   0نيز توابعي ازE خواهند بود  .  
كه تعداد محدودي از نقاطش حذف شـده باشـند    باشد، بر روي هر بازه بسته اي از  0Eتابعي از  tf)(اگر  -پ

fدر خارج از اين نقاط محذوف، تابع   0ز نيز تابعي است اE.  

تابع  -ت
t

dxxft
0

0Efاست، اگر  0Eمتعلق به  )(  باشد.  

  
  :مثالها

  
)()(2)1()1()2()2(نشان ميدهيم كه تابع  -1  tUttUttUttft  0تابعي است ازE.  
  

tUtt)(چنانچه    1)(را tf   1()1(و تـابع(  tUtt  2)(را tf  2()2(و(  tUtt  3)(را tf

2)(تـابع  . 0E، تـابعي اسـت از   0Eپس بنا به تعريـف توابـع   . است 0rو  1f ،0 ،1nبناميم، در  tf 
1)(انتقال يافته تابع  tf  0كه در بالا ذكر شد، متعلق به ) ب(بوده و بنابراين بر طبق خاصيتE بهمين ترتيب . است

ــز  3)(ني tf     ــا ــت ب ــر اس ــه براب 1)2(ك tf  0ازE  ــود ــد ب ــه . خواه ــورت    tf)(در نتيج ــي بص ــه تركيب ك
321 2 ffff   1از توابعf ،2f  3وf  0است نيز متعلق بهE ميگردد.  

  :پي برد tf)(به آساني ميتوان به مقادير زير براي تابع 

0)2()1(2)(
2)1(2)(

)(
0)(

2
21
10

0












ttttf

ttttf

ttf

tf

t

t

t

t

 

  
  .داده شده است 3-2در شكل  tf)(نمودار تابع 

  
)نمودار تابع : 3-2شكل  )f t  
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)()(2)1()2(كه بصورت  gتابع  -2  tUtUtUtgt   0تعريف شده، تابعي اسـت ازE .  نمـودار
  .آن را رسم نماييد

  
)1(و انتقال يافته هاي آن يعني توابع  tU)(ميدانيم كه  tU  2(و( tU  0ازE پس تركيـب خطـي   . هستند
  :داريم. خواهد بود 0Eآنها نيز از 

011)(
121)(

1)(
0)(

2
21
10

0












tg

tg

tg

tg

t

t

t

t

 

****  

  
  tg)(نمودار تابع : 4-2شكل 

  
[,0]در هر يك از بازه هاي ) 1مثال ( tf)(واضح است كه تابع  :تبصره  ،[1,0]  [1,]و    مشتق پـذيربوده

tf)(و تابع مشتق آن يعني    روي هر يك از بازه هاي فوق با)(tg برابر است   .  
  
  :را كه بصورت زير تعريف شده اند در نظر ميگيريم Hو  hتوابع  -3




t

dxxhtH

tUtUtUth

0

)()(

)2(2)1(3)(2)(
 

  بطوريكه

















1232)(2
10232)(21
202032)(10

0)(0

tht

tht

tht

tht

 

  .رسم شده است 5-2در شكل  th)(نمودار تابع 
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  th)(نمودار تابع : 5-2شكل 

  :نيز داريم tH)(در مورد تابع 

























   

  



t t

t t

t

tdxxhdxxhdxxhdxxhtHtht

tdxxhdxxhdxxhtHtht

tdxtHtht

tHtht

0

1

0

2

1 2

0

1

0 1

0

1)()()()()(1)(2

3)()()()(1)(21

22)(2)(10

0)(0)(0

 

  .خواهد بود 6-2بصورت نشان داده شده در شكل  tH)(بنابراين نمودار تابع 

  
  tH)(نمودار تابع : 6-2شكل 

  :با توجه به آنچه كه در محاسبات فوق مشاهده شد، به نتايج زير ميرسيم
  
)()()()()1()()2(تابعي است بصورت  tH)(تابع  -1 321  tUtftUtftUtftH .  
10بازاي  tH)(چون تابع  -2  t  برابر است باt2  بنابراين ،ttf 2)(1 .  
21بازاي  tH)(چون تابع  -3  t  برابر است باt3   32)1(يـا  tt  2)(، لـذا tf   3)1(بـا  t   برابـر

  .است
)3(2)2(يعني  1tبا  tH)(، مقدار تابع 2tبهمين ترتيب نيز چون بازاي  -4  tt    برابر اسـت، پـس
)(3 tf  2)2(با t به اين ترتيب خواهيم داشت. برابر خواهد بود :  

)2()2(2)1()1(3)(2)(  tUttUttUttH
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   0Eتبديل لاپلاس در    -2-1-2
  

در اينجا وجود انتگرال 



0

)exp()( dttptf  را كه در آن)(tf  0عضوي از مجموعهE    است، بـراي بعضـي از

بـه ايـن   ) مراجعـه شـود   5به ضميمه . (اين انتگرال همگرا خواهد بود. مورد بررسي قرار ميدهيم pمقادير حقيقي 
)exp()(منظور ابتدا وجود انتگرال بـالا را در مـورد دو تـابع     tUtrt   و)()exp( tUtrtt    0كـه ازE 

  .قرار ميدهيمهستند مورد مطالعه 
  

بررسي همگرايي مطلق و محاسبه انتگرال  -الف



0

)exp()exp( dttptr     بـازاي مقـادير حقيقـيp .  اگـرr 

cibrعددي مختلط بصورت    0باc  0فرض شود، برايA داريم:  

 

pb

Apb

dttpb

dttcitpbdttpr

A

AA












1])exp[(

)(exp

)exp(])exp[(])exp[(

0

00

 

)sin()cos()exp(cos)(sin)(1زيرا  22  tctctcitctci  و])exp[( tpb    نيز مثبـت و
  . حقيقي است

)]exp([ميل كند، حد  به  Aچنانچه  Apb    0معمولاً عددي محدود نخواهد بود، مگر آنكـه pb 

در اينصورت مقدار انتگرال . باشد rمت حقيقي بزرگتر از قس pيا  
A

dttpr
0

])exp[(  وقتيكهA   بـه 

: ميل كند، برابر خواهد شد با
bp 

1.  

rpمـثلاً اگـر   . نباشد، انتگرال مورد بحث ممكـن اسـت واگـرا گـردد     rبزرگتر از مقدار حقيقي  pاگر     ،باشـد
  :خواهيم داشت

 


00

)exp()exp( dtdttptr  

)()exp(حال اگر تابع  trtU   بجاي تابع)exp( tr در نظر گرفته شود، داريم:  







 dttptrdttptrtU )exp()exp()exp()exp()(
0

 

  :باشد، خواهيم داشت rبزرگتر از مقدار حقيقي  pاينصورت چنانچه در 

rp

pr

pr

tpr

dttptrdttptrtU























])exp[(

])exp[(

)exp()exp()exp()exp()(
0








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محاسبه انتگرال  -ب



0

)exp()exp( dttptrt:  

)()()exp(تــــابع  trttUtft  0آنوقــــت بــــراي . را در نظــــر ميگيــــريمA  وrp  داريــــم :

  
AA

dttprtdttptf
00

)(exp)exp()( كه با انتگرال گيري جزء به جزء خواهيم داشت:  

 

 1])exp[(
)(

1])exp[(

])exp[(1])exp[(1])exp[(

2

0
0

0















 

Apr
pr

Apr
pr

A

dttpr
pr

tprt
pr

dttprt
A

A
A

 

ــت   ــد حالـ ــف(هماننـ ــه ) الـ ــي    pچنانچـ ــدار حقيقـ ــر از مقـ ــواهيم دا   rبزرگتـ ــاه خـ ــد، آنگـ ــتباشـ : شـ
0])exp[(lim 


Apr

A
exp[(lim([0و   


AprA

A
اين حـد را بـا اسـتفاده از قاعـده هوپيتـال بـه       . (

: باشــد، آنگــاه داريــم   rبزرگتــر از مقــدار حقيقــي    pبنــابراين، اگــر  .) آســاني ميتــوان محاســبه نمــود   

2
0 )(

1)exp()exp(
rp

dttptrt





 .   

  

وجود انتگرالهاي  -پ



0

)exp()exp( dttptrt n  و



0

)exp()exp()( dttptrttU n:  

، rز مقدار حقيقي ا pانتگرالهاي فوق با انتگرال گيريهاي پي در پي بصورت جزء به جزء و با شرط بزرگتر بودن 
  .همگرا بوده و محاسبه ميشوند

  
)()()exp(بصـورت   gدرتابعي ماننـد  : تعريف trttUktgt n   كـه در آنk    ،عـددي حقيقـيr 

  . ميناميم gرا نماي تابع  rعدد حقيقي و مثبت است،  مختلط و 
  

  .است g، يك تركيب خطي از توابع  0Eاز مجموعه  fهر تابع 
  

  :  پذيريمباشند، مي 0Eاز  كه fخاصيت زير را در مورد توابع : خاصيت
  

انتگرال 



0

)exp()( dttptf      بـه شـرطيكه عـدد حقيقـيp   بـه بـازه[),(] f   كـه در آن)( f  از

بيشتر يا با بزرگترين آنها برابر باشد، تعلق داشـته باشـد، همگـراي     fقسمتهاي حقيقي نماي توابع تشكيل دهنده 
)(.مطلق و در نتيجه همگرا خواهد بود f  را طول همگرايي تابعf ميناميم.  

  

خاصيت بالا، شرط كافي براي همگرايي مطلق انتگرال : تبصره



0

)exp()( dttptf است.  

  
ــال ــابع  : مثــــــــ ــه تــــــــ ــد كــــــــ ــق كنيــــــــ ــورت 0Eاز  fتحقيــــــــ ــه بصــــــــ كــــــــ

)()sin()exp()()3cos()2exp()(  tUttttUtttf       تعريف شـده، تركيـب خطـي تـوابعي بصـورت
)exp()( trttUt n است .  
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  :با استفاده از فرمولهاي اولر خواهيم داشت

titititi

itit
t

itit
t

etUt
i

etUt
i

etUetU

i

ee
etUt

ee
etUtf

)1()1()32()32(

33
2

)(
2
1)(

2
1)(

2
1)(

2
1

2
)(

2
)()(












 

i32 تشكيل شـده بـه ترتيـب عبارتنـد از     fنماهاي توابعي كه از تركيب خطي آنها تابع    ،i32  ،  i1  و
i1  به اين ترتيب .  است 1و  2كه قسمتهاي حقيقي اين نماها نيز)( f  2,1(برابر خواهد بود باmax(   يـا

2)( f  و اگر در انتگرال



0

)exp()( dttptf  عدد حقيقيp  [2,]به بازه   تعلق داشته باشد، اين

  .انتگرال مطلقاً همگرا ميشود
  
   -ت
  

)(به طول همگرايي  0Eعضوي از  fاگر تابع : تعريف f ف تبديل لاپـلاس تـابع   باشد، بنابه تعري)(tf   تـابعي

[),(]كـه روي بـازه    Fاست ماننـد   f    بصـورتهاي



0

)exp()()( dttptfpF   يـا( )f t    يـا

( ) ( )F p f   يا ( ) ( )F p f p   علامـت  . نشان داده ميشـود      مشـخص كننـده تبـديل لاپـلاس
Ff  است.  

بشـرطيكه  : (بدست آمده است، ميتوان چنين نوشـت ) ب(و ) الف(به اين ترتيب با توجه به نتايجي كه در قسمتهاي 
p  از مقدار حقيقيr بزرگتر باشد(.  

2

1( ) exp( )

1( ) exp( )
( )

U t r t
p r

U t t r t
p r








 

  
  :تمرين حل شده

  
1- ( )U  را كه در آنU تابع پله اي است بيابيد.  
:)(تابعي بصورت  nfاگر  -2 tUttf n

n   باشد، الـف- )( nf   رابطـه بـين    -چقـدر اسـت؟ ب( )nf  و
1( )nf  را مشخص نماييد.  
)، ) 2(در قسمت ) ب(از بند  -3 )nf را نتيجه بگيريد) .n (  
  

  : حل
  
)()()0exp(با توجه به تساوي  -1 ttUtU   معلوم ميگردد كهr رابر بـا صـفر بـوده و در نتيجـه     ب)(U 

  :، خواهيم داشت0pو  0Aلذا براي هر . مساوي صفر است
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 

p

Ap

tp
p

dttpdttptU

A

AA

)exp(1

)exp(1

)exp()exp()(

0

00





 

 

ميل كنـد، نتيجـه ميگيـريم     به  Aمثبت است، اگر  pچون 
pp

dttptU
101)exp()(

0




يـا   

1( )U t
p

  . 1يعني( )U
p

  1يا( )( )U p
p

.  

  
2-   

)()exp()(عددي طبيعي است، داريم  nچون  -الف tUtrttUt nn   . ،بنابراينr يعني . برابر با صفر است
)(يعني  nfطول همگرايي تابع  nf ساوي صفر استم  .  

  

داريم  -ب 
0

( ) ( ) ( ) lim exp( )
A

n
n n A

F p f p t p t dt


 
   

 
 . انتگرال 

A
n dttpt

0

)exp(  را با روش

  )0p: (جزء به جزء محاسبه ميكنيم

 






  
A

n

AnA
n dttpt

p

n

p

tpt
dttpt

0

1

00

)exp()exp()exp(  

)()(ميل كند، از تساوي فوق نتيجه ميشـود   به  Aحال اگر عدد مثبت  1 pF
p

n
pF nn  .   بـا قـرار دادن

  :در رابطه نتيجه شده، به تساويهاي زير خواهيم رسيد nبجاي  2و ... و  1n ،2n ،3nمقادير 

2
0

1

12

32

21

1

1)exp(lim)(

),(2)(

,)(2)(

,)(1

,)()(

p
dttptpF

pF
p

pF

pF
p

n
pF

pF
p

n
F

pF
p

n
pF

A

A

nn

nn

nn




























 

2بالا در يكديگر و قرار دادن مقدار از ضرب روابط  -3
1
p

1)(بجاي   pF نتيجه ميگيريم:  

2
12...21)(
ppp

n

p

n

p

n
pFn   

  : بنابراين خواهيم داشت
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  1

!( ) ( ) ( )n n n

n
F p f p

p    

  يا 

1

!( )n
n

n
t U t

p   

  
  0Eخواص تبديل لاپلاس در   -2-1-3
  

  :اعداد مختلط غير مشخصي باشند و داشته باشيم و  و  0Eدو تابع از  tg)(و  tf)(اگر : خطي بودن -الف
)()()( tgtfth    

)بطوريكه  ) ( )f t F p  ،( ) ( )g t G p  و( ) ( )h t H p .)( pH  روي بازه[),(] h  تعريف
در اينصورت با توجه به آنچه كه قبلاً در . است gو  fبزرگترين قسمت حقيقي از نماهاي توابع  h)(شده و 

)(مورد محاسبه  pF  و)( pG دانستيم، خواهيم داشت :)()()( pGpFpH   زيرا داريم:  

      

























  

A

A

A

A

A

A
dttptgdttptfdttptgtf

000

)exp()(lim)exp()(lim)exp()()(lim   

ــر   ــس اگـــ )پـــ ) ( )f t F p  و( ) ( )g t G p      ــود ــه ميشـــ ــالا نتيجـــ ــاوي بـــ ــد، از تســـ باشـــ
 ( ) ( ) ( ) ( )f t g t F p G p      يا)()()( pGpFpH  .  

  
)()cos()(تبديلهاي لاپلاس توابع  : مثال tUttf    و)()sin()( tUttg   را تعيين كنيد.  

  

با استفاده از فرمولهاي  titi ee
i

t 
2
1)sin(  و titi eet 

2
1)cos(  و قرار دادن اين مقادير بجاي

)cos( t  و)sin( t  در توابعf  وgخواهيم داشت ،:  

)()exp(
2
1)()exp(

2
1)(

)()exp(
2
1)()exp(

2
1)(

tUti
i

tUti
i

tg

tUtitUtitf




 

exp()(1()(حال با قرار دادن  tUtith   و)()exp()(2 tUtith    و توجه به اينكه هر دو مقـدار)( 1h 

)(و  2h 1: نتيجه ميگيريم) 2-1(در بخش ) ت(با استفاده از قسمت . برابر با صفرند 1
1( ) ( )h t H p

p i



 

2و  2
1( ) ( )h t H p

p i



  .چون داشتيم :)(

2
1)(

2
1)( 21 ththtf  خاصيت خطي بـودن،   با استفاده از

  )0p: (خواهيم داشت

 1 2 2

1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2 1

p
f h h

p i p i p

 
        

    
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)2cosيا  ) ( )
1

p
t U t

p 
 .به همين ترتيب نيز داريم :)()exp(

2
1)()exp(

2
1)( tUti

i
tUti

i
tg   يا

)(
2
1)(

2
1)( 21 th

i
th

i
tg   0و بـــــرايp 1: داريـــــم 1 1sin( ) ( )

2
t U t

i p i p i

 
   

  يـــــا

2

1sin( ) ( )
1

t U t
p 

 .  

  
)(تبديل يك انبساط  -ب taft ) :*a



(  
  

)(يــك عــدد حقيقــي و مثبــت باشــد، تبــديل لاپــلاس تــابع   aو  0Eتــابعي از  tf)(اگــر  taf  عبارتســت از











A

A
dttptaf

0

)exp()(lim  0تحت شرايطA  و))(( tfap  .  

tauانتگرال بالا با تغيير متغير    داريـم  . محاسبه ميگـردد
a

u
t    و لـذا

a

du
dt   .   0از طرفـي بـازايt 

Atو بازاي  0uداريم    داريم ،aAu ) .a عددي حقيقي و مثبت است(  
  لذا

 
aAA

du
a

apuufdttptaf
00

1)/exp()()exp()(  

  و


















  

aA

A

A

A
duapuuf

a
dttptaf

00

)/exp()(lim1)exp()(lim  

)اين نتيجه به اين معناست كه اگر  ) ( )f t F p  باشد، تبديل لاپلاس تابع)( taf    براي عدد حقيقـي و مثبـت

a  و)( fap   برابر خواهد بود با







a

p
F

a

)1يا    1 ) p
f at F

a a
 
 
 

 .  

  
)()cos()(بع تبديل لاپلاس تا: مثال tUtth   0را كه در آن است بيابيد .  

ــابع    ــور تــ ــن منظــ ــه ايــ )()cos()(بــ tUttf   ــه از ــم   0Eرا كــ ــه، داريــ ــر گرفتــ ــت، در نظــ : اســ
)()cos()( tUttf   . چون بنا به فرض  مثبت است، پس)( tU   با)(tU پس به . برابر ميگردد

)()cos()(ايــن ترتيــب خــواهيم داشــت   tUttf   .   ــه ايــن نتيجــه رســيديم كــه ــال قبلــي ب ــا در مث ام

2cos( ) ( )
1

p
t U t

p 
 0بـــراي (شـــت ، بنـــابراين بـــر طبـــق خاصـــيت انبســـاط، خـــواهيم دا/ p (

2

1 /cos( ) ( )
( / ) 1

p
t U t

p


  

  ــا ــراي (يـــــ ــرا  0pبـــــ داريـــــــم ) اســـــــت 0زيـــــ

2 2cos( ) ( ) p
t U t

p



 .  0بــــه روش مشـــــابه نتيجـــــه ميشـــــود كـــــه بـــــرايp داريـــــم :

2 2sin( ) ( )t U t
p




 .  

  
)(تبديل يك انتقال  -پ  tft  براي*



:  
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)(يك عدد حقيقي و مثبت باشد، تبـديل لاپـلاس انتقـال     و  0Eتابعي از  tf)(اگر   tft    بـه شـرط

)( fp   برابر است با









A

A
dttptf

0

)exp()(lim  .  

utغير بمنظور محاسبه انتگرال فوق، از تغيير مت     استفاده نمـوده، خـواهيم داشـت) : ut و  0
 AuAt(  



















































A

A

AA

duupufduupufp

duupufp

duuppufdttptf

0

0

0

)exp()()exp()()exp(

)exp()()exp(

)](exp[)()exp()(

 

),0(است و در بازه  0Eتابعي از  tf)(اما چون    برابر با صفر ميگردد، لذا انتگرال



0

)exp()(


duupuf

  :مساوي با صفر بوده و در نتيجه داريم







































A

A

A

A

AA

duupufpdttptf

duupufpdttptf

00

00

)exp()(lim)exp()exp()(lim

)exp()()exp()exp()(

 

بـا  : (بنابراين نتيجه ميگيـريم كـه  . ميل ميكند نيز به  Aميل ميكند،  به  Aتوجه شود كه وقتي 
)(شرط  fp (  

( ) ( ) ( ) exp( ) ( )f t F p f t p F p    
  
)()()(، در اينصورت تابع )نباشد 0Eاز (تابع سببي نباشد  tf)(اگر : صره مهمتب tUtftg      يـك تـابع سـببي

)(واضح است كـه تـابع   . بوده و داراي تبديل لاپلاس است  tft    انتقـال يافتـه تـابع ،)(tg    نبـوده و تـابع
)()(   tUtft  تابع انتقاليg با شـرط  : (با توجه به مطالبي كه در بالا ذكر شد، خواهيم داشت. است
)( fp (  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) exp( ) ( )f t U t F p f t U t p F p      
  

tet)(بديل لاپلاس سيگنال ت: 1مثال    رسم گرديده محاسبه نماييد 7-2را كه نمودار آن در شكل.  

  
  te)(نمودار تابع : 7-2شكل
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  :يابيماز نمودار داده شده به نتايج زير دست مي

  
        0)( te  :0t 
    )()( tUtte   يا  tte )(  :10  t 
        1)( te  :1t 

)1()1()()(  tUttUtte  1(  يا()( ttte   1  يا)( te  :21  t 
        0)( te  :2t  

)2()1()1()()(  tUtUttUtte1(1  يا()(  ttte  يا  
0)(te

0)( te  :2t  
  

)()()1()1()2(نيز ميتوان به تساوي  8-2از شكل   tUtUtUttUtte درسي.  

  
  4eو  1e ،2e ،3eنمودار توابع : 8-2شكل

  
  
  

)()()1()1()2(: بنابراين خواهيم داشت  tUtUttUtte   كه همه نتايج درج شده در جدول بـالا
  :از خواص تبديل لاپلاس بصورت زير استفاده مينماييم te)(حال براي تعيين تبديل تابع . در آن وجود دارد

  
  : داريم 0pبا شرط  tUt)(براي تابع انتقالي تابع 

2 2

1 exp( )( ) ( 1) ( 1) p
t U t t U t

p p

     

  : داريم tU)(بع انتقالي همچنين براي تا 
1 exp( 2 )( ) ( 2) p

U t U t
p p

    

)1()1(، tUt)(كه داراي رابطه خطي با توابع  te)(بنابراين براي تابع   tUt  2(و( tU   است، با شـرط
0p خاصيت خطي تبديل: (خواهيم داشت(  
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2 2

1 exp( ) exp( 2 )( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 2) p p
e t t U t t U t U t

p p p

          

  )0p(يا 

  2 2

1 exp( ) exp( 2 )[ ] ( ) ( ) p p
e p E p

p p p

      

  
  

tet)(تبديل لاپلاس تابع : 1تبصره   را بطور مستقيم نيز بصورت زير ميتوان محاسبه نمود :  






























































22

2

1

1

0

2111

1

0

00000

)2()1()1()()(

dtedtedtedtet

dtedtedtetdtetdtet

dtetUdtetUdtetUtdtetUtdtete

tptptptp

tptptptptp

tptptptptp

 

بـه محاسـبه دو انتگـرال معـين بصـورت       te)(س تابع نتيجه اينكه محاسبه تبديل لاپلا  
2

1

1

0

dtedtet tptp 

  .منجر ميگردد كه اولي به روش جزء به جزء و دومي نيز به شكل ساده اي قابل محاسبه است
  

در محاسبه تبديل لاپلاس برخي از سيگنالها، ابتدا آنها را به سيگنالهاي مقدماتي بدل نموده سپس بكمك : 2تبصره 
مـثلاً بـراي تعيـين تبـديل لاپـلاس تـابع       . ماتي تبديل مورد نظر را محاسـبه ميكنـيم  تبديلهاي اين سيگنالهاي مقد

)()()1() سيگنال(  tUttUttl چنين مينويسيم :  
)1()1()1()()(  tUtUttUttl

  : داريم 0pاما براي 

2 2

1 exp( )( ) ( 1) ( 1)

1 exp( )( ) ( 1)

p
t U t t U t

p p

p
U t U t

p p

   
   


 

 
 

2: لذا خواهيم داشت 2

1 exp( ) exp( )( ) p p
l t

p p p

    .      اين عمل در مثالهاي ديگـر ايـن فصـل نيـز تكـرار

  . ميگردد
  

tit)(تبديل لاپلاس سيگنالي را كه بصورت : 2مثال   ر تعريف ميگردد، محاسبه كنيدبوده و بصورت زي .  











ttti

ttti

,00)(
0)sin()(

 

  . نشان داده شده است 9-2در شكل  ti)(نمودار تابع 
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  ti)(نمودار تابع : 9-2شكل

را با توجه به تعريف آن ميتوان بصورت  ti)(سيگنال  )()()sin()(  tUtUtti     يـا يكـي از دو صـورت
)()sin()()sin()(ديگر   tUttUtti  يا)()sin()()sin()(   tUttUtti  امـا  . نوشـت

2داشـــــتيم 

1sin( ) ( )
1

t U t
p 

 در نتيجـــــه بنـــــا بـــــه خاصـــــيت انتقـــــال خـــــواهيم داشـــــت ، :

2

exp( )sin( ) ( )
1

p
t U t

p

   


 .يـب تبـديل لاپـلاس سـيگنال     به اين ترت)(ti    عبـارت خواهـد بـود از :

2

1 exp( )( )
1
p

i t
p

 


  0يا با شرطp داريم:  

  2

1 exp( )( ) ( ) ( )
1
p

i p I p
p

  


  

  
  
  :ضرب در متغير  - ت
  

)Re(از قبل دانستيم كه با شرط  rp   كه نماد ،Re   نماينده قسمت حقيقي عدد موهـوميr    اسـت، تبـديلات

)()exp(لاپلاس توابع  rttU  و)exp()( rtttU    بـه ترتيـب عباتنـد از: 
rp 

و  1 2
1

rp 
كـه تبـديل دوم،    

اين موضوع در مورد همه توابعي كه به مجموعه . برابر است pديل اول نسبت به با مشتق تب 1صرفنظر از ضريب 
0E يعني اگر تابع . تعلق داشته باشند قابل تعميم است)(tf  0ازE باشد، داريم) : با شرط)( fp   (  

( )( ) ( ) ( ) ( ) dF p
f t F p t f t

dp
    

)()()(با فرض  tgtft  همين مطلب در مورد تابع جديد ،)(tg  بـه ايـن ترتيـب خـواهيم     . نيز صدق ميكنـد
  :داشت

2( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dF p d dF p
t f t g t t f t t g t

dp dp dp

 
       

 
   

)(و با شرط  fp  داريم :  
2

2
2

( )( ) ( ) d F p
t f t

dp
   

)(با شرط : (و با تكرار همين عمل نتيجه ميگيريم fp (  
( )( ) ( )

n
n

n

d F p
t f t

dp
   
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  قبلاً دانستيم كه : مثال

2 2

2 2

sin( ) ( ) 0

cos( ) ( ) 0

t U t p
p

p
t U t p

p







  

 
 




 

  )0pاگر : (بنابراين خواهيم داشت 

 22 2

2sin( ) ( ) p
t t U t

p




  يا 
2 2sin( ) ( ) d

t t U t
dp p




 
  

  

  و

 
2 2

22 2
cos( ) ( ) p

t t U t
p






  يا  

2 2cos( ) ( ) d p
t t U t

dp p



 
  

  

  
)exp(ضرب بوسيله   - ث ta  كه در آنa عددي حقيقي است.  
  

)()exp(بمنظور محاسبه تبديل لاپلاس تابع  tatf   كه در آنf   0تـابعي ازE     اسـت، از روش كلـي محاسـبه
  :يل توابع استفاده نموده، خواهيم داشتتبد
















00

])(exp[)()exp()exp()(lim dttpatfdttptatf
A

A
 

)()exp()(ميـدانيم   0pبا توجه به اينكـه بـراي   
0

pFdttptf 


)(بشـرط  (، لـذا   fpa    يـا

)( fap  (  ــريم ــه ميگيـ نتيجـ  )()(exp)(
0

paFdttpatf 


ــه  .  ــرطي كـ ــس بشـ پـ

)( fap   باشد، از( ) ( )f t F p  نتيجه ميشود( ) exp( ) ( )f t a t F a p .  
  

  ميدانيم: مثال

2 2

2 2

sin( ) ( )

cos( ) ( )

t U t
p

p
t U t

p








 


 




 

  )عددي حقيقي است a: (خواهيم داشت) ث(بنابراين با استفاده از خاصيت ذكر شده 

2 2

2 2

exp( )cos( ) ( )
( )

exp( )sin( ) ( )
( )

p a
at t U t

p ap a

p a
at t U t

p a







    
   
  




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  :ك مشتقتبديل ي -ج
  

lim)(باشد؛ در اينصورت مقدار  0Eتابعي از  tf)(ميدانيم كه اگر 
0

tf
t 

)0(كـه آنـرا بـا      f     نشـان ميـدهيم بـه
ــه  ــت   مجموع ــد داش ــق خواه ــراي    . تعل ــه ب ــدانيم ك ــين مي )(همچن fp  ،)( pF    ــا ــت ب ــر اس براب





0

)exp()( dttptf . حال اگر)(tf  1را تابعي از كلاسC  [0,]بر بازه      نيز فـرض نمـوده و مشـتق آن

f  محاسبه به روش جزء به جزء: (اهيم داشتنيز بر اين بازه پيوسته باشد، خو(  

   
A

A
A

dttptfptptfdttptf





)exp()()exp()()exp()(  

)(به صفر ميل كند و شرط  و  به  Aچنانچه  fp  برقرار باشد، از رابطه بالا نتيجه ميگيريم:  

)()0()exp()(
0

pFpfdttptf  


  

exp()(lim(ميل كند،  به  Aزيرا واضح است كه اگر  pAtf
A




پس خواهيم داشـت  . برابر با صفر ميشود 
[ ]( ) [ ]( ) (0 )f p p f p f      يا  

( ) ( ) ( ) ( ) (0 )f t F p f t pF p f     
fثابت ميگردد كه اگر    [0,]بر بازه  اي هم باشد، فرمول بديت آمده صحيح است حتي پيوسته قطعه .  

  
tf)(بهمين ترتيب نيز اگر    [0,]بر بازه  پيوسته باشد، داريم :  

[ ]( ) [ ]( ) (0 )f p p f p f       
  يا

2[ ]( ) [ ]( ) (0 ) (0 )f p p f p pf f       
  يا

2( ) ( ) ( ) ( ) (0 ) (0 )f t F p f t p F p p f f       
  

)()cos()(محاسبه تبديل لاپلاس مشتق تابع : 1مثال  tUttf .  
  

ــتقيم  ــبه مس ــدانيم  -محاس )()cos()()sin()(مي tUttUttf   .  ــون ــا چ tU)(ام    ــازه ــر ب ب
[,0]    [0,]صفر ميگردد، روي بـازه    خـواهيم داشـت :)()sin()( tUttf  .  البتـه)(tf   در

)sin()(بنابراين با استفاده از تبديل لاپـلاس تـابع   .) ناپيوسته است tf)(در صفر . (ندارد صفر وجود tUt   كـه

: 0pقبلاً محاسبه گرديد، نتيجه ميگيريم كه با شرط 
2

2 2( )f t
p




 


 .  

  
)داريـم   :با استفاده از فرمول مربوط به تبديل مشـتق  ) ( ) ( ) ( ) (0 )f t F p f t p F p f    .  امـا

)()cos()(چون در مورد تابع  tUttf  ،)0( f  برابر با يك است و)( pF  22نيز با p

p  ،مساويست

  :خواهيم داشت
2

2 2 2 2[ ]( ) 1 ( )p
f p f t

p p


 

   
 

  
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  .نمايش داده شده است، محاسبه كنيد 10-2را كه نمودار آن در شكل  tf)(تبديل لاپلاس مشتق تابع : 2مثال 

 
  tf)(نمودار تابع : 10-2شكل

  :مقاديري كه براي تابع در نمودار مشخص شده اند بشرح زير هستند

















ttttf

ttttf

ttf

ttf

2,)2()1(10)(
21,)1(12)(

10,1)(
0,0)(

 

بصــــــــورت  fبنـــــــابراين بـــــــه آســـــــاني ميتــــــــوان تشـــــــخيص داد كـــــــه تـــــــابع        
)2()2()1()1()()(  tUttUttUtf توجه به تبديلهايي كه براي هر يك از توابـع  لذا با . است

  )0pبا شرط : (طرف دوم تساوي فوق ميشناسيم، خواهيم داشت

 2 2

1 exp( ) exp( 2 )[ ]( ) ( ) p p
f p F p

p p p

      

[,0]را بر بازه هاي  tf)(حال مشتق تابع   ،[1,0] ،[2,1]  [2,]و  اين مشتقها بـه  . محاسبه مينماييم
tf)(به اين ترتيـب بكمـك مقـادير بدسـت آمـده،      . و صفر 1، 0، 0ترتيب عبارتند از    گي و نمـودار آن بسـاد
  . مشخص ميگردند

  
)()1()2(مشتق تابع : 11-2شكل   tUtUtf  

  )0pبا شرط : (در نتيجه با توجه به فرمولهايي كه قبلاً بدست آمده اند خواهيم داشت
2

[ ]( )
p pe e

f p
p p

 

                               

tf)(بايد يادآور شويم كه محاسبه تبديل         را بكمك فرمول مربوط به محاسبه تبـديل مشـتق نيـز بصـورتي آسـان
[0,]بر بازه  tf)(چونكه هم تابع . ميتوان انجام داد      پيوسته بوده و هم مشتق آن بر اين بـازه پيوسـته قطعـه

  :اي است، بنابراين داريم
[ ]( ) ( ) (0 )f p pF p f     

)0(مقدار  tf)(جون در تابع  f 0: (برابر با يك است، نتيجه ميگيريمp(  
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2 2

1 exp( ) exp( 2 )[ ]( ) 1

exp( ) exp( 2 )

p p
f p p

p p p

p p

p p

       
 

   


 

  
  .نمايش داده شده است، محاسبه نماييد 12-2تق تابعي را كه نمودار آن در شكل تبديل مش: 3مثال 

  
  .مقادير تابع مربوط به نمودار داده شده را بشرح زير تعيين نموده و بكمك اين مقادير تابع را مشخص ميسازيم














ttttf

tttf

ttf

10)(
10,)(

0,0)(
 

  

 
   tf)(منحني تابع : 12-2شكل 

  
)()()1(: بنابراين خواهيم داشـت   tUttUttf   1()1()1(يـا()()(  tUtUttUttf .

)1(و  tUt)(و تابع به كمك نمودارهاي د( tUt از نمودار تابع مزبور معلـوم  .) نيز ميتوان به همين نتيجه رسيد
[0,]بر بازه  fميگردد كه تابع    لذا بدليل عدم وجـود پيوسـتگي،   ). ناپيوسته است 1در نقطه (پيوسته نيست

اين مطلب را . بردنميتوان از فرمول تبديل مشتق كه در مثالهاي قبل مورد استفاده قرار گرفته در اين مثال نيز بهره 
  . بصورت عملي در زير مورد بررسي قرار ميدهيم

)()()1()(: داريم tgtUtUtf  . نمودار تابع  13-2شكل)(tg  در نتيجـه خـواهيم   . را نشان ميدهـد

ــت 1: داشــــ exp( )[ ]( ) p
g p

p p

  .  ــابع ــورد تــــ ــم  fدر مــــ ــز داريــــ )0(0: نيــــ f   و

2 2

1 exp( ) exp( )[ ]( ) p p
f p

p p p

   ) .كاملاً پيداست ). بر طبق فرمولهاي قبلي تبديلها نوشته شده اند

]كه  ]( ) (0 )p f p f   با[ ]g مول قبلي در مورد تبديل مشتق، در باره مشتق تـابع  يعني فر. برابر نيست
f برقرار نيست.  
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   tg)(منحني تابع : 13-2شكل 
***  

   . نشان داده شده است 14-2در شكل  aدر نقطه  tf)(ناپيوستگي تابع 

 
   tf)(منحني تابع : 14-2شكل 

  
  .  د، ارائه ميگردداينك فرمولي كه در چنين مواردي بايد از آن در محاسبه تبديل مشتق استفاده نمو

  
  :موارد استفاده و فرمول مربوط

  
[0,]كه تابع در آن داراي انفصالي از نوع اول است در ساير نقـاط بـازه   ) a ،)0aدر توابعي كه بجز نقطه   

[0,]پيوسته باشد و بعلاوه بر بازه هاي  a  و[,] a      مشتق پذير و داراي مشتق پيوسـته باشـد، بمنظـور تبـديل
  :ميكنيممشتق از فرمول زير استفاده 

 [ ]( ) [ ]( ) (0 ) ( 0) ( 0) exp( )f p p f p f f a f a a p          
  

  :دو عدد حقيقي و مثبت باشند، در اينصورت داريم و  اگر  :اثبات اول

  

















a
a

a

dttptfptptfdttptf )exp()()exp()()exp()(  

  :همچنين با انتگرالگيري جزء به جزء بدست ميĤوريم 

  






A

a

A
a

A

a

dttptfptptfdttptf





)exp()()exp()()exp()(  

)(به صفر ميل كنند، براي  و  و  به  Aاگر  fp  خواهيم داشت:  

  
aa

dttptfpfapafdttptf
00

)exp()()0()exp()0()exp()(  
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  و

( ) exp( ) ( 0) exp( ) ( ) exp( )
a a

f t p t dt f a p a p f t p t dt
+¥ +¥

¢ - =- + - + -ò ò  

  : بنابراين ميتوان نوشت

  apap

a

ap
a

apapap

a

ap
a

apap

eafaffdtetfp

dtetfdtetfpfeafeaf

dtetfdtetfdtetf



































)0()0()0()(

)()()0()0()0(

)()()(

0

0

00

  .گرديدكه به اين ترتيب فرمول مزبور اثبات 
  

ــات دوم ــاوي  : اثبــــ )تســــ 0) ( 0)f a f aa = + - ــابع  - ــورت   gو تــــ ــده بصــــ ــف شــــ تعريــــ
)()()( atUtftg    ــريم ــر ميگي ــابع   . را در نظ ــش ت ــه   fرا جه ــه نقط ــاميم aب ــم. مين : داري
1)0()0(  afag  ــا )0()0(يـــــــــ  afag ــم ــين داريـــــــــ : و همچنـــــــــ
0)0()0(  afag  0()0(يـــــــا(  afag .بنـــــــابراين خـــــــواهيم داشـــــــت :
)0()0(  agag . اين نتيجه بمعني آن است كه تابعg  درa اما . پيوسته استg  0تابعي است ازE  و
)()( tftg  ) .از تابع  كافيست)()()( atUtftg   پس به ايـن ترتيـب تـابع    .) مشتق بگيريمg 

[0,]هم بر بازه    پيوسته بوده و جز در نقطهa مشتق آن هم با ،)(tf  لذا ميتوان از فرمول قبلي . برابر است
]: خواهيم داشت. استفاده نمود gدر مورد تبديل مشتق، براي تابع  ]( ) [ ]( ) (0 )g p p g p g      يا  

exp( )[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) (0 )a p
f p g p p f p f

p
       

 
    

)0(ن پي برد كه با آن تعريف گرديده، ميتوا gزيرا از رابطه اي كه  g  0(با( f برابر است .  
  

)عبـارت   حال چنانچه رابطه آخر را ساده نموده و در آن بجـاي   0) ( 0)f a f a       را قـرار دهـيم، حكـم
  . اثبات ميگردد

  
  : خواهيم داشت: مي پردازيم 3اينك با فرمول جديد به حل مثال 

 2 2

1 exp( ) exp( )[ ]( ) 0 (1 0) (1 0) exp( 1 )p p
f p p f f p

p p p

             
 

  

)0(0چون  f  ،0)01( f  01(1و( f  ،رجوع شود به نمودار تابع (استf (لذا نتيجه ميشود:  
1 exp( )[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) ( )p

f p f p g p G p
p p

         

[0,]چنانچه تابع مورد بحث بر بازه . فرمولي كه بدست آمده يك فرمول كلي است -هتبصر     از جملـه در نقطـه
a  ،0(نيز پيوسته باشد( af  0(و( af متساوي شده و فرمول جديد به فرمول قبلي تبديل ميگردد.  
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  :قضيه مقدار اوليه و مقدار نهايي -چ
  

)()exp()(بصورت  tf)(دانستيم كه اگر تابع  tUtrtf    باشد، تبديل لاپلاس تـابعf   يعنـي)( pF   برابـر

است با 
rp 

)(ميل كند، حد  به  pواضح است كه اگر . 1 pF چنـين خاصـيتي در   . برابر با صفر ميگردد

و يا بشرط خطي بودن تابع تغيير نخواهـد   ntباشد، برقرار است و با انتقال يا ضرب آن در  0Eمورد هر تابعي كه از 
  .ادق است كه آنها را بدون اثبات مي پذيريمباشند، ص 0Eبعلاوه دو قضيه زير در مورد توابعي كه از . كرد

  
)(بوده و تبديل لاپلاس آن  0Eتابعي از  fاگر : قضيه مقدار اولي pF باشد، در اينصورت روابط زير برقرارند:  

)0()(lim

0)(lim











fpFp

pF

p

p
 

   
lim)(باشد، بشـرط آنكـه    Fبوده و تبديل لاپلاس آن  0Eتابعي از   fچنانچه : قضيه مقدار نهايي tf

t 
وجـود   

  :اه داريمداشته و كران دار باشد، آنگ
)(lim)(lim

0
tfpFp

tp 
  

  
  

)()exp()(تابع : 1مثال  tUtrtf  را در نظر گرفته و صحت قضاياي فوق را در باره آن مورد بررسي قرار دهيد .  
  

ــابع    ــر در ت ــه اگ ــدانيم ك )f ،)Reمي rp   ــم ــد، داري : باش
rp

pF


 ــت  .  )(1 ــواهيم داش ــابراين خ : بن

01lim)(lim 



 rp

pF
pp

11lim)(limو همچنــين   



 rp

ppFp
pp

ــور   ــابع مزب و چــون در ت

)0( f  (1)0(برابر با يك است، پس(lim 


 fpFp

p
 fر شود، تابع برابر با صف f ،rاما چنانچه در . 

)()(بصورت  tUtf   در خواهد آمد كه در اينصورت)(lim tf
t 

lim)(برابر بـا يـك ميگـردد كـه بـا       
0

pFp
p

 

يعني با 
p

p
p

1lim
0

. معلوم ميگـردد  fبه اين ترتيب صحت هر دو قضيه پيش گفته در مورد تابع . يا يك برابر است 

)()2exp()(البتـــه اگـــر  tUttf    باشـــد، قضـــيه دوم در بـــاره اش صـــدق نميكنـــد زيـــرا در اينصـــورت



)(lim tf

t
  .است 

  
)()cos()(ي قضاياي مقادير اوليه و نهايي در مورد تابع بررس: 2مثال  tUttg  .  

  

ــراي  ــم  0pبــ داريــ
1

)( 2 


p

p
pG  . ــين )0(1همچنــ g    ــت ــواهيم داشــ ــذا خــ ــت، لــ اســ

1
1

lim)(lim 2

2





 p

p
pGp

pp
lim)()0(يا   


 gpGp

p
lim)(0و همچنين   


pG

p
 .  
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cos(lim()(اما در مورد قضيه مقدار نهايي، چون حد   tUt
t 

وجود ندارد، از اينرو اصولاً طرح قضـيه مزبـور مـورد     
  .پيدا نميكند

  
قضيه مقدار اوليه بمنظور مشخص شـدن شـرايط   . د استفاده قرار ميگيرندقضاياي مذكور اكثراً در فيزيك مور: تبصره

  . ميل ميكند، بكار ميروند به  tاوليه و قضيه مقدار نهايي براي شناخت رفتار سيستم وقتيكه 
  
  
   0Eدر  كانولوشن   -2-1-4
  

ي اسـت بصـورت   تعريـف شـده باشـند، تـابع     كـه روي   gو  fدو تـابع   كانولوشـن بنابه تعريـف  : تعريف -الف






 dttxgtfxh )(تابع . )()()( xh  را به شكل))(( xgf  انتگرال مزبور بايـد همگـرا   . (نشان ميدهيم

هاي كمتر از صفر، مقدار تابع برابـر بـا صـفر ميگـردد، در اينصـورت       tتابع سببي باشد، چون بازاي  fاگر ). باشد

)( xh  بصورت



0

)()())(()( dttxgtfxgfxh چنانچـه  . خواهد بودg      ،نيـز تـابع سـببي باشـد

  :خواهيم داشت
 0)(00  xhtxx

  

txزيرا براي (  ،)( txg  صفر ميگردد(.   
x

dxtxgtfxhx
0

)()()(0  

  
  :آنها تابعي است سببي بصورت زير كانولوشنباشند،  0Eاز  gو  fبنابه تعريف، اگر توابع : تعريف

 

))( xh  0بازاي جميع مقاديرx معين است (.   
x

dttxgtfxgfxh
0

)()())(*()(  

  
)()exp()(اگر : مثال tUtrtf   و)()exp()( tUtstg  باشد، خواهيم داشت:  

 
x

xs
x

tr dttsrexgfdttxsexgfxh
00

])exp[())(()](exp[))(()(  

  :در اينجا دو حالت ممكن است پيش آيد

 1])exp[()exp(])exp[()(

)exp()(

0

0
















 

xsr
sr

xs

sr

tsr
exhsr

xsxdtexhsr

x
xs

x
xs

 

ــه تعريـــف   ــون بنابـ ــا چـ ــببي  hامـ ــابعي سـ ــتتـ ــواهيم داشـ ــت، خـ )()exp()(: اسـ xUxsxxh   ــا يـ

  )(1])exp[()exp()( xUxsr
sr

xs
xh 


 . ،دو تابع  كانولوشنبه اين ترتيبf  وg  0ازE تابعي مانند ،

h  0ازE  ،0داخلي در  تركيببمنزله يك عمل  كانولوشناست و اين موضوع نشان ميدهد كه در اين موردE است  .  
  

hآنگاه تابع   باشند،0Eتوابعي از  gو  fاگر دو تابع : قضيه f g=   .بودخواهد  0Eنيز تابعي از  *
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fggf: كانولوشنخواص    وsfgfsgf  داراي خاصـيت   كانولوشـن يعني عمل .  )(

  :زيرا داريم. جابجايي و خاصيت پخشي است






 dttxgtfxgf )()())((  

txuبا تغيير متغير   خواهيم داشت:  










 duuxfugduuguxfxgf )()()()()())((  

))(())((يعني   xfgxgf  .  
  

  : همچنين داريم

 

 

))(())(()()()()(

)()()(

))(()()()(

xsfxgfdttxstfdttxgtf

dttxstxgtf

dttxsgtfxsgf





























 

  .داراي خاصيت پخشي است كانولوشنپس عمل 
  
gfتبديل  -ب  :  
  

ــريم    ــر ميگيــــ ــل را در نظــــ ــال قبــــ ــم . مثــــ )1داريــــ ) exp( ) ( ) ( )f t r t U t F p
p r

 


  و

1( ) exp( ) ( ) ( )g t s t U t G p
p s

 


 . ــراي srبـــــــــــــــــــــ   ــتيم داشـــــــــــــــــــــ

)()exp()exp())(( xUxsxxrxxgf   .2: بنــابراين خــواهيم داشــت

1( )( )
( )

f g x
p r




  كــه

)()(حاصلضرب  pGpF  2نيز برابر است با)(
1

rp 
)()()(نتيجه ميگيـريم كـه   .  pGpFpH  .  چنانچـه

sr   ــتيم ــد، داشـــــــــ باشـــــــــ  )(1])exp[()exp())(( xUxsr
sr

xs
xgf 


  ــا يـــــــــ

)()exp(1)()exp(1)( xUxs
sr

xUxr
sr

xh





  . بنــــــــــابراين خــــــــــواهيم داشــــــــــت

))((
11111)(

sprpspsrrpsr
pH








  يا)()()( pGpFpH  .  يعني در اين حالـت

ي لاپـلاس آن دو  برابر است با حاصلضـرب تبـديلها   gو  fدو تابع  كانولوشننيز بمانند حالت قبل تبديل لاپلاس 
  .آنچه كه در بالا آورده شد، توجيه مناسبي براي قضيه زير است. تابع
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اين دو تابع برابر است بـا حاصلضـرب تبـديلهاي     كانولوشنباشند، تبديل لاپلاس  0Eتوابعي از  gو  fاگر  : قضيه
)max),()((البته براي . (آن دو تابع gfp  . (اين قضيه را بدون اثبات ميپذيريم .  

  

ع تبديل تاب -پ
x

dttfx
0

)( :  

  
، از قضيه مربوط بـه  tU)(باشد و با در نظر گرفتن تابع پله اي واحد يعني  0Eتابعي پيوسته از   fبا فرض اينكه 

ــديل  ــنتب ــورد   كانولوش ــابع در م ــت   tU)(و  tf)(دو ت ــواهيم داش ــوده، خ ــتفاده نم ــر  (اس ــازاي ه ): 0xب

 
x

dttxUtfxfU
0

يا   )*)(()()(
x

dttfxfU
0

)1اما داريم .  )*)(()( )U t
p

 .  چنانچه تبـديل

)(را نيز  fلاپلاس تابع  pF از تساوي اخير نتيجه ميگيريم بناميم، آنوقت  :
0

1( ) ( )
x

f t dt F p
p

 
 
 
 .  
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  تبديل معكوس    -2-1-5
  

)()exp()(ميدانيم كه تبديل لاپلاس توابعي از نـوع   tUtrttf n    كسـرهاي گويـايي از متغيـر ،p  هسـتند .
)(همچنين تبديل لاپلاس انتقال   tft       نيز برابر اسـت بـا حاصلضـرب كسـري گويـا در)exp( p  . از

باشند، تركيبهـايي هسـتند خطـي كـه از      0Eوابعي كه از مطالب فوق نتيجه ميگيريم كه همه تبديلهاي مربوط به ت
)exp(حاصلضرب كسرهايي گويا در   p  0(تشكيل يافته اند .( بنابراين چنانچه كسري گويا نسبت بهp ،

در دست باشد، ميتوان با تجزيه آن كسر به كسرهاي ساده، توابع تشكيل دهنده تابع  fبعنوان تبديل لاپلاس تابع 
f تابع  را شناخت و بكمك آنهاf را كه تركيب خطي از توابع مزبور هست تعيين نمود.  
  

 f. مينـاميم  Fرا اصلي يا تبديل لاپلاس معكوس  fباشد، بنابه تعريف  fتبديل لاپلاس تابع  Fاگر   :تعريف
  .نيز ميگوييم Fرا تصوير 

  
     0Eجدول تبديل توابعي از  -2-1-6

  0Eجدول تبديل لاپلاس توابعي از 
  بعتا  تبديل لاپلاس

p/1 )(tU  
2/1 p )(tUt  

1/! npn ntUt n ,)(  
)/(1 ap  )()exp( tUta  

)/( 22  p )()sin( tUt  
)/( 22 pp )()cos( tUt  









a

p
F

a

1  0,)( ataf ) اگر( )f F p باشد(  

)exp()( ppF  )( tf  
)( apF  )exp()( tatf   

)0()(  fpFp )(tf   
  )0()0()(   ffppFp )(tf   

ppF /)(  

t

duuf
0

)(  

dppdF /)( )(tft  
)()( pGpF  

[ ]( ) ( )
[ ]( ) ( )
f p F p

g p G p


 




  
 
t

duutguftUgf
0

)()()()(  

)f  وg  0درE هستند(  
    
  كاربرد جدول تصاوير  -2-1-7
  

:)2cos()3sin()(تبديل لاپلاس تابع   :1مثال  tUtttf  را تعيين كنيد.  
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ــم  )sin(داريـــــــ
2
1)5sin(

2
1)2cos()3sin( tttt    ــت ــواهيم داشـــــــ ــابراين خـــــــ : ، بنـــــــ

)()sin(
2
1)()5sin(

2
1)( tUttUttf  . ع تبديلهاي لاپلاس توابع تشكيل دهنده تـابf    را بكمـك جـدول

  .مشخص مينماييم

2 2 2

5 1sin(5 ) ( ) , sin( ) ) )
5 1

t U t t U t
p p 

   

)(در نتيجه   pF محاسبه ميگردد:  

2 2

1 5 1 1[ ]( ) ( )
2 25 2 1

f p F p
p p

    
 

  

  

اگر : 2مثال 
134

)( 2 


pp

p
pG باشد، اصلي آن را بيابيد.  

  

)( pG  را بصورت
9)2(

)( 2 


p

p
pG  2222يا 3)2(

3
3
2

3)2(
2)(







pp

p
pG   نوشته، تـابع

)(اصلي را بكمك صورت جديد  pGاز جدول استفاده شده است: (خواهيم داشت. ، مشخص ميكنيم(  

)()2exp()3sin(
3
2)()2exp()3cos()( tUtttUtttg   

  

اگر : 3مثال 
)4(

12)( 22 


pp

p
pFباشد، اصلي آن را بيابيد.  

  
  :اينكار بسادگي انجام ميگيرد. كسر گوياي داده شده را به كسرهاي ساده تجزيه ميكنيم
 

(I) 
 4

)( 22 


p

DCp

p

B

p

A
pF  

: خواهيم داشت  ،2pبا ضرب طرفين در 
4

)(
4
12

2

2

2 





p

DCpp
BpA

p

p . ،در تساوي اخيرp  را مساوي

  . بدست ميĤيد 4/1A. را مي يابيم Aبا صفر قرار داده و ضريب 
42را در ) I(بار ديگر طرفين تساوي  p  ضرب كرده و بجايp،  مقدارi2 با اين كـار  . قرار ميدهيمC  وD 

  :خواهيم داشت. محاسبه ميشوند

( )2
2

2 2

1 42 1 ( 4)4
pp B p

Cp D
p p p

++ +
= + + +  

  يا  

DCi
i 

 200
4
14  

  
و قرار  pدر ) I(بالاخره از ضرب دو طرف تساوي . بدست ميĤيد 4/1Dو  2/1Cاز مقايسه دو طرف، 

CBيعني چون . بدست ميĤيد  ،Bبرابر با  pدادن  0 2/1: داريمB.  
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    :بنابراين داريم

4
1

4
1

42
11

2
11

4
1)( 222 





pp

p

pp
pF  

  :خواهيم داشت. مشخص ميگردند fتوابع تشكيل دهنده تابع  كه بكمك جدول تصاوير، 

)()2sin(
8
1)2cos(

2
1

2
1

4
1)( tUttttf 






   

2زيرا   2cos(2 ) ( )
2

p
t U t

p 
  2و 2

2sin(2 ) ( )
2

t U t
p 

.  

   

اگر   :4مثال  222

2

)(






p

pH  0و  باشد، تابع)(th را مشخص كنيد.  

  

)(2222داريم 









pp

pH . از شكل جديد)( pH  ميتوان پي برد كه تابع اصلي آن يعني)(th  يك

ي است بصورت كانولوشنتابع   )(* tff . 2اما از آنجاييكه ميدانيم 2sin( ) ( )t U t
p




    لـذا خـواهيم ،

  : داشت

   
t

duutfufthtff
0

)()()()(*  

  
  :در نتيجه داريم

[ ]

0

0

0

( ) sin( )sin( )

1 cos(2 ) cos( )
2

1 1 sin(2 ) cos( )
2 2
1 1 2sin( ) cos( )
2 2
1 1 sin( ) cos( ) ( )
2

t

t

t

h t u t u du

u t t du

u t u t

t t t

t t t U t

w w w

w w w

w w w
w

w w
w

w w
w

= -

- -

é ù
ê ú= - -
ê úë û
é ù
ê ú= ´ -
ê úë û
é ù
ê ú= -
ê úë û

ò

ò

 

  

اگر : 5مثال  222
)(






p

p
pH  0و  باشد، تابع)(th را مشخص كنيد.  
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)()()(: داريم) 4طريقي مشابه با راه حل مثال (  :راه اول 212222 pHpH
p

p

p
pH 





  .  بنـابراين

)(th   ي اسـت بصـورت   كانولوشـن يك تـابع  )(* 21 thh .  1: امـا ميـدانيم 2 2sin( ) ( )h t U t
p







  و

2 2 2cos( ) ( ) p
h t U t

p






 .لذا خواهيم داشت:  

 

 

)()sin(
2
1

)2cos(
2
1)sin(

2
1

)2sin()sin(
2
1

)](cos[)sin()(*)(

0

0

0
21

tUtt

tutu

dutut

duututhhth

t

t

t


















 









 

  
  

ــل دوم ــم : راه ح داري 22222 2
















 p

p

pdp

d  ــا ي  










 22222 2

1






pdp

d

p

p . از

)([)(اگر : (نيمطرفي ميدا pFtf باشد(  
( ) 1 1 ( )( ) ( )

2 2
dF p dF p

t f t t f t
dp dp

    

2چون داريم  2sin( ) ( ) p
t U t

p




 پس بنا بر آنچه كه در بالا گفته شد، خواهيم داشت ،:  

  22 2 2 2 2

1 1 1 1 2sin( ) ( ) sin( ) ( )
2 2 2 2

d p p
t t U t t t U t

dp p p p

   
  

         
 

)sin()(به اين ترتيب تابع اصلي عبارت است از 
2
1

tUtt .  
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  Eتوسعه تبديل لاپلاس به فضاي     -2-2
  
  :Eتعريف فضاي  -2-2-1
  

، تـابع روي  aعدد حقيقـي و مثبـت   قرار داشته و بعلاوه براي  در  fفرض كنيد همه مقادير تابع سببي  -الف
]0,[بازه  a همچنين روي بازه هايي كه محدود به نقـاط انفصـال از ايـن    . بجز در معدودي از نقاط آن پيوسته باشد

بازه هست، انتگرالهاي  dttf در . (در اينصورت چنين تابعي را از نظر مكاني جمع پذير ميناميم. موجود باشند )(

tdtfآورده شده است، انتگرال  5ه اينصورت است كه بنا به آنچه در ضميم
a


0

موضوع بالا .) وجود خواهد داشت )(

  .نيز ميگردد 0Eشامل همه توابع پيوسته يا پيوسته قطعه اي و خاصه توابع 
  
  :Eتعريف فضاي  -ب
  

، عـدد  Aاز نظر مكاني جمع پذير باشد، با در نظر گرفتن عدد حقيقـي و مثبـت    تابعي سببي و روي  fاگر 

tdtfدر نظر داشتن انتگرالهاي   و با pحقيقي و مثبت 
A


0

tdtptfو  )(
A

 
0

)exp()(    و همچنين بـا فـرض

0p  )ppوجود عدد حقيقي و مثبت  0 (  كه براي آن حـد









tdtptf
A

A
0

0 )exp()(lim    ،موجـود باشـد

  )0tبازاي هر : (خواهيم داشت
)exp()()exp()( 0 tptftptf   

  :داريم Aبنابراين براي هر عدد مثبت 

 
AA

dttptfdttptf
0

0
0

)exp()()exp()(  

  :، در نظر بگيريم، خواهيم داشتMچنانچه حدي را كه مطابق با فرض انجام شده موجود است، 

MdttptfMdttptf
AA

A









 

00
0 )exp()()exp()(lim  

پس به اين ترتيب تابع 
0

( ): ( ) ( ) exp( )
A

h A A h A f t p t dt = -ò      تـابعي صـعودي و محـدود خواهـد ،

اين نتيجه نشان ميدهد كه حد . بود









tdtptf
A

A
0

)exp()(lim  0با وجودp ) 0باpp  (وجود دارد.  

  
  

  .Eهر تابعي كه خصوصيات زير را دارا باشد، تابعي است از :  Eاينك تعريف فضاي 
  سببي باشد -1
  .از نظر مكاني جمع پذير باشد روي  -2
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وجود داشته باشد، بطوريكه حـد   0pقيقي مانند عددي مثبت و ح -3









tdtptf
T

T
0

0 )exp()(lim   موجـود

  .باشد
  

يا هر تابعي كه از ضرب يـك تـابع     ،)0با ( به اندازه  Eبه اين ترتيب معلوم ميگردد كه انتقال هر تابعي از 
)exp(در  Eمتعلق به  ta  نتيجه ميگردد، تابعي ازE 0همچنين . خواهد بودE  نيز زير مجموعه اي ازE  است
بـا انتقـال يـا ضـرب آن در      fاسـت، همـه خصوصـيات ذكـر شـده در تعريـف بـراي         Eتـابعي از   fزيرا وقتي 

)exp( ta حفظ ميگردند  .  
      

تابع . نيست Eدر اين مثال، تابعي را مورد بررسي قرار ميدهيم كه در : مثال متقابل
)()exp()( 2 tUttft   را كه سببي بوده و روي داريم. پيوسته است، در نظر ميگيريم :  

 
AA

dttptdttptf
0

0
2

0
0 )exp()exp()(  

exp(lim( اما پيداست كه حد 0
2 tpt

t



وجـود داشـته    0tمانند  tلذا ميبايد مقداري براي . برابر است با  

0ttباشد كه براي    مقدار)exp( 0
2 tpt  يعني داشته باشيم. بزرگتر از يك شود :  

  

 
A

t

A

t

dtdttpt
00

1)exp( 0  

  يا

00

0

)exp()( tAdttptf
A

t

  

  : همچنين داريم

 
A

t

tA

dttptfdttptfdttptf
0

0

)exp()()exp()()exp()( 0
0

0
0

0  

  يا 

 


A

t
A

tA

A
dttptfdttptfdttptf

0

0

)exp()(lim)exp()()exp()(lim 0
0

0
0

0  

نا به آنچـه  اما با توجه به اينكه در طرف دوم تساوي فوق مقدار انتگرال اولي محدود بوده و مقدار انتگرال دومي نيز ب

0tAكه قبلاً داشتيم از   بيشتر و يا مساوي با آن است، خواهيم داشت :

A

A
dttptf

0
0 )exp()(lim

اين نتيجه نشان ميدهد كه تابع مفروض به لحاظ اينكه حد .  


A

A
dttptf

0
0 )exp()(lim    محدود نيسـت، بـه

  .تعلق ندارد Eفضاي 
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  Eتبديل لاپلاس در     -2-2-2
  

)(كه با  fطول همگرايي تابعباشد، آنگاه عددي حقيقي به نام  Eتابعي از  fاگر : تعريف -الف f  نشان داده

[),(]متعلق به بازه  pميشود وجود خواهد داشت كه براي هر  f حد ، 


A

A
dttptf

0

)exp()(lim  يا

 


A

A
dttptf

0

)exp()(lim تابع . وجود داشته باشد



0

)exp()()( dttptfpF   را تبديل لاپـلاسf 

  .ميناميم
  
  :Eمثالهايي در باره تبديل لاپلاس توابعي از  -ب
  

  . اي باشدر يك دوره تناوب، پيوسته قطعهدر اينجا تابعي را مورد بررسي قرار ميدهيم كه متناوب بوده و ب
  

]0,[، پيوسته يا پيوسته قطعه اي روي بازه Tرا تابعي متناوب با دوره تناوب  tg)(تابع  T  و محدود فرض كرده و
)()()(تابع  tUtgtf   را كه در آن)(tU پيداست كه تابع . تابع پله اي واحد است، در نظر ميگيريمf  تابعي

لذا عددي صحيح و مثبـت ماننـد   . تناوبش محدود فرض شده استدر فاصله  tg)(سببي و محدود خواهد بود زيرا 

k  وجود دارد كهktf )( اما با توجه به اينكه انتگـرال  . باشد



0

)exp( dttp    هـم بـرايp    هـاي مثبـت

همگراست، نتيجه ميگيريم كه 



0

)exp()( dttptf  نيز همگرا بوده و تابع)(tf    تـابعي از فضـايE  اسـت .

  .نيز موجودند fدر تابع  Eزيرا همه شرايط پيش گفته درباره توابع متعلق به 
  

اينك محاسبه 



0

)exp()( dttptf  يعني تبديل لاپلاس تابعf .داريم) :k  وT هر دو مثبت هستند(  







 



kT

Tk

tp
T

T

tp
T

T

tp
T

tp

TkTk

dtetgdtetgdtetgdtetg

dttptgdttptf

)1(

3

2

2

0

00

)(...)()()(

)exp()()exp()(

 

uTtبا تغيير متغير      در انتگـرال دوم  : (براي هر يك از انتگرالهاي طرف راست رابطه فـوق، خـواهيم داشـت
uTtطرف راست تغيير متغير   و در سومي تغيير متغيرuTt    )و الي آخر 2















kT

Tk

uTkp
T

T

uTp

T

T

uTp
T

up
kT

tp

dueuTkgdueuTg

dueuTgdueugdtetg

)1(

])1[(
3

2

)2(

2
)(

00

])1[(...)2(

)()()(

 

ــرض    ــق ف ــر طب ــون ب ــاوب   tg)(چ ــا دوره تن ــاوب ب ــابعي متن ــم   Tت ــذا داري ــت، ل )()(اس uguTg   ،
)()2( uguTg  و الي آخر، بنابراين داريم:  

    
T

pTkpTpTTp
Tk

duupugeeeedttptg
0

)1(32

0

)exp()(...1)exp()(  
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  يا

    
T

pTkpTpTTp
Tk

dttptgeeeedttptg
0

)1(32

0

)exp()(...1)exp()(  

exp(0(1: داريم 0pاما چون براي   Tp ازاينرو وقتي ،k  به    ميل كند، مجمـوع درون كروشـه
)exp(بالا به مجموع نامحدود جمله هاي يك تصاعد هندسي نزولي بـا قـدر نسـبت     Tp     بـدل گرديـده و برابـر

 خواهد بود با  1)exp(1  Tp  . حال اگر)(tf      0,[را براي يـك دوره تنـاوب يعنـي بـراي[ Tt    برابـر بـا ،
)(0 tf  0)(0قرار دهيم بطوريكه tf باشد، خواهيم داشت:  















0
0

00

)exp()(
)exp(1

1

)exp()()exp()()(

dttptf
Tp

dttptfdttptUtg

 

  : كه در نتيجه داريم

0
1[ ( ) ( )]( ) [ ( )]( )

1 exp( )
g t U t p f t p

pT


 
   

  يا 

0
1[ ]( ) [ ]( )

1 exp( )
f p f p

pT


 
   

  
]0,[را كه سببي و متناوب بوده و بر بازه  fتبديل لاپلاس سيگنال : 1مثال T  بصـورت ،ttf )(    تعريـف شـده

  .)است fدوره متناوب  T. (است، بيابيد
  

از اينكه بـراي محاسـبه تبـديل لاپـلاس     . ، نمودار آن بصورت زير خواهد بودfبا توجه به مفروضات مربوط به تابع 
0)(به  fسيگنال  tf  0,[يعني به معادله قسمتي از نمودار كه در بازه[ T   2قرار دارد، نياز هست، بكمك شـكل-

ــه  15 0)(معادلــ tf   ــه ــوان تشــــخيص داد كــ ــاني ميتــ ــه آســ را بــ )()()(0 TtUtUttf    ــا يــ
)()()(0 TtUttUttf   0)()()()()(و يا TtUTTtUTtttUtf .  
  
0)(براي  اما  tf داريم:  

0 0 2 2

1 exp( ) exp( )( ) ( ) pT pT
f t F p T

p p p

     

، tUt)(نوشــته شــد، در حقيقــت تبــديل لاپــلاس توابــع  0fهــر يــك از كســرهايي كــه بــراي تبــديل لاپــلاس 
)()( TtUTt   و)( TtUT  16-2شكل . (هستند(  

  
   tf)(منحني تابع : 15-2شكل 
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  :بنابراين خواهيم داشت

0 2 2

1 1 1 exp( ) exp( )[ ]( ) [ ]( )
1 exp( ) 1 exp( )

pT pT
f p f p T

pT pT p p p

           
   

  
  يا

2

1 exp( )[ ]( ) ( )
1 exp( )
T pT

f p F p
p pT

  
 

  

  

  
0)(منحني تابع : 16-2شكل  tf   

  
]0,[را كـه در بـازه    دوره تنـاوب   تبديل لاپلاس تابع سببي و متناوب بـا : 2مثال     بصـورت)sin()( ttf  

  .تعريف شده، تعيين نماييد
  

گفتـه شـد،    1نظير به آنچه كـه در مثـال   . نمودار تابع مطابق با مفروضات داده شده رسم شده است 17-2در شكل 
ــه     ــوط بــ ــه مربــ ــابع، معادلــ ــودار تــ ــك نمــ 0)(بكمــ tf  ــيم ــخص ميكنــ ــت . را مشــ ــواهيم داشــ : خــ

 )()()sin()(0 TtUtUttf   ــا يــــــــــــ )()()sin()(0  tUtUttf  ــا و يــــــــــــ
)()sin()()sin()(0   tUttUttf .بنابراين داريم:  

0 2 2

1 exp( )[ ]( )
1 1

p
f p

p p

 
 

  

20پس  1
)exp(1)(

p

p
pF


   و در نتيجه تبديل لاپلاس تابعf عبارت خواهد بود از:  

[ ]
0

2

( ) 1 exp( )( )
1 exp( ) (1 ) 1 exp( )

F p p
F p

p p p

p
p p

+ -
= =

- - + - -
 

  
  )عدد صحيح بزرگتر از دو n. (بصورت زير تعريف گردد، تبديل لاپلاس آن را تعيين نماييد fاگر تابع : 3مثال 





















[,1[)(

[2,1[2)(
[1,0[1)(

[0,]0)(

nntntf

ttf

ttf

ttf


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در ادامه هم همگرايي انتگرال 



0

)exp()( dttptf نماييم و هم به محاسبه تبديل لاپلاس تابع را ثابت ميf 

  :داريم. دازيمپرمي

   












 










 
11

)1(

1 10

1)exp()exp()(
k

kp
p

k

kpkp

k

k

k

ek
p

e
ee

p

k
dttpkdttptf  

peبه كمك فرمول مجموع تصاعد هندسي با قدر نسبت : (همچنين داريم (  
2

0

1 exp[ ( 1) ]1 ...
1 exp( )

n
p k p p n p

k

n p
e e e e

p
- - - -

=

- - +
= + + + + =

- -å  

  :مشتق گرفته، خواهيم داشت kحال از دو طرف تساوي آخر نسبت به 
 

 2
)1(])1([

0 1
)1()1(1)exp(

p

ppnpnpn

k e

eeene
pkk





 
  

  :ميل دهيم، نتيجه ميگيريم را به  nرا مثبت در نظر گرفته و  pچنانچه در رابطه فوق 

 






 








 
1

2
00 )exp(1

)exp()exp()exp()exp(lim
kk

n

k
n p

p
pkkpkkpkk  

  :بنابراين خواهيم داشت. ، انتگرال مورد نظر همگراست0pد كه براي از تساوي بدست آمده معلوم ميگرد

 20 1
1)exp()(

p

pp

e

e

p

e
dttptf






  

  :يا داريم

[ ]( ) ( )
(1 )

p

p

e
f p F p

p e





 


  

  

  
   tf)(منحني تابع : 17-2شكل 

  
  
  Eخواص تبديل لاپلاس روي     -2-2-3
  

مـورد بررسـي و   ) 3-1قسـمت  ( 0Eخواص مذكور را ميتوان بشكلي مشابه با اثبات همين خـواص در  : خواص -الف
اين لحاظ اين خواص را درباره خطي بودن، انتقال و همچنين ضرب در يك تـابع نهـايي، در مـورد    با . اثبات قرار داد

باشــد، ميپــذيريم كــه در اينصــورت تــابع  Eتــابعي از  tf)(بطــور مثــال، اگــر . ميپــذيريم Eتوابـع متعلــق بــه  

)()( tftt n  نيز تابعي ازE بوده و داريم :( ) ( )
n

n
n

d F
t f t

dp
  .  
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 tf)(اگـر  . در اينجا نيز برقرار بوده و آنرا ميپذيريم) ج-3-1(نتيجه بدست آمده در قسمت : تبديل يك مشتق -ب

lim)(بوده و  Eتابعي از 
0

tf
t 

0)يا   )f fموجود باشد، بعلاوه  در  +     نيـز بـهE      متعلـق بـوده و بـر بـازه
[,0]    از نظر مكاني جمع پذير باشد و همچنينf   بر همين بازه پيوسته نيز باشد، در اينصورت بمانند آنچـه

)اگر داشته باشيم : (شتيم، ميتوان نوشتدا 0Eكه در مورد توابع متعلق به  ) ( )f t F p(  
( ) ( ) (0 )f t pF p f    

-1(يك يا تعداد محدودي از نقاط انفصال نوع اول را داشته باشد، همان نتيجه اي كه در تبصـره   fهمچنين اگر  
  : يعني داريم. نيز برقرار خواهد بود fداشتيم در مورد تابع ) ج-3

[ ]( ) [ ]( ) (0 ) ( 0) ( 0) exp( )j j j
j

f p p f p f f t f t t p            

[0,]بر بازه  fها نقاط انفصال تابع  jtدر اينجا    هستند.  
  
آورده ) چ-3-1(اين قضايا نيز به همان صورت و با همان شـرايطي كـه در قسـمت    : قضاياي مقادير اوليه و نهايي -پ

  .شد، در اينجا نيز برقرار ميمانند
  
[0,]دو تابع سببي، پيوسته يا پيوسته قطعه اي روي بازه  gو  fاگر : كانولوشن -ج    باشند، رابطه زيـر را در

  :پذيريممورد آنها مي

   
x

dttxgtfxgf
0

)()()(*  

: باشند، خواهيم داشت Eاز  gو  fچنانچه   * ( ) [ ]( ) [ ]( )f g p f p g p    
  
  تصاوير معكوس    -2-2-4
  

  :ابتدا به قضيه زير اشاره ميكنيم
  

: بقــدر كــافي بــزرگ داشــته باشــيم pپيوســته بــوده و بعــلاوه بــراي  و روي  Eتــابعي از  fاگــر : قضــيه
[ ]( ) 0f p  . در اينصورت براي هرt  مثبت يا صفر، مقدار)(tf دبرابر با صفر خواهد بو.  

  
و در سـمت راسـت جـدول، تبـديل لاپـلاس آنهـا مشـاهده         fدر جدولي كه بدنبال مي آيد، در سمت چپ توابع 

در جدول مذكور همه توابع . را اصلي و توابع سمت راست جدول را تصاوير توابع اصلي ميناميم fميگردد كه توابع 
[0,]اصلي در تمامي نقاط بازه   شايد بجز نقطه صفر پيوسته اند.  
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  Eدول تصاوير در ج

  fتابع اصلي  تصوير تابع اصلي
p/1 )(tU  

2/1 p )(tUt  
1/! npn )()( ntUt n  
)/(1 ap  )()exp( tUta  

)/( 22  p )()sin( tUt  
)/( 22 pp )()cos( tUt  

21/1 p  
 












0

2

20 2!
)1()()()(

n

nn t

n
tUtJtU  

  )توابع بسِل مرتبه صفر(
aapF /)/(  0,)( ataf  

)f  ازE است(  
)exp()( ppF   )( tf  

)f  ازE است(  
)( apF   )exp()( tatf   

)f  ازE است(  
)0()(  fpFp  )(tf   

)f  ازE است(  
)0()0()(2   ffppFp  )(tf   

)f  ازE است(  

p

pF )(  
t

duuf
0

)(  

)f  ازE است(  

dp

pdF )(  )(tft  
)f  ازE است(  

)()( pGpF     
t

duutguftUtgf
0

)()()()(*  

)f  وg ازEهستند(  

2

exp( )p

p

t-  ( ) ( )t U tt t- )بكمك انتقال - )t U t  نتيجه
  ميگردد

  
 

  محاسبات خاص   - 3- 2
در اين قسمت به تعيين جواب مسائلي ميپردازيم كه بر روي معادلات ديفرانسيل مربته اول يا مرتبه دوم تنظيم  

  .  شده اند
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  : نوع مسائل -2-3-1
  

fybyaدر اينجا هدف تعيين جواب يك معادله ديفرانسيل از نوع    با شرط اوليه)0(y ادلـه  و يا مع
fycybyaديفرانسيل از نوع    با دو شرط اوليه)0(y  و )0(y .  در چنين مسائلي تـابع

f     بعنوان ورودي به فيلتر مشخص و داده شـده اسـت و تـابعy        كـه معـرف خروجـي از فيلتـر اسـت، مجهـول و
  .نامشخص ميباشد

  
  : ماهيت جواب -2-3-2

دلات ديفرانسيل بالا بكار برده ميشوند، از در اين راه حل، بر خلاف روشهاي كلاسيك كه بمنظور تعيين جواب در معا
البتـه اسـتفاده از روش كلاسـيك در    . تبديل لاپلاس دو عضو معلوم و داده شده براي حل معادله اسـتفاده مينمـاييم  

فـرض ميگـردد، بـا     Eسـببي و از   fاما در راه حل جديد كه تـابع  . تابعي ساده باشد fمواردي عملي است كه 
كه پيوسته باشـد،   پيوسته نيست، جواب معادله را بر بازه اي از  سيگنالها عموماً بر روي توجه به اينكه رفتار 

  . پردازيمتعريف نموده و به حل معادله مي
  

)()()()1(مطلوبست حل معادله ديفرانسيل : مثال ساده و ابتدايي -الف  tUtUtyty     بـه قسـمي كـه
)0(y برابر با صفر شود.  
  

ftUtUاز نمودار تابع : حل  بـر بـازه    fبخوبي پيداست كـه  . ه استرسم شد 18-2كه در شكل  )()1(
 اينـك تـابع   . پيوسته نبوده و در نقاط صفر و يك ناپيوسته استy       را طـوري تعيـين ميكنـيم كـه بـر   بـه

ــاط   ــتثناي نقـ 00اسـ t  10و t   ــوده و ــته بـ ــد   y)0(پيوسـ ــفر باشـ ــا صـ ــر بـ ــازه  . برابـ ــلاوه روي بـ بعـ
[,1][1,0][0,]   در معادله ديفرانسيل داده شده صدق نمايد.  

 
)()1(تابع نمودار : 18-2شكل  tUtU  

  
  :معادله مزبور روي بازه هاي مورد نظر بصورت زير نوشته ميشود














[,1],0)()(
[1,0],1)()(

[0,],0)()(

tyty

tyty

tyty

 

ــاي      ــوق، جوابه ــت ف ــه حال ــده در س ــت آم ــادلات بدس ــل مع )exp(از ح tcy   1و)exp(1  tcy  و
2 exp( )y c t= )exp(اما جواب . به ترتيب نتيجه ميگردند - tcy    بايـد  در صفر پيوسته است و چـون مـي

)0(y برابر با صفر شود، خواهيم داشت:  
0)0()exp(lim)exp(lim

00


 
ytctc

tt
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exp(1(1اب ديگر در جو.  0cكه نتيجه ميدهد    tcy  نيز پيداست كه تابع ،y  در صفر پيوسته اسـت .
)0(0ليكن چون ميبايد  y باشد، لذا خواهيم داشت:  

    0)0(1)exp(lim1)exp(lim 1010


 
ytctc

tt
 

11كه نتيجه ميدهد   c  .به همين ترتيب نيز در جواب حالت سوم خواهيم داشت:  
   1)exp(lim)exp(lim 1121


 

tctc
tt

 

exp(2(زيرا تابع  tcy  111: در نتيجه داريم. در يك پيوسته است
2 

ee
c   12يـا  ec .   بنـابراين بـا

  :كرده ايم، تنها به يك جواب بصورت زير خواهيم رسيد yلاتر براي تابع توجه به تعريفي كه در با














[,1]),exp()1()(
[1,0]),exp(1)(

[0,],0)(

ttety

ttty

tty

 

  :حال اگر مشتق تابع بدست آمده را در نقاط صفر و يك محاسبه نماييم، به نتايج زير ميرسيم

  111)exp()1(lim)1(

,1)exp(lim)1(

,1)exp(lim)0(
,0)0(

1

1

0




























ee

e
tey

e
ty

ty

y

t

t

t

 

به . ييمكرده ايم، ميتوانستيم در آن حتي بازه ها را بسته نما yاين نتايج نشان ميدهند كه در تعريفي كه براي تابع 
  .قطعه اي بر روي  1Cاين ترتيب جواب بدست آمده، تابعي است از كلاس 
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  :حل مسئله با تبديل لاپلاس

  
yهست، از اينرو  Eنيز در  fاما چون پيداست كه . باشد Eدر  yدر اين راه حل فرض ميكنيم كه جواب    نيز

yزيرا (خواهد بود  Eدر    برابر است باfy  تابع عضو  يعني تركيبي خطي از دوE  .(   لـذا بـرايp   بقـدر
  :كافي بزرگ، خواهيم داشت

   
[ ]( ) [ ]( ) (0 )y p p y p y      

)0()0(: در راست صفر پيوسته است، داريم yچون  yy   0(0يا( y )     زيرا بنا بـه خواسـت مسـئله، بايـد
)0(y پس نتيجه ميگيريم). برابر با صفر باشد:  

 [ ]( ) 0 [ ]( ) [ ( ) ( 1)]p y p y p U t U t        
  يا 

p

p

p
pYpYp

)exp(1)()(   

: بنابراين خواهيم داشت
p

p
pYp

)exp(1)()1(  يا  

1
)exp(

1
1)exp(1

)1(
)exp(1)(










p

p

pp

p

ppp

p
pY  

)(با داشتن  ty)(به اين ترتيب  pY اي پيشين و يا جدول مربوط به تعيين توابع  اصل بصـورت  و بكمك دانسته ه
  :زير محاسبه ميگردد

  )1()1(exp)()exp()1()()(  tUttUttUtUtyt  
  .و اين جواب همان جواب يگانه قبلي است كه بطريق ديگري محاسبه شده بود 

  
fybyaمعادله ديفرانسيل  : بسط مفهوم حل يك معادله ديفرانسيل -ب   را كه در آنf  تابعي از كلاس

0C  قطعه اي بر  يا بر+ يك مفهوم از حل معادله بالا، بنابـه تعريـف ايـن    . ه است، در نظر ميگيريمفرض شد
،  fچنان تعيـين نمـاييم كـه در خـارج از انفصـال       +يا  قطعه اي بر   1Cاست كه تابعي پيوسته از كلاس 

yمشتق آن    در تساوي)()()()()( tftytbtyta  صدق كند .  
  

tfycybya)(بهمين ترتيب نيز در معادله ديفرانسيل    كه در آنf   ه اي بـر  تـابعي پيوسـته قطع ـ
 2Cيك مفهوم از حل اين معادله اين خواهد بود كه تابعي پيوسته و مشتق پـذير از كـلاس   . است +يا  روي 

f ،y، چنان معلوم نماييم كه خارج از نقاط انفصـال  +و يا ترجيحاً بر  قطعه اي بر      يعنـي مشـتق دوم آن
)()()()()()()(تابع در تساوي  tftytctytbtyta  اينها معنا و مفهوم حلهـايي هسـتند   . صدق نمايد

جا دارد تا يادآور شويم كه عموماً جوابي كه يك فيزيكـدان بـدنبال آن اسـت،    . كه در دنباله بحث به آنها بر ميخوريم
]0,]جواب روي بازه    [0,]يا  است.  

  
  :، بوسيله تبديل لاپلاسحل يك معادله ديفرانسيل بر روي   -2-3-3
  

بوده  Eدر آنها از  fن جواب آنها بالاخص اگر در حالتيكه معادلات ديفرانسيل خطي و با ضرايب ثابت باشند، تعيي
  ). لا اقل اين كار مستقيماً مقدور نيست(و خاصه اگر سببي باشد، بوسيله تبديل لاپلاس ممكن نيست 
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tfybya)(حل معادله  -الف  0(0، با شرط( y.  

  
ــازه   ــر ب ــه ب [,0]حــل معادل   : چــون)(tf   ــازه ــر ب ــور ب ــه مزب ــذا معادل [,0]ســببي اســت، ل   بصــورت

0 ybya يد كه جواب آنĤدر مي )/exp( atbcy  0(0اما با توجه به اينكه بايـد  . خواهد بود( y 
  )cهم برابر است با  y)0(زيرا : (برابر با صفر گردد، خواهيم داشت

catbcty
tt


 

)/exp(lim)(lim
00

 

  . سببي است yاين نتيجه به معناي آن است كه تابع . ميشود 0cلذا 
  

tfybya)(در مورد معادله   چون . از تبديل لاپلاس استفاده ميكنيمf  درE  است، اگر فرض كنيم كه
y  نيز درE  باشد، آنگاه از تساويybfya    معلوم ميگردد كـهy    هـم درE  زيـرا  . ( اسـتy    يـك

]حال با قرار دادن ) است yو  fتركيب خطي از  ]( ) ( )y p Y p  و[ ]( ) ( )f p F p  و با استفاده از
]فرمول  ]( ) ( ) (0 )y p pY p y    خواهيم داشت :  

bpa

pF
pYpFpYbpYpa


 )()()()()(  

همچنين ميتوان تساوي اخيـر را  . مشخص نمود را بر  yكه با استفاده از جدول تصاوير، به آساني ميتوان جواب 
  :داريم. صورت تركيب دو تابع در آوردب

abpabap /
111





 

اما اصل  
abpa /

11


  تابعي است مانند)(tg   بصـورت)/exp(1)( atb
a

tg  .    بنـابراين جـواب معادلـه

gfyمفروض عبارت خواهد بود از  .  
  
tfybya)(حل معادله  -ب   با شرط)0(y  0و .  
  

 بايـد در صـفر پيوسـته    yچـون  . بدليل زير سببي نيست yدر اينجا نميتوان از تبديل لاپلاس استفاده نمود، زيرا 
  :باشد، لازم است كه داشته باشيم

0)0(limlim
00


 

yyy
tt

 

0limاما از نتيجه بدست آمده  
0



y

t
[,0]را بـر بـازه    yاز اينرو جواب . سببي نيست yمعلوم ميگردد كه    

)()()exp/(، فـرض ميكنـيم   عضو  tحذف نموده و براي هر  atbtytz   .    در اينصـورت بـه آسـاني
lim)(0ميتوان پي برد كه 

0



tz

t
  . تابعي سببي است tz)(يعني . 

  

)exp/(حال با قرار دادن  atb
a

b
z    بجاي)(ty   و)/exp()( atbtz     بجـاي)(ty   در معادلـه

)()()(: ديفرانسيل داده شده، خواهيم داشت tftzbtza   كه در آنz   از آنجاييكـه معادلـه   . سـببي اسـت
داشتيم، بنابراين جواب معادلـه فـوق عبـارت    ) حالت الف(حاصل نظير به معادله ديفرانسيلي است كه در حالت قبلي 

خواهد بود از   )()( tgftz ) .)(tg در نتيجـه جـواب   ) با همان تعريفي است كه در حالت الف فرض گرديد



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

١٠٥ 
 

y  بصورت)/exp()()( atbtzty     يـا  )/exp()()( atbtgfty     يـدĤبـا  . بدسـت مي
  .اينكه جواب بدست آمده سببي نيست، ليكن تنها جواب معادله مفروض است

  
)()()()(حل معادله  -پ tftyctybtya   0(0با شرط( y   0(0و( y .    با توجـه بـه شـرايط

[,0]عموماً در اينگونه مسائل سببي فرض ميگردد، بر بازه  tf)(مسئله و يادآوري اينكه     معادلـه مفـروض را ،
)()()(0معادله ديفرانسيل مرتبه دوم خطي   بصورت  tyctybtya     خواهيم داشت كه بـه ترتيـب زيـر
  .نماييمحل مي

  
02با تشكيل معادله مشخصه   crbra   و حل آن، در سه حالت مختلف، جوابهاي زير را بـرايy   بدسـت

  : آوريممي
  

  : داشته باشد  2rو  1rاگر معادله درجه دوم دو ريشه متمايز 
)exp()exp()( 2211 trctrcty   

21اگر  rr  باشد:  
)exp()()( 121 trctcty   

هومي بصورت اگر ريشه هاي مو i داشته باشد:  
 )sin()cos()exp()( 21 tctctty    

  
  چون . مي پردازيم 0اينك با استفاده از شرايط داده شده به بررسي حالت 

)exp()exp()( 2211 trctrcty   
)0(0لذا  21  ccy  12يا cc   كه نتيجه ميدهد)]exp()[exp( 211 trtrcy  . همچنين  

0)11()]exp()[exp(lim)(lim 121100


 
ctrtrcty

tt
 

lim)(0(از نتيجه بدست آمده 
0




ty
t

  .تابع سببي است yمعلوم ميگردد كه ) 
lim)()11(0: همچنين داريـم  10




cty
t

lim)(lim)()0(0پـس چـون   . 
00


 

ytyty
tt

در  ty)(لـذا   
  . نقطه صفر پيوسته است

ty)(در مورد اما    نيز داريم)]exp()exp([)( 22111 trrtrrcty  بـا فـرض   : (كه در نتيجه خواهيم داشت
0)0( y  0)(كه نتيجه ميدهد 211 rrc (  



















0)()(lim

0)()(lim

2110

2110

rrcty

rrcty

t

t  

ty)(از نتايج بدست آمده فوق به آساني پي ميبريم كه   هم سببي است و هم در نقطه صفر پيوسته است .  
  

y  ،yحال اگر بپذيريم كه توابع    وy   در مجموعهE گرفـت آنگـاه از تبـديل لاپـلاس ميتـوان بهـره      . هستند .
  :خواهيم داشت

  2 2

[ ]( ) ( ),
[ ]( ) ( ),
[ ]( ) ( ) (0 ) ( ) 0 ( ),
[ ]( ) ( ) (0 ) ( ) 0 ( )

y p Y p

f p F p

y p pY p y pY p pY p

y p p pY p y p Y p p Y p








     
     





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  از مقادير فوق در تبديل لاپلاس دو طرف معادله ديفرانسيل مفروض استفاده نموده  
)()()()(2 pFpYcpYpbpYpa   

  :نتيجه ميگيريم  

cpbpa

pF
pY


 2

)()(  

)(و  a ،b ،cكه با معلوم بـودن مقـادير ثابـت     pF      ،بكمـك جـدول توابـع اصـلي)(ty     يعنـي جـواب معادلـه
فاده قـرار گرفـت، بشـكلي مشـابه در حـالات      مورد است 0طريقه اي كه در حالت . ديفرانسيل مشخص ميگردد

0  0و نيز بايد عملي گردد   .  
  
)()()()(حل معادله  -ت tftyctybtya   0(0با شرط(  y  0(0و(  y.  
  

[,0]ابتدا معادله مفروض را بر بازه    0كه معادله اي همگن به شكل)()()(  tyctybtya   خواهـد
  .  ميناميم tg)(نماييم و جوابي از آنرا كه در شرايط زير صدق نمايد، تعيين نموده، بود، حل مي

















)(lim

,)(lim

0

0

tg

tg

t

t  

)()()(با قرار دادن حال  tgtytz  نمـاييم و بماننـد معادلـه    در معادله داده شده، آنرا به معادله زير تبديل مي
  :خواهيم داشت. حل ميكنيم) حالت پ(

      )()()()()()()( tftgtzctgtzbtgtza   
  يا  

  )()()()()()()( tftgctgbtgatzctzbtza   
جوابي اسـت از معادلـه همگـن شـده و در آن      tg)(اما عبارت درون كروشه در تساوي فوق برابر با صفر است، زيرا 

)()()()(بنابراين بـه معادلـه   . صدق ميكند tftzctzbtza      خـواهيم رسـد كـه در آنz ،z  وz  
  سببي هستند، زيرا 

0)0()(lim)(lim)(lim
000


 

ytgtytz
ttt

 

zو  zبه همين ترتيب نيز پي ميبريم كه . سببي است tz)(پس    البتـه  . هم سببي هسـتندy  ،y   وy   در
  . صفر پيوسته فرض شده اند

  
)()()()(اما معادله  tftzctzbtza   است، بطريق پيش گفته ) پ(كه معادله اي مشابه با معادله حالت

محاسـبه   ty)(، جـواب اصـلي    tg)(و در دسـت بـودن    tz)(اين ترتيب با تعيين جواب  به. قابل حل خواهد بود
  .ميگردد

  
  : بوسيله تبديل لاپلاس حل يك معادله ديفرانسيل بر روي  -2-3-4
  

لزومـاً سـببي نبـوده و بعـلاوه اصـراري هـم بـر         tf)(در معادلات ديفراتسيلي كه در فيزيك مطرح ميگردند، تـابع  
[0,]همچنين در اين معادلات، اغلب به جوابهاي روي بازه . وجود ندارد 0tپيوستگي آن در    توجه ميگردد

  .   چندان اهميت داده نميشود 0tو حتي به جواب در 
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 tU)(ملاحظات بالا موجب ميگردند، تا بمنظور حل اين معادلات با تبديل لاپلاس، طرفين آنها را در تـابع پلـه اي   
)()()(مثلاً در معادله مرتبه اول  . ضرب نماييم tftybtya    ،خواهيم داشت:  

)()()()()()( tftUtytUbtytUa 
[0,]اما روي بازه    0,]و نه روي بازه[  داريم :)(  yUyyU  از اينرو معادله ديفرانسيل، بصـورت

    fUyUbyUa   در آمده و با تبديل لاپلاس جوابyU     [0,]محاسبه ميگردد كه بـر بـازه  
  .)است Eدر  fU. (واقع است

  
يا  )0(yچنانچه شرط اوليه  )0(y ،آنگاه  هم وجود داشته باشد )0)(( yU محاسبه ميشود.  

  
[0,]ديفرانسيل زير را روي معادله : مثال  حل نماييد .  








 1)0(,1)0(
),2sin()()(

xx

ttxtx
 

  
[0,]چون جواب معادله ديفرانسيل مرتبه دوم فوق را روي بازه    ميخواهيم، از اينرو طرفين معادله را در)(tU 

)()()()()()2sin(: خواهيم داشت. ضرب ميكنيم ttUtxtUtxtU  .  
  

)(: اما داريم  xUxU  و)(  xUxU  [0,]زيرا بر بازه   مقدار)(tU  در نتيجـه  . برابر با يك اسـت
)()()()()()2sin(: خواهيم داشت ttUtxUtxU   .2(ابع از اينكه تsin()( ttUt   متعلق است به

E با قرار دادن . ، پس معادله اخير با تبديل لاپلاس قابل حل خواهد بود[ ]( ) ( )U x p X p  و با استفاده از
  :فرمول تبديل لاپلاس در مورد مشتق، نتيجه ميگيريم

    22
2

2
2)0()()0()0()(


 

p
xpXpxxppXp  

  يا  

   
4

21)()1(1)( 2
2




p
pXpppXp  

  پس

)4)(1(
642)( 2

23




ppp

ppp
pX  

  يا

4
2

5
1

410
1

1
1

5
31

2
3)( 22 








pp

p

pp
pX  

))((حال با استفاده از جدول تصاوير، تابع  txU را محاسبه ميكنيم.  

  )2sin()(
5
1)2cos()(

10
1)exp()(

5
3)(

2
3)( ttUttUttUtUtxU   

[0,]روي : (ريمكه در نتيجه بدست ميĤو  t(  

)2sin(
5
1)2cos(

10
1)exp(

5
3

2
3)( ttttx   
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  )تابع بسل. (حل يك معادله ديفرانسيل خطي كه ضرايب آن وابسته به متغيرند  -2-4
  

  .اگر معادله ديفرانسيل زير حل گردد، جواب آن تابع بسل انديس صفر ناميده ميشود














0)0(
,1)0(

0

y

y

ytyyt

 

  
  .جواب اين معادله را با دو روش مختلف محاسبه ميكنيم 

  
  .ي صحيح استبصورت تابعي كه مجموع يك سر -1
  .با استفاده از تبديل لاپلاس -2

  
  : حل با جستجوي يك سري صحيح -قسمت الف

  

فرض كنيم بسط جواب معادله داده شده به سري صحيح بصورت 





0n

n
n tay  بوده و شعاع همگرايي)R ( اين

[,]بر بازه (در اينصورت سري فوق بر فاصله همگرايي . سري نيز مخالف با صفر باشد RR ( جمله به جمله مشتق
  :و داريم) 4رجوع شود به ضميمه . (ير خواهد بودپذ




















2

2

1

1

)1()(

)(

n

n
n

n

n
n

tannty

tanty

 

na  اعداد حقيقي يا مختلط معلوم وt متغير حقيقي يا مختلط است.  
  

yبا قرار دادن مقادير    وy  در معادله مفروض، خواهيم داشت:  
















 
0

1

1

1

2

1 0)1(
n

n
n

n

n
n

n

n
n tatantann  

 ـ     1ntچون مجموع سريهاي طرف اول رابطه فوق برابر با صفر است، لذا ضريب   ا صـفر  در ايـن مجمـوع نيـز برابـر ب
  )  قرار ميدهيم n ،2nو در جمله سوم بجاي  n ،nدر جمله هاي اول و دوم بجاي : (گرديده و داريم

  0)1( 2  nn aannn  
2: داريم 2nو لذا براي هر 

2
 nn aan .اما با توجه به شرايط داده شده در مسئله نيز داريم:  

1)0(...,,1)0( 00
3

3
2

210  aaytatataayy  
  و

0)0(...,32,1)0( 11
2

321  aaytataayy  
2چنانچه در رابطه 

2
 nn aan  بجايn  12، ... ،  7، 5، 3، مقادير فرد p اشتقرار دهيم، خواهيم د:  
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

















 0

05

03

12

535
2

313
2

pa

aaa

aaa


 

2همچنين اگر در رابطه   
2

 nn aan  بجايn  6، 4، 2، مقادير زوج ، ... ،p2     قـرار دهـيم و تسـاويهاي
10: (حاصل را در هم ضرب نماييم، نتيجه ميگيريم a(  

  p
p

p ap )1(...3214 2
2222   

  يا

222 )!(2
)1(
p

a
p

p

p

  

  :به اين ترتيب خواهيم داشت

0
4

1lim

])!1[(2
1

)!(2
1

limlim 2

2)1(2

22

22

2 











 p
p

p
a

a
p

p

p

p
p

p

p
 

و 
0
1

R .   ،از اينكه محاسبه فوق نشان داد كه شعاع همگرايي سري صحيح در نظر گرفتـه شـده  ،اسـت 
  .معلوم ميگردد كه همه محاسبات قبلي بجا و درست بوده است

  
  بنابراين جواب معادله ديفرانسيل، تابعي بصورت 

n

n
n

n

t
n

ty 2

0
22 )!(2

)1()( 




  

  يا  
n

n

n t

n
ty

2

0
2 2)!(

)1()( 











 

0)(خواهد بود كه به تابع بسل مرتبه صفر موسوم بوده و با  tJ نمايش داده ميشود.  
  

  :حل معادله با استفاده از تبديل لاپلاس -قسمت ب
  

ــه را در   ــرفين معادلــــ ــاب( Uطــــ ــد تــــ ــه اي واحــــ ــورت  ) ع پلــــ ــوده و آن را بصــــ ــرب نمــــ ضــــ
0)()()()()()(  tUtyttUtytUtyt  [0,]روي بازه  اما داريم. تبديل مينماييم:  

 
 

 
 























0)0()0(

,1)0()0(
),()()(

),()()(

yUy

yUy

tUytUty

tUytUty

 

: بنابر اين خواهيم داشت      0)()()(  tUyttUytUyt .  حال با فرض اينكه در مورد جمله هـاي
  معادله اخير، از تبديل لاپلاس و فرمولهاي مربوط ميتوان استفاده كرد، نتيجه ميگيريم كه
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 

   

     

 

 

2 2

2 2

( ) ( ),

( ) ( ) (0 ) ( ) 1

( ) ( ) 1 (0 ) ( ) 0 ( )

( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) 1

y U p Y p

y U p pY p y U pY p

y U p p pY p y U p Y p p p Y p p

dY
t y U t p

dp

d dY
t y U t p Y p p pY p p

dp dp






       
            

   

           











 

  :ادله تبديل يافته را بصورت زير خواهيم داشتبا توجه به محاسبات فوق، مع  

  0)(1)(1)(2 2 









dp

pdY
ppY

dp

dY
pppY  

  يا 

  01)( 2 
dp

dY
pppY  

  )يك مقدار ثابت است c: (معادله ديفرانسيل نتيجه شده، بشكل زير حل ميگردد

2 2 2

1 1[ ( )] ( )
( ) 1 1 1

dY p c
Y p c

Y p dp p p p

   
       
        

     

  لذا 

1
)(

2 


p

c
pY  

lim)()0(نيز از قضيه مقدار اوليه بهره ميگيريم كـه داريـم    cبراي محاسبه مقدار ثابت  


 fppF

p
بنـابراين  . 

ــت ــواهيم داشــ lim)()0(1: خــ  


yppY

p
ــا   1يــ

1
lim)(lim

2






c

p

cp
ppY

pp
پــــس . 

1
1)(
2 


p

pY.  

)( با بدست آمدن pY بكمك جدول تصاوير ميتوان ،)(ty  يا جواب معادله ديفرانسيل مفروض را مشخص سـاخت .
UJyاين جواب تابعي بصورت  0  0خواهد بود كه در آنJ تابع بسل مرتبه صفر است.  

   
)0(0ياد آور ميگردد كه در اينجا وجود شرط  y ضروري نيست زيرا بر طبق معادله، داريم :ytyty  

0t ،)0(yكه بازاي   صفر ميشود خود به خود برابر با.  
  

در اين قسمت، ميخواهيم تبديل لاپلاس تابع سببي بسل مرتبه صفر را كه بصورت زير تعريـف ميگـردد    -قسمت پ
  .تعيين نماييم

 










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
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به اين منظور قضيه زير را كه با برقراري آن، تبديل لاپلاس يك تابع قابل بسط بـه سـري صـحيح ممكـن ميگـردد،      
  .  پذيريممطرح نموده و بدون اثبات آن را مي

  

تابع   :قضيه





0

)()(
n

n
n tatUtf   را كه در آن شعاع همگرايي سري صحيح نامحدود است در نظر گرفته، فـرض

سري صحيح Rميكنيم كه شعاع همگرايي 


0
!

n

n
n tan  در ايـن صـورت بـراي تـابع     . نيز صفر نباشـد)(tf   كـه

Rpاست بازاي  Eعضوي از  /1خواهيم داشت ، :
0

[ ]( ) ( ) n
n

n

f p a L U t t




    .  

  
)()()(ع بنابراين براي اينكه بتوان از تبديل لاپلاس در تاب 0 tJtUtf  بايد از برقراري شـرايط  استفاده نمود، مي

0)(قضيه فوق درباره سري صحيح  tJ در مورد شرط اول داريم. اطمينان حاصل نمود:  

 
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لذا 
0
1

R) .1na  وna  1به ترتيب ضرايب جمله هايnu  وnu  0)(در سري صحيح tJ هستند(  
  

0)(اما در مورد شرط دوم قضيه در سري صحيح  tJ بايد از سري صحيح ، 


0

2!2
n

n
n tan    ا اسـتفاده نمـود زيـر

)2(!، در n!جملات مرتبه فرد برابر با صفرند، در نتيجه جملات مرتبه زوج باقي ميمانند كه بايـد بجـاي    n   ضـرب
  : لذا براي تعيين شعاع همگرايي سري صحيح مربوط به شرط دوم قضيه خواهيم داشت. شوند
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11/1لذا  R  .  
  

0)(مورد سري صحيح  چون با بررسي هاي انجام شده در بالا معلوم گرديد كه هر دو شرط قضيه را tJ  برقرارند، لذا

ميتوان از فرمول 
0

[ ]( ) [ ( ) ]n
n

n

f p a U t t




   0)(در tJ بنابراين داريم. استفاده كرد:  
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  .كوچكتر از يك باشد، بسط زير صحيح است xهمچنين ميدانيم كه اگر 

...
)2(...642
)12(...531)1(...

42
31

2
11)1( 22/1 
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  nn x

n

n
xxx  

)(با مقايسـه نتيجـه بدسـت آمـده بـراي       pF      بـا بسـط فـوق، خـواهيم داشـت :
2/1

2
111)(













pp
pF   يـا

1
1)(
2 


p

pY.  

  تابع ضربه واحد   -2-5
  

n*ي را كه برا tfn)(توابع     بصورت













 

n
tUtUntfn

. تعريف گرديده، در نظر ميگيـريم  )()(1

-2در شـكل   nهمچنين نمودار تابع بازاي سه مقدار مختلف . نشان داده شده است 19-2نمودار اين تابع در شكل 
  .رسم شده است 20
  

  
  tfn)(نمودار تابع : 19-2شكل
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  ty)(نمودار تابع : 20-2شكل

  
  

)(را با  tfn)(چنانچه تبديل لاپلاس  pFn اريمنشان دهيم، د:  
 ( ) [ ( )] [ ( 1/ )]

1 exp( / )
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nF p n U t U t n

n p
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p p

n n p

p p n
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در تساوي فوق بجاي 
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  :را قرار داده، خواهيم داشت
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lim)(1بطوريكه  


pF
n

نشان داده ميشـود و تبـديل    اين ملاحظات فيزيكدانها را به تعريف تابع ضربه كه با . 
  . لاپلاس آن برابر يك است، هدايت كرد

  
به صفر ميل ميكند و در صـورتيكه   tfn)(ف صفر باشد، كه مخال tاما لازم است توجه نماييم كه بازاي هر مقدار از 

n اين رياضي است كه تنها با نمودار راضي نميگردد. به بينهايت ميل كند سيگنالي وجود نخواهد داشت.  
  



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

١١٤ 
 

بجـز در  . (برابر با يـك اسـت   tfn)(، مساحت زير نمودار *متعلق به  nميتوان يادآور شد كه بازاي هر : تبصره
0t را داريمزي) كه بي نهايت ميگردد:  

1

][][

1)()(

/10

/10













 








n

n

tntn

dt
n

tUndttUndttf

n

n

n

 

  
   



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

١١٥ 
 

  
  فيلتر و تابع انتقال    -2-6
  
  :بررسي ارتباط بين ورودي و خروجي -2-6-1
  

esbsasكه در معادله ديفرانسيل  sو خروجي  eسيستمي است با ورودي  Sكنيم فرض مي   صدق
ته تابعي است سببي، پيوس ـ eبا فرض اينكه در اين معادله .) ثابتهاي اختصاصي سيستم هستند bو  a. (مينمايد

sو  sو مشتقهاي آن  sنيز سببي و پيوسته بوده و ) s(، همچنين با فرض اينكه جواب معادله Eو متعلق به   
)0()0(0باشند و بعلاوه داشته باشيم  Eدر   ss با قرار دادن ،[ ]( ) ( )s p S pخواهيم داشت ،:  

2

[ ]( ) ( ) (0 ) ( ) 0 ( ),
[ ]( ) ( ) (0 ) ( )
s p pS p s pS p pS p

s p p p S p s p S p





     
    




 

  :در نتيجه خواهيم داشت
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )s p a s p b s p e p      

  يا
2 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )p s p a p s p b s p e p       

  :كه آن را ميتوان بصورت زير هم نوشت
2[ ]( ).( ) [ ]( )s p p a p b e p     

  :بنابراين داريم

2

[ ]( )[ ]( ) e p
s p

p a p b


 
  

ــابع چن ــه تــــ )(انچــــ pH  ــا ــر بــــ 1)/(را برابــــ 2 bpap   ــت ــواهيم داشــــ ــريم، خــــ : بگيــــ
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )s p h p e p     ياehs *) .h  تابع اصل مربوط به)( pH از رابطه اخير،.) است  s 

  . است، تعيين ميكنيم eو  hدو تابع  كانولوشنرا كه 
    

  
  :مفهوم فيلتر -2-6-2
  

  . در اينجا به سه خاصيت مهم از سيستمي كه در قسمت قبل مطرح گرديد، اشاره ميكنيم
  
. تعريف ميگردد *kehمنتقل شود، در اينصورت خروجي مربوط به آن بصورت  kانچه ورودي به سيستم، بقدر چن

  يعني 










 dtktxethdttxethx k )()()()(  

ehsبا قرار دادن  *  تساوي  






 dtktxethkxs )()()(  

kkاين نتيجه نيـز بـه معنـاي    .) داشتيم كانولوشنبا تعريفي كه در مورد . (نتيجه ميگردد ehs *  بـه ايـن   . اسـت
  :ترتيب خواهيم داشت
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منتقـل ميگـردد كـه گفتـه      kانتقال يابد، خروجي نيز به قدر  kه ورودي سيستم به قدر در صورتيك  :خاصيت اول

  .ميشود، سيستم در زمان تغيير ناپذير است
  

21باشـند، در اينصـورت ورودي    2sو  1s، به ترتيب داراي خروجي هـاي   2eو  1eاگر دو ورودي متمايز  ee  
: م داشــتعــدد حقيقــي داده شــده اي باشــد، بــراي خروجــي خــواهي كــه در آن  21* eehs  . يعنــي

 




 dttxeethxs )()()( 21   يا  

   
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  .رابطه بين ورودي و خروجي يك سيستم، يك رابطه خطي است :خاصيت دوم

  
}{اگر دنباله  ne  از ورودي به تابعe پذيريم كه دنباله همگرا باشد، مي neh   .همگرا ميگردد *ehنيز به  *

  
  .توابسته ميسازد، ارتباطي پيوسته اس eرا به ورودي  sارتباطي كه خروجي : خاصيت سوم

  
هر سيستمي كه داراي سه خاصيت خطي بودن، تغيير ناپذيري در زمـان و پيوسـتگي باشـد، فيلتـر ناميـده        :تعريف
  .ميشود

  
به اين ترتيب جريانهاي الكتريكي كه بوسيله معادلات ديفرانسيل خطي با ضرايب ثابت مشخص ميگردنـد، ميتواننـد   

  .  مانند يك فيلتر تلقي شوند
  
  :يك فيلتر تابع انتقال -2-6-3
  

ehs كانولوشناگر سيستمي چنان باشد كه ارتباط بين ورودي و خروجي آن با  *   تعريف گردد، با فرض اينكـه
h  و ســــيگنالe  درE   ــتفاده نمــــود و نتيجــــه گرفــــت : باشــــند، ميتــــوان از تبــــديل لاپــــلاس اســ

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )s p h p e p      ــرار دادن ــا قــ ــه بــ ]كــ ]( ) ( )h p H p  ــت ــواهيم داشــ : خــ
[ ]( ) ( ) [ ]( )s p H p e p  ) .)( pH را تابع انتقال فيلتر ميناميم(. 

  
  مسائل حل شده   -2-7
  

),(مدار : 1مسئله  LR  را كه در آن قدرت الكتريكي)(tet   با شدت جريان)(tit     مرتبط اسـت در نظـر
همچنين تـابع  . نشان داده شده است 21-2كه تابعي از زمان است در شكل  te)(نمودار قدرت الكتريكي . ميگيريم

)(ti  [,0]كه روي بازه   1برابر با صفر است، سببي بوده و بعلاوه پيوسته و از كلاسC    قطعه اي فـرض شـده
  .است
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  te)(نمودار تابع : 21-2شكل

  

  اگر معادله ديفرانسيل 

)()()(
tetiR

dt

tid
L   

)0(0با شرط اوليه  i ،بر اين مدار حاكم باشد  
tet)(تبديل لاپلاس تابع سببي  -1  را تعيين كنيد.  

مخالف بـا صـفر و مخـالف بـا      pرا به قسمي بيابيد كه براي هر  Bو  Aمقادير ثابت و حقيقي  -الف -2
L

R ،
  : باشيم داشته

RLp

B

p

A

RLpp

E




 )(
                         (I) 

را كه بصورت  G، اصل تابع )الف(از حالت  -ب-2 
)(
)exp()(

RLpp

pE
pG


  تعريف شده است، نتيجه بگيريد) .

 عددي ثابت، حقيقي و مثبت است.(  
  
را روي بـازه هـاي    ti)(حـل نمـوده و عبـارات     با استفاده از تبديل لاپلاس، معادله ديفرانسيل بـالا را روي   -3
[0,]  ،[,0[ a ،[,[ ba و [,[ b تعيين نماييد.  
  
VEبا مقادير داده شـده   -4 2 ، 10R ،HL 1.0 ،sa 02.0  وsb 04.0   نمـودار تـابع ،i  را

  .نشان دهيد
  :حل

  
  : با توجه به نمودار داده شده، داريم -1
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atatUEtUEte
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)()(2)()(بصورت  te)(بنابراين تابع  btUEatUEtUEte   حـال بـا اسـتفاده از    . خواهد بـود
)(: (تبديل لاپلاس، خواهيم داشت p  تبديل لاپلاس تابع)(te است(  
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
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)exp()exp(21

)exp()exp(21)(
 

ا محاسبه انتگرال البته ب 



0

)()exp( dttetp  نيز ميتوان)( p را بدست آورد.  

  
 :را بـه صـفر ميـل دهـيم، خـواهيم داشـت       pضـرب كـرده، آنگـاه     pرا در ) I(چنانچه طـرفين رابطـه    -الف -2

REA / . اگر طرفين رابطه)I ( را درRLp   ضرب كنيم وp  را بهLR /  ميل دهيم، نتيجه ميگيـريم :
RLEB / .به اين ترتيب خواهيم داشت:  
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)( -ب pG بصورت زير مينويسيم را:  
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/
)exp()exp(1)exp()(   

  :را مشخص ميكنيم) Gاصل تابع ( tg)(حال با استفاده از جدول توابع اصلي، تابع 







 



  )()(exp)()(  tUt

L

R
tU

R

E
tg  

)1expزيرا  ( ) ( )Rt
U t

RL p
L

     
  و( ) exp( )exp( ) ( )R t p

U t
RL p
L

        
(.  

  
[,0]سببي است، پس روي بازه  ti)(چون تابع  -3  آيدمعادله ديفرانسيل مورد نظر بصورت زير درمي :  

0)()(  tiR
dt

tdi
L  

)()exp/(و جواب آن  LtRkti  اما چون . خواهد بود)(ti ت، خواهيم داشتدر نقطه صفر پيوسته اس:  
0)0()(lim

0



iti

t
 

  لذا 
0)/exp(lim

0



LtRk

t
 

[,0]در نتيجه جواب معادله روي بازه .  0kپس   اما بنا بر فرض . برابر صفر است)(ti  درE  و)(te  در
0E  است، بدين لحاظ از تساوي خطيeiRiL   معلوم ميگردد كهi  نيز درE از اينرو از تبـديل  . است

  .لاپلاس در اين رابطه خطي ميتوان استفاده كرد
  

  لذا خواهيم داشت 
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. [ ( )]( ) [ ( )]( ) [ ( )]( )L i t p R i t p e t p    
]با قرار دادن  ( )]( ) ( )e t p p  و[ ( )]( ) ( )i t p I pآيد، تساوي فوق بصورت زير در مي:  

  )()()0()( ppIRippIL    

)0(چون  i برابر با صفر است، نتيجه ميگيريم :
RpL

p
pI


 )()(       و با توجـه بـه اينكـه در قسـمت اول)( p 

  :محاسبه شده بود، خواهيم داشت

 






































LRp

bp

p

bp

R

E

LRp

ap

p

ap

R

E

LRppR

E

bpap
RLpp

E
pI

/
)exp()exp(

/
)exp()exp(2

/
11

)exp()exp(21
)(

)(
 

بـل  با در نظر داشتن هر يك از كسرهاي طرف دوم در تساوي فوق و توجه به مطالبي كه در مـورد توابـع اصـل در ق   
  :آوريمرا بدست مي ti)(دانسته شد، 

   

 )(]/)(exp[)(

)(]/)(exp[)(2)()/exp()()(

btULbtRbtU
R

E

atULatRatU
R

E
tULRttU

R

E
ti




 

  :از نتيجه اي كه بدست آورديم، به آساني معلوم ميگردد كه

 
     

   



























tbe
R

E
ee

R

E
ti

btaee
R

E
e

R

E
e

R

E
ti

ate
R

E
ti

tti

LbtRLatRLRt

LatRLRtLatRLRt

LRt

/)(/)(/

/)(//)(/

/

121)(

21121)(

01)(

00)(

 

  
ــم   -4 ــا داري ــق داده ه ــر طب VE: ب 2 ، 10R  ،HL 1.0 ،sa 02.0  وsb 04.0 . ــابراين بن

  : خواهيم داشت

 
 

 



























teeeti

teeti

teti

tti

ttt

tt

t

04.02
5
1)(

04.002.021
5
1)(

02.001
5
1)(

00)(

10041002100

2100100

100

 

  :تغييرات بالا در جدول زير درج شده است
    04.0   02.0   0    t  

  +    -    +    0  )(ti   
    

(min)
14.0

    
(max)

17.0
    0  0  )(ti  

  
tit)(ياد آور ميشود كه تابع . نشان داده شده است 22-2تابع در شكل منحني       تابعي پيوسـته و مشـتق پـذير

  .است اي روي قطعه



 ظري

 يـريم 
 تـابع   

]  ،

ده در  
 مورد 

هرداد تقي زاده منظ

 

y در نظر ميگي
نمـودار. اسـت  

  

  .  دخص كني

,0]زه هـاي          

)(te داده شـد
لذا در. ده است

محمود و مه :  جمه

)0()0(  y

ته بر روي

مثبت است، مشخ

هـر يـك از بـاز

ع ر همـان تـاب   
 قرار داده شد

ترج                  

  ti)(ع

  

0رايط اوليه 

ي مشتق پيوست

)(tf  

بت، حقيقي و م

ـارات آنـرا بـر ه

  .سم نماييد

د كه تابع مزبـور
 ،2/  و

                     

١٢٠ 

نمودار تابع: 22-

: تبديل لاپلاس

y  را تحت شر
سته بوده و داراي

نمودار تابع: 23

.  

عددي ثاب ن

ين نمـوده و عبـ
  .ييد

رهاي متعامد رس

، ميتوان پي برد
1رتيب مقادير

                     

-2شكل

تبه دوم بكمك

)()( tyt 

t سببي و پيوس
  .شده است

3-2شكل

را تعيين كنيد 

(H را كه در آن

yt  را معـي
,[ تعيين نماي

ك دستگاه محور

، tf)(ي تابع
a  وb به تر

                  س

 ديفرانسيل مرت

tf)(تبه دوم

ty)(خص

نشان داده ش 23

tft)(ع  

(
exp()( 2


pp

p

ty)(لاس، تابع

/[  و[, 

را در يك yبع

ار داده شده براي
،Eر آن بجاي

ل لاپلاسيه و تبديور

حل معادله: 2ه 

ه ديفرانسيل مر
ر آن تابع نامشخ

f  3-2در شكل

ديل لاپلاس تابع

بع اصل 
)1
)


p

كمك تبديل لاپلا
,0[  ،[,2 

نحني نمايش تاب

با توجه به نمودا
است كه در 1ه 

سري فو
 

 

  
مسئله

  
معادله
كه در

)(tf

   
  

  
تبد -1

تاب -2

بكم -3
[2/

من -4
  

با: حل
مسئله
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)()(2)/2()(: خـواهيم داشـت   te)(به ماننـد   tf)(تابع    tUtUtUtf .   بنـابراين، تبـديل
): (چنين خواهد بود fلاپلاس تابع  ) ( )f t F p(  

p

p

p

p

p
pF

)exp()2/exp(21)(    

  

با در نظر داشتن تساوي  -2
1

1
)1(

1
22 


 p

p

ppp
سـتيم، ميتـوان   و همچنين تبديلهاي زيـر كـه قـبلاً دان    

  :نوشت

2

1( ) ,

1cos( ) ( ) ,
1

( ) ( ) exp( ) ( )

U t
p

t U t
p

f t U t p F p  


  







 

   
)()()cos()(: بناميم، خواهيم داشت hرا  Hاگر تابع اصل    tUttUth.  

  
  : باشد، از اينرو خواهيم داشت از آنجاييكه جواب معادله بايد تابعي سببي، پيوسته و داراي مشتق پيوسته بر  -3




















0)0()0(
0)0()0(

0)0(
0)0(

yy

yy

y

y  

)(: (دبنابراين ميتوان از تبديل لاپلاس بصورت زير در معادله ديفرانسـيل مفـروض اسـتفاده نمـو     pY    تبـديل تـابع
)(ty است(.  

  )()()0()0()(2 pFpYyyppYp    
  يا

  )()(00)(2 pFpYppYp   
  :و در نتيجه داريم

p

p

p

p

p
pF

)exp()2/exp(21)(    

  يا

)1(
)exp(

)1(
)2/exp(2

)1(
1)( 222 








pp

p

pp

p

pp
pY


 

با تجزيه هر يك از كسرهاي فوق به كسرهاي ساده و با بهره گرفتن از دانسته هاي پيشين در مورد توابع اصل، تـابع  
)(ty ابتدا مينويسيم.  نماييمرا محاسبه مي:  

1
)exp()exp(

1
)2/exp(2)2/exp(2

1
1)( 222 








p

pp

p

p

p

pp

p

p

p

p

p
pY


 

  :آنگاه خواهيم داشت
( ) ( ) cos( ) ( ) 2 ( / 2) 2 cos( / 2) ( / 2) ( ) cos( ) ( )

( ) cos( ) ( ) 2 ( / 2) 2 sin( ) ( / 2) ( ) cos( ) ( )
y t U t t U t U t t U t U t t U t

U t t U t U t t U t U t t U t

p p p p p p
p p p p

= - - - + - - + - - - -
= - - - + - + - + -

 

  :آوريمبنابراين بدست مي
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















ttty

tttty

ttty

tty






)sin(2)(
2/)sin(2)cos(1)(

2/0)cos(1)(
00)(

 

  
  

توجه شود كه چون     1)2/()2/()2/(    yyy     پـس تـابعy  2در/    پيوسـته اسـت و
)()()(0چون     yyy   پسy  در يعني . پيوسته است)(ty     يـك تـابع پيوسـته روي 
  .است

  
ty)(در مورد تابع  -4  داريم:  

















ttty

tttty

ttty

tty






)cos(2)(
2/)cos(2)sin()(

2/0)sin()(
00)(

 

ــون  )0()0()0(0چــــ   yyy  ــس yپــــ      ــون ــت و چــــ ــته اســــ ــفر پيوســــ در صــــ
1))2/(())2/(()2/(    yyy  پـــسy   2در/   ــته اســـت و همچنـــين چـــون پيوسـ
2)()()(    yyy  پسy   در پيوسته است.  
  

ty)(دد كه بنابراين معلوم ميگر   نيز بر بهمين ترتيب ميتوان وضع . پيوسته است)(ty  را نيز مشخص نمود .
  .نشان داده شده است 24-2در شكل  ty)(منحني تابع 

  
  ty)(نمودار تابع : 24-2شكل

  
2)(4)()(معادله ديفرانسيل : 3مسئله  tUtyty   0(1را تحت شرط اوليه( y  بر روي  حل نماييـد .

)y در صفر پيوسته است(  
  

[,0]روي بازه : حل   2)(4)(0ديفرانسيل مفروض بصورت معادله  tyty آيد كه جواب عمومي در مي
ــت از  ــارت اس )()2exp(: آن عب tctyt   .  ــون ــا چ ــت   yام ــواهيم داش ــت، خ ــته اس ــفر پيوس : در ص
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1)0()(lim
0




yty
t

2exp(lim(1يا  
0




ctc
t

[,0]پس روي بازه .        جـواب معادلـه ديفرانسـيل ،
)2exp(بصورت  ty  خواهد بود .  

  
]0,]حال بمنظور حل معادله روي بازه   2(، تابعexp()()( ttytzt   را كه در آنy  جواب معادله

هـاي   tبازاي  ty)(زيرا . (برابر با صفر است tz)(منفي،  tپيداست كه براي هر . ت در نظر ميگيريمداده شده اس
)2exp(منفي برابر با  t (بنابراين ) بود(tz همچنين داريم. تابعي سببي است :)2exp(2)()( ttytz  

)()2exp(2)(يــا   ttzty   . چنانچــه بجــاي)(ty  ،)2exp(2)( ttz   را درمعادلــه مفــروض قــرار
  : دهيم، خواهيم داشت

    )()2exp()(4)2exp(2)(2 tUttzttz   
  كه نتيجه ميدهد

)()(4)(2 tUtztz   
)02exp()0()0(011: امـا داريـم  . ديفرانسـيل اسـت  جواب معادله  tz)(يعني   yz   بنـابراين

2)(4)()(كافيست كـه معادلـه ديفرانسـيل     tUtztz    را كـه در آنz       تـابعي سـببي اسـت تحـت شـرط
0)0( z  [0,]روي بازه  بكمك تبديل لاپلاس حل نماييم .  
  

2خواهيم داشت  ( ) (0 ) 4 ( ) [ ]( )pZ p z Z p U p       يا
p

pZppZ
1)(40)(2  .پس  

2
1

4
11

4
1

)2(2
1)(







pppp
pZ  

  :در نتيجه داريم

)()2exp(
4
1)(

4
1)( tUttUtz   

)()()2exp(و از  ttzty  آيد كهبدست مي  

 

)2exp(
4
3

4
1

)2exp()2exp(1
4
1)(

t

ttty




 

[0,]روي بازه  tU)(زيرا   خلاصه خواهيم داشت پس بطور. برابر يك است:  






















1
4
3

4
1)0()2exp(

4
3

4
1)(0

1)(0
1)0()2exp()([0,]

yttyt

tyt

yttyt

 

ty)(اما در مورد . پيوسته است روي  ty)(معلوم است كه   داريم:  






















2
3)0()2exp(

2
3)(0

0)(0
2)0()2exp(2)(0

yttyt

tyt

yttyt

 

ty)(اين ناپيوستگي   در صفر به خاطر آن است كه طرف دوم معادله مفروض در صفر ناپيوسته بود .  



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

١٢٤ 
 

  
جب ناپيوستگي ميتوان نشان داد كه در يك معادله ديفرانسيل از مرتبه دوم نيز ناپيوستگي تابع طرف دوم معادله مو

ty)(در   صحت اين مطلب را ميتوان در مسئله قبل در مورد . ميگرددy  تحقيق نمود   .  
  

]0,]دستگاه معادلات ديفرانسيل زير را روي بازه : 4مسئله   بكمك تبديل لاپلاس حل نماييد.  







0)()(

)()()(4
txty

tUtytx
 

)0(1فرض كنيد  x  0(0و( y است.  
  

[0,]براي آنكه بتوان از تبديل لاپلاس در حل دستگاه فوق روي بازه : حل    استفاده نمود، ابتدا طرف هـاي اول
  :ضرب ميكنيم tU)(معادلات دستگاه را در تابع پله اي 







0)()()()(

)()()()()(4
tUtxtUty

tUtUtytUtx
                          (I) 

  :در سمت راست نقطه صفر پيوسته اند، لذا داريم yو  xچون توابع 
 
 












0)0(0)0()0(
1)0(1)0()0(

yUyy

xUxx  

]حال با قرار دادن   ]( ) ( )x U p X p  و[ ]( ) ( )y U p Y p  و استفاده از تبديل لاپلاس در دستگاه
(I)  نتيجه ميگيريم:  

 

 















0)0()()(

1)0()()(4

UxppXpY

p
UypYppX

 

  يا 











01)()(

1)()(4

ppXpY

p
pYppX

 

)(كه از حل دستگاه دو مجهولي بدست آمده،  pX  و)( pY را تعيين نموده، خواهيم داشت :  

)4(
1)(

4
3)(

2

2

2







pp

p
pX

p
pY

 

كه با تبديل كسرهاي فوق به كسرهاي ساده و با توجه به توابع اصل كه در قبـل شـناخته شـدند، بـه آسـاني توابـع       
)(tx  و)(ty ابتدا توجه ميكنيم كه. محاسبه ميگردند  

2
1

8
3

2
1

8
31

4
1)(

2
1

4
3

2
1

4
3)(













ppp
pX

pp
pY

 

  :آنوقت ميتوان نوشت
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












)()2exp(
4
3)()2exp(

4
3)()(

)()2exp(
8
3)()2exp(

8
3)(

4
1)()(

tUttUttUty

tUttUttUtUtx
 

[0,]راي هر يا ب t داريم:  














)2exp(
4
3)2exp(

4
3)(

)2exp(
8
3)2exp(

8
3

4
1)(

ttty

tttx
 

[0,]: (بطور خلاصه عبارتند از جوابهاي بدست آمده روي  t(  














)2exp(
4
3)2exp(

4
3)(

)2exp(
8
3)2exp(

8
3

4
1)(

ttty

tttx
 

)0(1با   x  0(0و( y.  
  

)()()(تابع انتقال يك سيسـتم، بصـورت   : 5مسئله  pEpHpS      تعريـف ميگـردد كـه در آنE  وS   بـه
 eســيگنال خروجــي وابســته بــه ســيگنال ورودي  s. (هســتند sو  eترتيــب تبــديلهاي لاپــلاس ســيگنالهاي 

  ) ) 25-2شكل .(است
  

  
  نمودار سيستم: 25-2شكل

  
  بصورت زير تعريف گرديده te)(. پذيرندسببي بوده و تبديل لاپلاس را مي sو  eتوابع 













42)([2,1[
2)([1,0[
0)([,2[[0,]

ttet

ttet

tet 
 

)(1)/4(نيز بصورت  Hو  2  ppH داده شده است.  
  
  .را مشخص نماييد) E(را رسم نموده و تبديل لاپلاس آن  eمنحني نمايش تابع  -1
  : را طوري بيابيد كه داشته باشيم Dو  A ،B، Cمقادير  -2

4)4(
1

2222 


 p

DCp

p

B

p

A

pp
                                   (I) 

3- )( pS  را محاسبه نموده و از آن جواب)(tst  همچنين مقـدار  . را نتيجه بگيريد)(ts    را روي هـر يـك از
[,0]بازه هاي   ،[1,0[ ،[2,1[  2,]و[  تعيين نماييد.  

  

ts)( te)( سيستم
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  .  نشان داده شده است 26-2در شكل  te)(منحني تابع : حل

  
  te)(نمودار تابع : 26-2شكل

  
  :را با توجه به داده ها، ميتوان چنين نوشت te)(تابع   -1

)2()2(2)1()1(4)(2
)2()42()1()42()1(2)(2)(




tUttUttUt

tUttUttUttUtte
 

2اما داريم 

exp( )( ) ( ) p
t U t

p

      2و

1( )t U t
p

 .بنابراين خواهيم داشت:  

2 2 2

2 4exp( ) 2exp( 2 )[ ]( ) ( ) p p
e p E p

p p p

      

  

به صفر ،  pو ميل دادن  2pدر ) I(با ضرب طرفين رابطه داده شده  -2
4
1A آنگاه پس از قرار . آيدبدست مي

B، مقدار به سمت  pل دادن و مي pو ضرب دو طرف تساوي در  Aبجاي  4/1دادن  C=-  نتيجه
42در ) I(و سپس ضرب طرفين تسـاوي   Bو  Aحال با قراردادن اعداد بدست آمده براي . ميگردد p   و قـرار

  :بنابراين نتيجه ميگيريم. آيندبدست مي 4/1Dو  0C، مقادير pبجاي  i2دادن 












 4

11
4
1

)4(
1

2222 pppp
 

  
)()()(: داريم -3 pEpHpS  . در اين تساوي بجاي)( pH  1)/4(مساويش 2 p  و بجاي)( pE  مقدار

222 آن يعني
)2exp(2)exp(42

p

p

p

p

p

 را قرار داده، خواهيم داشت:  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 4exp( ) 2exp( 2 )( )
( 4) ( 4) ( 4)

1 1 1 1 1 1 1 1exp( ) exp( 2 )
2 4 4 2 4

p p
S p

p p p p p p

p p
p p p p p p

- -
= - +

+ + +
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - - - - + - -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç+ + +è ø è ø è ø

 

  :  محاسبه ميگردد كه خواهيم داشت ts)(با توجه به دانسته هاي مربوط به توابع اصل،   

 

 






 







 



 

)2()2(2sin
2
1)2()2(

2
1

)1()1(2sin
2
1)1()1()()2sin(

2
1)(

2
1)(

tUttUt

tUttUttUttUtts

 

  :روي بازه هاي خواسته شده كه از تساوي فوق نتيجه شده اند، عبارتند از ts)(اما مقادير 
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






















)]2(2sin[
4
1)]1(2sin[

2
1)2sin(

4
1)(2

)]1(2sin[
2
1)2sin(

4
11

2
1)(21

)2sin(
4
1

2
1)(10

0)(0

ttttst

ttttst

tttst

tst

 

10توجه شود كه در حالت   t  مقدار)(tU برابر با يك است .  
  
  

  : 6مسئله 
  

اسـت و در زيـر تعريـف شـده،      /2را كـه دوره تنـاوب آن    fتبديل لاپلاس تابع سببي و متناوب : قسمت اول
  :مشخص نماييد








[2/,4/[0)(
[4/,0[)4sin()(



ttf

tttf
 

  
  .نشان داده شده است 27-2در شكل  tf)(نمودار تابع : حل

  
   tf)(نمودار تابع : 27-2شكل

  
عي بصـــورت عمـــل گرديـــد، در اينجـــا نيـــز تـــاب     2و  1ب در مثالهـــاي -2-2همانطوريكـــه در قســـمت  

)()]2/()([)(0 tftUtUtf   0)(و ابتـدا تبـديل لاپـلاس تـابع     ) 28-2شكل (را در نظر گرفته tf  را
0)(البتـه  . (نمـاييم را تعيـين مـي   tf)(سازيم، آنگاه بكمـك آن تبـديل لاپـلاس    مشخص مي tf    فقـط روي بـازه

[2/,0[  بصورتي است كه در نظر گرفته شده و در جاهاي ديگر برابر صفر است(  
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0)(نمودار تابع : 28-2شكل tf   

0)(اما  tf  ميتوان چنين نوشترا:  
 

)]4/(4sin[)4/()4sin()(
)()2/()4/()4/()()(0







ttUttU

tftUtUtUtUtf
 

0)(محاســـــبه تبـــــديل لاپـــــلاس تـــــابع  tf  2بـــــا در نظـــــر داشـــــتن

4( )sin(4 )
16

U t t
p 

  و

  2

4exp( / 4)/ 4 sin[4( / 4)]
16

p
U t t

p

   


      0به آساني انجـام ميشـود و بـا تعيـين[ ]( )f p ،

)( pF خواهيم داشت. نيز محاسبه ميگردد:  
 

0 2 2 2

4 1 exp( / 4)4 4exp( / 4)[ ]( )
16 16 16

pp
f p

p p p

    
  

  

  لذا
0[ ]( )[ ]( ) ( )

1 exp( / 2)
f p

f p F p
p

 
 
  

  :پس داريم

 )2/exp(1)16(
)]4/exp(1[4)( 2 


pp

p
pF


  

  
)()4sin(با تعريـف   gمحاسبه تبديل لاپلاس تابع سببي و متناوب : قسمت دوم ttg   0,/4]روي[ t  و

  .نشان داده شده است 29-2تابع در شكل منحني . /4با دوره تناوب 

  
   tg)(نمودار تابع : 29-2شكل
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0)(همانند قسمت اول با تشكيل : حل tg  و محاسبه تبديل آن شروع ميكنيم و بعد تبديل لاپلاس تابع)(tg  را
: خواهيم داشت. نماييمتعيين مي  )()4/()()(0 tgtUtUtg ) . 0)(توجه شود كه tg  فقط در بازه

[4/,0[  0)(). يگر برابر با صفر ميباشدبصورت در نظر گرفته شده است و در هر جاي د tg  را بصورت  
  )4sin()4/()()(0 ttUtUtg  

4/()4sin()()(0(]4sin)/4[(يا   ttUttUtg ميتوان نوشت و تبديل آنرا محاسبه نمود:  

 
0 2 2

2

4 4exp( / 4)[ ]( )
16 16

4 1 exp( / 4)
16

p
g p

p p

p

p





 
 
 





 

  :در نتيجه خواهيم داشت

 
 

0

2

( ) [ ]( )
[ ]( )

1 exp( / 4)
4 1 exp( / 4)

1 exp( / 4) ( 16)

G p g p

g p

p

p

p p









 

 


  


  

  
)(تابع اصل تابع : قسمت سوم pH را تعيين نماييد.  

)2/exp(1
)4/exp(1

16
4)( 2 


p

p

p
pH





  

  
)(با توجه به قسمت اول، پي ميبريم كه تابع اصل مربوط به  pH     2، تابعي اسـت متنـاوب بـا دوره تنـاوب/  و

)()(بصورت  tfth ) .)(tf دراينجا لازم است بـه راه حـل زيـر و    .) همان تابع تعريف شده در قسمت اول است
  .اشكال موجود در آن نيز توجه گردد

  
)(چنانچه  pH را ساده كنيم، خواهيم داشت:  

 
   

  )4/exp(116
4

)4/exp(1)4/exp(116
)4/exp(14)(

2

2






pp

ppp

p
pH







 

0)(، كه در آن /4نتيجه بدست آمده نشان ميدهد كه تابع اصل، تابعي است متناوب با دوره تناوب  PH   برابـر
4)/16(است با  2 p  .4(: نصورت خواهيم داشتدر ايsin()()(0 ttUth   .   0)(امـا ايـن th    كـه ميبايـد در

ــازه  ــارج از ب ]0,/4]خ    ــين نيســت ــردد، چن ــفر گ ــا ص ــر ب ــر  . براب ــارت ديگ ــه عب 0)(ب th   ــا ــده ب بدســت آم
)()]4/()([ thtUtU  برابر نيست و اين راه حل داراي اشكال است.  
  

هر فرمول از نوع : توجه
)exp(1

)()( 0

pT

pF
pF


       را نميتوان بعنوان تبديل لاپـلاس يـك تـابع متنـاوب بـا دوره

0)(مگر اينكه  دانست، Tتناوب  pF          تبديل لاپلاس يك تـابع سـببي بـوده ، بعـلاوه ايـن تـابع سـببي روي بـازه
[,] T برابر با صفر گردد.  
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exp(1/[1[(، كسر 0pاما اگر براي  Tp    را مجموع جمله هاي يك سري هندسي نزولـي بـدانيم و آن را
3exp()2exp()exp(1(...بصــورت   TpTpTp   ــورد ــابع اصــل را در م ــوان ت بنويســيم، ميت

)( pF بي كه در مورد بطور مثال اينكار را به ترتي. مشخص ساخت)( pH انجام گرديده، در زير ملاحظه ميكنيم .
  : خواهيم داشت

 

...
16

)4/3exp(4
16

)4/2exp(4
16

)4/exp(4
16

4

)4/exp(
16

4

...)4/3exp()4/2exp()4/exp(1
16

4
)4/exp(1

1
16

4)(

2222

0
2

2

2



































p

p

p

p

p

p

p

pn
p

ppp
p

pp
pH

n









 

حال با قبول اينكه تابع اصل مربوط به مجموع يك سري با مجموع توابع اصل جمله هاي سري برابـر اسـت و بـا در    
  :  نظر داشتن تابع هاي اصل هر يك از جمله هاي سري فوق، خواهيم داشت

   
  ...)4/3()4/3(4sin

)4/2()4/2(4sin)4/()4/(4sin)()4sin()(






tUt

tUttUttUtth
 

  لذا











00

)4/()]4/(4sin[)()(
nn

n ntUntthth   

  :بصورت زير خواهد بود th)(دار اما تعبير نمو

)4/4()]4/4(4sin[)(
)4/3()]4/3(4sin[)(
)4/2()]4/2(4sin[)(

)4/()]4/(4sin[)(
)()4sin()(

4

3

2

1

0














tUtth

tUtth

tUtth

tUtth
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43210چنانچه نمودارهاي هر يك از توابع فوق و همچنين نمودار تابع  hhhhh   2شـكل  (را رسم كنيم-
43210، خواهيم ديد كه نمودار تابع )30 hhhhh   با نمودار تابع)(tf    كه در قسمت اول داشـتيم يكـي

  .است
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  و مجموع آنها ihنمودار توابع : 30-2شكل

  
txt)(بديل لاپلاس، تابع سببي و پيوسـته  ميخواهيم بكمك ت: 7مسئله      را كـه روي بـازه   داراي مشـتق

  :پيوسته نيز باشد، چنان بيابيم كه داشته باشيم








0)0()0(
)()()(2)(

xx

tgtxtxtx
 

g  تابعي است سببي، متناوب با دوره تناوبaT 2  نشان داده شده است 31-2كه نمودار آن در شكل.  
   

  
  gنمودار تابع : 31-2شكل
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  :نماييد به اين منظور موارد زير را بررسي
)(تبديل لاپلاس  -1 pG  مربوط به تابع)(tg را مشخص كنيد.  
{1}متعلق به بازه  pرا طوري بدست آوريد كه براي هر  Cو  A ،Bاعداد حقيقي  -2  داشته باشيم:  

1)1()1(
1

22 





 p

C

p

B

p

A

pp
 

، درستي تساوي 0pبراي  -3





 0

)exp()1(
)exp(1

1
n

n pan
pa

  .را تحقيق كنيد 

txt)(با بكار گيري تبديل لاپلاس ، تابع  -4   را روي بيابيد.  
  

  : حل
0)(تابع ابتدا  -1 tg  ،0)(را تشكيل داده pG 0)(آنگـاه بكمـك   . آوريـم را بدست مي pG  ،)( pG   را مشـخص

  : از نمودار داده شده معلوم ميگردد. ميسازيم








[2,[0)(
[,0[1)(
aattg

attg
 

بنابراين خواهيم داشت   1)()()(0  atUtUtg  0)()()(يا atUtUtg   .    بـا در نظـر داشـتن
1( )U t
p

  وexp( )( ) a p
U t a

p

  0: داريــم 0
1 exp( )[ ]( ) ( ) a p

g p G p
p p

    . بنــابراين

  :ميتوان نوشت

p

pa
pG

)exp(1)(0
  

  يا
0 ( )[ ]( ) ( )

1 exp( 2 )
G p

g p G p
a p

 
 

  

  )است a2برابر با  gچون دوره تناوب (  :پس داريم

)]2exp(1[
)exp(1)(
pap

pa
pG


  

  
)1(2و  p ،1pطرفين تساوي داده شده را به ترتيب در  -2 p  ضرب كرده وp   را به همان ترتيب ابتدا بـه

: خـواهيم داشـت  . مشـخص گردنـد   Cو  A ،Bو بالاخره به يك ميل ميدهيم تا ضـرايب   صفر ، سپس به 
1A ،1B  1وC .پس  

1
1

)1(
11

)1(
1

22 





 ppppp
 

   
سري عددي با جمله عمومي  -3 n

n pau )exp(  يا nn
n pau )exp()1(     را كـه جملـه اول آن

)exp(ن يك و قدر نسبت آ paq  پيداست كه اگر . است، در نظر ميگيريمp     مثبت باشد، ايـن سـري بـه
يك سري همگرا و هندسي نزولي بدل گرديده و حد مجموع جملات آن برابر با  )exp(1/1 pa  خواهد شـد .

)exp(1/[1)exp()1[(: بنابراين خواهيم داشت
0

papan
n

n 



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[0,]براي حل معادله ديفرانسيل داده شده بر روي  -4  طرفين معادله را در ،)(tU   خـواهيم  . ضـرب ميكنـيم
  : شتدا

)()()()()()(2)()( tUtgtUtxtUtxtUtx                                    (I) 
  )با مشتقگيري از حاصلضرب: (اما داريم

   
   








)()()()(

)()()()(

tUtxUxtUtx

tUtxUxtUtx
 

از اينرو نتيجه ميگيريم كه         )()()(2)( tUgtUxtUxtUx  .  همچنين با توجه به داده هـاي
  :مسئله داريم

 
 












0)0(0)0()0(

0)0(0)0()0(

xUxx

xUxx
 

بــا قــرار دادن : (بــه ترتيــب زيــر اســتفاده مينمــاييم) I(اينــك بكمــك نتــايج فــوق از تبــديل لاپــلاس در معادلــه 
[( )] ( )xU X p(  

  2 2

[( ) ] ( ) ( )(0 ) ( ) 0 ( )
[( ) ] ( ) ( ) (0 ) ( ) 0 ( )

x U p X p x U p X p p X p

x U p pX p xU p X p p X p





     
     




 

  : پس از تبديل، نتيجه ميگيريم) I(با قرار دادن مقادير فوق در معادله 
)()()(2)(2 pGpXpXppXp   

  يا

2

2

2

2 3
2

2 2 2

2 2 2

( )( )
2 1

1 exp( )
[1 exp( 2 )]

( 1)
1 1

( 1) 1 exp( )

1 1 1 1 ... ( 1) ...
( 1) 1

1 1 1
( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)

a p a p a p n n a p

a p a p a p a p a p

G p
X p

p p

a p

p a p

p

p p a p

e e e e
p p p

e e e e e e

p p p p p p p p

- - - -

- - - - - -

=
- +
- -
- -

=
-

= ´
- + -

é ù
é ùê ú= + - ´ - + - + + - +ê úë ûê ú- -ë û

= + - - - + + + -
- - - - -
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1
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p
+
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)(يعني تـابع اصـل مربـوط بـه      tx)( با در نظر داشتن توابع اصل كسرهاي طرف دوم و قرار دادن بجاي آنها، pX 

)1: ميــدانيم. همــان جــواب معادلــه ديفرانســيل داده شــده اســت      tx)(تعيــين ميگــردد كــه    )U t
p

 ،

1( )
1

te U t
p 

 ،2

1( )
( 1)

te t U t
p 

 ،( )
a pe

U t a
p



  ،( )
1

a p
t a e

e U t a
p


 


  و

2( ) ( )
( 1)

a p
t a e

e t a U t a
p


  


 .آينـد، مـا را بـه توابـع اصـل      ينها و نتايجي كه از اين تبـديلها بدسـت مـي   ا

  : رسانند كه در نتيجه خواهيم داشتكسرهاي طرف دوم مي
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2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ...

1 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) ...

( 1) 1 ( 1) (

t t t a t a

t a t a

t t a

n t na

x t U t t e U t e U t U t a t a e U t a e U t a

U t a t a e U t a e U t a

t e U t t a e U t a

t n a e U t

- -

- -

-

-

é ù é ù= + - - - + - - - -ê ú ê úë û ë û
é ù+ - + - - - - -ê úë û
é ù é ù= + - - + - - - +ê ú ê úë û ë û

é ù+ - + - -ê úë û ) ...n a- +

 

  .است روي  1Cتابعي از كلاس  tx)(با در نظر گرفتن بازه ها، ميتوان پي برد كه 
  

  .  در اين مسئله، رابطه بين حلهاي دو معادله مطرح است  :8مسئله 
  
txt)(با استفاده از تبديل لاپلاس، تابع : عادله اولم     يعني جواب معادله ديفرانسيل زير را كه تـابعي پيوسـته و

مقـاديري حقيقـي، ثابـت و مثبـت      cو  . (تعلـق دارد محاسـبه نماييـد    Eبوده و به فضـاي   قطعه اي روي 
  )هستند

)()()()()( tUctUtxtUtx  
  

  :به اين منظور به سوالات زير پاسخ دهيد
  
)exp(ري هندسي را كه در آن جمله اول برابر با يـك و قـدر نسـبت برابـر بـا      ، مجموع س0pبراي  -1 p 

  .است، بيابيد
txt)(با بكارگيري تبديل لاپلاس تابع  -2  )را مشخص كنيد) جواب معادله.  
]6,0]روي بازه  tرا در صورتيكه  tx)(نمودار تابع  -3  تغيير نمايد رسم كنيد.  
  

  :حل
  
: در سري مذكور داريم -1 nn pu )exp(  )جمله عمومي ( ،)exp( pq )و جملـه  ) ر نسبتقد

از اينرو سـري مزبـور يـك    . ، قدر نسبت سري كمتر از يك ميگردد0و  0pچون براي . اول برابر يك است

exp(1(سري هندسي نزولي و همگرا بوده و حد مجموع جملات آن برابر با 
1

p پس . خواهد بود

  : داريم

 
)exp(1

1)exp(
0 


p

p
n

n







 

  : خواهيم داشت. له استفاده كردتعلق دارد، از تبديل لاپلاس ميتوان در معاد Eبه فضاي  xاز آنجاييكه  -2

[ ] ( ) ( ) ( )exp( ) c
xU X p X p X p p

p
      

  يا
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)exp(1
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p
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eeee
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c
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  :  با در نظر داشتن توابع اصل كسرهاي طرف دوم در تساوي بالا، نتيجه ميگيريم
 

0

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

( )
n

x t c U t U t U t n

c U t n

 






      

 
 

  .نشان داده شده است 32-2در شكل  tx)(نمودار تابع   -3

  
  xنمودار تابع : 32-2شكل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :معادله دوم
  

)()(2)1()1()2()2()(معادله  tUttUtxtUtxtUtx  وده و نمودار جـواب آن را  را حل نم
  .رسم نماييد ]6,0[روي بازه 

  
بـا قـرار دادن   . تعلق دارد، ميتوان از تبديل لاپلاس بصورت زير در معادله مزبـور اسـتفاده نمـود    Eبه  xچون تابع

[ ( )] ( )x t X P خواهيم داشت:  

2
1)2exp()()exp()(2)(
p

ppXppXpX   

  :در نتيجه داريم

 22 )exp(1
11)(

pp
pX


  

  : داريم 0pاما براي 
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)exp(1
1...)1(...1 )1(132

p
eeee pnnppp


   

  :م، خواهيم داشتمشتق بگيري pچنانچه از دو طرف تساوي فوق نسبت به 

2
)1(32

)1(
...)1()1(...32
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e
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eneee 
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  :بنابراين خواهيم داشت

 
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  :حال با در نظر گرفتن توابع اصل كسرهاي طرف دوم رابطه بالا، نتيجه ميگيريم 
...)())(1()1(...)2()2(3)1()1(2)()(  ntUntntUttUttUttx n  

  :عبارتند از ]6,0[روي بازه  tx)(مقادير تابع 



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



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






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txt
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txt

txt

xt

 

  .نمايش داده شده است 33-2در شكل  ]6,0[نمودار اين جواب روي بازه 

  
  xنمودار تابع : 33-2شكل
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  :تمرينات و مسائل  -2-8
  
  
  

  .تبديلهاي لاپلاس توابع زير را مشخص نماييد: 1تمرين 

)()exp(4)()(
)()2cos()exp()()(

)()(cos)()(
)()2sin()1()()(

2

2

tUtttitIV

tUttthtIII

tUttgtII

tUtttftI







 

  
  

  .تبديلهاي لاپلاس توابع زير را بدست آوريد: 2تمرين 

 

)()sin()()(
)()(sin)()(

)()cos()2sin()()(
)()(sin)cos()()(

2

2

2

tUtettitIV

tUttthtIII
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tUtttftI

t

tt


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




 

  
  

  .تبديلهاي لاپلاس توابع زير را بدست آوريد: 3تمرين 

)2()()()(
)1()1()()(

)()(sin)1()()(
)4()3()()()(

3

2

2

2





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



tUetUetitIV

tUtthtIII

tUttUetgtII

tUttUttftI

tt

t 
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  .  داده شده، تعيين نماييد 34-2تبديلهاي لاپلاس توابعي را كه نمودار آنها در شكل : 4تمرين 

  
  4شكل تمرين : 34-2شكل 

  
  .را مشخص كنيد Fتابع هاي اصل تابعهاي : 5تمرين 

)3)(2(
)()(

)1(
1)()(

)2(
2)()(

1
2

3)()(

3

2















pp

p
pFIV

pp
pFIII

p
pFII

pp
pFI
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  .را تعيين كنيد Fتابع اصلي هر يك از تابعهاي   :6تمرين 

)2()1(
1)()(

)1(
1)()(

2

2







ppp
pFII

pp
pFI

 

  
  

  .تابع اصل را در هر مورد تعيين نماييد: 7تمرين 

5
2)()(

)1)(9(
1)()(

22
1)()(

2

2

2










pp

p
pFIII

pp

p
pFII

pp
pFI

 

  
  .هاي اصل را بيابيدتابع  :8تمرين 

)4)(1(
)3exp()()(

)1(
)2exp()()(

)1(
)exp()()(

2

2










pp

pp
pFIII

pp

p
pFII

pp

p
pFI

 

  
  .تابعهاي اصل را بيابيد: 9تمرين 

22

2

22

22

)4(
)()(

)16)(1(
1)()(

)9)(4(
)()(










p

p
pFIII

pp
pFII

pp

p
pFI

 

  . تابعهاي اصل را بيابيد و نمودار آنها را رسم نماييد: 10تمرين 

 

)0()2exp(1)exp()21(1)()(

)0()exp(1)()(

)0()2exp()exp(2)exp()()(

)exp(1)()(

2

2









apa
papa

papa

p
pFIV

a
p

pa
pFIII

apapa
p

pa
pFII

p

p
pFI
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است، مشخص  Tتبديل لاپلاس هر يك از توابع زير را كه سببي و متناوب بوده و دوره تناوبشان برابر با : 11تمرين 

  . نماييد و نمودار هر يك را رسم كنيد
   



















































[,0[)cos()(
)(

[4,2[0)(
[2,1[42)(

[1,0[2)(
4

)(

[2,1[1)(
[1,0[1)(

2
)(

[3/,6/[0)(
[6/,0[)6sin()(

3
)(









tttf

T
IV

ttf
tttf

tttf
T

III

ttf

ttf

T

II

ttf

tttf

T

I

 

  :تابعهاي اصل را بيابيد: 12مرين ت

 























)2/exp(1
)4/exp(1

16
4)()(

)4/exp(1
16

4)()(

9
)10/exp()()(

2

2

2








p

p

p
pFIII

p
p

pFII

p

pp
pFI

 

  
  :توابع زير را در نظر بگيريد: 13تمرين 

)()(:
)(:

)()sin(:

tgtfth

tftg

tUttf





  

)sin(و  tU)(نمودارهاي توابع  -الف -1 t را در يك دستگاه مختصات نشان دهيد.  
  . را در دستگاههاي جداگانه رسم نماييد hو  f ،gمنحني هاي توابع  -ب     

  .يدرا بدست آور hو  f ،gتبديلهاي لاپلاس توابع  -2

بدون انجام محاسبه مقدار انتگرال  -3 


0

3 )sin( dtte t را نتيجه بگيريد.  

  
ــرين  ــا ورودي : 14تمــــ ــتمي بــــ )()(در سيســــ tUttxt   ــي tyt)(و خروجــــ ــم : ، داريــــ

)()()( pXpHpY  . توابـــع)( pX  و)( pY  بـــه ترتيـــب تبـــديلهاي لاپـــلاس)(tx  و)(ty  بـــوده و

1
1)( 2 


pp

p
pH است  .  
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)( -الف -1 pY را محاسبه نماييد .  

)0(lim)(با استفاده از قضيه مقدار اوليه نتيجه بگيريد كه  -ب     
0

tyy
t 

    
yتبديل لاپلاس  -الف -2   يا مشتق)(ty را بيابيد .  

)0(lim)(نتيجه بگيريد كه  -ب     
0

tyy
t




  
lim)(مقدار  -3

0
ty

t



  .را محاسبه كنيد 

  
ــرين  ــا ورودي : 15تمـ ــتمي بـ txt)(سيسـ   ــي tyt)(و خروجـ    ــه ــه در آن رابطـ ــت كـ ــوري اسـ طـ

)(
21

)exp(1)exp()( pX
p

p

p

p
pY 












  بــين تبــديلهاي لاپــلاس)(tx  و)(ty برقــرار اســت) . 

  )عددي حقيقي و مثبت است
)()(اگر ورودي سيستم  tUtx   تابع باشد، حد)(tyt   را وقتيكهt   به بينهايت ميل كند، بصورت تـابعي از

 در اين مورد ميتوان از قضيه مقدار نهايي استفاده نمود. (مشخص نماييد (.  
  

txt)(بكمك تبديل لاپلاس تابع : 16تمرين       كه تابعي پيوسته و سببي بوده و داراي مشـتق پيوسـته بـر روي
  0(نيز هست و بعلاوه در آن مقادير(x  و)0(x ابر با صفرند، جواب معادله ديفرانسيل زير را تعيين نماييدبر  .  

)()3cos()cos(2)(4)( tUtttxtx 

  :راهنمايي(























1612

1
412

1
)4(

)( 2222 p

p

p

p

p

p
pX(  

  
)2exp()(9)(6)()(، معادله ديفرانسيل 16با همان شرايط تمرين : 17تمرين  tUttxtxtx   را حل
  . كنيد

)(: راهنمايي( pX  22را بصورت ( 3) 3
A B C

p p p
+ +

+ + +
و  A  ،Bنوشته، آنگاه مقادير ثابت و حقيقـي   

C را تعيين كنيد(.    
  

]0,]س جوابهاي معادلات ديفرانسيل زير را روي بازه بكمك تبديل لاپلا: 18تمرين   تعيين كنيد.  















0)0(,1)0(
)exp()()(2)(

1)0(,0)0(
)exp()(3)(2)(

xx

tttxtxtx

xx

ttxtxtx

 

تحقيق كنيد كه : راهنمايي(
1)1(1)1(

)( 22 











p

D

p

C

p

B

p

A
pX(  

  
tyt)(تابع جواب : 19تمرين    (4)()(معادله ديفرانسيل( tetyty   0()0(0با شروط(  yy  را

. ، بكمك تبديل لاپلاس مشخص كنيد كه تابعي است سببي و پيوسته و همچنين داراي مشتق پيوسته بر روي 
  .نشان داده شده است 35-2در شكل  te)(نمودار تابع سببي 
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  19مربوط به تمرين  te)(تابع : 35-2شكل 

  
tyt)(تابع : 20تمرين      يا جواب معادلـه ديفرانسـيل)()()( tltyty     0(1را تحـت شـرايط( y  و

0)0( y  0,]روي بازه[  نمودار تابع سببي . تعيين نماييد)(tl  داده شده است 36-2در شكل.  

  
  20مربوط به تمرين  tl)(تابع : 36-2شكل 

  
yكنيم كه خاطر نشان مي : راهنمايي(   0,]روي بازه[     پيوسته و مشتق پذير است مگر در نقطـه ايكـه در آن

ty)(نقطه   وجود ندارد (.  
]0,]دستگاه معادلات زير را روي بازه : 21تمرين   حل نماييد.  

3)0(,8)0(
)()(2)(
)(3)(2)(

)(

0)0(,1)0(
)(5)(2)(
)(2)(5)(

)(

















yx
tytxty

tytxtx
II

yx
tytxty

tytxtx
I

               

  
  
  

:)(با  در بررسي فيلترها، سيكنال ورودي را روي : 1مسئله  tvtv ee   وي و همچنين سيگنال خروجـي را ر
  با)(: tvtv ss  چنانچه تبديل لاپلاس . تعريف كرده ايمev  وsv  را به ترتيبeV  وsV   بناميم، بررسـي

)()(/)(فيزيكي ما را به تابع تبديل فيلتر بصورت  pVpVpH es در موارد زيـر فيلتـري را در   . راهنما ميگردد
  :نظر ميگيريم كه براي آن داريم

4/1)2/1(
2/

122
)( 22 





p

p

pp

p
pH  
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)()sin()exp()(تبديل لاپلاس تابع  -الف -1 tUtttf   را كه در آن قيقي اسـت،  عددي مثبت و ح
  . محاسبه كنيد

tUve)(با فرض  -ب      ابتدا ،)( pVs  و سپس)(tvs را محاسبه كنيد.  

ــف -2 ــراردادن  -الــــ ــا قــــ بــــ
)122)(4/1(

)( 22 


ppp

p
pF   ــه ــد كــــ ــان دهيــــ ، نشــــ

2 2

2 / 5 2 / 5 2 / 5 4 / 5( )
1/ 4 ( 1/ 2) 1/ 4

p p
F p

p p

+ +
= -

+ + +
 .  

)()sin/2()(با فرض  -ب   tUttve   ،)( pVs  و)(tvs را محاسبه كنيد.  
نشان دهيد كه  -پ     0)(5/)2/sin(2)2/cos()(lim 


tUtttvs

t
   

  
توابعي سببي  yو  xباشد و در آن  37-2سيستمي را درنظر بگيريد كه از نوع نشان داده شده در شكل : 2مسئله 

tyt)(جـواب  . و تبديل پذير باشند       سيسـتم كـه تحـت فرمـان)(txt       اسـت طـوري اسـت كـه داريـم :

)(
101
1)( pX

p
pY


  . در اينجاX  وY  به ترتيب تبديلهاي لاپلاس توابعx  وy هستند .  

    
  2سيستم مسئله : 37-2شكل 

  
  :ده استدر چنين سيستمي سيگنال ورودي بصورت زير تعريف ش








[,10[[0,],0)(
[10,0[,)(
ttx

tttx
 

  .را در يك دستگاه مختصات متعامد رسم نماييد xمنحني نمايش تابع  -1

)10exp(1011)(: ، داريم 0pنشان دهيد كه براي هر  -2 22 p
p

p

p
pX   

}كه به بازه  pرا براي هر  Cو  A ،Bاعداد حقيقي  -الف -3 1 /10, 0}     تعلق دارد، به قسـمي تعيـين

:كنيد كه داشته باشيم
p

C

p

B

p

A

pp 101)101(
1

22 



   

tyt)(جواب سيستم يعني  -ب        [,0]مقـدار آن را روي هـر يـك از بـازه هـاي       را تعيـين نمـوده و   ،
]10,]و  ]10,0]  نيز مشخص كنيد.  
]0,]را روي  yجدول تغييرات تابع  -الف -4  تنظيم نماييد.  

  .را در همان دستگاه قسمت اول مسئله رسم نماييد yمنحني نمايش تابع  -ب    
  

tit)(را كه در آن شدت جريـان   38-2مدار نشان داده شده در شكل : 3مسئله     ي و پيوسـته روي  تـابعي سـبب
 بوده و مشتق پذير قطعه اي است، در نظر بگيريد.  

) سيستم )x t ( )y t
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  3سيستم مسئله : 38-2شكل 

tet)(منحني تابع قدرت الكتروموتوري مدار    نشان داده شده است 39-2در شكل .  

 
1 2

1 2

1 2

0
( )
( ) 0

t t

e t E if t t t

e t if t t o r t t

< <

= £ £

= < <

  

   3در مسئله  te)(تابع : 39-2شكل 

)()(نيز در معادله  ti)(تابع  tetiR
dt

id
L  سوالات زيـر پاسـخ   با توجه به داده هاي فوق، به . كندصدق مي

  .دهيد
tet)(تبديل لاپلاس تابع  -1  را مشخص كنيد.  

با استفاده از تساوي  -2










 LRppRRLpp /

111
)(

توابع اصل مربـوط بـه    1
)(

1
RLpp

p


  و

)(
)exp(

RLpp

p
p


  را نتيجه بگيريد) . عددي ثابت، خقيقي و مثبت است(.  

)()(بكمك تبديل لاپلاس، جواب معادلـه ديفرانسـيل    -3 tetiR
dt

id
L     0(0را تحـت شـرط( i   تعيـين

]0,]بازه هاي  را روي هر يك از ti)(نموده و مقادير  1t ،[,[ 21 tt  و[,[ 2 t تعيين نماييد.  
  

بتوسـط تـابع زيـر تعيـين      tf)(، قـدرت الكتروموتـور   40-2در مدار الكتريكي نشان داده شده در شكل : 4مسئله 
  :ميگردد














tAtf

AtEtf

ttf

,0)(
0,)(

0,0)(
 

tvt)(جريان الكتريكي       در اين مدار نيز تابعي است سببي، پيوسته و مشـتق پـذير قطعـه اي روي   كـه در

)()()(معادله ديفرانسيل 
tftv

dt

tdv
RC   0با شرط)( tv 0اي هر برt صدق ميكند.  

  .را رسم نموده و تابع را بر حسب تابع پله اي بيان كنيد fنمودار تابع  -1
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)([)(با فرض . (تبديلهاي لاپلاس دو طرف معادله فوق را تعيين نماييد -2 pVtv  و[ ]( ) ( )f p F p(  

نشان دهيد كه  -3 )exp(11
11)( Ap

RC
pp

EpV 

















.  

[,0]را روي هر يك از بازه هاي  tv)(، مقادير  3از قسمت  -4  ،[,0[ A  و[,[ A بدست آوريد.  
مقادير بازاي  -5 100R ،FC 01.0 ،sA 1  وVE 1  تابع ،v   را در يك دستگاه مختصات قـائم

  .  رسم كنيد

  
  4مدار مسئله : 40-2شكل 

  
)()()(معادلـه ديفرانسـيل   : 5مسئله  tetiti     0()0(0را بـا شـروط(  ii   در اينجـا  . در نظـر بگيريـد

)(tit   تابعي سببي، پيوسته و با مشتق پيوسته روي نمودار تـابع  . است)(te   نشـان داده   41-2در شـكل
  .شده است

 :را ميتوان بصورت زير نوشت te)(حقيقي، تابع  tشان دهيد كه براي هر ن -1
)2()2()()(2)()(   tUttUttUtte

tet)(تبديل لاپلاس تابع  -2  را تعيين كنيد  . 
tit)(با بكارگيري تبديل لاپلاس در دو طرف معادله، تبديل لاپلاس تابع  -الف -3  را مشخص كنيد.  

تابع اصل مربوط به  -ب    
)1(

1
22 pp

و  
)1(
)exp(

22 


pp

p را تعيين كنيد.  

tit)(تابع  -پ      وريدرا بدست آ.  
[,0]را روي بازه هاي  ti)(مقدار  -الف -4  ،[,0[  ،[2,[   2,]و[  تعيين كنيد.  

]4,0[را روي بازه  iنمودار تابع  -ب      رسم نماييد.  

 
  5تابع مسئله : 41-2شكل 

  
لف   Rرا در مداري كه شامل يك مقاومت  qخازني با ظرفيت : 6مسئله   q. اسـت، تخليـه ميكنـيم    Lو يك سـ

]0,]ه تابعي است از زمان كه روي باز   (1)(0از معادله()(  tq
C

tqRtqL تبعيت ميكند .  
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HLفرض كنيد . را براي معادله فوق بدست آوريد qبا استفاده از تبديل لاپلاس جواب  -1 10 ،FC 2.0 ،
 25.2R  0(1و همچنين( q  0(4/13و( q باشد.  

]0,]را كه روي  gتابع  -الف -2   4/3(بصورتexp(3)2exp(2)( tttg    تعريف شده، بررسـي
tg)(نموده و نشان دهيد كه    تنها بازاي يك عدد يد كرد، برابـر بـا صـفر ميشـود    كه مقدار آن را تعيين خواه .

310را با تقريب  g)(و  مقدار تقريبي   محاسبه نماييد.  
210را با تقريب  g)16(و  g)4(g ،)8(، g)1(در جدولي مقادير  -ب       نشان دهيد.  
را در يك دستگاه مختصات متعامد رسم نموده و مماس بر آن را در نقطه اي به طـول   gتابع  Cمنحني  -پ     

  .صفر تعيين نماييد
كولمُب  باشد، با تقريبي نزديـك بـه    2.0كمتر از )  q(ا استفاده از قسمت هاي قبل، زماني را كه شارژ خازن ب -3
  . ثانيه معيين كنيد 5.0
  

سيسـتمي را معرفـي ميكنـد كـه سـيگنالهاي ورودي و       42-2مدار الكتريكي نشـان داده شـده در شـكل    : 7مسئله 

انسيل بوده و در معادله ديفر iو  eخروجي آن به ترتيب 
dt

de

Cdt

di
R

dt

id
L  1

2

2

)(0و بـا شـروط     ti  و

0)( te  0براي هرt 0(0: بعلاوه داريم. ، صدق ميكنند( e ،0)0( i  0(0و( 
dt

id.  
بـــا بكـــارگيري تبـــديل لاپـــلاس در معادلـــه، نتيجـــه بگيريـــد كـــه نقـــل وانتقـــال در سيســـتم بصـــورت   -1
)()()( pEpHpI  انجام ميگردد) .)( pI  و)( pE  به ترتيب تبديلهايi  وe هستند(  

HLبا فرض  -2 1  ، 10R  وFC 400 22، ثابت كنيد كه 15)5(
)(




p

p
pH.  

]1تابع  -2-1 ]H 1. (را مشخص كنيد تبديل لاپلاس معكوس است(  
)()1()3(با فرض  -2-2  tUtUte ،  
  .را معين كنيد te)(سيگنال  -الف-2-2
)( -ب-2-2 pE  و)( pI را محاسبه كنيد.  
  .را مشخص نماييد ti)( -پ-2-2
  
)تقويت كننده . تغذيه ميگردد wجريان الكتريكي با يك ضربان سينوسي مثبت  -3 )r w    مربوط به سيسـتم بـا

)مدول عدد مختلط  )H j w ست برابر ا)j  عدديست مختلط با مدول يك و آرگومان/ 2p.( 
3-1- ( )r w را محاسبه كنيد.  

,0[را كه بر بازه  fتغييرات تابع عددي -3-2 [+ 2بصورت  ¥
2

62500( ) 400f u u
u

= - تعريف گرديـده   +
  .لازم نيست fرسم تابع. مورد بررسي قرار دهيد

)اي مابين چه رابطه -3-3 )r w  و( )f w  برقرار است؟ و براي كدام مقدارw   زيمم تقويت كننده سيستم بـه مـاك
  . خود ميرسد

)حد  -3-4 )r w  را وقتيكهw  ميل كند، بيابيد ¥به.  
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  7مدار مسئله : 42-2شكل 

  
، از دو منبع استوانه اي تشكيل شده است كه به يك مجرا متصـل  43-2سيستم نشان داده شده در شكل : 8مسئله 
معـادلات  . ميباشـند  2nو  1nمتناظر بـه سـيگنالهاي خروجـي     2qو  1qسيگنالهاي ورودي با دبي هاي . هستند

  :حاكم بر پديده مورد نظر بصورت زير بيان ميشوند








)(2)()()(
)()(2)()(

2122

2111

tntntqtn

tntntqtn
 

)0()0(0همچنين فرض كنيد كه داشته باشيم . عددي حقيقي و غير منفي است tكه در آن  21   nn  .  
  :با استفاده از تبديل لاپلاس نشان دهيد -1






















)(
)3)(1(

2)(
)3)(1(

1)(

)(
)3)(1(

1)(
)3)(1(

2)(

212

211

pQ
pp

p
pQ

pp
pN

pQ
pp

pQ
pp

p
pN

 

  .هستند 2qو  1n ،2n ،1qبه ترتيب تبديلهاي لاپلاس  2Qو  1N  ،2N ،1Qكه در آن 
)()()(اگر  -2 21 tUtqtq   ،1)(باشد tn  2)(و tn  1را محاسبه نماييد و بدون بررسي تابعn آن را بصورت ،

  .نموداري نشان دهيد
1)(0چنانچه  -3 tq  2)()(و tUtq    ،1)(باشـند tn  2)(و tn     را محاسـبه نمـوده و مقـادير)(lim 1 tn

t 
و   

)(lim 2 tn
t 

  .را تعيين نماييد 

 
  8مدار مسئله : 43-2شكل 
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  ضميمه ها
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  پيوستگي و مشتق پذيري             1ضميمه 
  
  
  پيوستگي  - لفا

  
حد تابع در يك نقطه براي خواننده مفهوم شناخته شده ايسـت كـه در ايـن قسـمت فـرض ميكنـيم       : مفهوم حد -1

)0(كـه بـه ترتيـب بـا      0xدر راسـت و يـا چـپ نقطـه      xf)(امـا حـد تـابع    . موجود و محدود باشـد  0 xf  و
)0( 0 xf نشان داده ميشوند، عبارتند از:  

)(lim)()0(

)(lim)()0(

0
0

0
0

00

00

xfxfxf

xfxfxf

xx
xx

xx
xx















 

  :پيوسته گوييم، اگر و تنها اگر داشته باشيم 0xت چپ نقطه را در سم fتابع : پيوستگي در يك نقطه -2
)()(lim 0

0
0

xfxf
xx
xx





 

  يا
)()0( 00 xfxf   

: پيوســته گــوئيم اگــر و تنهــا اگــر داشــته باشــيم       0xرا در راســت نقطــه   fبهمــين ترتيــب نيــز تــابع    

0
0

0lim ( ) ( )
x x
x x

f x f x

>

0يا  = 0( 0) ( )f x f x+ =.  
    

  :يعني داشته باشيم. پيوسته باشد 0xپيوسته است، اگر و تنها اگر در سمت راست و چپ نقطه  0xدر  fتابع 
)0()()0( 000  xfxfxf  

  يا 
)()(lim 0

0

xfxf
xx




 

],[روي بازه  fاگر تابع عددي : پيوستگي روي بازه اي از  -3 baI   كه متعلق به     اسـت، تعريـف شـده
. هـر دو ميتواننـد بينهايـت شـوند     bيا  aو يا هر دو باز بوده و همچنين  bيا  aممكن است در  Iبازه (باشد، 

baهمچنين   است (.  
  تابعf  روي[,] ba  پيوسته است اگر و تنها اگر در هر نقطه[,] ba يوسته باشد و بر عكسپ.  
  تابعf  روي],[ ba  پيوسته است اگر و تنها اگر در هر نقطه[,] ba  پيوسته باشد و بعلاوه در راستa  و در

 .پيوسته باشد و بر عكس bچپ 
  تابعf  روي[,[ ba  پيوسته است اگر و تنها اگر در هر نقطه[,] ba   پيوسته باشد و بعلاوه در راسـتa   نيـز

 .پيوسته باشد و بر عكس
  تابعf  روي],] ba  پيوسته است اگر و تنها اگر در هر نقطه[,] ba    پيوسته باشد و بعـلاوه در چـپb   نيـز

 .پيوسته باشد و بر عكس
  تابعf  روي[,[ a  پيوسته است اگر و تنها اگر در هر نقطهax    پيوسته باشد و بعلاوه در راسـتa 

 .پيوسته باشد و بر عكس
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  تابعf  روي],] b   پيوسته است اگر در هر نقطـهbx     بعـلاوه در سـمت چـپ    پيوسـته باشـد وb 
  .پيوسته باشد و بر عكس

  
  .است روي  0از كلاس  fپيوسته باشد، گفته ميشود كه  از  روي بازه  fچنانچه تابع : تعريف

  
[,]بر بازه  fاگر تابع : امتداد پيوستگي ba  از پيوسته بوده و در حاليكه درb تعريف شده نيست درb  داراي

[,[روي بازه  gمانند  حد چپ هم باشد، در اينصورت تابعي ba  بصورت  








)0()(
[,])()(

bfbg

baxxfxg
 

[,[روي بازه  gميتوان تعريف كرد كه  ba پيوسته است .g  را امتداد پيوستگي تابعf  وf  را تابع امتداد يافته
  .ميتوان تعريف كرد aرا در  fبهمين ترتيب نيز امتداد تابع . ناميممي
  
  
  مشتق پذيري  -ب
  
(است، تعريف شده باشـد   0xكه شامل نقطه  از  ازه روي ب fچنانچه تابع : مشتق پذيري در يك نقطه -1

0x  نقاط انتهايي بازه ميگوييم .) نيستf  0درx   مشتق پذير است، اگر و تنها اگر نسـبت
0

0 )()(
xx

xfxf


 

  .ناميممي 0xدر  fرا مشتق تابع  Aميگيريم و  Aاين حد را . ميل كند، داراي حد باشد 0xبه  xوقتيكه 

0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
A

xx 



 

  در نتيجه
) f f( ) پيوسته است 0xدر      )مشتق پذير است 0xدر   

  :  0xدر  fمشتق راست 

)=0xدر  fمشتق راست (
0

0 )()(lim
0

0 xx

xfxf

xx
xx 






  

  :  0xدر  fمشتق چپ 

)=0xدر  fمشتق چپ (
0

0 )()(lim
0

0 xx

xfxf

xx
xx 






  

  
تعريـف شـده باشـد، در اينصـورت      از  روي بـازه   fاگر تابعي ماننـد  : مشتق پذيري روي بازه اي از  -2

  .)باشند يا  هستند كه ميتوانند  انتهاي بازه  bو  a: (خواهيم داشت
) f [,]در هر نقطه از   ba مشتق پذير است ( )f [,]روي بازه    ba مشتق پذير است(  

  
) f بر[,] ba  مشتق پذير است وf  در راستa  و در چپb هم مشتق پذير است ( )f روي بازه   

],[ ba مشتق پذير است(  
  

) f بر[,] ba  مشتق پذير است و در راستa مشتق پذير است ( )f ],]روي بازه    ba مشتق پذير است(  
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) f بر[,] ba  مشتق پذير است و در چپb مشتق پذير است ( )f [,[روي بازه    ba مشتق پذير است(  

  
) f   در هر نقطهax   و همچنين در راستa مشتق پذير است ( )f ],]روي بازه    a  مشتق پذير

  )است
  

) f   در هر نقطهbx   و همچنين در چپb مشتق پذير است ( )f [روي بازه    , ]b-¥  مشتق پذير
  )است

  
  بعمشتق تا   -3
  
xf)(داشته باشيم، در اينصـورت تـابع    از  اگر تابعي تعريف شده و مشتق پذير روي بازه : تعريف -3-1   را

  .ناميممي بر روي fكه بصورت زير تعريف شده، مشتق تابع 

h

xfhxf
xfx

h

)()(lim)(
0




 

fهمچنين   ،f  ،f   ،... ،)(nf  را چنانچه وجود داشته باشند، مشتقهاي متواليf ناميممي.  
[در مورد  , ]a b ،f  مربوط به نقاط  تابعي است[,] ba  و همچنين سمت چپb .   بصورت مشـابه در مـورد

],]بازه  ba.  
  
 نـاميم كـه روي   مـي  1از كـلاس   تابعي را بـر بـازه   : روي بازه اي از  و  nتابع از كلاس  -3-2

  . پيوسته باشد مشتق پذير بوده و تابع مشتق آن روي 
  

مشتق پذير بـوده و مشـتقهاي اول و دوم آن    روي  ميناميم، اگر دو بار 2از كلاس ) از ( تابعي را روي 
  .پيوسته باشند روي 

  
بار مشتق پذير بوده و توابع مشتقهاي متوالي  nميناميم، اگر  nاز كلاس ) از ( را روي fبطور كلي تابع 

  .پيوسته باشند ام روي بازه  nآن تا مرتبه 
  

م، اگر بي نهايت بار مشتق پذير بوده و همـه مشـتقهاي   ميگويي از كلاس  به همين ترتيب نيز تابعي را روي 
  .پيوسته باشند آن روي

  
],[اگر تابعي روي بازه هاي  :تبصره ba  و],[ cb  مشتق پذير باشد، الزاماً روي بازه],[ ca  مشتق پذير نخواهد بـود .

  . نيز مشتق پذير باشد bمگر آنكه در 
],[اگر تابعي روي بازه هاي   ba  و],[ cb  0از كلاس  باشد، روي بازه],[ ca  0نيز از كلاس اگر تابعي . است

],[روي بازه هاي   ba  و],[ cb  1از كلاس  باشد، الزاماً روي بازه],[ ca  1از كلاس    نيست، مگـر آنكـه درb 
  .نيز مشتق پذير باشد
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 ضميمه 2           سريهاي عددي
  
  

  تعريف   - الف
  

nuكـه  ( nuسري عددي با جمله عمـومي      يـاnu  (   را كـه بصـورت nu    نوشـته ميشـود، همگـرا 
nnميناميم، اگر مجموعهاي جزئي آن يعني  uuuuS    :باشند يا در  داراي حدي در  210...











Nk

k
k

N
n

n
n

n uSu
00

limlim  

0lim. در سريهاي همگرا، جمله عمومي به صفر ميل خواهد كرد 
 n

n
u    اما بر عكس اين موضـوع صـحيح نيسـت .

  . ناميمآن را واگرا مي  در صورتيكه سري همگرا نباشد،
  
  مقايسه   -ب
  
nnداشته باشيم  nعددي مانند فرض كنيد كه بازاي : مقايسه بزرگي -1 vu 0  .   در اينصورت اگـر سـريnv 

  .نيز واگرا ميگردد nvواگرا باشد، سري  nuنيز همگرا خواهد بود و چنانچه سري  nuهمگرا باشد، آنگاه سري 
  
nnاگر داشـته باشـيم   : مقايسه از راه معادل بودن -2 vu    1)((يعنـي( nuv nn   0و)(lim 


n

n
  در ،

اينصورت سريهاي  nu  و nv طبيعت يكساني خواهند داشت.  
  
چنانچه ): Cauchy(قاعده كوشي  -3


n

n
n

ulim   موجود بـوده و   عـددي از     باشـد، در اينصـورت اگـر
1  باشد، سري nu  1همگرا خواهد بود و اگر 1در صورتيكه . شود، سري مزبور واگرا است  ،باشد

  .دهدقاعده كوشي در تشخيص همگرايي يا واگرايي اطلاعاتي نمي
  
nnكنيد كه فرض ): D'Alembert(قاعده دالامبر  -4

n
uu /lim 1

چنانچه اين حد را . باشد موجود بوده و در  
  1بگيريم، اگر  باشد، سري nu   1همگرا خواهد بود و اگر    در . باشد، سري مزبـور واگـرا ميگـردد

  .باشد، اين قاعده در تشخيص نوع سري موثر نخواهد بود 1صورتيكه 
  
nfun)(چنانچه جمله عمومي سري بصورت : مقايسه با يك انتگرال -5  د، بـه قسـمي كـه    باش ـ)(nf   تـابعي

],]نزولي و مثبت بـوده و روي بـازه    a        تعريـف شـده باشـد، در اينصـورت نـوع سـري nu    و نـوع انتگـرال




a

dttf   .)آورده شده است 5همگرايي يا واگرايي يك انتگرال در ضميمه . (يكي خواهد بود )(

  
  
  )احتمالاً در (سريهاي با جمله هاي عمومي غير مشخص    -پ
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وقتيكه سري : گراسريهاي مطلقاً هم -1 nu  همگرا باشد، آنگاه سري nu   همگراست كه در اينصورت گفتـه
ميشود سري  nu بر عكس اين موضوع صحيح نيست. (مطلقاً همگراست(  

  
سري : تشخيص خاص در مورد سريهاي متناوب -2 nu  را سري متناوب ميناميم، اگر مقدارnu  متناوباً مثبت و

بطور مثال سري . منفي گردد  nn ناوب است زيرا جملات مرتبه زوج آن مثبـت و جمـلات   يك سري مت )1(/
  . مرتبه فرد آن منفي است

  
  :در مورد تشخيص همگرايي اين سريها بصورت زير عمل ميكنيم

  
0limاگر  

 n
n

u  بوده و بعلاوه دنبالهnu    نزولي باشد، در اينصـورت سـري nu  بـر عكـس ايـن    . همگراسـت
  .موضوع صحيح نيست

  
  
  :مثالهاي مهم  -3

ي سر: سري هندسي 


0n

na  همگرا خواهد بود، اگر و تنها اگرa    در اينصـورت خـواهيم   . كـوچكتر از يـك باشـد

: داشت
a

a
n

n






 1
1

0
.  

  

به سري : سري ريمان


1

1
n n  كه در آن         عددي است حقيقي و غيـر منفـي، سـري ريمـان گفتـه ميشـود كـه

  .باشد 1همگراست اگر و تنها اگر 
  

سري : سري هارمونيك


1

1
n n

  .گراستسري هارمونيك ناميده ميشود و همواره وا 

  

سري  : سري هارمونيك متناوب 





1

1
n

n

n
  .ميگوييم همگراي مشروط است. همگراست اما مطلقاً همگرا نيست 

  

سريهاي : سري از نوع مثلثاتي


1

)sin(
n n

xn
   0بـراي  1هسـتند و اگـر    اهمگـر     باشـد، مطلقـاً همگـرا

  .خواهند بود
  

در سريهاي ): Bertrand(سريهاي برتراند  


2 )ln(
1

n nn   1، اگر     باشد، بـازاي همـه مقـادير را همگ ـ

باشـد،   1اما اگر . واگرا خواهند بود باشد، آنگاه بازاي جميع مقادير  1چنانچه در اين سريها . ميگردند
  .واگرا هستند 1همگرا و براي  1براي 
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  دنباله ها و سريهاي توابع           3ضميمه 
  
  
  :دنباله هاي توابع، همگرايي ساده و يكنواخت  - 1
  
را كـه  ) با متغير حقيقي(در يك مجموعه از توابع حقيقي ) (مجموعه اعداد طبيعي  هر كاربردي از: تعريف -1-1

نشـان داده و   nfرا بـا   nتابع وابسته بـه عـدد   . تعريف شده باشد، دنباله توابع گفته ميشود) از ( روي بازه 
)(را با  nfجمله عمومي  nf نشان ميدهيم.  

  

)(; xfxIx n

fn

  بطوريكهnfn   
  
)(اله دنب: همگرايي ساده و يكنواخت -1-2 nf  روي   همگراست، اگر بازاي هـرx   از بـازه    دنبالـه عـددي ،

 )(xfn تابع . همگرا باشدf  كه روي  بصورت)(lim)( xfxf n
n 

    تعريف شده است، حـد دنبالـه)( nf 
  .ناميده ميشود

  
xبنابراين براي هر     0و همچنين هر  ميتوان عددي طبيعي مانندN      را چنان تعيـين نمـود كـه بـراي

n N داشته باشيم : )()( xfxfn     
  
  

  :دو حالت وجود دارد در اينجا
  

وابسته باشـد، در اينصـورت گفتـه ميشـود كـه دنبالـه        و به  x، در عين حال به Nاگر عدد طبيعي   :حالت اول
)( nf  بر روي بازه  همگرايي ساده به سوي تابع ،f يا اينكه . (داردf حد ساده دنباله)( nf است (  
  

)(دنباله وابسته باشد، گفته ميشود كه  تنها به  Nاگر  :حالت دوم nf  بر بازه  همگرايي يكنواخت به سـوي ،
)(حد يكنواخت دنباله  fيا . (دارد fتابع  nf است(  

  
  
  سريهاي توابع   -2
  
)(دنباله : تعريف همگراي ساده و يكنواخت -2-1 nf   از توابع تعريف شده روي بـازه ) از (  داده شـده اسـت .

را كـه بصـورت    xfn)(سري بـا جملـه عمـومي     nf    ا ميگـوييم اگـر دنبالـه    نوشـته ميشـود، همگـر nS  از
)()()()(...)(مجموعهاي جزئي تعريف شده بصـورت   210 xfxfxfxfxS nn     بـازاي هـرIx ،

  .همگرا باشد
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lim)()(بصــورت  تــابع تعريــف شــده روي بــازه     xfxSn
n




را مجمــوع ســري ناميــده و مينويســيم     







0

)()(
n

n xfxf  . اگر دنباله nS  همگراي ساده بر به سوي تابع ،f       باشـد، ميگـوييم كـه سـري تـابع

 nf  به جمله عمومي)( nf سوي  همگرايي ساده بهf دارد.  
  

چنانچه دنباله  nS همگرايي يكنواخت روي ، بسوي تابع ،f داشته باشد، ميگوييم كه سري توابع nf   بـا
)(جمله عمومي  nf  روي به سوي تابع ،f همگراي يكنواخت است.  

  
  : خواص سريهاي يكنواخت 2-2

اگر در سري توابع : 1قضيه  nf همگي روي بازه ، ) از (اگر سـري مزبـور روي    پيوسته باشند و همچنين
  همگراي يكنواخت باشد، در اينصورت مجموع آنf روي ، تابعي پيوسته خواهد بود.  
  

اگر در سري توابع : 2قضيه  nf    همگـي روي بـازه],[ ba ) از (     پيوسـته بـوده و سـري مزبـور روي],[ ba 
],[متعلـق بـه    xهر يعني در اينصورت بازاي . همگراي يكنواخت باشد، آنگاه جمله به جمله انتگرال پذير است ba 

  :داريم

  

























00
)()(

n

x

a

n

x

a n
n dttfdttf  

  .يعني در همگرايي يكنواخت ميتوان جاي علامتهاي انتگرال و مجموع را با هم عوض نمود
  

اگر سري توابع : 3قضيه  nf   كه روي بازه],[ ba ) از (        تعريـف شـده انـد، روي همـين بـازه مشـتق هـاي
پيوسته نيز داشته باشند و سري مشتق ها يعني  nf   روي بـازه],[ ba  اخـت باشـد و همچنـين    همگـراي يكنو

0x ،)],[0عددي مانند  bax  ( جنان موجود باشد كه سري عددي)( 0xfn  همگرا باشد، در اينصورت سري
توابع  nf  روي بازه],[ ba  همگراي يكنواحت به سوي يك تابع مشتق پذير بوده و بعلاوه جمله به جمله مشتق

],[متعلق به  xيعني بازاي هر . پذير خواهد بود ba داريم:  

























00

)()(
n

n

n
n dx

xfd
xf

dx

d  

    . قگيري با جمع بندي مجاز استدر اينجال تعويض مشت
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  سريهاي صحيح            4ضميمه 
  

  تعريف و خواص - الف
  

nسري با جمله عمومي : تعريف
nn zau   را كه در آنna        اعـداد حقيقـي يـا مخـتلط داده شـده اي بـوده وz 

متغيري حقيقي يا مختلط باشد، سري صحيح ميناميم و آن را بصورت  n
nza نشان ميدهيم.  

  
  : خواص

  
، سري  zبازاي مقاديري از  :مجموع -1 n

nza       ،ممكن است همگرا يا واگرا باشـد كـه در حالـت همگـرا بـودن

مجموع آن را بصورت 





0

)(
n

n
nzazf در مورد همگرايي يكنواخت  3همه مطالبي كه در ضميمه . نشان ميدهيم

  .گفته شد، بشكلي مشابه در سريهاي صحيح نيز صدق ميكند
  
در اينجـا  . ك سري صحيح، اغلب از قاعده دالامبـر اسـتفاده ميشـود   براي پي بردن به همگرايي ي: شعاع همگرايي -2

لازم است حد 
n

n

n a

a 1lim 


: در اينصـورت خـواهيم داشـت   . نشـان ميـدهيم   ايـن حـد را بـا    . وجود داشته باشد  

z
za

za
n

n

n
n

n







1
1lim . 0اگر=   باشد، سري مزبور بازاي جميع مقـاديرz   از مجموعـه   مطلقـاً همگـرا ،

كه داراي شرط  z باشد، آنگاه سري صحيح، براي 0¹اگر . خواهد بود

1z هست، همگراي مطلق ميگردد .

چنانچه 


n

n

n a

a 1lim  0باشد، در اينصورت سري صحيح، تنها برايz همگرا خواهد بود .  

  
براي هـر سـري   .) آگاهي از وضع كلي سريها است آنچه كه قاعده دالامبر در سريهاي صحيح مشخص ميسازد : (قضيه

  :كه موارد زير ميتواند پيش آيدوجود دارد، به قسمي ) R )0Rصحيح، عددي حقيقي مانند 
سري صحيح مطلقاً همگرا ميگردد Rz  

  و  
سري  n

n za واگرا ميگردد Rz  
R  را شعاع همگرايي سري صحيح و فاصله[,] RR  در حالتيكه . را فاصله همگرايي ميناميمR   ،شـود

R/1در حالتي هم كه از قاعده دالامبر استفاده ميكنيم، . سري همواره همگرا خواهد بود =  است.  
  
[,]متعلق به بازه  xبراي هر ): متغير حقيقي فرض شده است(اص تابع مجموع خو -3 RR  )  بـازه همگرايـي (

در مورد تابع مجموع سري يعني 





0

)(
n

n
nxaxf داريم:  

[,]بصورت نا محدود روي بازه  xf)(تابع  -الف RR         مشتق پذير اسـت و ميتـوان از سـري جملـه بـه جملـه
[,]يعني بازاي هر . مشتق گرفت RRx  داريم:  
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



























2

2

1

1

)1()(

)(

n

n
n

n

n
n

xannxf

xanxf

 

  .ي ساير مشتقها عمل ميگرددو به همين ترتيب برا
  
[,]روي بازه اي بصورت  fاگر تابع  -ب rr   ،) باRr  (     بطور يكنواخت برابر بـا صـفر شـود، در اينصـورت

  .) نظير اين خاصيت در كثيرالجمله ها نيز به همين صورت وجود دارد. (برابر با صفرند naضرايب 
  
  : توابع قابل بسط به سريهاي صحيح  -ب
  

در اينجا تنها بـه چنـد بسـط لازم اشـاره     . صحيح، توابع مجموع آنها كاملاً شناخته شده است براي بعضي از سريهاي
  )عددي است حقيقي و غير مشخص : (كنيممي

 



















0

1

1

1
)1()1ln(

!
1(...)2)(1(11

n

n
n

n

nn

n

x
x

x
n

n
x



 

[1,1]به بازه  xدر بسطهاي فوق بايد  1. (متعلق باشدx .(  اين بسطها بازاي همه اندازه هاي حقيقـيx ،
  :صحيح هستند
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
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!
)exp(

n

n
n

n

n
n

n

n

n

n

n

n

n

x
x

n

x
x

n

x
x

n

x
x

n

x
x

 

      



 محمود و مهرداد تقي زاده منظري :  ترجمه                                                                                 ل لاپلاسيه و تبديسري فور
 

١٥٨ 
 

  ط مفهوم انتگرالبس              5ضميمه 
  
  
   : انتگرال يك تابع پيوسته قطعه اي - 1
  

],[روي بازه  fاگر تابع  ba ) متعلق به(        1، بجـز در تعـداد محـدودي از نقـاط ايـن بـازه مثـلt ،2t ، ... وnt 
],[روي بـازه   fپيوسته بوده و در نقاط مزبور داراي حدهاي راست و چپ باشد، بنا بـه تعريـف انتگـرال تـابع      ba 

ــود ــد    برابرخواهــد ب ــالا همگــي موجودن ــا شــرايط ذكــر شــده در ب ــر، كــه ميــدانيم ب ــا مجمــوع انتگرالهــاي زي : (ب
bttta n  ...21(  

 
b

t

t

t

t

a

b

a n

dttfdttfdttfdttf )(...)()()(
2

1

1

 

  
],]انتگرال تعميم يافته روي بازه  -2 a:  
  
],]روي بـازه   fاگر تابع حقيقي يا مختلط : تعريف -2-1 a        پيوسـته يـا پيوسـته قطعـه اي باشـد، ميگـوييم

انتگرال تعميم يافته 


a

dttf همگراست اگر  )(









b

a
b

dttf )(lim  اشـد وجود داشـته ب) .  البتـه( )
b

a

f t dtò  در

abصورتيكه   نويسيممي.) باشد، تعريف شده است:  









  

 b

a
b

a

dttfdttf )(lim)(  

  
  :حقيقي و مثبت باشد fتشخيص همگرايي وقتيكه  -2-2
  

],]را كه روي بازه  gو  fدو تابع : مقايسه بوسيله بزرگي -الف a     مثبت بوده، پيوسته يـا پيوسـته قطعـه اي
atباشند، در نظر ميگيريم بطوريكه براي    يا برايt  بقدر كافي بـزرگ داشـته باشـيم   هاي :)()( tgtf  . در

  :اينصورت خواهيم داشت
    




a

dttf اگر همگرا ميگردد)(


a

dttg   همگرا باشد)(

  و




a

dttg اگرواگرا ميگردد)(


a

dttf   واگرا باشد )(

  
],]را كـه روي بـازه    gو  fخاطر نشـان ميسـازيم كـه دو تـابع     : مقايسه بوسيله معادل بودن -ب a   ،مثبـت

  :هايت معادل گوييم، اكر داشته باشيمپيوسته يا پيوسته قطعه اي باشند، در همسايگي بين
 











0)(lim

)(1)()(
t

ttgtf

t



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gf: در اينصورت مينويسيم

در همسـايگي بينهايـت معـادل باشـند، داراي طبيعـت       gو  fچنانچه دو تابع . ~

  .خواهند بود) از حيث همگرايي(مشتركي 
  
  :تشخيص همگرايي براي توابع غير مشخص -2-3
  

  :همگرايي مطلق -الف
  

ميگوييم انتگرال : تعريف


a

dttf همگراست، اگر انتگرال  مطلقاً )(


a

dttf در اينصـورت نتيجـه   . همگرا باشد )(

  :زير را خواهيم داشت




a

dttf اگرهمگرا ميگردد )(


a

dttf   همگرا باشد )(

  .بر عكس موضوع صحيح نيست 
  
],]براي توابع حقيقي كه روي بازه : روش ديگر -ب a      بينهايت مرتبه تغيير علامـت ميدهنـد، تشـخيص هـايي

  .تگرال گيري جزء به جزء و محاسبه حد، همگرايي بررسي ميگردداما در اغلب آنها با يك ان. وجود دارد
  
  : مثالهاي مهم -2-4
  

باشد، انتگرال  0pاگر و تنها اگر  



0

)exp( dttp همگرا ميگردد.  

باشد، انتگرال  1اگر و تنها اگر 


1
x

dx همگرا ميگردد.  

  
[,[انتگرال تعميم يافته روي بازه  -3 a:  
  

utبـا تغييـر متغيـر    . از تشخيص همگرايي قبلـي در ايـن جـا بهـره ميگيـريم           بـه حالـت انتگـرال روي بـازه ،
[,[ a ميرسيم كه همان بررسي قبلي است.  
  
[,[انتگرال تعميم يافته روي بازه  -4 ba  يا روي بازه[,[ ba  
  

حد محدودي نداشته باشد، انتگرال  bيا  aدر  fچنانچه تابع 
b

a

dttf از طريق (نميتواند وجود داشته باشد  )(

  .يكنداز اينرو بسط تابع ضرورت پيدا م). معمولي
  
  : تعاريف -4-1
  

lim)(، بطور مثال اگر bتنها ماندن در  :حالت اول tf
bt 

  .نامحدود باشد 
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],[روي هر بازه  fاگر تابع ca  از بازه[ , [a b   پيوسته قطعه اي باشد و در حاليكه در نقطـهb    ،داراي حـد نيسـت

ميگوييم كه انتگرال تعميم يافته
b

a

dttf ميـل كنـد، انتگـرال     bبـه   cهمگراست، اگر وقتيكه  )(
c

a

dttf در  )(

 در  يا داراي حد باشد.  
  

lim)(مثلاً وقتي ( aتنها ماندن در  :حالت دوم tf
at 

  )نامحدود باشد 
  

  :در اينصورت با همان توضيحات حالت اول، خواهيم داشت

 


b

c
ac

b

a

dttfdttf )(lim)(  

  : در حالت اول هم داريم 

 


c

a
bc

b

a

dttfdttf )(lim)(  

  
  : تشخيص همگرايي -4-2
  

ي ، راه هايي است براي تشخيص همگرايbيا  aهمسايگي در  تشخيص بزرگي و معادل بودن و
b

a

dttf )( .  

  
  :مثالهاي مهم -4-3 

باشد، انتگرال  1اگر و تنها اگر  
1

0
t

dt همگرا ميگردد) . حقيقي است(  

باشد، انتگرال  1اگر و تنها اگر 
  

b

a tb

dt
 همگرا خواهد بود) .  حقيقي است وab  است(.  

انتگرال 
1

0

)ln( dtt همگرا است.   

    
  
  


