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چ΋یده

از تعدادی بین در باید منبع Έی مسئله، این در مͳ پردازیم. منصفانه تقسیم مسئله ͳبررس به رساله، این در

انصاف رعایت با را کار این که شده است خواسته ما از و شود تقسیم متفاوت سلیقه های و ترجیحات با افراد

غیرقابل تقسیم و گسسته شͳء تعدادی از یا و باشد زمان) (مانند تقسیم پذیر و پیوسته مͳ تواند منبع، دهیم. انجام

انصاف مفهوم برای است. معروف «Έکی «برش مسئله به اول حالت شده باشد. تش΋یل کتاب) تعدادی (مانند

بیش کمینه. سهم رعایت یا و تساوی بودن، Έبدون رش تناسب، مانند: ارائه شده است، ͳمختلف تعریف های نیز

خواهیم پرداخت. مفاهیم این از کدام هر ͳریاض تعریف های و مسئله ͳکل ش΋ل تشریح به ابتدا رساله، این در

نسبت که مͳ دهیم نشان ابتدا، در است. Έبدون رش و بیش کمینه سهم معیار دو با رابطه در رساله، این نتایج

اثبات تضمین بهترین این، کرد. تضمین منصفانه تخصیص Έی در مͳ توان را بیش کمینه سهم معیار از ٣/۴

نیز ͳغیرجمع مطلوبیت توابع برای را زمینه این در مطالعه ما علاوه، به مͳ دهد. بهبود را است ٢/٣ که ͳقبل شده

از ١/۵ و ١/٣ تضمین که مͳ دهیم نشان ترتیب به ما XOS و زیرپیمانه ای ارزش توابع برای مͳ دهیم. گسترش

سهم که بررسͳ مͳ کنیم ͳحالت در را سهم بیش کمینه معیار تضمین همچنین، ما است. ام΋ان پذیر بیش کمینه سهم

حقیقت، در که مͳ کنیم ͳمعرف را وزن دار بیش کمینه سهم معیار ما حالت این برای است. متفاوت منبع از افراد

این گرفتن نظر در با که مͳ دهیم نشان سپس، است. نابرابر سهم های برای بیش کمینه سهم معیار از ͳگسترش

است. تضمین قابل معیار این از ١/٢ نسبت است، کم ͳکاف اندازه به فرد هر برای هرشͳء ارزش که فرض

سازوکاری و مͳ کنیم ͳبررس پیوسته منبع Έی برای را بودن Έرش بدون معیار رساله، ما این دوم بخش در

مͳ شود اعمال منبع روی بر که برش هایی تعداد حال، عین در و است Έبدون رش و صادقانه که مͳ دهیم ارائه

است. بهینه مقدار برابر دو حداکثر

ͳرقابت تعادل ‐۴ ،Έرش بدون ٣‐تقسییم بیش کمینه، ٢‐سهم منصفانه، کلیدی:١‐تقسیم کلمات

تقریبی. های ۵‐الΎوریتم
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١ فصل

مقدمه

منصف سخت، است.کار راحت بودن ”خوب
است” بودن

[۵٣] هوگو وی΋تور بینوایان، —

روش های بوده است. بشر تاریخ طول در مسئله ها برانگیزترین مناقشه و اصلͳ ترین از ͳ΋ی منصفانه تقسیم

مورد ͳاجتماع علوم و کامپیوتر علوم اقتصاد، فلسفه، سیاست، جمله از گوناگون، زمینه های در منصفانه تقسیم

سال هزار ده ها به ١ انتخاب» و «تقسیم روش مانند روش ها، این از بسیاری پیشینه  گرفته است. قرار استفاده

جمله از (... و زمین آبی، منابع ،ͳفسیل سوخت های (مانند ͳطبیع منابع تقسیم کلان، ابعاد در مͳ گردد. باز پیش

صده در خصوص به جنگ ها، و نزاع ها از بسیاری ͳاصل سوژه که است کشورها بین روابط زمینه در مهم مسائل

ارث، تقسیم مانند ͳمسائل در اشیا تقسیم برای منصفانه روش های کوچΈ تر، ابعاد در . [٧۵] است بوده  اخیر

پردازنده و حافظه تقسیم یا و سهام داران، میان ورش΋سته شرکت Έی دارایی تقسیم جدایی، از بعد اموال تقسیم

دارند. کاربرد ابری رایانش در کاربران میان

علایق با بازی΋ن تعدادی بین منبع چند یا Έی است قرار که مͳ شود مطرح ͳزمان منصفانه تقسیم ،ͳکل طور به

و ریاضیات و ͳسیاس علوم اقتصاد، فلسفه، در ͳطولان زمان برای مسئله، این شود. تقسیم مختلف ترجیحات و

گام ها مهم ترین از ͳ΋ی .[۶۶ ،١٨ ،۶٧ ،٢٣ ،١٩ ،۶٣] است گرفته قرار مطالعه و توجه مورد کامپیوتر علوم

باناخ، توسط لهستان ͳمل دانشΎاه در و ١٩۴٨ سال در Έکی برش مسئله ͳمعرف با و اقتصاد در زمینه این در

در سرعت به ،ͳریاض جذابیت دلیل به Έکی برش مسئله ͳریاض مدل است. گرفته صورت اشتاینهاز و ناستر

Έرش بدون  تقسیم مسئله که گونه ای به نمود، جلب خود به را زیادی توجه و مطرح زمان آن بین  ریاضͳ دانان

سال در تیلور و برامز توسط نهایتا که مͳ شود محسوب ریاضیات در بیستم قرن مسئله های مهم ترین از ͳ΋ی Έکی

1Cut and choose
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مقدمه .١ ٢فصل

متفقین توسط آلمان تقسیم :١. ١ ش΋ل

. [٢١] شد حل ١٩٩۶

مثال هایی هستیم، مواجه آنها با زمینه این در که مسئله هایی با آشنایی و موضوع اهمیت تبیین جهت ابتدا، در

مͳ کنیم. بیان را واقعیت در منصفانه تقسیم از

آلمان تقسیم

آلمان، شرط و بی قید تسلیم و متفقین توسط برلین ΀فت از بعد ،٢ پستدام همایش در و ١٩۴۵ جولای هفدهم در

شوروی جماهیر اتحادیه و فرانسه انگلستان، امری΋ا، ͳیعن پیروز، کشور چهار بین ͳاشغال ͳنواح تقسیم مسئله

شد. مطرح

ͳمتفاوت ترجیحات دهند، قرار خود ͳفرمانده تحت را منطقه کدام این که به بسته کشورها، این از هرکدام

باشد آلمان با مشترکش مرز  ͳ΋نزدی در مͳ رسد کشور این به که ͳقسمت مͳ داد ترجیح فرانسه مثال برای داشتند.

ͳسیاس جغرافیای و وسعت همچنین داشته باشد. ͳشمال قسمت های در بیشتری نفوذ بود علاقه مند امری΋ا یا و

این در ببینید. را تقسیم بندی این نتیجه  مͳ توانید ١. ١ ش΋ل در بوده است. کشورها این توجه مورد نیز مناطق این

به متعلق ناحیه بودن متصل مانند دیΎری معیارهای بود لازم کشور، هر مطلوبات رعایت بر علاوه تقسیم بندی،

شد تقسیم گونه ای به بود، برخوردار ویژه ای اهمیت از برلین شهر چون خاص، طور به شود. رعایت نیز کشور هر

داشته باشند. ͳسهم آن از کشور چهار هر که

کاسپین(خزر) دریای تقسیم

شوروی و ایران کشور دو بین در تنها کاسپین دریای ،١٩٩١ سال در شوروی جماهیر اتحاد ͳفروپاش از قبل تا

دارد. مشترک مرز قزاقستان و ترکمنستان آذربایجان، روسیه، ایران، کشور پن; با دریا این اکنون اما داشت. قرار

2Postdam Conference



مقدمه .١ ٣فصل

خزر دریای تقسیم برای میانه خطوط طرح :١. ٢ ش΋ل

پنجاه دریا، این گاز و نفت حجم است. جهان خاویار کل درصد ٩٠ جمله از ارزشمند، بسیار منابع شامل دریا این

آبی مسیرهای این، بر افزون . [١] است شده زده تخمین گاز م΋عب متر میلیارد هزار سیصد و نفت بش΋ه میلیارد

تلاش های که شده است باعث این ها همه  مͳ کنند. ایفا ͳسیاس مسائل و ͳبازرگان و نقل و حمل در را ͳمهم نقش

١٩٩٣ سال از زمینه این در مذاکرات بپذیرد. صورت کشور پن; بین در آن منابع و دریا این تقسیم برای زیادی

Έی حداقل مخالفت با همواره ارائه شده پیشنهادهای مدت، این طول در است. داشته ادامه ٢٠١٨ تا و آغاز

دریا ΀سط شد، ارائه ٢٠٠٢ سال در روسیه توسط که میانه خط های روش در مثال، برای شده است. روبرو کشور

بر مͳ شد. تقسیم مرزی خطوط امتداد از استفاده با آن عمق اما مͳ ماند، ͳباق مشترک صورت به نقل و حمل برای

به درصد ١٧ آذربایجان، به درصد ٢١ قزاقستان، به درصد ٢٩٫۵ روسیه، به دریا عمق کل درصد ٢٠ اساس، این

ایران دولت موض΄ کردند. مخالفت پیشنهاد این با ترکمنستان و ایران مͳ رسد. ایران به درصد ١٢٫۵ و ترکمنستان

همزمان تقسیم حال عین در و کشور) پن; از کدام هر برای درصد ٢٠) انصاف پایه بر کاسپین دریای تقسیم

بوده است. دریا کف و آب ها

مطلوبیت از ͳمدل ارائه جهت در بیشتر پژوهش ها، این پذیرفته است. صورت زیادی پژوهش های رابطه این در

١٣٩٧ سال مرداد در که است ذکر شایان . [٧٠ ،۶٠ ،۵٩] است تقسیم برای ͳروش پیشنهاد همچنین و کشورها

سهم بسیاری، رسید. ͳساحل کشور پن; امضای به خزر دریای ͳحقوق رژیم کنوانسیون مذاکره، سال ها از بعد و

مͳ دانند. غیرمنصفانه را قرارداد این در خزر دریای از ایران
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روزمره مسائل

اجاره بهای تقسیم دارد. وجود روزمره و ساده ͳاجتماع مسائل از بسیاری در منصفانه و سریع حل راه Έی به نیاز

ارائه هستند. مسائل دست این از نمونه هایی ارث تقسیم یا مسافرین، بین ͳتاکس کرایه تقسیم ساکنین، بین منزل

حوزه در و اخیر سال های در خصوص به تحقیقات، از بسیاری سوژه مسائل دست این برای منصفانه روش های

علوم دانش΋ده در پروکاچیا و شاه توسط که [٢] ٣ «اسپلیدیت» سایت مثال، عنوان به است. بوده کامپیوتر علوم

تضمین های با منصفانه راه حل های ارائه به اقدام شده است، راه اندازی (CMU) کارنگͳ ملون دانشΎاه کامپیوتر

تقسیم شامل مͳ دهد ارائه حاضر حال در سامانه این که سرویس هایی کرده است. روزمره مسائل برای اثبات قابل

فعالیت Έی در افراد مشارکت میزان تعیین و پروژه Έی در بودجه و کار تخصیص ،ͳتاکس کرایه تقسیم اجاره بها،

از بیش از نفر ٧٠٠٠٠ از بیش سامانه، این کار به شروع از نیم و سال Έی طول در است. مقاله) تهیه (مانند

.[۶٩] کرده اند استفاده آن از کشور ١۵٠

منصفانه تقسیم مسئله در ͳاصل اlل̃مان های ١. ١

داده σ انصاف معیار و V مطلوبیت توابع مجموعه ،N افراد مجموعه ،R منبع منصفانه، تقسیم مسئله Έی در

مسئله، شود. رعایت افراد همه برای σ معیار که گونه ای به است، افراد میان Rدر منبع تقسیم هدف و شده است

ͳمختلف ش΋ل های است مم΋ن افراد رفتار نوع همینطور و انصاف معیار مطلوبیت، توابع ش΋ل منبع، نوع به بسته

مͳ پردازیم. آن شرح به ادامه در که بΎیرد خود به

Έی مͳ تواند منبع ،ͳکل طور به است. منصفانه تقسیم در کننده تعیین پارامترهای از ͳ΋ی منبع نوع منبع: •

تقسیم کوچ΋تر قسمت های به دلخواه به مͳ توان را آن که ͳمعن این به باشد، (پیوسته) تقسیم پذیر منبع

کاسپین دریای و آلمان تقسیم مسئله در که آنچه مانند دریا، ΀سط یا زمین تقسیم مثال، عنوان به نمود.

است. مشهور Έکی برش به مسئله حالت، این در پردازنده ها. بین در زمان تقسیم یا و بودیم مواجه آن با

طور به باید شͳء هر که ͳمعن این به باشد، تقسیم ناپذیر شͳء تعدادی شامل است مم΋ن منبع همچنین،

تقسیم مانند مثال هایی کرد. تقسیم کوچ΋تر قطعات به را آن نمͳ توان و یابد تخصیص نفر Έی به کامل

هستند. مسائل قبیل این از پردازنده ها به کارها تخصیص و ارث تقسیم جدایی، از بعد اموال

حالت در است. منصفانه تقسیم مسئله پارامترهای از ͳ΋ی نیز افراد مطلوبیت تابع مطلوبیت: توابع •

به i فرد هر مطلوبیت تابع حالت، این در مͳ شود. مدل [٠,١] بازه صورت به معمولا Έکی پیوسته،

3Spliddit
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با برابر Έکی از [a, b] بازه ارزش که طوری به مͳ شود، مدل vi : [٠,١] → R+ تابع Έی صورت

Vi : ٢M → R+ صورت به i فرد مطلوبیت تابع باشد، گسسته منبع که ͳحالت در است.
∫ b

a
vi(x)dx

است. موجود اشیای همه Mمجموعه آن در که مͳ شود، تعریف

این است. انصاف مفهوم کردن مشخص منصفانه، تقسیم حوزه در چالش بنیادی ترین انصاف: معیار •

معیارهای و است بوده ۵ عدالت توزیع و ۴ ͳرفاه اقتصاد حوزه در تحقیقات سوژه زیادی سال های مسئله

خود خاص معایب و مزایا معیار، هر است. شده تعریف تخصیص Έی در انصاف سنجش برای زیادی

معیارهای مͳ کند. بازی را مناسب معیار انتخاب در کلیدی نقش معایب و مزایا این دانستن و دارد را

با هستند. برخورددار پیوسته حالت برای خصوص به ویژه ای، اهمیت از ٧ بودن Έرش بدونِ  و ۶ تناسب

تضمین و هستند قوی بسیار است، گسسته شͳء تعدادی شامل منبع که ͳحالت برای معیار دو این حال، این

و بیش کمینه عدالت بیش کمینه، سهم مانند دیΎری معیارهای گسسته، حالت برای نیست. مم΋ن آنها

با آنها رابطه و معیارها این ͳمعرف به مفصل طور به دوم، فصل در هستند. توجه مورد نش ͳاجتماع رفاه

مͳ پردازیم. ی΋دیΎر

کامپیوتر علوم در منصفانه تقسیم ١. ٢

اهمیت، این دلیل است. یافته ویژه ای اهمیت کامپیوتر علوم حوزه در منصفانه تقسیم مسئله اخیر، سال های در

نظریه از زیرشاخه ای منصفانه تقیسم مسئله کامپیوتر، علوم حوزه در است. مسئله این ͳوریتمΎال کاملا ماهیت

زمینه های از ͳ΋ی افراد مطلوبیت توابع استخراج مسئله علاوه، به مͳ شود. محسوب ٨ ͳاجتماع انتخاب ͳمحاسبات

رابطه مورد در مختصری شرح ادامه، در دارد. منصفانه تقسیم با ͳ΋نزدی ارتباط که است ͳمصنوع هوش در فعال

داد. خواهیم ارائه منصفانه تقسیم با کامپیوتر علوم

منصفانه الΎویتم های ارائه

الΎوریتم ها، سایر مانند مͳ کند. تقسیم افراد میان در را منبع که است ͳوریتمΎال واق΄ در منصفانه تقسیم روش هر

نمود. ͳبررس ͳبهینگ میزان و ارتباط ͳپیچیدگ ، پرسمان تعداد اجرا، زمان نظر نقطه از نیز را روش ها این مͳ توان

زمان و ͳپیچیدگ به کمتر و است بوده منصفانه تقسیم روش وجود اثبات بر تمرکز عمده ،٢٠٠٠ سال از قبل تا

4Welfare economic
5Distributive justice
6Proportionality
7Envy-freeness
8Computational Social Choice
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ͳپیچیدگ مبحث کامپیوتر، علوم به حوزه این ورود با و بعد به ٢٠٠٠ سال از اما است. شده دقت آن اجرای

مسائل از بسیاری ͳسخت کلاس همچنین، است. گرفته قرار ͳبررس مورد بیشتری دقت با منصفانه روش های

Έرش بدونِ  تقسیم کردن پیدا مسئله که است شده اثبات مثال، برای است. شده مشخص نیز منصفانه تقسیم

تخصیص کردن پیدا گسسته، حالت در همچنین است. ٩ پی پد‐سخت مسئله Έی برش تعداد کمترین با Έکی

در رایج مطالعات از ͳ΋ی مطلب، این به توجه با است. ١٠ ان پی‐سخت موجود معیارهای اکثر برای منصفانه

است. مسائل از دست این برای مناسب تقریب با تقریبی الΎوریتم های یافتن زمینه، این

مطلوبیت ها  استخراج

ارائه اما هستند. گاه آ آن از افراد خود تنها و است ͳخصوص پارامتر Έی افراد، مطلوبیت توابع معمول، طور به

افراد از ͳطریق به باید اطلاعات این و دارد افراد مطلوبیت توابع از ͳگاه آ به نیاز منصفانه، تقسیم روش Έی

است. همراه جدی چالش دو با اطلاعات، این ́ آوری جم شود. ́ آوری جم

وجود آنها ́ آوری جم ام΋ان که باشد گونه ای به مطلوبیت توابع ماهیت است مم΋ن که است این اول چالش

vi مقدار باید نفر، Έی مطلوبیت تابع کامل کردن مشخص برای Έکی برش مسئله در مثال، برای باشد. نداشته

راه ارائه مسئله، این حل برای است. نقطه بی نهایت شامل که شود مشخص [٠,١] بازه در نقاط تمام ازای به

همچنین است. مفید کند، پیدا را مناسب تقسیم بتواند کاربر از پرسمان محدودی تعداد با که منصفانه کارهای

،ͳزیرجمع یا و زیرپیمانه ای مانند ͳغیرجمع مطلوبیت توابع برای باشد، m اشیا تعداد اگر گسسته، حالت در

زمان منصفانه روش هر بنابراین، دارد. پرسمان نمایی تعداد به نیاز اشیا از زیرمجموعه هر ارزش آوری جم΄

محدودی تعداد از استفاده با و مطلوبیت توابع از کامل اطلاع داشتن بدون باید حالت این برای چندجمله ای

دهد. ارائه را مناسب تقسیم پرسمان،

رفتار بازی΋نان که این فرض با است. مطلوبیت تابع اعلام در بازی΋نان صداقت میزان مسئله دوم، چالش

با رابطه در غلط اطلاعات ارسال با است مم΋ن دارند، خود سود افزایش در ͳسع و مͳ گیرند پیش در راهبردی

که صادقانه سازوکارهای ͳطراح حالت، این در دهند. اختصاص خود به را منبع از بیشتری سهم خود مطلوبیت

است. برخوردار ویژه ای اهمیت از ندارند اطلاعات غلط ارائه برای انگیزه ای افراد آن در
9PPAD-hard

10NP-hard
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پژوهش این نوآوری های ١. ٣

طور به ادامه در که است، بیش کمینه سهم و Έبدون رش معیار دو با مرتبط پژوهش این نوآوری های ،ͳکل طور به

ببینید. ٧. ١ جدول در مͳ توانید را نتایج این از خلاصه ای مͳ شود. داده شرح مختصر

ͳجمع مطلوبیت توابع حالت در بیش کمینه سهم

ͳمعرف گسسته حالت در انصاف میزان سنجش معیار عنوان به ٢٠١۴ سال در بودیش توسط بیش کمینه، سهم

مطلوبیت توابع حالت در که شد داده نشان شد، ارائه هم΋اران و پروکاچیا توسط که ͳامΎپیش مقاله در و شد

٢/٣ که دارد وجود ͳتخصیص همیشه ،ͳعبارت به کرد. تضمین مͳ توان همیشه را معیار این ٢/٣ نسبت ،ͳجمع

علاوه، به مͳ دهیم. بهبود ٣/۴ به را تقریب این ما رساله، این در مͳ کند. تضمین را فرد هر بیش کمینه سهم از

این برای شده ارائه الΎوریتم در میدهیم. ارائه ͳتخصیص چنین یافتن برای چندجمله ای زمان الΎوریتم Έی

استفاده زمینه این در Έکلاسی نتایج و ͳبخش دو گراف های در بیشینه تطابق های خواص از م΋رر طور به بخش

در مفصل طور به روش ها این است. دوگونه شماری روش های پایه بر نظر مورد تفریب اثبات همچنین شده است.

است. شده داده شرح ٣ فصل

ͳغیرجمع مطلوبیت توابع حالت در بیش کمینه سهم

گسترش نیز ͳجمع غیر مطلوبیت توابع برای بیش کمینه سهم با رابطه در را خود نتایج ،ͳجمع حالت بر علاوه

نسبتا زیرپیمانه ای، توابع برای ترتیب به را log n و ١/٨ ،١/٣ تقریب ضریب با الΎوریتم هایی و مͳ دهیم

با تخیصیص Έی ،XOS توابع برای مͳ کنیم اثبات علاوه، به مͳ دهیم. ارائه ͳزیرجمع و (XOS) ͳزیرجمع

شده اند. داده شرح ۴ فصل در کامل طور به نتایج این دارد. وجود ١/۵ تقریب ضریب

نابرابر سهم های با تقسیم

عنوان به است. متفاوت منبع از افراد سهم آن در که مͳ پردازیم ͳحالت در منصفانه تقسیم ͳبررس به ۵ فصل در

Έی حالت، این برای است. زنان سهم برابر دو مردان سهم ارث، تقسیم مسئله در ͳاسلام قوانین در نمونه،

وجود با که مͳ دهیم نشان سپس و مͳ دهیم پیشنهاد نابرابر سهم های شرایط در بیش کمینه سهم معیار از گسترش

کرد. تضمین مͳ توان همواره را معیار این ١/٢ نسبت اما نمود، تضمین را معیار این نمͳ توان همیشه که این

معیار تضمین باشد، شده انتخاب دلخواه توزیع Έی از افراد برای اشیا ارزش که ͳحالت در که مͳ دهیم نشان ما

است. مم΋ن بالایی احتمال با شده ͳمعرف
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Έرش بدون سازوکارهای ͳطراح

چالش های از ͳ΋ی افراد، مطلوبیت توابع آوردن دست به جهت مناسب سازوکارهای ارائه شد، اشاره که همان طور

تعداد با Έبدون رش سازوکارهای ͳطراح مسئله ͳبررس به ما ۶ فصل در است. منصفانه تقسیم زمینه در مطرح

سه که است ͳوریتمΎال ͳطراح بخش این از ما هدف ساده،  بیان به مͳ پردازیم. Έکی تقسیم جهت کم برش

انگیزه ای افراد که ͳمعن این به باشد، صادقانه تقسیم الΎوریتم که این اول باشد: داشته همزمان طور به را خاصیت

Έرش بدون معیار شده ارائه تقسیم بندی که این دوم باشند. نداشته خود مطلوبیت توابع نادرست اعلام برای

توجه با فصل، این در باشد. کم برش تعداد دارای شده ارائه روش مͳ خواهیم نهایت، در کند. رعایت را بودن

کرد. خواهیم ارائه شده خواسته شرایط ارضای برای مختلف الΎوریتم های افراد، مطلوبیت توابع به

مستند ساختار ۴ .١

قرار استفاده مورد بعدی فصل های ͳتمام در که است ابتدایی قضایای و تعاریف از مجموعه ای شامل ٢ فصل

ͳزیرجمع و XOS زیرپیمانه ای، توابع شامل ͳغیرجمع مجموعه ای توابع به راج΄ فصل، این در همچنین مͳ گیرند.

به راج΄ مختصر طور به علاوه، به مͳ دهیم. شرح را کدام هر برای موجود پرسمان های و کرد خواهیم صحبت

مͳ دهیم. توضیح زمینه این در Έکلاسی قضایای و ͳدوبخش گراف های در تطابق مبحث

قسمت است. شده تقسیم قسمت دو به مستند این فصل های سایر مطالب، ͳپیوستگ و نظم رعایت جهت

حالت های در بیش کمینه سهم با مرتبط نتایج شرح به فصل ها این در است. ۵ و ۴ ،٣ فصل های شامل اول،

است، ۶ فصل شامل که رساله دوم بخش در همچنین مͳ پردازیم. نابرابر سهم های با تقسیم و ͳغیرجمع ،ͳجمع

مͳ کنیم. صحبت کم برش تعداد با Έبدون رش سازوکارهای ͳطراح و بودن Έبدون رش معیار مورد در
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استفاده آنها از ͳآت فصل های در که مͳ پردازیم پیش نیازهایی و اولیه مفاهیم شرح به رساله، این دوم فصل در

بخش، این در مͳ کنیم. تعریف را منصفانه تقسیم مسئله ͳرسم طور به ٢. ١ بخش در و ابتدا در شد. خواهد

مشخص را گسسته و پیوسته منبع حالت دو هر در ورودی دریافت نحوه همچنین و مطلوبیت توابع مختلف انواع

مورد مختلف مطالعات در که انصاف مختلف معیارهای انواع به راج΄ مفصل طور به ٢. ٢ بخش در مͳ کنیم.

مبحث و ͳدوبخش گراف های با رابطه در ͳمقدمات ٢. ٣ بخش در نهایت در مͳ کنیم. صحبت گرفته اند قرار ͳبررس

مͳ دهیم. ارائه ͳدوبخش گراف های در تطابق

منصفانه تقسیم مسئله ͳریاض بیان ٢. ١

مͳ شود: تعریف زیر صورت به منصفانه تقسیم مسئله

ازای به همچنین است. شده داده σ انصاف معیار Έی و فرد n شامل N مجموعه و R منبع Έی .٢. ١ مسئله

گونه ای به افراد میان در را منبع مͳ توان آیا است. شده داده Vi مطلوبیت تابع Έی ،N مجموعه از i فرد هر

شود؟ رعایت افراد همه برای σ انصاف معیار که کرد تقسیم

تقسیم ناپذیر منبع چند از مجموعه ای یا تقسیم پذیر، منبع Έی مͳ تواند مطالعه مورد منبع شد، اشاره که همان طور

حالت، این در ١ مͳ شود. مدل [٠,١] بازه صورت به منبع باشیم، مواجه تقسیم پذیر منبع Έی با که ͳهنگام باشد.

[x, y] ∈ [٠,١] بازه هر ازای به i فرد مطلوبیت و مͳ شود تعریف vi مطلوبیت تابع Έی ،i ∈ N فرد هر به ازای

صورت به

Vi([x, y]) =

∫ y

x

vi(x)dx

است. مشهور Έکی برش به مسئله پیوسته، منبع حالت در شد، اشاره مقدمه در که همان طور ١

٩
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ازای به و است [٠,١] بازه تمام شامل f دامنه که است این f تابع با رابطه در زمینه فرض مͳ گردد. محاسبه  

و است انتگرال پذیر [٠,١] بازه تمام در f تابع علاوه، به است. برقرار f(x) ≥ ٠ رابطه x ∈ [٠,١] نقطه هر

است: Έی با برابر فرد، هر برای Έکی کل ارزش

∀i ∈ N Vi([٠,١]) = ١.

ارزش ،P یΈ قطعه برای است. [٠,١] بازه از مجزا دو به دو زیربازه های از مجموعه ای ،Έکی از قطعه  Έی

مͳ شود. تعریف
∑

I∈P Vi(I) صورت به i فرد برای قطعه این

به ورودی عنوان به آنها تعریف که باشد اندازه ای به مطلوبیت توابع ͳپیچیدگ است مم΋ن که کنید دقت

ͳ΋ی کنیم. استفاده پرسمان بر ͳمبتن مدل های از که است لازم حالت، این در نباشد. میسر چندجمله ای صورت

افراد، مطلوبیت توابع شدن مشخص برای مدل، این در است. ٢ وب و رابرتسون مدل مدل ها، این مشهورترین از

دارد: وجود پرسمان نوع دو از استفاده ام΋ان

برمͳ گرداند. را Vi(I) مقدار ،i فرد و I بازه ازای به : ٣ ارزیابی پرسمان •

گونه ای به مͳ دهد، ͳخروج به را y نقطه Έی ،i فرد و r ͳحقیق مقدار ،x نقطه ازای به : ۴ برش پرسمان •

این با نقطه چپ ترین سمت نباشد، ی΋تا y مقدار که ͳصورت در باشد. برقرار Vi([x, y]) = r رابطه که

برمͳ گرداند. ١−را مقدار باشد، نداشته وجود نقطه ای چنین اگر همچنین مͳ دهد. ͳخروج به را خاصیت

جمله از مناسب تقسیم کردن پیدا جهت لازم پرسمان های تعداد کردن کمینه پرسمان، بر ͳمبتن مدل های در

است. روش کیفیت تعیین در مهم پارامترهای

مجموعه شامل v اگر است، قطعه ای ثابت تابع Έی v مطلوبیت تابع قطعه ای). ثابت (تابع ٢. ٢ تعریف

Ii از x, x′ نقطه دو هر ازای به که گونه ای به باشد، مجزا دو به دو بازه های از Sv = {I١, I٢, . . . , Ik}

باشیم: داشته ندارد، تعلق Sv از بازه ای هیچ به که x نقطه هر ازای به و v(x) = v(x′) = ri باشیم: داشته

.|Sv| = k اگر است، پله k دارای v همچنین .v(x) = ٠

در ما مطالعه اعظم بخش است. شده داده نشان قطعه ای ثابت مطلوبیت تابع Έی ٢. ١ ش΋ل در مثال، برای

دارد. تمرکز پله Έی با قطعه ای ثابت مطلوبیت توابع روی بر پیوسته منبع حالت

2Robertson & Webb
3Evaluate
4Cut
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0 1

قطعه ای ثابت تابع Έی :٢. ١ ش΋ل

مͳ کنیم فرض و مͳ دهیم، Mنشان با را اشیا مجموعه باشد، گسسته اشیای از مجموعه ای منبع که ͳحالت در

واژه از ندارند، شدن تقسیم قابلیت منابع از هیچ کدام چون حالت، این در است. m با برابر اشیا تعداد که

اشیای مجموعه ارزش Vi(S) عبارت ، S ∈M مجموعه هر ازای به مͳ شود. استفاده تقسیم جای به تخصیص

حالت، این در مطلوبیت توابع مورد در فرض ساده ترین است. مثبت مقداری که مͳ دهد نشان ام i فرد برای را S

اشیا آن تکِ تک ارزش جم΄ با برابر اشیا، از مجموعه Έی ارزش که ͳمعن این به است، بودن ͳجمع فرض

برای بΎیریم. نظر در نیز مطلوبیت توابع کلͳ تر حالت های برای را تخصیص مسئله که است ͳطبیع اما است.

ͳزمان از راضͳ تر کند، دریافت ۴٠٠ ارزش با کالا دو فرد Έی اگر که باشیم داشته انتظار که است مم΋ن مثال،

نشان نمͳ توان ͳجمع توابع از استفاده با را ͳمحدودیت چنین کند. دریافت Έی ارزش با کالا ٨٠٠ که باشد

زیرپیمانه ای، مانند کلͳ تر مطلوبیت توابع ͳبررس دارند. را توانایی این زیرپیمانه ای توابع مثال، طور به اما داد.

سود سازی بیشینه ، ۵ سانتاکلاز بیش کمینه تقسیم مسئله مانند رفاه اقتصاد حوزه با مرتبط مسائل از بسیاری برای

.[۵٠ ،٣٨ ،٣٧ ،١١] است گرفته صورت ٧ ͳمنش مسئله و ۶ ͳاجتماع

زیرپیمانه ای، کلاس های گرفته اند، قرار مطالعه مورد تاکنون که مطلوبیت توابع از کلاس ها معمول ترین

نظر در ͳجمع توابع همراه به را مطلوبیت توابع از ش΋ل سه این ما رساله، این در هستند. ͳزیرجمع و XOS

مͳ پردازیم: مطلوبیت توابع از ش΋ل چهار این ͳرسم تعریف به ادامه در . گرفت خواهیم

داشته S١, S٢ ∈ M اشیای از مجموعه دو هر ازای به اگر است، ͳجمع V (·) مطلوبیت تابع :ͳجمع •

باشیم:

V (S١) + V (S٢) = V (S١ ∪ S٢) + V (S١ ∩ S٢).

S١, S٢ ∈M اشیای از مجموعه دو هر ازای به اگر است، زیرپیمانه ای V (·) ارزش تابع زیرپیمانه ای: •

5Santa claus maximin
6Social welfare
7Secretary problem
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باشیم: داشته

V (S١) + V (S٢) ≥ V (S١ ∪ S٢) + V (S١ ∩ S٢).

توابع از مجموعه محدودی تعداد صورت به XOS مجموعه ای تابع Έی :(XOS) کسری ͳزیرجمع •

S١, S٢ ∈Mاشیای از مجموعه هر ازای به که طوری به مͳ شود، داده نشان {V ١, V ٢, . . . , V α} ͳجمع

.V (S) = maxαi=١ V
i(S) باشیم: داشته

S١, S٢ ∈Mاشیای از مجموعه دو هر ازای به اگر است، ͳزیرجمع V (·) مجموعه تابع Έی :ͳزیرجمع •

.V (S١) + V (S٢) ≥ V (S١ ∪ S٢) باشیم: داشته

ما به ورودی در افراد از کدام هر برای آن ارزش ، شͳء هر ازای به که کنیم فرض مͳ توانیم ،ͳجمع توابع برای

دلخواه فرد برای آن ارزش محاسبه اشیا، از مجموعه هر ازای به اطلاعات، این داشتن با طبیعتا است. شده داده

محاسبه به ͳ΋کم اشیا تک تک ارزش دانستن ارزش، توابع کلاس های سایر برای اما است. میسر ͳخط زمان در

است، ٢M با Mبرابر از مختلف زیرمجموعه های تعداد چون همچنین، نمͳ کند. اشیا از مجموعه Έی ارزش

ͳدسترس به نیاز حالت، این در کرد. مشخص ورودی در فرد هر برای را آن ارزش مجموعه، هر ازای به نمͳ توان

این داریم. ͳدسترس پرسمان پیشΎوی به که است این بر ما فرض زیرپیمانه ای، توابع برای داریم. ٨ پیشΎوها به

پیشΎوهای های به نیاز ͳزیرجمع و XOS توابع برای اما هستند. مناسب بسیار زیرپیمانه ای توابع برای پیشΎوها

استفاده ٩ درخواست پیشΎوی نام با پیشΎوها از قدرتمندتری نوع از ما ،ͳتوابع چنین برای است. قدرتمند تری

خواهیم استفاده XOS توابع برای نیز XOS پیشΎوی نام با پیشΎوها از دیΎر نوع Έی از این، بر علاوه مͳ کنیم.

مͳ کنیم. ͳمعرف را پیشΎو ها این ͳرسم طور به ادامه، در کرد.

را S مجموعه Έی که است ͳوریتمΎال واق΄ در O پرسمان پیشΎوی ،V تابع برای پرسمان: پیشΎوی •

مͳ کند. مجاسبه O(١) زمان در را V (S) مقدار و مͳ کند دریافت ورودی عنوان به

دنباله Έی که است ͳوریتمΎال واق΄ در O درخواست پیشΎوی ،V تابع برای درخواست: پیشΎوی •

بیشینه را V (S)−
∑

e∈S pe مقدار که را S مجموعه و مͳ کند دریافت را قیمت ها از p١, p٢, . . . , pn

است. O(١) الΎوریتم این اجرای زمان که است این بر ما فرض برمͳ گرداند. ͳخروج عنوان به مͳ کند

از کدام هر تاثیر میزان پیشΎو این اشیا، از S مجموعه برای :(XOS توابع برای (تنها XOS پیشΎوی •

برمͳ گرداند. ،V (S) مقدار در را اشیا
8Oracle
9Demand oracle
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حال، این با کرد. پیاده سازی چندجمله ای زمان در را درخواست پیشΎوی نتوان است مم΋ن ،ͳکل حالت در

چندجمله ای زمان در درخواست پیشΎوی ١٠ ناخالص جایΎزین مانند توابع ͳبعض برای که است شده داده نشان

است رایج امری شده برده نام پرسمان های از استفاده تخصیص، مسائل ادبیات در است. پیاده سازی قابل

.[٧۶ ،۵٧ ،۴١ ،٣٩ ،٣٨ ،٣٧ ،٣٢]

انصاف مفهوم ٢. ٢

معیاری چه یا و است منصفانه ͳتقسیم چه که این است. منصفانه تقسیم مسئله در مفهوم مهم ترین انصاف، معیار

بوده ͳریاض و فلسفه ،ͳسیاس ،ͳاجتماع علوم حوزه در مطالعات از بسیاری سوژه است، انصاف سنجش مناسب

رعایت چقدر که این است، منصفانه چقدر ذاتا که این بر علاوه  معیار، Έی برای که باشید داشته نظر در است.

اهمیت نیز است بر زمان کند رعایت را معیار آن که ͳتخصیص محاسبه چقدر که این  یا و است، مم΋ن معیار آن

گسسته حالت در معیار، همان اما باشد، مناسب پیوسته منبع حالت برای معیار Έی است مم΋ن مثال، برای دارد.

نباشد. مناسب تضمین، ام΋ان عدم دلیل به

مرور را ی΋دیΎر با آنها رابطه و انصاف مختلف معیارهای ͳریاض ش΋ل مختصر طور به بخش، این در

به باشد، N افراد به گسسته) یا (پیوسته R منبع تقسیم Έی A = ⟨A١,A٢, . . . ,An⟩ کنید فرض مͳ کنیم.

مجموعه ای مͳ تواند منبع، بودن گسسته یا پیوسته به بنا سهم این است. Ai با برابر A در i فرد سهم که طوری

باشد جدا هم از کاملا افراد سهم باید تقسیم این در که است این ما فرض باشد. Έکی ١١ قطعه Έی یا اشیا، از

.∪iAi = R :١٢ شود داده تخصیص کامل طور به منبع همه همچنین و

ترتیب به که است ١۴ بودن Έرش بدونِ  و ١٣ تناسب معیارهای شده، تعریف معیارهای قدیمͳ ترین و اولین

شدند. ͳمعرف [۴٢] ͳفول و [٧١] استاینهاز توسط

١/n میزان به حداقل او سهم ارزش که کند احساس فردی هر اگر است، متناسب Aتخصیص .٢. ٣ تعریف

.Vi(Ai) ≥ Vi(R)/n باشیم: داشته i فرد هر ازای به دیΎر، بیان به است. منبع کل ارزش از

گرفته تعلق دیΎران به که ͳسهم به را خود سهم فردی هر اگر است، Έرش بدونِ  Aتخصیص .۴ .٢ تعریف

باشیم: داشته i فرد هر ازای به ،ͳعبارت به دهد. ترجیح است

∀j Vi(Ai) ≥ Vi(Aj).
10Gross substitute

است. بازه تعدادی از مجموعه ای ،Έکی قطعه Έی که باشید داشته یاد ١١به

است. معروف آزاد دف΄ شرط به فرض ١٢این

13Proportionality
14Envy-freeness
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پیوسته قطعات با تقسیم بالا) (حد پرسمان تعداد پایین) (حد پرسمان تعداد تخصیص وجود
[٣۴] X [٣۴] O(n log n) [٧٨] Ω(n log n) X تناسب

[٧٢] X [۶] O(nnnnnn

) [۶۴] Ω(n٢) X بودن Έرش بدونِ 

بودن Έرش بدونِ  و تناسب معیار های زمینه در ابتدایی نتایج از خلاصه ای :٢. ١ جدول

به نسبت قوی تری معیاری بودن، Έرش بدونِ  معیار که شد خواهید متوجه معیار، دو این در دقت ͳکم با

نیز متناسب حتما کند، تضمین را بودن Έرش بدونِ  معیار منبع تقسیم Έی اگر ،ͳعبارت به است. تناسب معیار

هست.

پیوسته منبع که ͳحالت در بودن، Έرش بدونِ  و تناسب معیار های با رابطه در موجود نتایج از ͳ΋کوچ بخش

منبع حالت برای معیار دو هر است، مشخص جدول از که همان طور است. شده داده نشان ٢. ١ جدول در باشد،

پرسمان های تعداد با الΎوریتم آن برای که تناسب معیار خلاف بر حال، این با هستند. کردن ارضا قابل پیوسته

روی بر را O(nnnnnn

) بالای حد تنها Έرش بدونِ  صورت به Έکی تقسیم الΎوریتم بهترین دارد، وجود بهینه

ͳفراوان فاصله هنوز که است Ω(n٢) نیز آن برای شده اثبات پایین حد بهترین و مͳ کند تضمین پرسمان ها تعداد

شده اثبات است، شده داده نمایش جدول در که همان طور حال، این با دارد. وجود پایین و بالا حدود این بین

Έکی از پیوسته قطعه Έی تنها افراد، از کدام هر به آن در که دارد وجود Έرش بدونِ  تخصیص Έی که است

این کردن پیدا برای ͳوریتمΎال هیچ هنوز و است وجودی تنها اثبات این برش). n − ١ ͳیعن) مͳ گیرد تعلق

ͳکل حالت در تخصیص این کردن پیدا که است شده ثابت واق΄، در است. نشده ارائه ͳکل حالت در تخصیص

Έی نمͳ توان پرسمان، محدودی تعداد با که است شده اثبات همچنین .[٣٠] است پی پد‐تمام مسئله Έی

.[٧٣] یافت را برش n− ١ با Έرش بدونِ تقسیم

باشند. تضمین قابل تقسیم ناپذیر اشیای حالت در که هستند آن از قوی تر بالا، در شده اشاره معیارهای

از ͳ΋ی به ناچار شͳء این باشد، تقسیم ناپذیر شͳء Έی تنها شامل منبع که ͳزمان ساده، مثال Έی عنوان به

در نیز آنها از تقریبی هیچ بل΋ه معیار، دو این تنها نه بنابراین، نمͳ برند. ͳسهم هیچ افراد سایر و مͳ رسد افراد

معیارهای ͳمعرف به را زمینه این در پژوهش گران مسئله، این نیستند. شدن ارضا قابل تقسیم ناپذیر اشیای حالت

سهم به مͳ توان معیارها، این توجه ترین مورد جمله از واداشت. باشد تقسیم ناپذیر اشیای مناسب که ضعیف تری

اشاره (EFX) شͳء Έی حد تا  Έبدون رش و ، ١٧ نش ͳاجتماع سود ، ١۶ بیش کینه انصاف ، ١۵ بیش کمینه

کرد.
15Maximin-share
16Maximin fairness
17Nash social welfare
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معیار Έی عنوان به [٢۴] بودیش توسط معیار این است. بیش کمینه سهم روی بر ما تمرکز رساله، این در

خود به را زیادی توجه اخیر، سال های در و شد ͳمعرف ٢٠١٣ سال در تقسیم ناپذیر اشیای برای انصاف جدید

در Mرا اشیای مجموعه که بخواهیم i فرد از کنید تصور .[۵ ،٣۶ ،٧ ،١٠ ،١٧ ،۴ ،۶۵] نموده است جلب

برای فرد این کند. انتخاب خود برای را خودش) دیدگاه (از ارزش کمترین با دسته سپس و تقسیم، دسته n

مم΋ن حد تا بسته کم ارزش ترین که کند تقسیم گونه ای به Mرا داخل اشیای مͳ کند ͳسع خود سود کردن بیشینه

کم ارزش ترین ارزش معادل مͳ شود، داده نشان MMSi با که i فرد بیش کمینه سهم اساس، این بر باشد. جذاب

مͳ کنیم. تعریف ͳرسم صورت به را معیار این ادامه، در است. iام فرد تقسیم بندی بهترین در بسته،

تقسیم هر ازای به باشد. جدا مجموعه r Mبه تقسیم روش های همه مجموعه Πr کنید فرض .۵ .٢ تعریف

صورت، این در مͳ دهیم. نشان P ∗
١ , P

∗
٢ , . . . , P

∗
r با را بندی تقسیم این داخل دسته های ما ،P ∗ ∈ Πr بندی

مͳ شود: تعریف زیر صورت به MMSr
i (M) مقدار

MMSr
i (M) = max

P ∗∈Πr

min
١≤j≤r

Vi(P
∗
j ). (٢. ١)

مشخص افراد تعداد و اشیا که ͳزمان ،ͳراحت برای است. MMSn
i (M) همان واق΄ در i فرد بیش کمینه سهم

مͳ دهیم. نشان را آن MMSi با را مقدار این است،

چرا کرد، تضمین تقسیم بندی Έی در i فرد برای مͳ توان که است مقداری بیشترین MMSi که است ͳبدیه

بیش کمینه سهم اندازه به حداکثر افراد این از ͳ΋ی حداقل باشند، ی΋سان مطلوبیت توابع دارای افراد همه اگر که

هر برای را MMSi حداقل سهم که دارد وجود تخصیص Έی آیا است: این سوال حال برد. خواهد سهم خود

با اشیا از بسته Έی i فرد هر به اگر مͳ گوییم، MMS را تخصیص Έی ما اساس، همین بر کند؟ تضمین i فرد

i فرد هر ازای به اگر مͳ نامیم، α − MMS را Aتخصیص Έی همچنین گیرد. تعلق MMSi حداقل ارزش

.Vi(Ai) ≥ αMMSi باشیم: داشته

در که است شده ارائه مثال هایی که این وجود با که است این بیش کمینه، سهم با رابطه در توجه قابل نکته

وجود همواره ٢/٣ −MMS تخصیص که است شده ثابت اما نیست، پذیر ام΋ان بیش کمینه سهم رعایت آنها

داد. خواهیم شرح را معیار این با رابطه در موجود نتایج مشخص طور به ،ͳآت فصل سه در .[۶۵] دارد

در سپس و تعریف نیز را گسسته اشیای تقسیم برای دیΎر معیار دو خلاصه، طور به قسمت، این پایان در

داد. خواهیم انجام معیارها این با رابطه در موجود نتایج بین ͳکوتاه مقایسه ٢. ٢ جدول

کند. بیشینه را افراد سود ͳهندس میانگین اگر مͳ کند، بیشینه را نش ͳاجتماع سود A∗ تخصیص .۶ .٢ تعریف
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موجود الΎوریتم بهترین تقریب ضریب بالا) (حد مم΋ن تقریب بهترین موجود تقریب بهترین
[١٠] ٢/٣ [۶۵] ١− ϵ [۶۵] ٢/٣ بیش کمینه سهم

[٢۶] n−ϵ ، ϵ = Ω(log log n/ log n) [١۴] ١/٢ nϵ بیش کمینه انصاف
[٢٩] ١/٢ [۵۶] ١− ϵ [٢٩] ١/٢ نش ͳاجتماع سود

گسسته حالت در انصاف با رابطه در ابتدایی نتایج از خلاصه ای :٢. ٢ جدول

اگر است، منصفانه A∗ تخصیص ،ͳعبارت به

A∗ = argmax
A∈Ω

V١(A١) · V٢(A٢) . . . Vn(An).

است. مم΋ن تخصیص های تمام مجموعه Ω آن، در که

به کند. بیشینه را افراد سود کمینه اگر مͳ کند، بیشینه را بیش کمینه انصاف میزان A∗ تخصیص .٢. ٧ تعریف

اگر است، منصفانه A∗ تخصیص ،ͳعبارت

A∗ = argmax
A∈Ω

min{V١(A١), V٢(A٢), . . . , Vn(An)}.

است. مم΋ن تخصیص های تمام مجموعه Ω آن، در که

قرار ویژه ای توجه مورد گذشته سال دو در است، ͳقدیم معیاری که این وجود با نش، ͳاجتماع سود معیار

ببینید. مͳ توانید را معیار سه این به مربوط نتایج از خلاصه ای ٢. ٢ جدول در است. گرفته

ͳدوبخش گراف های در تطابق ٢. ٣

ͳدوبخش گراف های در تطابق مبحث به مربوط ٣ فصل در ما استفاده مورد تکنیΈ های از ͳتوجه قابل بخش

همچنین مͳ دهیم. توضیح را ͳدوبخش گراف های در تطابق مبحث مختصر طور به ما بخش، این در است.

شد. خواهد استفاده سوم فصل در آن نتایج از که مͳ کنیم اثبات رابطه این در ابتدایی لم تعدادی

E و گراف راس های مجموعه V = X̂ ∪ Ŷ آن، در که بΎیرید نظر در را H⟨V,E⟩ ͳدوبخش گراف Έی

دو هیچ که است E یال های از زیرمجموعه Έی ،H گراف از M تطابق Έی است. گراف یال های مجموعه

یال ها تعداد بیشترین که است ͳتطابق بیشینه، تطابق Έی از منظور همچنین، ندارند. مشترک راس آن از ͳیال

مشاهده را آن از بیشینه تطابق Έی همراه به ͳدوبخش گراف Έی مͳ توانید ٢. ٢ ش΋ل در مثال، برای دارد. را

باشد. داشته وجود M در v مجاور یال Έی اگر است، شده آلوده v راس Έی ،M تطابق در کنید.
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ͳدوبخش گراف های در بیشینه تطابق :٢. ٢ ش΋ل

مسیر Έی ،H از P مسیر Έی بΎیرید. نظر در را H از M تطابق Έی و H ͳدوبخش گراف .٢. ٨ تعریف

یال اگر است، ͳافزایش P متناوب مسیر همچنین باشد. M به متعلق میان در Έی آن یال های اگر است، متناوب

نباشند. M به متعلق مسیر، انتهایی و ابتدایی

گراف های در تطابق مبحث در مهم قضایای از ͳ΋ی شد، اثبات ١٩۵٧ سال در برگ توسط که زیر قضیه

است. ͳدوبخش

نباشد. ͳافزایش مسیر هیچ شامل H اگر تنها و اگر است، بیشینه H ͳدوبخش گراف از M تطابق .٢. ٩ قضیه

Έی شد، اثبات ١٩٣۵ سال در ١٨ هال توسط و است معروف هال ازدواج قضیه به که زیر قضیه همچنین،

مͳ دهد. ارائه ͳدوبخش گراف در کامل تطابق وجود برای ͳکاف و لازم شرط

راس های تمام که دارد وجود تطابق Έی ،V = X̂ ∪Ŷ آن، در که H⟨V,E⟩ ͳدوبخش گراف در .٢. ١٠ قضیه

N(S) آن در که ،|N(S)| ≥ |S| باشیم: داشته S ∈ X̂ مجموعه هر ازای به اگر تنها و اگر مͳ کند، آلوده را X̂

است. S راس های تعداد |S| و S در حاضر راس های همسایه راس های مجموعه

تطابق M کنید فرض و باشد V = X̂ ∪ Ŷ با ͳبخش دو گراف Έی H⟨V,E⟩ کنید فرض .٢. ١١ تعریف

به نشده اند. آلوده M با که بΎیرید نظر در Ŷ از راس هایی مجموعه عنوان به را Ŷ١ مجموعه باشد. H در بیشینه

Έی از استفاده با Ŷ١ در حاضر راس های به که بΎیرید نظر در Ŷ در راس هایی مجموعه عنوان به را Ŷ٢ علاوه،

که است X̂ در راس های مجموعه M(Ŷ٢) آن در که ،X̂٢ = M(Ŷ٢) دهید قرار و هستند متصل متناوب مسیر

در حاضر راس های مجموعه عنوان به را FH(M, X̂ ) ما صورت، این در شده اند. جور M در Ŷ٢ راس های با

مͳ کنیم. تعریف X̂ \ X̂٢

میان ͳیال هیچ متناوب، مسیر تعریف به توجه با بΎیرید. نظر در را ٢. ٣ ش΋ل ،٢. ١١ تعریف بهتر فهم برای

هیچ است، بیشینه M که آن جا از دیΎر، سوی از ندارد. وجود Ŷ١ ∪ Ŷ٢ و FH(M, X̂ ) از شده آلوده راس های

18Hall
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Ŷ1

X̂2 = M(Ŷ2)

N(FH(M, X̂ )) = Ŷ \ (Ŷ1 ∪ Ŷ2) Ŷ2

FH(M, X̂ ) = X̂ \ X̂2

FH تعریف :٢. ٣ ش΋ل

Ŷ١ ∪ Ŷ٢ و FH(M, X̂ ) در نشده آلوده راس های بین ͳیال هیچ بنابراین، ندارد. وجود H در نیز ͳافزایش مسیر

Έی FH(M, X̂ ) علاوه، به ندارد. وجود Ŷ١ ∪ Ŷ٢ و FH(M, X̂ ) بین ͳیال هیچ نتیجه، در ندارد. وجود

راس های همه که دارد وجود FH(M, X̂ ) به N(FH(M, X̂ )) از تطابق Έی دارد: نیز دیΎر مهم خاصیت

. است FH(M, X̂ ) همسایΎان مجموعه N(FH(M, X̂ )) آن در که مͳ کند، آلوده را N(FH(M, X̂ ))

همچنین مͳ دهیم. نشان ͳبخش دو گراف های برای را توجه قابل خاصیت دو ما ٢. ١٣ و ٢. ١٢ لم های در

جهت بعدا ١۴ .٢ نتیجه از است. برقرار ͳبخش دو گراف هر ازای به نیز ١۴ .٢ نتیجه لم، دو این نتیجه در

کرد. خواهیم استفاده ͳجمع توابع برای منصفانه تخصیص مسئله در افراد خوشه بندی

تطابق Έی M کنید فرض و باشد V = X̂ ∪ Ŷ با ͳبخش دو گراف Έی H⟨V,E⟩ کنید فرض .٢. ١٢ لم

برقرار |N(T )| > |T | رابطه T ⊆ X̂ \ FH(M, X̂ ) مجموعه هر ازای به صورت، این در باشد. H از بیشینه

است. T همسایه راس های مجموعه N(T ) آن در که است،

همچنین نشده اند. آلوده M تطابق در که مͳ کنیم تعریف Ŷ از راس هایی مجموعه عنوان به را Ŷ١ ما اثبات.

فرض علاوه، به هستند. متصل متناوب مسیر Έی با Ŷ١ به که مͳ کنیم تعریف Ŷ از راس هایی عنوان به را Ŷ٢

که همان طور ببینید). را ٢. ٣ (ش΋ل FH(M, X̂ ) = X̂ \ X̂٢ داریم تعریف به توجه با .X̂٢ = M(Ŷ٢) کنید

حاضر راس های همه نتیجه، در شده اند. آلوده M تطابق در X̂٢ در حاضر راس های همه شد، اشاره آن به قبلا

با M تطابق در که باشد راس هایی مجموعه M(T ) کنید فرض .|N(T )| ≥ |T | و شده اند آلوده M در T در

مͳ کند متصل Ŷ٢ به را Ŷ١ که متناوب مسیر Έی حداقل در T از راس هر که مͳ دانیم شده اند. جور T راس های

حداقل شامل که باشد مسیرها این از ͳ΋ی P = ⟨ŷ٠, x̂١, ŷ١, x̂٢, ŷ٢, . . . , x̂k, ŷk⟩ کنید فرض دارد. حضور

ŷ٠ ∈ Ŷ١ داریم مͳ کند، متصل Ŷ٢ به را Ŷ١ که است متناوبی مسیر P که آنجا از است. T راس های از ͳ΋ی

یال هر و است M به متعلق P از (x̂j, ŷj) یال هر متناوب، مسیر تعریف اساس بر علاوه، به .(۴ .٢ (تصویر

ندارد. تعلق M به (x̂j, ŷj−١)
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Ŷ1

X̂2

Ŷ2

ŷ0

T

P

x̂1x̂i

ŷi ŷi−1

x̂i−1

ŷ1M(T )

مͳ کند. برخورد T با و مͳ کند متصل Ŷ٢ به را Ŷ١ مجموعه P متناوب مسیر :۴ .٢ ش΋ل

تعلق M به (x̂i, ŷi−١) یال که مͳ دانیم است. شده ظاهر P در که باشد T از راس اولین x̂i کنید فرض

به متعلق ŷi−١ که کنید دقت .x̂i−١ /∈ T داریم است، M در T از راس اولین x̂i چون دیΎر، سوی از ندارد.

تعلق M به (x̂i−١, ŷi−١) و است شده جور M در T از راس Έی با M(T ) از راس هر که زیرا نیست، M(T )

حضور M(T ) در که است راس Έی حداقل شامل N(T ) ͳیعن است، ŷi−١ /∈ M(T ) که نکته این دارد.

.|N(T )| > |T | لذا و |N(T )| > |M(T )| داریم هستند، N(T ) در M(T ) داخل راس های همه چون ندارد.

�

برقرار FH(M, X̂ ) = ∅ رابطه ،V = X̂ ∪ Ŷ شرط با H⟨V,E⟩ ͳبخش دو گراف Έی ازای به .٢. ١٣ لم

.|N(T )| > |T | باشیم: داشته T ⊆ X̂ هر ازای به اگر تنها و اگر است،

. |N(T )| > |T | داریم T ⊆ X̂ هر ازای به ٢. ١٢ لم اساس بر آنگاه ،FH(M, X̂ ) = ∅ اگر اثبات.

که مͳ دهیم نشان صورت این در .|N(T )| > |T | داریم T ⊆ X̂ هر ازای به که کنید فرض دیΎر، سوی از

آنجا از .T = FH(M, X̂ ) دهید قرار و FH(M, X̂ ) ̸= ∅ کنید فرض خلف، برهان برای .FH(M, X̂ ) = ∅

که |T | ≥ |N(T )| داریم مͳ کند، آلوده را N(T ) راس های همه که دارد وجود N(T ) به T از تطابق Έی که

� .FH(M, X̂ ) = ∅ بنابراین، است. تناقض این

باشد V = X̂ ∪ Ŷ با ͳبخش دو گراف Έی H⟨V,E⟩ کنید فرض .(٢. ١٢ و ٢. ١٣ لم های از ) ١۴ .٢ نتيجه

H از القایی زیرگراف Έی H ′(V ′, E ′) کنید فرض علاوه، به باشد. H از بیشینه تطابق Έی M کنید فرض و

به صورت، این در .Ŷ ′ = Ŷ \ N(FH(M, X̂ )) و X̂ ′ = X̂ \ FH(M, X̂ ) که باشد، V ′ = X̂ ′ ∪ Ŷ ′ با

است. برقرار FH′(M ′, X̂ ′) = ∅ رابطه H ′ از M ′ بیشینه تطابق هر ازای



٣ فصل

ͳجمع ارزش توابع برای بیش کمینه سهم

همان  طور باشد. ͳجمع افراد مطلوبیت توابع که است ͳحالت در بیش کمینه، سهم روی بر فصل، این در ما تمرکز

٢/٣−MMS مقدار ،ͳجمع مطلوبیت توابع برای شده اثبات تضمین بهترین شده، اشاره آن به دوم بخش در که

٣/۴ نسبت که مͳ دهیم ارائه تخصیص روش Έی ما فصل، این در شد. ارائه ونگ و پروکاچیا توسط که است

مͳ کند. تضمین را افراد همه بیش کمینه سهم از

با را خود نتایج و مͳ دهیم انجام ͳجمع ارزش توابع برای موجود ͳقبل نتایج بر مروری ابتدا بعدی، بخش در

به داد. خواهیم ارائه ͳجمع مطلوبیت توابع حالت برای را خود تخصیص الΎوریتم  سپس، مͳ کنیم. مقایسه آنها

به همچنین داده ایم. انتقال پیوست به را لم ها و قضایا به مربوط اثبات های بخش، این مطالب بالای حجم علت

است چندجمله ای زمان در پیاده سازی قابل فصل این در ما الΎوریتم که امر این اثبات از اختصار، رعایت علت

نمایید. مراجعه [۴۵] مقاله کامل نسخه به مͳ توانید امر، این کامل اثبات مشاهده برای مͳ کنیم. نظر صرف نیز

فصل این نتایج با آنها مقایسه و ͳقبل نتایج بر مروری ٣. ١

شد. ͳمعرف [٢۴] بودیش توسط ٢٠١١ سال در بار اولین بیش کمینه، سهم معیار شد، اشاره قبلا که همان طور

لمیتر و بورت کرد. تعریف را بیش کمینه سهم معیار دانشجوها، به درس ها منصفانه تخصیص انگیزه با بودیش

کردند. ͳبررس شود داده تخصیص افراد به شͳء تعدادی است قرار که ͳحالت در را معیار این بار اولین برای [١٧]

باشد، m ≤ n+ ٣ که ͳزمان یا باشد، ١ یا ٠ فرد هر برای اشیا ارزش که خاص حالت برای که دادند نشان آنها

دارد. وجود حتما MMS تخصیص Έی باشد، داشته ͳجمع خاصیت افراد مطلوبیت توابع همچنین و

حدس این ، [١٧] مͳ کرد تایید ͳکل حالت در را MMS تخصیص وجود تجربی نتایج تمام که ͳحال در

دارد وجود ازمسئله نمونه هایی که دادند نشان نقض مثال Έی با آنها شد. رد [۶۵] ونگ و پروکاچیا مقاله با

تخصیص روش Έی آنها علاوه، به نیست. ام΋ان پذیر افراد همه برای بیش کمینه سهم تضمین آنها برای که

٢٠
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n = ۴ n = ٣ چندجمله ای الΎوریتم وجودی اثبات ͳقبل کارهای
٣/۴−MMS ٣/۴−MMS ‐ ٢/٣−MMS [۶۵] ونگ و پروکاچیا

‐ ٧/٨−MMS (٢/٣− ϵ)−MMS ‐ [۴] هم΋اران و آماناتیدیس
‐ ‐ ٢/٣−MMS ‐ [١٠] هم΋اران و بارمان
‐ ٨/٩−MMS ‐ ‐ [۵١] مونوت و گروز

۴/۵−MMS ‐ (٣/۴− ϵ)−MMS ٣/۴−MMS [۴۵] ما نتایج

ما نتایج با آن مقایسه و ͳقبل نتایج خلاصه :٣. ١ جدول

Έی آنها الΎوریتم n ≤ ۴ خاص حالت برای که کردند ثابت همچنین، آنها کردند. ارائه ٢/٣ − MMS

زمان در پیاده سازی قابل ͳحالت در تنها آنها روش وجود، این با مͳ کند. تضمین را ٣/۴ − MMS تخصیص

الΎوریتم Έی [۴] هم΋اران و آماناتیدیس کار، این ادامه در شود. فرض ثابت افراد تعداد که است چندجمله ای

مقدار Έی ϵ آن در که کردند ارائه (٢/٣− ϵ)−MMS تخصیص Έی کردن پیدا برای چندجمله ای زمان با

همواره ٧/٨−MMS تخصیص Έی نفر، ٣ خاص حالت برای که دادند نشان همچنین آنها است. دلخواه ثابت

یافت. بهبود ٨/٩ به [۵١] مونوت و گروز توسط بعدا ٧/٨ نسبت دارد. وجود

مͳ بخشیم. بهبود ٣/۴−MMS تخصیص Έی وجود اثبات با را [۶۵] ونگ و پروکاچیا نتیجه ما ،[۴۵] در

جهت این از نتیجه این مͳ کنیم. ارائه ͳتخصیص چنین آوردن دست به برای چندجمله ای الΎوریتم Έی علاوه، به

به بودند. مح΋م ͳΎهم بودند شده ارائه ٢/٣−MMS تخصیص برای که ͳقبل روش های که است توجه مورد

تضمین را ٢/٣ از بهتر تقریبی شده ارائه الΎوریتم که داشت وجود ͳمثال روش ها، این از کدام هر برای ،ͳعبارت

است. مم΋ن تضمین بهترین ٢/٣ که بود کرده متقاعد را زمینه این در محققان از بسیاری مسئله، این نمͳ کرد.

٢/٣ از بهتر تقریب اثبات برای ͳکاف قدرت نتیجه این از قبل تا استفاده مورد تکنیΈ های که مͳ دهد نشان این

آن برای جدید خاصیت های ساختن آش΋ار با را معیار این از بهتر درک Έی ما بخش این در است. نداشته را

مͳ کنیم. مهیا

مشاهده ٣. ١ جدول در مͳ توانید را ͳجمع ارزش توابع برای بیش کمینه سهم به مربوط ما نتایج از خلاصه ای

الΎوریتم Έی و ͳکل حالت در ٣/۴ تقریب ارائه بر علاوه ما است، مشخص جدول از که همان طور نمایید.

کند. تضمین را ۴/۵ تقریب نفر، چهار خاص حالت برای که مͳ دهیم ارائه ͳروش تقریب، این برای

توجه با مͳ کنیم. اثبات را آن تضمین و ارائه ٣/۴−MMS تخصیص برای را خود روش ما فصل، این در

بنیادی مفاهیم ،۴ .٣ و ٣. ٣ ،٣. ٢ بخش های در ابتدا ،ͳاصل الΎوریتم به ورود از قبل روش، این ͳپیچیدگ به

در ،ͳراحت برای مͳ پردازیم. خود الΎوریتم شرح به سپس و مͳ کنیم ͳمعرف را مͳ شود استفاده ما روش در که

مͳ توان ͳراحت به است. برقرار MMSi = ١ رابطه ،i فرد هر ازای به که مͳ کنیم فرض فصل، این طول
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است. کلیت دادن دست از بدون فرض، این که داد نشان

کیف کردن پر الΎوریتم ٣. ٢

کنید فرض دقیق تر، بیان به است. کم ͳکاف اندازه به افراد همه برای اشیا ارزش که بΎیرید نظر در را ͳحالت

i فرد برای mj شͳء ارزش ،mj شͳء و i فرد هر برای که گونه ای به باشد، داشته وجود ٠ < α < ١ مقدار

داد: تخصیص افراد همه به را اشیا تمام مͳ توان زیر ساده روش با حالت، این در باشد. α با برابر حداکثر

کنید. مرتب دلخواه ترتیب Έی با را افراد •

کنید. اضافه کیف داخل به ͳ΋ی ͳ΋ی و دلخواه ترتیب با را اشیا و کرده شروع ͳخال کیف Έی با •

اشیای همه رسید، (١ − α) اندازه به حداقل i فرد Έی برای کیف داخل اشیای ارزش که ͳزمان هر •

و افراد سایر با را عملیات و حذف را او به گرفته تعلق اشیای و او سپس و مͳ دهیم او به را کیف داخل

را آنها از ͳ΋ی بودند، دارا را اشیا گرفتن شرایط همزمان طور به نفر چند اگر مͳ دهیم. ادامه ͳخال کیف

مͳ کنیم. انتخاب دلخواه به

این که داد نشان مͳ توان ͳراحت به مͳ کنیم. یاد کیف» کردن «پر نام با عملیات این از فصل، این طول در

کنیم اثبات که است این ادعا این اثبات برای ͳاصل ایده است. (١− α)−MMS تخصیص Έی الΎوریتم،

ͳزمان هر که دهیم نشان است ͳکاف این، برای مͳ آورد. دست به الΎوریتم طول در را اشیا از بسته Έی فرد هر

سهم مقدار اندازه به حداکثر باقیمانده افراد سایر برای بسته این ارزش مͳ شود، داده فردی به اشیا از بسته Έی

n·MMSi = n میزان به حداقل i فرد هر برای اشیا کل ارزش که حقیقت این کنار در این، است. آنها بیش کمینه

مͳ کند. تضمین را (١− α)−MMS تخصیص Έی کیف، کردن پر روش که مͳ دهد نتیجه است،

تقسیم افراد بین منصفانه صورت به مͳ توان را کم ارزش با اشیا که است حقیقت این مبین بالا مشاهده

دارند. ͳتوجه قابل ارزش نفر Έی برای حداقل که است اشیایی به مربوط کار سخت بخش بنابراین، کرد.

توابع اساس بر را افراد ما ساده، بیان به مͳ کنیم. استفاده خوشه بندی روش Έی از ما اشیا، این تخصیص برای

نهایت، در و مͳ کنیم اثبات را خاصیت هایی خوشه هر برای سپس مͳ کنیم. تقسیم مختلف خوشه سه به ارزششان

مͳ دهیم. تخصیص افراد به را اشیا است، کیف کردن پر روش از پیچیده تری ش΋ل واق΄ در که ͳروش با

کاهش ناپذیری ٣. ٣

مͳ کنیم: تعریف صورت این به مسئله از نمونه Έی برای را کاهش پذیری مفهوم ما
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افراد از T ⊂ N مجموعه Έی اگر است، α‐کاهش پذیر منصفانه تخصیص مسئله از نمونه Έی .٣. ١ تعریف

باشد، داشته وجود T در افراد به S از A = ⟨A١, A٢, . . . , A|T تخصیص⟨| Έی و اشیا از S مجموعه Έی و

که طوری به

∀i ∈ T Vi(Ai) ≥ α

و

∀i /∈ T MMS
n−|T |
i (M\ S) ≥ ١.

ͳاصل ایده نباشد. α‐کاهش پذیر اگر مͳ نامیم، α‐کاهش ناپذیر را مسئله از نمونه Έی ما مشابه، طور به

ͳکاف مسئله، از نمونه ها همه برای α−MMS تخصیص Έی وجود اثبات برای که است این تعریف این پشت

کنیم. اثبات α‐کاهش ناپذیر نمونه های برای تنها را آن که است

تمام ازای به اگر تنها و اگر است، α −MMS تخصیص Έی شامل منصفانه تخصیص مسئله .٣. ٢ مشاهده

باشد. داشته وجود ͳتخصیص چنین α‐کاهش ناپذیر، نمونه های

مͳ دهد. نشان را کاهش ناپذیری از ساده نتیجه Έی ٣. ٣ لم مثال، عنوان به

داریم: α‐کاهش ناپذیر نمونه هر برای .٣. ٣ لم

∀i ∈ N ,mj ∈M Vi(mj) < α.

ازای به صورت، این در ،MMSi ≥ ١ باشیم داشته i فرد هر برای اگر که است این اثبات ͳاصل ایده اثبات.

Έی حذف که است برقرار دلیل این به رابطه این .MMSn−١
i (M \ mj) ≥ ١ داریم mj ∈ M شͳء هر

بنابراین، مͳ دهد. کاهش i فرد توسط اشیا بهینه تقسیم بندی در را بسته Έی حداکثر Mارزش مجموعه از شͳء

بنابراین: است. ١ با برابر حداقل آنها از کدام هر ارزش که مͳ ماند ͳباق دست نخورده دسته n − ١ حداقل

mj شͳء Έی ارزش اگر است. α‐کاهش ناپذیری تعریف نتیجه در اثبات ادامه .MMSn−١
i (M\mj) ≥ ١

کنیم، اعطا i فرد به را mj اگر که زیرا است، α‐کاهش پذیر مسئله باشد، α میزان به حداقل i فرد Έی برای

تناقض در مسئله کاهش ‐ناپذیری فرض با این که ،MMSn−١
Vk

(M \ {mj}) ≥ ١ داریم k فرد هر ازای به

� است.

کند. ͳراض را فرد Έی نمͳ تواند تنهایی به ی شͳء هیچ کاهش ناپذیر، نمونه Έی در که مͳ دارد بیان ٣. ٣ لم

برقرار ی΋نوا ارزش تابع هر ازای به و نیست، ͳارزش توابع بودن ͳجمع وابسته ٣. ٣ لم اثبات که است ذکر شایان
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نیز هستند ͳزیرجمع یا و XOS زیرپیمانه ای، ارزش توابع که حالت هایی در لم این از مͳ توانیم بنابراین، است.

کنیم. استفاده

شͳء دو که مͳ کنیم ͳبررس ͳحالت در را کاهش پذیری ۴ .٣ لم در ما ،٣. ٣ لم از کلͳ تر حالت Έی عنوان به

تنها ۵ .٣ و ۴ .٣ لم های نتایج ،٣. ٣ لم خلاف بر که کنید دقت باشند. داشته را فرد Έی کردن ͳراض توانایی

نیست. اعمال قابل کلͳ تر مطلوبیت توابع برای و است برقرار ͳجمع مطلوبیت توابع حالت در

داشته mj,mk ∈ M اشیای و i فرد Έی ازای به مسئله، از ٣/۴‐کاهش ناپذیر نمونه Έی در اگر .۴ .٣ لم

که گونه ای به داشت، خواهد وجود نیز i′ ̸= i فرد Έی حتما صورت این در ، Vi({mj,mk}) ≥ ٣/۴ باشیم

.Vi′({mj,mk}) > ١

این بر .Vi′({mj,mk}) ≤ ١ داریم i′ ̸= i فرد هر ازای به که بΎیرید نظر در خلف فرض عنوان به اثبات.

رابطه مͳ دهیم نشان اساس،

MMSn−١
i′ (M\ {mj,mk}) ≥ ١ (٣. ١)

تقسیم بندی در را بسته دو حداکثر Mارزش از mk و mj شͳء دو حذف که است این امر این دلیل است. برقرار

بسته n − ١ شͳء دو این حذف از بعد اگر ،i′ فرد بهینه تقسیم بندی در مͳ دهد. کاهش i′ فرد برای اشیا بهینه

بسته ای دو ادغام صورت، این غیر در است. برقرار (٣. ١) نامساوی صورت این در بماند، ͳباق دست نخورده

همراه به بسته این مͳ شود. i′ فرد برای ١ حداقل ارزش با بسته Έی به منت; بودند، mk و mj اشیای شامل که

ازای به (٣. ١) نامساوی بنابراین، بود. خواهد نفر n− ١ برای مناسب تقسیم بندی Έی باقͳ مانده بسته n− ٢

برقرار Vi(S) ≥ ٣/۴ رابطه تنها نه i فرد به S = {mj,mk}تخصیص با ͳیعن این و است برقرار i′ فرد هر

٣/۴‐کاهش پذیر ما مسئله ͳیعن این .MMSn−١
i′ (M\ {mj,mk}) ≥ ١ داریم i′ ̸= i هر ازای به که است،

� است. تناقض در کاهش ناپذیری فرض با که است بوده

یا ،mj,mk اشیای و i فرد هر ازای به مسئله، از ٣/۴‐کاهش ناپذیر نمونه هر در ،۴ .٣ لم اساس بر

رابطه که گونه ای به دارد، وجود i′ ̸= i دیΎر فرد Έی یا است، برقرار Vi({mj,mk}) < ٣/۴ رابطه

فرض کلͳ تر، صورت به است. کاهش قابل مسئله صورت، این غیر در است. برقرار Vi′({mj,mk}) > ١

Έی T = {i١, i٢, . . . , i|T |} و Mباشد، اشیای از زیرمجموعه Έی S = {mj١ ,mj٢ , . . . ,mj|S|} کنید

که: گونه ای به باشد، افراد از مجموعه

|S| = ٢|T | (i)
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.Via({mj٢a−١ ,mj٢a}) ≥ ٣/۴ باشیم: داشته ia ∈ T فرد هر ازای به (ii)

.(١ ≤ a ≤ |T | هر ازای به ) Vi({mj٢a−١ ,mj٢a}) ≤ ١ باشیم: داشته i /∈ T فرد هر ازای به (iii)

است. ٣/۴‐کاهش پذیر مسئله صورت، این در

و افراد از T = {i١, i٢, . . . , i|T |} مجموعه هر ازای به مسئله، از ٣/۴‐کاهش ناپذیر نمونه هر در .۵ .٣ لم

مͳ شود. نقض بالا در شده مطرح شرط های از ͳ΋ی حداقل اشیا، از S = {mj١ ,mj٢ , . . . ,mj|S|} مجموعه

لم اساس بر بΎیرید. نظر در را i /∈ T فرد مͳ کنیم. اعمال مرتبه |T | را ۴ .٣ لم ما لم، این اثبات برای اثبات.

n−١ در {mj١mj٢}\Mرا اشیای مͳ تواند i فرد بدهیم، تخصیص i١ به را mj٢ و mj١ اشیای ما اگر ،۴ .٣

همین با .MMSn−١
i (M\ {mj١ ,mj٢}) ≥ ١ ͳیعن این کند. تقسیم خودش برای ١ حداقل ارزش با بسته

با .MMSn−٢
i (M\ {mj١ ,mj٢ ,mj٣ ,mj۴}) ≥ ١ داریم i٢ فرد به mj۴ و mj٣ تخصیص از بعد استدلال،

هر دوم، شرط اساس بر دیΎر، سوی از .MMS
n−|T |
i (M\ S) ≥ ١ داریم مرتبه، |T | برای بالا استدلال تکرار

را نمونه اشیا، این تخصیص با مͳ توانیم ما که این ͳیعن این مͳ شود. ͳراض mj٢k و mj٢k−١ اشیای با ik فرد

� است. تناقض در کاهش ناپذیری فرض با این که دهیم کاهش

ͳدوبخش گراف های با مسئله کردن مدل ۴ .٣

ͳدوبخش گراف های زمینه در Έکلاسی الΎوریتم های از م΋رر طور به اشیا تخصیص برای خود الΎوریتم در ما

کنید فرض کنیم. مدل ͳبخش دو گراف Έی با را مسئله ابتدا که داریم نیاز کار، این برای مͳ کنیم. استفاده

است، گراف راس های مجموعه V (G) = X ∪ Y که گونه ای به باشد، گراف Έی G = ⟨V (G), E(G)⟩

و yi ∈ Y راس Έی ما i فرد هر ازای به دقیق تر، بیان به دارد. اشیا به اشاره X و افراد به اشاره Y آن در که

و yi ∈ Y راس های از جفت هر ازای به همچنین، مͳ گیریم. نظر در xj ∈ X راس Έی mj شͳء هر ازای به

مطلوبیت گراف را گراف این دارد. قرار w(xj, yi) = Vi({mj}) وزن با E(G) در (xj, yi) یال ،xj ∈ X

مͳ نامیم.

یاد کردن فیلتر نام با آن از که داریم مطلوبیت گراف روی بر ͳعملیات انجام به نیاز ما بخش، این طول در

و مͳ شود داده ورودی عنوان به دار وزن گراف Έی آن ͳط که است ͳعملیات کردن فیلتر ساده، بیان به مͳ کنیم.

١ تنها راسهای تمام ادامه، در مͳ کند. حذف را هستند ͳمشخص حد Έی از کمتر وزن دارای که یال هایی همه

نباشد متصل ͳیال هیچ به اگر است، تنها راس Έ١ی
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است مم΋ن β از کمتر ارزش با یال های حذف از بعد گراف. Έی روی بر β‐فیلتر از مثال Έی :٣. ١ ش΋ل
شد. خواهند حذف شده فیلتر گراف از راس هایی چنین تمام شوند. تنها راس ها از تعدادی

عملیات این ، ۶ .٣ تعریف در مͳ دهد. ͳخروج به شده فیلتر گراف عنوان به را باقͳ مانده گراف و حذف نیز را

مͳ کنیم. تعریف ͳرسم صورت به را

داده نشان Hβ⟨Vβ(H), Eβ(H)⟩ با که H⟨V (H), E(H)⟩ دار وزن گراف از β‐فیلتر Έی .۶ .٣ تعریف

Έی با حداقل که است V (H) راس های تمام مجموعه Vβ(H) آن در که است H از زیرگراف Έی مͳ شود،

.Eβ(H) = {(u, v) ∈ E(H)|w(u, v) ≥ β} همچنین و هستند همسایه بیشتر یا β وزن با یال

این ازراس های هیچ کدام که کنید دقت مͳ دهد. نشان را H٠٫۵ و H٠٫۴ همراه به H گراف Έی ٣. ١ ش΋ل

مͳ دهیم نشان را ͳاشیائ و افراد مجموعه ،Xβ و Yβ نمادهای با ما مطلوبیت، گراف برای نیستند. تنها گراف ها

دارند. حضور Vβ(G) در که

Έرش چرخه وجود عدم و بیشینه دار وزن تطابق

اعطا را اشیا از مجموعه دو فرد هر به دقیق تر، بیان به مͳ کنیم. ͳراض مرحله دو در را افراد خود، الΎوریتم در ما

مجموعه و fi با را مͳ شود داده i فرد که به اشیا اول مجموعه ما دارد. ٣/۴ ارزش او برای مجموع در که مͳ کنیم

بر را ͳنیمه راض و ،ͳناراض ،ͳراض حالات از Έی افراد، از کدام هر به علاوه، به مͳ دهیم. نشان gi با را دوم

مͳ کنیم: اعطا زیر قوانین اساس

.Vi(fi ∪ gi) ≥ ٣/۴ اگر تنها و اگر است، ͳراض i فرد Έی .١

.ϵi = ٣/۴−Vi(fi) مͳ دهیم قرار حالت، این در .gi = ∅ اما ،fi ̸= ∅ اگر است، ͳنیمه راض i فرد Έی .٢

.fi = gi = ∅ اگر است، ͳناراض i فرد Έی .٣

Vi(fi) ≥ رابطه i ͳنیمه راض فرد هر ازای به که مͳ کند عمل گونه ای به ما الΎوریتم دید، خواهیم که همان طور

در اولویت تعیین جهت همچنین ما .ϵi < ١/۴ داریم i فرد هر ازای به که مͳ دهد نتیجه این باشد. برقرار ١/٢

مͳ کنیم. استفاده ورزیدن Έرش مفهوم از افراد، بین
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مͳ نامیم، T برنده را i ∈ T فرد Έی ما باشد. ͳنیمه راض افراد از مجموعه Έی T کنید فرض .٣. ٧ تعریف

فرد هیچ اگر مͳ نامیم، T بازنده را i فرد Έی مشابه، طور به نورزد. Έرش T در دیΎری فرد هیچ به i فرد اگر

نورزد. Έرش i فرد به T از دیΎری

بر باشد. بازنده هم و برنده هم i فرد Έی آن در که باشد داشته وجود حالت هایی است مم΋ن که کنید دقت

مͳ کنیم. تعربف را Έرش چرخه وجود عدم نام به دیΎری مفهوم ما تعریف، این اساس

شامل T از ͳناته زیرمجموعه هر اگر است، Έرش چرخه فاقد ͳنیمه راض افراد از T مجموعه Έی .٣. ٨ تعریف

باشد. بازنده Έی و برنده Έی حداقل

صورت به را C نمایان گر گراف باشد. ͳنیمه راض افراد از Έرش چرخه فاقد مجموعه Έی C کنید فرض

vi راس Έی i ∈ C فرد هر ازای به آن در که مͳ کنیم، تعریف GC⟨V (GC),
−→
E (GC)⟩ جهت دار گراف Έی

بورزد. Έرش j به i اگر دارد، وجود
−→
E (GC) در vj به vi از جهت دار یال Έی همچنین دارد. قرار V (GC) در

است. دور فاقد GC که مͳ دهیم نشان ما ٣. ٩ لم در

است. دور بدون گراف Έی GC گراف ،C ͳنیمه راض افراد از Έرش چرخه فاقد مجموجه هر ازای به .٣. ٩ لم

هستند، Έرش چرخه فاقد که ͳنیمه راض افراد شامل C مجموعه Έی از ͳ΋توپولوژی ترتیب Έی .٣. ١٠ تعریف

به مͳ کند. اشاره GC گراف در مربوطه راس های ͳ΋توپولوژی ترتیب به درواق΄ که است ≺O کامل ترتیب Έی

شده ظاهر vj از قبل GC در vi اگر تنها و اگر است، برقرار i ≺O j رابطه i, j ∈ C افراد برای رسمͳ تر، بیان

باشد.

Έرش j ∈ C به i ∈ C اگر C Έرش چرخه فاقد مجموعه Έی ͳ΋توپولوژی ترتیب در که کنید دقت

.i ≺O j داریم آنگاه بورزد،

فاقد آنها به مربوط تخصیص که طوری به باشند، ͳنیمه راض افراد از مجموعه Έی C کنید فرض .٣. ١١ مشاهده

.Vi(fj) ≤ ٣/۴− ϵi داریم j ≺O i که گونه ای به i ∈ C فرد هر ازای به صورت، این در است. Έرش چرخه

دارد، را یال ها تعداد بیشترین که مͳ کنیم تعریف ͳتطابق صورت به را گراف Έی در وزن دار بیشینه تطابق ما

با را تطابق این ما ،ͳراحت برای دارد. را وزن بیشترین که ͳتطابق دارند، را بیشینه یال تعداد که آنهایی میان از و

دار وزن گراف Έی از MCMWM Έی که مͳ دهیم نشان ٣. ١٢ لم در مͳ دهیم. نشان ٢ MCMWM عبارت

مͳ کند. Έکم Έرش چرخه فاقد تخصیص های تولید در ما به که دارد خاصیت هایی ،ͳبخش دو
2Maximum Cardinality Maximum Weighted Matching
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کنید فرض و باشد V (H) = X̂ ∪ Ŷ با ͳبخش دو گراف Έی H⟨V (H), E(H)⟩ کنید فرض .٣. ١٢ لم

زیرمجموعه هر ازای به صورت، این در باشد. H از MCMWM Έی M = {(x̂١, ŷ١), ..., (x̂k, ŷk)}

است: برقرار زیر خاصیت های ،T ⊆ {ŷ١, ŷ٢, . . . , ŷk}

و x̂i ∈ M(T ) هر ازای به ͳعبارت به است. T مجموعه برنده که دارد وجود ŷj ∈ T راس Έی .١

.w(x̂j, ŷj) ≥ w(x̂i, ŷj) داریم ،(x̂i, ŷj) ∈ E(H)

(x̂j, ŷi) ∈ و ŷi ∈ T هر ازای به ͳعبارت به است. T مجموعه بازنده که دارد وجود ŷj ∈ T راس Έی .٢

.w(x̂i, ŷi) ≥ w(x̂j, ŷi) داریم ،E(H)

داریم ،(x̂j, ŷi) ∈ E(H)، که گونه ای به x̂j ∈ X̂ نشده آلوده راس هر و ŷi ∈ T راس هر ازای به .٣

.w(x̂i, ŷi) ≥ w(x̂j, ŷi)

شده اند. مطابق M در T راس های با که است راس هایی مجموعه M(T ) از منظور

بخش در کنید. دقت ٣. ٧ تعریف در بازنده و برنده تعریف و ٣. ١٢ لم دوم و اول شرط شباهت های به

تضمین ٣. ١٢ لم مͳ دهیم. تخصیص مطلوبیت گراف از MCMWM Έی اساس بر افراد به را اشیا ما ،۵ .٣

بود. خواهد ͳنیمه راض افراد از Έرش چرخه فاقد مجموعه Έی ͳتخصیص چنین نتیجه که مͳ کند

خوشه ها ساخت اول: فاز ۵ .٣

C١, C٢ خوشه سه به را افراد ما ،ͳکل طور به مͳ کنیم. مشخص افراد خوشه بندی برای را خود روش بخش، این در

فرد هر به fi, gi اشیای از مجموعه دو الΎوریتم، طول در شد، اشاره قبلا که همان طور مͳ کنیم. تقسیم C٣ و

ها، لم این در مͳ کنیم. مشخص ͳارزش لم برچسب با را لم ها از تعدادی بخش، این طول در مͳ شود. اعطا i

در مͳ توانید را لم ها ازاین خلاصه ای مͳ کنیم. مشخص j ̸= i فرد هر برای را gi و fi ارزش برای بالایی حد

کنید. مشاهده ۴ .٣ و ٣. ٣ ،٣. ٢ جدول های

اشیای از مجموعه Έی ما خوشه، هر اصلاح مرحله در مͳ کنیم. اصلاح را آنها خوشه، هر ساختن از بعد

تازه خوشه Έی از فرد Έی تنهایی به مͳ توانست مجموعه این از ی شͳء هر اگر مͳ گیریم. نظر در را باقͳ مانده

که است این اصلاح مرحله هدف مͳ کنیم. ͳراض را او و اعطا فرد آن به را شͳء این کند، ͳراض را شده ایجاد

هستند. کم ارزش ͳکاف اندازه به شده ساخته خوشه در حاضر افراد برای باقͳ مانده اشیای که کند تضمین
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از استفاده با علاوه، به مͳ دهیم. نشان را شده ͳراض افراد مجموعه S از استفاده با الΎوریتم، طول در

به قبلا که دارد S از افرادی به اشاره Si آن در که مͳ دهیم نشان را S افراد از زیرمجموعه هایی ،S٣ و S١,S٢

و C١ خوشه های اصلاح مرحله در که S٢ و S١ افراد به اشاره جهت Sr
٢ و Sr

١ از علاوه، به داشته اند. تعلق Ci

مͳ کنیم. استفاده شده اند، ͳراض C٢

اول خوشه

Έی M که کنید فرض و بΎیرید، نظر در را G ارزش گراف از G١/٢⟨V١/٢(G), E١/٢(G)⟩ شده فیلتر گراف

در آنها مربوطه راس که مͳ کنیم تعریف افرادی مجموعه معادل را C١ خوشه ما باشد. G١/٢ از MCMWM

که مͳ دهیم نشان را V (G) از راس هایی مجموعه VC١ نماد با ،ͳراحت برای دارد. قرار N(FG١/٢(M,X١/٢))

.VC١ = N(FG١/٢(M,X١/٢)) دیΎر، بیان به مͳ کنند. اشاره C١ داخل افراد به

راس های مجموعه S١ و FG١/٢(M,X١/٢) در نشده آلوده راس های مجموعه U١ کنید فرض همچنین،

i فرد به را mj شͳء ما باشد، xj ∈ S١ که گونه ای به ،(xj, yi) ∈ M یال هر ازای به باشد. آن در شده آلوده

فرد هر ازای به ،w(xj, yi) ≥ ١/٢ که آنجا از .fi = {mj} مͳ دهیم قرار دقیق تر، بیان به مͳ دهیم. تخصیص

.ϵk ≤ ١/۴ داریم k ∈ C١ فرد هر ازای به ،ϵi تعریف اساس بر علاوه، به .Vk(fk) ≥ ١/٢ داریم k ∈ C١

دقت است. برقرار ٣. ١٣ لم شرایط نیست، C١ در که فردی هر ازای به ،FG١/٢ تعریف اساس بر همچنین

مͳ گیرند. قرار C٣ یا C٢ خوشه های از ͳ΋ی در بعدا نیستند، C١ در که افرادی همه که باشید داشته

.Vi(fj) < ١/٢ داریم j ∈ C١ فرد هر و i ∈ C٢ ∪ C٣ فرد هر ازای به .(ͳارزش (لم ٣. ١٣ لم

مͳ دهیم نشان را xj ∈ X \X١/٢ از راس هایی مجموعه Nyi نماد از استفاده با ،yi ∈ VC١ راس هر ازای به

دهید قرار . w(xj, yi) ≥ ϵi که

W١ = U١ ∪
∪

yi∈VC١

Nyi .

G١/٢ در yi و xj بین ͳیال هیچ ،yi /∈ VC١ و xj ∈ U١ راس هر ازای به تعریف، به توجه با که کنید دقت

به متعلق W١ داخل راس های سایر که آنجا از علاوه، به .w(xj, yi) < ١/٢ داریم: نتیجه در و ندارد وجود

بنابراین، است. برقرار w(xj, yi) < ١/٢ رابطه xj ∈ (W١ \ U١) و yi راس هر ازای به هستند، X \ X١/٢

است. برقرار زیر مشاهده

Vi({mj}) < ١/٢ رابطه ،yi /∈ VC١ که i فرد هر و xj ∈ W١ که mj شͳء هر ازای به .١۴ .٣ مشاهده

است. برقرار
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کنید: تعریف صورت این به را Y ′ و X ′ حال

X ′ = X \ (W١ ∪ S١),

Y ′ = Y \ VC١ .

ما باشد. V (G′) = Y ′ ∪X ′ راس های با و G از القایی زیرگراف Έی G′⟨V (G′), E(G′)⟩ کنید فرض

مͳ کنیم. استفاده C٢ خوشه ساخت برای G′ از

اول خوشه اصلاح

W١ در حاضر راس های به مربوط که اشیایی با را C١ در حاضر افراد از تعدادی ما ،C٢ خوشه ساخت از قبل

بΎیرید. نظر در را V (G١) = W١ ∪ VC١ با G از G١⟨V (G١), E(G١)⟩گراف زیر مͳ کنیم. ͳراض مͳ شود،

که کنید دقت .Vi({mj}) ≥ ϵi اگر دارد، وجود xj ∈ W١ و yi ∈ VC١ بین یال Έی ،G١ گراف در

داخل افراد از مجموعه Έی ،G١ از استفاده با نیست. G از القایی زیرگراف Έی لزوما G١⟨V (G١), E(G١)⟩

تعریف ١۵ .٣ لم در که تطابق از ͳخاص نوع G١ که مͳ دهیم نشان ابتدا در کار، این برای مͳ کنیم. ͳراض را C١

است. دارا را مͳ کنیم

هر ازای به و مͳ کند، آلوده را W١ در موجود راس های تمام که دارد وجود G١ در M١ تطابق Έی .١۵ .٣ لم

نمͳ ورزد. Έرش j فرد به k فرد ،yk ∈ N(xi) نشده آلوده راس هر و (xi, yj) ∈M١

یال هر ازای به است. دارا را ١۵ .٣ لم در شده گفته خاصیت های که باشد G١ از ͳتطابق M١ کنید فرض

با .gi = {mj} مͳ دهیم قرار دیΎر، عبارت به مͳ دهیم. تخصیص i فرد به را mj شͳء ما ،(yi, xj) ∈ M١

مͳ کنیم. اضافه S به و حذف C١ از را i فرد بنابراین، مͳ شود. ͳراض تخصیص این اثر در i فرد تعریف، به توجه

نمͳ توانند دارد، قرار X ′ \X ′
١/٢ در آنها به مربوط راس که اشیایی از هیچ کدام ،C١ اصلاح از بعد که کنید دقت

است. برقرار ١۶ .٣ مشاهده بنابراین، کنند. ͳراض تنهایی به را C١ در باقͳ مانده افراد

i ∈ C١ فرد هر ازای به یا و xj ∈ X ′
١/٢ یا باشد، xj ∈ X ′ که گونه ای به mj شͳء هر ازای به .١۶ .٣ مشاهده

.Vi({mj}) < ϵi داریم

واق΄، در شده اند. ͳراض شͳء دو با افراد این از کدام هر هستند. Sr
١ به متعلق S افراد همه نقطه، این تا

فرد هر ازای به Vi(gj) روی بالا حد Έی ما ،٣. ١٧ لم در .|fj| = |gj| = ١ داریم j ∈ Sr
١ فرد هر ازای به

مͳ دهیم. ارائه C٢ ∪ C٣ در i فرد هر و j ∈ Sr
١
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y1 y2

x1 x2 x3

0.2 0.3 0.1

0.1
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0.25

y1 y2

x1,2 x3
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0.44 0.1

0.1

x٢ و x١ ادغام :٣. ٢ ش΋ل

.Vi(gj) < ١/٢ داریم j ∈ Sr
١ فرد هر و i ∈ C٢ ∪ C٣ فرد هر ازای به .(ͳارزش (لم ٣. ١٧ لم

و Vi(fj) مقدار ،j ∈ Sr
١ فرد هر و i ∈ C٢ ∪ C٣ هر ازای به که مͳ دهند نشان ٣. ١٣ و ٣. ١٧ لم های

مͳ شود. ٣. ١٨ لم به منت; است، |fj| = |gj| = ١ که واقعیت این همراه به این است. ١/٢ از کمتر Vi(gj)

داریم: i /∈ C١ هر ازای به .٣. ١٨ لم

MMS
|s\Sr

١ |
Vi

(M\
∪

yj∈Sr
١

fj ∪ gj) ≥ ١.

دوم خوشه

کنید فرض و آورید، یاد به شد تعریف ۵ .٣ بخش انتهای در که همان گونه را G′⟨V (G′), E(G′)⟩ گراف

بیشینه تطابق اندازه که مͳ دهد نشان ٢. ١٢ لم است. G′ از فیلتر ‐١/٢ Έی G′
١/٢⟨V١/٢(G

′), E١/٢(G
′)⟩

از M ′ بیشینه تطابق هر ازای به ،١۴ .٢ نتیجه اساس بر علاوه، به است. |X ′
١/٢| با برابر Y ′

١/٢ و X ′
١/٢ بین

را G′
١/٢ در بیشینه تطابق اندازه ما مͳ آید، ادامه در که آنچه در است. ͳخال FG′

١/٢
(M ′,X ′

١/٢) مجموعه G′
١/٢

مͳ دهیم. افزایش است، آمده ٣. ١٩ تعریف در که آن طور ،X ′ \ X ′
١/٢ راس های کردن ادغام با

ایجاد xi,j برچسب با جدید راس Έی ابتدا ،G′(X ′,Y ′) از xi, xj راس دو ادغام برای .٣. ١٩ تعریف

وزن با xi,j به yk از یال Έی ،yk ∈ Y ′ راس هر ازای به و مͳ کنیم اضافه X ′ به را xi,j راس ادامه، در مͳ کنیم.

را ٣. ٢ (تصویر مͳ کنیم حذف X از را xj و xi راس های نهایت، در مͳ کنیم. اضافه w(yk, xi) +w(yk, xj)

ببینید).

شده ادغام راس Έی به مربوط اشیای جفت ارزش روی بر بالایی حدود ما ،٣. ٢١ و ٣. ٢٠ لم های در

فرد هر برای شده ادغام راس Έی ارزش که مͳ دهیم نشان ٣. ٢٠ لم در ابتدا مͳ کنیم. تعیین افراد سایر برای

نشان ٣. ٢١ لم در همچنین، است. ١۶ .٣ مشاهده مستقیم نتیجه واقعیت این است. ٢ϵi از کمتر i ∈ C١

٣. ٢١ لم است. دیΎری فرد هر برای ٣/۴ از کمتر شده ادغام راس Έی به مربوط اشیای ارزش که مͳ دهیم
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آنگاه نباشد، قرار بر ٣. ٢١ لم شرایط اگر که مͳ دهیم نشان واق΄، در است. مسئله ناپذیری ٣/۴‐کاهش نتیجه

یابد. کاهش مͳ تواند مسئله

.Vk({mi,mj}) < ٢ϵk داریم ،xi, xj ∈ X ′ \ X ′
١/٢ راس جفت هر و k ∈ C١ فرد هر ازای به .٣. ٢٠ لم

است. ٢ϵk از کمتر k فرد هر برای دارند تعلق شده ادغام راس Έی به که اشیایی کل ارزش خاص، طور به

.Vk({mi,mj}) < ٣/۴ داریم ،yk ∈ Y راس هر و xi, xj ∈ X ′ \X ′
١/٢ راس جفت هر ازای به .٣. ٢١ لم

وجود xj ∈ X ′ \ X ′
١/٢ که mj شͳء Έی حداکثر yi ∈ Y با i فرد هر ازای به .(٣. ٢١ لم ) ٣. ٢٢ نتيجه

.Vi({mj}) ≥ ٣/٨ که دارد

برای را X ′ \ X ′
١/٢ از مجزا راس های از (xi, xj) جفت Έی بΎیرید. نظر در را X ′ \ X ′

١/٢ در راس های

تعریف، این به توجه با باشد. برقرار w(yk, xi)+w(yk, xj) ≥ ١/٢ رابطه اگر مͳ نامیم، قبول قابل yk ∈ Y ′

بΎیرید. نظر در را است شده تعریف ١ الΎوریتم در که پروسه ای

باشد. تطبق این M ′ کنید فرض مͳ کنیم. پیدا را G′
١/٢ از MCMWM Έی ما پروسه، این از مرحله هر در

راس های از (xi, xj) جفت Έی سپس، مͳ کند. تغییر الΎوریتم این از مرحله هر از بعد M ′ که کنید دقت

اگر مͳ کنیم. پیدا را است مناسب T = Y ′ \N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) از فرد Έی حداقل برای که را X ′ \X ′
١/٢

با و انتخاب دلخواه به را جفت ها این از ͳ΋ی صورت، این غیر در است. تمام ما کار نداشت، وجود ͳجفت چنین

اساس بر باشد. xi,j ادغام از بعد شده ایجاد راس و (xi, xj) شده انتخاب جفت کنید فرض مͳ کنیم. ادغام هم

بنابراین، شد. خواهد G′
١/٢ در ͳافزایش مسیر Έی به منت; (xi, xj) جفت ادغام ،١ الΎوریتم در T تعریف

الΎوریتم شدن تمام از بعد که کنید دقت یافت. خواهد افزایش واحد Έی اندازه به G′
١/٢ در بیشینه تطابق اندازه

نیست. قبول قابل T در ͳراس هیچ برای X ′ \ X ′
١/٢ راس های جفت از هیچ کدام یا و است T = ∅ یا ١

.|FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)| = |N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))| داریم ،١ الΎوریتم اجرای از بعد .٣. ٢٣ لم

N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) در آنها به مربوط راس های که مͳ کنیم تعریف افرادی مجموعه معادل را C٢ خوشه ما

هر ازای به مͳ کنیم. تعریف N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) در راس های معادل را VC٢ مجموعه علاوه، به دارند. قرار

راس M ′(yi) که ͳصورت در ، شͳء (دو مͳ دهیم تخصیص i فرد به را M ′(yi) به مربوط شͳء ما i ∈ C٢ فرد

باشد). شده ادغام

داخل افراد همه ازای به ٢۴ .٣ لم بنابراین، مͳ دهیم. قرار C٣ خوشه داخل را افراد سایر ما که کنید دقت

است. برقرار C٣ خوشه

.Vi(fj) < ١/٢ داریم j ∈ C٢ و i ∈ C٣ فرد هر ازای به .(ͳارزش (لم ٢۴ .٣ لم
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G′ در راس ها ادغام :١ الΎوریتم
Data: G′(V (G′), E(G′))

١ while True do
٢ M ′ = MCMWM of G′

١/٢
٣ Find FG′

١/٢
(M ′,X ′

١/٢)

۴ T = Y ′ \N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))

۵ Q = Set of all desirable pairs in X ′ \ X ′
١/٢ for the agents in T

۶ if Q = ∅ then
٧ STOP
٨ else
٩ Select an arbitrary pair xi, xj from Q

١٠ Merge(xi, xj)

دوم خوشه اصلاح

C٢ خوشه داخل افراد از مجموعه Έی مرحله، این در است. اول خوشه اصلاح شبیه دوم خوشه اصلاح مرحله

در که راس هایی از هیچ کدام که کنید دقت مͳ کنیم. ͳراض دارد، قرار X ′ \ X ′
١/٢ در آنها راس که اشیایی با را

نیستند. شده ادغام دارند قرار X ′ \ X ′
١/٢

ترتیب i١, i٢, . . . , ik که کنید فرض است. شده داده نشان ٢ الΎوریتم در دوم خوشه اصلاح مراحل

و yi١ فرد با ما ٢ الΎوریتم در باشد. شد تعریف ۴ .٣ بخش در که همان گونه ،C٢ در حاضر افراد ͳ΋توپولوژی

که گونه ای به دارد، وجود xj ∈ X ′ \ (X ′
١/٢ ∪W٢) راس آیا که مͳ کنیم ͳبررس و مͳ کنیم شروع W٢ = ∅

i١ به mj تخصیص با را i١ فرد و اضافه W٢ به را xj بود، این گونه اگر باشد؟ برقرار Vi١({mj}) ≥ ϵi١ رابطه

در که کنید دقت مͳ دهیم. ادامه yik تا را کار این و انجام yi٢ برای را پروسه همین ما ادامه، در مͳ کنیم. ͳراض

در که شده اند داده تخصیص افرادی به آن به مربوط اشیای که دارد راس هایی به اشاره W٢ پروسه، این انتهای

نیز را Y ′′ و X ′′ و S٢ = FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢) کنید تعریف ،ͳراحت برای شده اند. ͳراض C٢ اصلاح بخش طول

کنید: تعریف صورت این به

X ′′ = X ′ \ (W٢ ∪ S٢) Y ′′ = Y ′ \ VC٢ .

برای G′′ از ما باشد. V (G′′) = X ′′ ∪ Y ′′ با G′ القایی گراف زیر G′′⟨V (G′′), E(G′′)⟩ کنید فرض

مͳ کنیم. استفاده C٣ خوشه ساخت

داریم ،i ∈ C٢ فرد هر و xj ∈ X ′′ \X ′′
١/٢ با mj شͳء هر ازای به ،٢ الΎوریتم اجرای از بعد .٢۵ .٣ مشاهده

.Vi({mj}) < ϵi
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C٢ خوشه اصلاح :٢ الΎوریتم
Data: G′(V (G′), E(G′))
Data: i١, i٢, . . . , ik = Topological ordering of agents in C٢

١ for l : ١→ k do
٢ if ∃xj ∈ X ′ \ (X ′

١/٢ ∪W٢) s.t. Vi١({mj}) ≥ ϵil then
٣ gil = mj

۴ W٢ = W٢ ∪ xj

۵ C٢ = C٢\il
۶ S = S∪il

نشان ٢۶ .٣ لم در ابتدا، مͳ دهیم. ارائه i ∈ Sr
٢ هر برای gi ارزش روی بر بالا حد Έی ما ،ͳآت لم دو در

واقعیت این به توجه با علاوه، به است. ϵj بالای حد دارای Vj(gi) مقدار ،j ∈ C١ فرد هر ازای به که مͳ دهیم

هر برای Vj(gi) مقدار که مͳ دهیم نشان هستند، C٣ خوشه به متعلق نیستند، C٢ و C١ خوشه در که افرادی که

است. ١/٢ به محدود بالا از j ∈ C٣

j و است شده ͳراض C٢ خوشه اصلاح مرحله در که باشد فرد Έی i ∈ Sr
٢ کنید فرض .(ͳارزش (لم ٢۶ .٣ لم

.Vj(gi) < ϵj صورت، این در باشد. C١ در فرد Έی

j و است شده ͳراض C٢ خوشه اصلاح مرحله در که باشد فرد Έی i ∈ Sr
٢ کنید فرض .(ͳارزش (لم ٣. ٢٧ لم

.Vj(gi) < ١/٢ صورت، این در باشد. C٣ از دلخواه فرد Έی

سوم. خوشه

کنید فرض دارند. Y ′′ در حاضر راس های به اشاره که مͳ شود تعریف افرادی صورت به C٣ خوشه نهایت، در

M ′′ با X ′′
١/٢ داخل راس های همه ،٢. ١٢ لم به توجه با که کنید دقت باشد. G′′

١/٢ از MCMWM Έی M ′′

راس Έی M ′′(yi) اگر اشیا، جفت (یا شͳء است، شده آلوده M ′′ با که yi راس هر ازای به شده اند. آلوده

ͳموقت تخصیص این ،ͳقبل خوشه های خلاف بر مͳ کنیم. اعطا i فرد به را M ′′(yi) به مربوط باشد) شده ادغام

دهد. قرض C٣ داخل افراد سایر به را خود fi در موجود اشیای است مم΋ن C٣ در i ͳنیمه راض فرد Έی است.

هستند: زیر نوع سه از ͳ΋ی C٣ در حاضر افراد بنابراین،

مͳ دهیم. نشان Cs٣ با را افراد مجموعه این :ͳنیمه راض افراد .١

Έی بΎیرند. ͳنیمه راض فرد Έی از را شͳء Έی آینده در است مم΋ن که افرادی گیرنده: قرض افراد .٢

افراد مجموعه ما .max
i∈CS

٣
Vj(fi) ≥ ١/٢ و j /∈ Cs٣ اگر است، گیرنده قرض Έی C٣ در j فرد

مͳ دهیم. نشان Cb٣ با را C٣ در گیرنده قرض
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C1 C2

F = X ′′ \ X ′′
1
2

Y ′′ \ Y ′′
1
2

C3

S

Y ′′
1
2

اول فاز پایان در الΎوریتم وضعیت به ͳکل نگاه :٣. ٣ ش΋ل

مͳ دهیم. نشان Cf٣ با را افراد این ما .C٣ در باقͳ مانده افراد آزاد: افراد .٣

راس های به مربوط که افرادی و هستند Cb٣ به متعلق Y ′′
١/٢ در نشده آلوده راس های به مربوط افراد حاضر، حال در

است مم΋ن C٣ در افراد دوم، فاز طول در دید، خواهیم که همان طور دارند. تعلق Cf٣ به هستند، Y ′′ \ Y ′′
١/٢ در

برعکس. یا و کند پیدا انتقال Cf٣ به است مم΋ن Cs٣ به متعلق فرد Έی مثال، برای کنند. عوض را خود نوع

مͳ کنیم: تعریف صورت این به را ϵi مقدار ما i ∈ Cb٣ فرد هر ازای به ،ͳراحت برای

٣/۴−max
j∈Cs

٣
Vi(fj). (٣. ٢)

است. برقرار Cb٣ عضو فرد هر ازای به ϵi ≤ ١/۴ رابطه تعریف، به توجه با که کنید دقت

دلیل ندارد. زیادی ارزش C٣ خوشه داخل افراد برای باقͳ مانده اشیای که مͳ دهیم نشان ما ٣. ٢٨ لم در

مناسب ١ الΎوریتم پایان در C٣ در حاضر افراد برای راس ها از ͳجفت هیچ که است این ٣. ٢٨ لم برقراری ͳاصل

نبوده اند.

.Vi({mj,mk}) < ١/٢ داریم: ،xj, xk ∈ X ′′ \ X ′′
١/٢ راس های و i ∈ C٣ فرد هر ازای به .٣. ٢٨ لم

که دارد وجود xj ∈ X ′′ \ X ′′
١/٢ راس Έی حداکثر ،i ∈ C٣ فرد هر ازای به .(٣. ٢٨ (لم ٣. ٢٩ نتيجه

.Vi({mj}) ≥ ١/۴

افراد کردن ͳراض دوم: فاز ۶ .٣

به ٣. ٣ ش΋ل در باشیم. داشته الΎوریتم ͳفعل شرایط روی بر ͳکل مرور Έی دهید اجازه دوم، فاز توضیح از قبل

مجموعه ،i ∈ S فرد هر ازای به و خاکستری مربع از استفاده با fi مجموعه ،i ∈ C١ ∪ C٢ ∪ S فرد هر ازای

است. شده مشخص خورده هاشور مربع از استفاده با gi
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∀i ∈ C٣ ∀i ∈ C٢ ∀i ∈ C١
(⋆) Vi(fj) < ١/٢ (⋆) Vi(fj) < ١/٢ ‐ ∀j ∈ C١
(†) Vi(fj) < ١/٢ ‐ (‡) Vi(fj) < ٣/۴ ∀j ∈ C٢

‐ (‡)Vi(fj) < ٣/۴ (‡)Vi(fj) < ٣/۴ ∀j ∈ Cs٣

٣. ٣٠ لم :‡ ٢۴ .٣ لم :† ٣. ١٣ لم :⋆

fi با رابطه در ͳارزش های لم نتایج خلاصه :٣. ٢ جدول

∀i ∈ C٣ ∀i ∈ C٢ ∀i ∈ C١
(⋆) Vi(gj) < ١/٢ (⋆) Vi(gj) < ١/٢ ‐ ∀j ∈ Sr

١
(‡) Vi(gj) < ١/٢ ‐ Vi(gj) < ϵi(†) ∀j ∈ Sr

٢

٣. ٢٧ لم :‡ ٢۶ .٣ لم :† ٣. ١٧ لم :⋆

Sr
i در افراد با رابطه در ͳارزش های لم خلاصه :٣. ٣ جدول

مرحله طول در افراد این است. Sr
٢ یا Sr

١ از ͳ΋ی به متعلق S در فرد هر که مͳ دانیم ما حاضر، حال در

i ≤ ٢ برای ،ͳراحت برای شد. خواهند ͳراض دوم مرحله در باقͳ مانده افراد سایر شده اند. ͳراض C٢ و C١ اصلاح

ازای به رسمͳ تر، بیان به شده اند. ͳراض دوم فاز در که مͳ کنیم استفاده Si از افرادی به اشاره برای Ss
i از ما

.Ss
i = Si \ Sr

i داریم i = ١,٢

شد. خواهند ͳراض دوم فاز طول در ͳΎهم C٣ خوشه در افراد نکردیم، اصلاح را C٣ خوشه ما که آنجا از

ͳمعن این به است. ͳموقت C٣ در حاضر افراد به اشیا تخصیص شد، اشاره آن به نیز قبل بخش در که همان طور

خط چین با تخصیص این ٣. ٣ ش΋ل در بنابراین، یابد. تغییر تخصیص این دوم مرحله طول در است مم΋ن که

است. شده مشخص

دارند) اول فاز انتهای در X ′′ \ X ′′
١/٢ راسهای به اشاره که (اشیایی آزاد اشیای مجموعه ما بخش، این در

در حاضر اشیای که مͳ دانیم ما ،٣. ٢٩ نتیجه و ٢۵ .٣ و ١۶ .٣ مشاهده های به توجه با مͳ دهیم. نشان F با را

مͳ باشند: دارا را زیر خاصیت های F

.(١۶ .٣ (مشاهده است برقرار Vi({mj}) < ϵi رابطه ،mj ∈ F و C١ در i فرد هر ازای به .١

.(٢۵ .٣ (مشاهده است برقرار Vi({mj}) < ϵi رابطه ،mj ∈ F و C٢ در i فرد هر ازای به .٢

(نتیجه Vi({mj}) ≥ ١/۴ که دارد وجود mj ∈ F شͳء Έی حداکثر ،C٣ در i فرد هر ازای به .٣

.(٣. ٢٩
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کردن پر مانند روال Έی مͳ توانیم ما لذا و هستند Έکوچ ͳکاف اندازه به F داخل اشیای خلاصه، طور به

برای ما روش که باشید داشته خاطر به کنیم. اجرا باقͳ مانده افراد و اشیا روی بر شد اشاره آن به قبلا که کیف

دارد. را ٣. ٢٧ و ٢۶ .٣ ،٢۴ .٣ ،٣. ١٧ ،٣. ١٣ لم های در شده اشاره خاصیت های خوشه ها اصلاح و خوشه بندی

است. برقرار نیز ٣. ٣٠ لم که مͳ دهیم نشان ما علاوه، به

.Vj(fi) < ٣/۴ داریم ،j ∈ C١ ∪ C٢ ∪ C٣ و i ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ فرد هر ازای به .(ͳارزش (لم ٣. ٣٠ لم

٣. ٣ و ٣. ٢ جدول های در ٣. ٣٠ و ٣. ٢٧ ،٢۶ .٣ ،٢۴ .٣ ،٣. ١٧ ،٣. ١٣ لم های از کوتاه خلاصه Έی

٣. ١١ مشاهده هستند، Έرش چرخه فاقد Cs٣ و C١, C٢ مجموعه های که آنجا از علاوه، به است. شده داده نشان

است. برقرار مجموعه ها این برای

کیف کردن پر دوم: فاز

اساس بر و مͳ کنیم تعریف را قبول قابل مجموعه ما ابتدا، در مͳ کنیم. آغاز تعریف تعدادی با را بخش این ما

مͳ کنیم. تعریف را ϕ(S) اشیا، از S قبول قابل مجموعه Έی برای آن،

باشد: برقرار زیر شرایط از ͳ΋ی حداقل اگر است، قبول قابل F در اشیا از S مجموعه .٣. ٣١ تعریف

.Vi({S}) ≥ ١/٢ که باشد داشته وجود i ∈ Cf٣ فرد Έی .١

.Vi({S}) ≥ ϵi که باشد داشته وجود i ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ ∪ Cb٣ فرد Έی .٢

مͳ کنیم تعریف افرادی مجموعه صورت به را Φ(S) عبارت ما ،S قبول قابل مجموعه Έی برای .٣. ٣٢ تعریف

است. قبول قابل آنها برای S که

یاد به را Έرش چرخه فاقد تخصیص Έی در افراد ͳ΋توپولوژی ترتیب و Έرش چرخه وجود عدم خاصیت

تعریف کیف کردن پر مرحله در افراد به ͳده اولویت جهت ≺pr کامل ترتیب Έی ما اساس، این بر آورید.

مͳ کنیم.

تعریف مͳ شود: زیر قوانین با C١ ∪ C٢ ∪ C٣ افراد روی بر ≺pr کامل ترتیب .٣. ٣٣ تعریف

داریم: i١ ∈ C١, i٢ ∈ C٢, i٣ ∈ Cs٣, i۴ ∈ Cb٣, i۵ ∈ C
f
٣ هر ازای به .١

i۵ ≺pr i١ ≺pr i٢ ≺pr i٣ ≺pr i۴.
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داریم: باشند ی΋سان خوشه های در j iو که گونه ای به ،i, j ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ هر ازای به .٢

i ≺pr j ⇔ i ≺o j.

داریم: باشند، داشته تعلق Cf٣ به یا و Cb٣ به یا دو هر که گونه ای به ،j و i هر ازای به .٣

i ≺pr j ⇔ i < j.

برای ساده، بیان به دارد. ͳنیمه راض افراد مجموعه ͳ΋توپولوژی ترتیب به اشاره ≺o که باشید داشته خاطر به

در که افرادی برای علاوه، به دارد. ≺o با مشابه رفتاری ≺pr خوشه، Έی در حاضر افراد از مجموعه Έی

و Cb٣ داخل افراد ترتیب نهایت، در .Cf٣ ≺pr C١ ≺pr C٢ ≺pr Cs٣ ≺pr Cb٣ داریم: هستند، مختلف خوشه های

مͳ شود. تعیین اندیسشان اساس بر Cf٣

گام دو این از کدام هر ما که است گام دو دارای مرحله، هر و است مرحله تعدادی دارای الΎوریتم، دوم فاز

مͳ دهیم. ادامه شوند ͳراض افراد همه که ͳزمان تا را مراحل این ما مͳ کنیم. تعریف را

Έی که صورت این به مͳ دهیم. انجام کیف کردن پر با مشابه روال Έی ما اول، گام در اول: گام •

مͳ کنیم. پیدا را است مینیمال S اندازه که گونه ای به ،S ⊆ F قبول قابل مجموعه

روال خلاف بر مͳ کنیم. انتخاب S مجموعه تخصیص جهت را فرد Έی ما دوم، مرحله در دوم: گام •

Φ(S) از فردی ما این، جای به نمͳ دهیم. انجام دلخواه صورت به را انتخاب این ما کیف، کردن پر

فرد i کنید فرض عضو). (کوچ΋ترین دارد ≺pr به توجه با را اولویت پایین ترین که مͳ کنیم انتخاب را

مͳ کنیم: ͳبررس جداگانه را حالت سه ما باشد. شده انتخاب

.fi = S مͳ دهیم قرار ͳعبارت به مͳ دهیم. تخصیص i به را S موقتا :i ∈ Cf٣ .١

گرفته پس j از را fj صورت این در .Vi(fj) = ٣/۴−ϵj که است فردی j کنید فرض :i ∈ Cb٣ .٢

.gi = S و fj = ∅ و fi = fj میدهیم: قرار ͳعبارت به مͳ دهیم. تخصیص i به را fj ∪ S و

مͳ کنیم. اضافه S به را او و حذف C٣ از را i همچنین

خوشه از را i و gi = S مͳ دهیم قرار ͳیعن مͳ کنیم. ͳراض S با را i فرد :i ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ .٣

مͳ کنیم. اضافه S به را آن و حذف مربوطه
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و Cs٣, Cb٣ بین C٣ در حاضر افراد که شود باعث است مم΋ن بالا روال ،Cf٣ و Cs٣, Cb٣ ساختار به توجه با

مͳ شود. منتقل Cs٣ به Cf٣ از i فرد صورت این در دهد، رخ اول حالت اگر مثال، برای شوند. جابه جا Cf٣

دوم، حالت برای مͳ روند. Cb٣ به است قبول قابل آنها برای S و هستند Cf٣ در که افرادی همه علاوه، به

فرد Έی اگر واق΄، در مͳ رود؛ Cb٣ یا Cf٣ از ͳ΋ی به ،k ∈ Cs٣ هر برای Vj(fk) مقدار اساس بر j فرد

صورت، این غیر در میرود. Cb٣ به j صورت این در Vj(fk)باشد، ≥ ١/٢ که باشد داشته وجود k ∈ Cs٣

بروند٢. Cf٣ به است مم΋ن Cb٣ افراد از تعدادی سوم، و دوم حالت دو هر برای مͳ شود. منتقل Cf٣ به j

شوند. ͳراض افراد تمام که مͳ شود تمام ͳزمان الΎوریتم، دوم فاز

مͳ شود. ͳنیمه راض Cf٣ در حاضر فرد Έی که این یا و مͳ شود، ͳراض فرد Έی یا دوم، فاز از مرحله هر در

صورت این در شود، انتخاب دوم فاز از مرحله ای در i ∈ Cf٣ فرد Έی اگر که مͳ دهیم نشان ما ٣۴ .٣ لم در

لم در ٣۴ .٣ لم از نتیجه Έی عنوان به است. ٢ϵj به محدود بالا از j ∈ C٣ ∪ C٢ ∪ Cs١ ∪ Cb١ هر برای Vj(fi)

،ͳراحت برای مͳ مانند. ͳباق Έرش چرخه فاقد دوم فاز طول در ،C٣ و C٢،C١ مجموعه که مͳ دهیم نشان ٣۵ .٣

مͳ کنیم. اشاره دوم فاز از ام z مرحله به اشاره برای Rz عبارت از ما

به صورت این در است. شده انتخاب i ∈ Cf٣ آن در که باشد دوم فاز از مرحله ای Rz کنید فرض .٣۴ .٣ لم

.Vj(fi) < ٢ϵj < ٣/۴ داریم j ∈ C٣ ∪ C٢ ∪ Cs١ ∪ Cb١ فرد هر ازای

حفظ را Έرش چرخه وجود عدم خاصیت Cs٣ و C١, C٢ خوشه های الΎوریتم، دوم فاز طول در .٣۵ .٣ لم

مͳ کنند.

gi مقدار روی بر بالا حد Έی ٣. ٣٧ و ٣۶ .٣ های لم مͳ شود، ͳراض i فرد که مرحله ای مورد در انتها، در

مͳ دهد. افراد سایر برای

ازای به صورت، این در است. شده ͳراض دوم فاز در که باشد فردی i ∈ S کنید فرض .(ͳارزش (لم ٣۶ .٣ لم

داریم: j ∈ C١ ∪ C٢ دیΎر فرد هر

.Vj(gi) < ϵj آنگاه ،j ≺pr i اگر .١

.Vj(gi) < ٢ϵj آنگاه ،i ≺pr j اگر .٢

j ∈ C٣ فرد هر ازای به صورت، این در باشد. Ss
١∪Ss

٢ به متعلق فرد Έی i کنید فرض .(ͳارزش (لم ٣. ٣٧ لم

.Vj(gi) < ١/٢ داریم:

شده اند. خلاصه ۴ .٣ جدول در ٣. ٣٧ و ٣۶ .٣ لم های به مربوط نتایج
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∀i ∈ C٣ ∀i ∈ C٢ ∀i ∈ C١
Vi(gj) < ١/٢(†) Vi(gj) < ٢ϵi(⋆) ‐ ∀j ∈ Ss

١
Vi(gj) < ١/٢(†) ‐ Vi(gj) < ϵi(⋆) ∀j ∈ Ss

٢
‐ Vi(gj) < ϵi(⋆) Vi(gj) < ϵi(⋆) ∀j ∈ S٣

٣. ٣٧ لم :† ٣۶ .٣ لم :⋆

gi به مربوط ͳارزش لم های خلاصه :۴ .٣ جدول

مͳ کند پیدا ٣/۴−MMS تخصیص Έی ما روش ٣. ٧

کنید فرض مͳ کند. پیدا ٣/۴ −MMS تخصیص Έی ما الΎوریتم که مͳ کنیم اثبات ما بخش، این ادامه در

Έی نیست. قبول قابل باقͳ مانده ای فرد هیچ برای دیΎر F که ͳمعن این به است، رسیده پایان به دوم فاز که

،٣. ٣٨ لم های در دارد. تعلق C٣ یا C٢ یا C١ خوشه های از ͳ΋ی به فرد این بΎیرید. نظر در را نشده ͳراض فرد

هیچ کدام وقوع که مͳ دهیم نشان و مͳ کنیم ͳبررس را حالت ها این از کدام هر جداگانه طور به ما ۴٣. ٠ و ٣. ٣٩

پیوست در لم ها این کامل اثبات شده اند. ͳراض الΎوریتم پایان در افراد همه که آن  نتیجه نیست. ام΋ان پذیر

مͳ کنیم. اکتفا اثبات روش از مختصری شرح به این جا، در است. موجود رساله

مͳ کنیم. شروع C٣ خوشه با را کار این

ندارد. وجود فردی هیچ سوم خوشه در الΎوریتم، پایان در .٣. ٣٨ لم

در فرد Έی یا باشد، C٣ ̸= ∅ اگر مͳ کنیم. ͳبررس جداگانه طور به را حالت دو ما ٣. ٣٨ لم اثبات برای

مͳ دهیم نشان ما باشد، داده رخ اول حالت اگر هستند. Cf٣ در باقͳ مانده افراد همه یا و دارد، حضور Cs٣ ∪ Cb٣

سایر به که دیΎر اشیای تمام ارزش بالای حد ما است. Cs٣ برنده i مͳ کنیم فرض بنابراین و نیست ͳخال Cs٣ که

برای F باقͳ مانده اشیای ارزش که مͳ دهیم نشان و مͳ کنیم محاسبه i فرد برای را است شده داده تخصیص افراد

الΎوریتم اتمام فرض با این که است قبول قابل i فرد برای F مجموعه که مͳ دهد نشان این است. ϵi حداقل او

با باشد. Cf٣ از دلخواه فرد Έی i کنید فرض هستند، Cf٣ داخل افراد تمام که هم ͳحالت در است. تناقض در

که مͳ دهد نتیجه که است، ٣/۴ حداقل i فرد برای باقͳ مانده اشیای ارزش که مͳ دهیم نشان مشابه گزاره Έی

است. تناقض در الΎوریتم اتمام فرض با دوباره این است. قبول قابل i برای F

ندارد. وجود فردی هیچ اول خوشه در الΎوریتم پایان در .٣. ٣٩ لم

باشد. C١ در حاضر افراد برنده i کنید فرض است. رنگ آمیزی استدلال Έی از استفاده با ٣. ٣٩ لم اثبات

مم΋ن که هستند آنهایی آبی اشیای ساده، بیان به مͳ کنیم. رنگ سفید و آبی رنگ دو از ͳ΋ی به را اشیا همه ما
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سپس، دارند. ͳکم ارزش i فرد برای ͳΎهم سفید اشیای که ͳحال در باشند، داشته زیادی ارزش i فرد برای است

ϵi میزان به حداقل i فرد برای F در باقͳ مانده اشیای ارزش که مͳ دهیم نشان شماری دوگونه روش از استفاده با

در که مͳ دهد نشان و است تناقض در C١ ̸= فرض∅ با این، است. قبول قابل i فرد برای F بنابراین، و است

شده اند. ͳراض C١ افراد همه الΎوریتم، پایان

ندارد. وجود فردی هیچ دوم خوشه در الΎوریتم پایان در .۴٣. ٠ لم

مختلف حالت دو ما باشد. C٢ خوشه برنده i فرد کنید فرض است. ͳقبل اثبات دو هر مشابه ۴٣. ٠ لم اثبات

٣. ٣٨ لم مشابه ͳاثبات از ما باشد، ϵi ≥ ١/٨ که ͳحالت در .ϵi < ١/٨ و ϵi ≥ ١/٨ مͳ گیریم: نظر در را

استفاده رنگ آمیزی روش از نیز باشد ϵi < ١/٨ اگر است. قبول قابل i برای F که مͳ دهیم نشان و استفاده

شماری، دوگونه روش از استفاده با سپس، مͳ کنیم. رنگ آمیزی مختلف رنگ چهار به را اشیا بار این اما مͳ کنیم،

است. تناقض در ما فرض با این که است قبول قابل i فرد برای F که مͳ دهیم نشان

شده اند. ͳراض افراد تمام الΎوریتم، انتهای در .۴٣. ١ قضیه

ͳیعن این که شده اند ͳراض افراد همه الΎوریتم پایان در ،۴٣. ٠ و ٣. ٣٩ ،٣. ٣٨ های لم به توجه با اثبات.

� است. بوده او برای ٣/۴ میزان به حداقل فرد هر به شده اعطا اشیای ارزش

نتیجه گیری ٣. ٨

بیش کمینه سهم از ٣/۴ نسبت فرد هر برای که کردیم ارائه افراد به اشیا تخصیص برای روش Έی ما فصل، این در

کماکان بهتر تضمین های ارائه برای راه و نیست مح΋م هنوز شده ارائه حد وجود، این با مͳ کند. تضمین را او

است این است، شده ارائه ͳجمع حالت در مسئله برای که بالایی حد بهترین شد، گفته که همان طور است. باز

تقریب بهترین ٣/۴ که است این بر ما حدس حال، این با ندارد. وجود لزوما بیش کمینه سهم تضمین ام΋ان که

باشد. مم΋ن

افراد ،ͳعبارت به نیست. صادفانه لزوما روش این که است این ما، الΎوریتم با رابطه در دیΎر مهم نکته

دیΎری سوال بنابراین، دهند. افزایش را خود ͳدریافت سود میزان خود، مطلوبیت توابع نادرست اعلام با مͳ توانند

چه تضمین به قادر افراد، به اشیا تخصیص برای منصفانه سازوکار بهترین که است این داد ΁پاس آن به باید که

است شده مطرح هم΋اران و آماناتیدیس توسط ͳمقدمات طور به بحث این است؟ افراد بیش کمینه سهم از ͳنسبت

است. نشده ارائه ͳجمع توابع برای شده ای اثبات تقریب هیچ هنوز اما ، [۵]
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ͳغیرجمع توابع

مقدمه ١ .۴

که مͳ گیریم نظر در ͳحالت در را بیش کمینه سهم تضمین و مͳ رویم کلͳ تر مطلوبیت توابع سراغ به فصل این در

برای ابتدا در منصفانه تقسیم مسئله که این وجود با باشند. ͳزیرجمع یا و XOS زیرپیمانه ای، مطلوبیت توابع

ویژه ای اهمیت از نیز مطلوبیت توابع کلاس های سایر برای مسئله این گسترش اما است، شده مطرح ͳجمع توابع

ͳجمع صورت به مطلوبیت توابع رفتار ،ͳواقع شرایط از بسیاری در که است این امر، این دلیل است. برخوردار

کند، دریافت ۴٠٠ ارزش با کالا دو اگر فرد، Έی که باشیم داشته انتظار که است ͳطبیع مثال، برای نیست.

ͳجمع توابع از استفاده با را ͳمحدودیت چنین کند. دریافت Έی ارزش با کالا ٨٠٠ که باشد ͳزمان از راضͳ تر

ͳگسترش چنین مͳ باشند. دارا را ͳمحدودیت چنین دادن نشان توانایی زیرپیمانه توابع اما کرد. برآورده نمͳ توان

ͳمنش مسئله و ͳاجتماع سود بیشینه سازی مسئله ، ١ بابانوئل تقسیم                     بیش کمینه مسئله مانند مسائل، از بسیاری برای

.[۵٠ ،٣٨ ،٣٧ ،١١] است شده ͳبررس ٢

آنها مورد در تاکنون که مطلوبیت توابع از کلاس ها معمول ترین شد، اشاره آن به نیز دوم فصل در که همان طور

منصفانه تقسیم مسئله ما هستند. ͳزیرجمع و XOS زیرپیمانه ای، کلاس است، گرفته صورت زیادی مطالعات

حالت خلاف بر مͳ کنیم. ͳبررس باشد کلاس ها این از کدام هر زیرمجموعه مطلوبیت توابع که ͳحالت در را

است، ͳبدیه (١/٢ تقریب مثال (برای کند تضمین را MMS از تقریبی که ͳتخصیص کردن پیدا که ͳجمع

شد، اشاره آن به قبلا که کیف کردن پر الΎوریتم مثال، برای است. برانگیزتر چالش بسیار حالت ها این در مسئله

پیدا که است ذکر به لازم این، بر افزون کرد. نخواهد تضمین حالت ها این از هیچ کدام برای ͳثابت تقریب هیچ

روش هیچ هستیم، مطل΄ ما که جایی تا علاوه، به است. ان پی‐سخت مسئله Έی MMSi دقیق مقدار کردن

تخصیص الΎوریتم هر بنابراین، ندارد. وجود ͳغیرجمع حالت های در MMS مقدار محاسبه برای PTASای

1Santa claus maximin division
2Secretary problem

۴٢
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ͳزیرجمع XOS زیرپیمانه ای ͳقبل کارهای
‐ ‐ [١٠] ١/١٠−MMS وجودی اثبات
‐ ‐ [١٠] ١/٣١−MMS چندجمله ای الΎوریتم
‐ ‐ ‐ بالا حد

ͳزیرجمع XOS زیرپیمانه ای ما نتایج
١/١٠⌈logm⌉ −MMS ١/۵−MMS ١/٣−MMS وجودی اثبات

١۴ .۴ قضیه ٣ .۴ قضیه
‐ ١/٨−MMS ١/٣−MMS چندجمله ای الΎوریتم

١۶ .۴ قضیه ٩ .۴ قضیه
١/٢−MMS ١/٢−MMS ٣/۴−MMS بالا حد

۵ .۴ قضیه ۵ .۴ قضیه ۵ .۴ قضیه

ͳکل مطلوبیت توابع در بیش کمینه سهم با رابطه در نتایج خلاصه :١ .۴ جدول

در بنابراین، آید. فائق نیز نیست مشخص MMSi مقدار که ͳسخت این بر باید ͳغیرجمع حالت در α−MMS

Έی ما ،ͳغیرجمع توابع با رابطه در دارد. وجود تفاوت مقداری الΎوریتم ها و وجودی اثبات میان حالت ها این

ͳاریتمΎل تقریب Έی و باشند XOS یا و زیرپیمانه ای صورت به مطلوبیت توابع که ͳحالت برای ثابت تقریب

مͳ توانید را رابطه این در ما نتایج از خلاصه ای آوردیم. دست به باشند ͳزیرجمع مطلوبیت توابع که ͳحالت برای

کنید. مشاهده ١ .۴ درجدول

زیرپیمانه ای مطلوبیت توابع برای الΎوریتم و وجودی اثبات ارائه به تنها فصل این در فضا، کمبود دلیل به

حالت برای شده ارائه تقریب که مͳ دهیم نشان ما ، [۴۵] فصل این به مربوط مقاله در مͳ کنیم. بسنده XOS و

مͳ دهد. ارائه نیز ͳزیرجمع توابع برای ͳاریتمΎل تضمین Έی ،XOS مطلوبیت توابع

محدود سود و ͳسقف تابع ٢ .۴

تابع Έی از ما ،XOS و زیرپیمانه ای توابع حالت دو هر برای مناسب تضمین با تخصیص وجود اثبات بطن در

واق΄ در f ͳسقف تابع ،f(·) شده داده تابع هر ازای به ساده، بیان به مͳ کنیم. استفاده ͳسقف تابع نام به ͳ΋کم

به ابتدا دهید اجازه مͳ شود. قائل f مقدار برای مشخص سقف Έی که تفاوت این با است، تابع همان معادل

کنیم. تعریف را تابع این ͳرسم صورت

مͳ کنیم: تعریف زیر صورت به را fx(·) تابع ما f(·) شده داده مجموعه ای تابع ازای به .١ .۴ تعریف

fx(S) =

{
f(S) if f(S) ≤ x

x if f(S) > x.
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تابع به نسبت را کسری ͳزیرجمع و ͳزیرجمع زیرپیمانه ای، خاصیت که است این ͳسقف توابع خاصیت Έی

مͳ کنیم. اثبات XOS و زیرپیمانه ای توابع برای را خاصیت این نیاز حسب بر بخش، این در مͳ کنند. حفظ ͳاصل

داریم: x ≥ ٠ ͳحقیق عدد هر ازای به .٢ .۴ لم

است. زیرپیمانه ای نیز fx(·) باشد، زیرپیمانه ای f(·) اگر .١

است. کسری ͳزیرجمع نیز fx(·) باشد، کسری ͳزیرجمع f(·) اگر .٢

مͳ کنیم. ͳبررس را ساده مشاهده دو ابتدا لم، این اثبات قبل

.fx(S) ≤ x داریم شده، داده S مجموعه هر ازای به .٣ .۴ مشاهده

.fx(S) ≤ f(S) شده، داده S مجموعه هر ازای به .۴ .۴ مشاهده

مͳ پردازیم. ٢ .۴ لم اثبات به ،XOS و زیرپیمانه ای توابع تعریف همچنین و مشاهده دو این اساس بر حال،

[٢ .۴ اثبات.[لم

داریم: B و A شده داده مجموعه دو ازای به زیرپیمانه ای، تابع تعریف به توجه با اول: ادعای

f(A ∪B) ≤ f(A) + f(B)− f(A ∩B).

است: زیرپیمانه ای مͳ آید، ادامه در که ͳحالت سه در نیز fx(·) که مͳ دهیم نشان ما

مقدار ،٣ .۴ مشاهده اساس بر باشد. x با برابر حداقل دو هر f(B) و f(A) مقدار کنید فرض اول: حالت

که ،fx(A ∪ B) + fx(A ∩ B) ≤ ٢x بنابراین، هستند. x بالای حد دارای fx(A ∩ B) و fx(A ∪ B)

:ͳیعن این

fx(A ∪B) + fx(A ∩B) ≤ fx(A) + fx(B).

، f(A ∪ B) ≥ x داریم حالت این در است. x حداقل مقدار دارای f(B) و f(A) از ͳ΋ی دوم: حالت

fx(B) یا fx(A) از ͳ΋ی و fx(A∪B) نتیجه، در نیست. {f(A), f(B)} از بیشتر f(A∩B) همچنین و

:ͳیعن این که هستند x با برابر

fx(A ∪B) + fx(A ∩B) ≤ fx(A) + fx(B).
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است. x از کمتر نیز f(A ∩ B) و هستند، x از کمتر f(B) و f(A) دو هر حالت، این در سوم: حالت

رابطه ۴ .۴ مشاهده بر بنا ،fx(A ∩ B) = f(A ∩ B) و fx(B) = f(B) و fx(A) = f(A) چون

داریم: است، زیرپیمانه ای f(·) چون است. برقرار fx(A ∪B) ≤ f(A ∪B)

fx(A ∪B) ≤ fx(A) + fx(B)− fx(A ∩B).

ͳجمع توابع از ͳمتناه مجموعه Έی تعریف، اساس بر است، XOS تابع Έی f(·) که آنجا از دوم: ادعای

داریم: S ⊆ ground(f) مجموعه هر ازای به که دارد وجود {f١, f٢, . . . , fα}

f(S) =
α

max
i=١

fi(S).

مͳ دهیم نشان و مͳ کنیم تعریف g(·) نام با XOS تابع Έی ،x شده داده ͳحقیق عدد ازای به امر، این به توجه با

است. fx(·) با معادل g(·)

Έی ما ،{f١, f٢, . . . , fα} اساس بر علاوه، به مͳ کنیم. تعریف f(·) با ی΋سان دامنه با را g(·) تابع ما

دقیق تر، بیان به مͳ کند. مشخص را g که مͳ کنیم تعریف ͳجمع توابع از {g١, g٢, . . . , gβ} ͳمتناه مجموعه

از بدون مͳ کنیم: تعریف صورت این به g(·) در gγ ͳجمع تابع Έی ما f(·) دامنه در S مجموعه هر ازای به

دهید قرار ،bi /∈ S هر برای مͳ کند. بیشینه را f(S) مقدار که باشد ͳتابع fδ کنید فرض کلیت، دادن دست

این صورت غیر در و ،gγ(bi) = fδ(bi) دهید قرار ،f(S) ≤ x اگر ،bi ∈ S هر برای علاوه، به .gγ(bi) = ٠

.gγ(bi) = x
f(S)

fδ(bi) دهید قرار

است. XOS تابع Έی نیز fx(·) که است معنا این به این که است، fx(·) معادل g(·) که مͳ کنیم ادعا ما

رابطه ،S شده داده مجموعه هر ازای به که مͳ دهیم نشان ابتدا، هستند. ی΋سان دامنه با تابع دو fx(·) و g(·)

ͳجمع تابع Έی حداقل g(·) در gγ ͳجمع تابع هر ازای به ،g(·) ساختار اساس بر است. برقرار g(S) ≤ f(S)

مجموعه هر ازای به بنابراین، .gγ(bi) ≤ fδ(bi) داریم bi ∈ M هر ازای به که دارد، وجود fδ مانند f(·) در

داریم: S

g(S) ≤ f(S). (١ .۴)

که گونه ای به دارد، وجود gγ تابع Έی ،S شده داده مجموعه هر ازای به ،g(·) ساختار اساس بر دوباره حال،

بنابراین، .gγ(S) = x داریم باشد، f(S) > x اگر و ،gγ(S) = f(S) داریم باشد، f(S) ≤ x اگر

g(S) ≥ fx(S). (٢ .۴)
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،f(S) = fx(S) داریم fx(·) تعریف بر بنا ،f(S) ≤ x که S شده داده مجموعه هر ازای به همچنین،

ساختار اساس بر علاوه، به .fx(S) = g(S) که مͳ گیریم نتیجه (٢ .۴) و (١ .۴) نامساوی های اساس بر و

fx(·) تعریف اساس بر ،f(S) > x که S شده داده مجموعه هر ازای به بنابراین، .g(S) ≤ x داریم ،g(·)

و fx(·) که مͳ گیریم نتیجه حالت دو این گرفتن نظر در با .fx(S) = g(S) = x داریم (٢ .۴) نامساوی و

� است. XOS تابع Έی fx(·) ͳیعن این که هستند، ی΋دیΎر معادل g(·)

مطلوبیت توابع برای ثابت تقریب های با تخصیص وجود اثبات جهت ͳسقف توابع این از آینده، بخش دو در

کرد. خواهیم استفاده XOS و زیرپیمانه ای

زیرپیمانه ای مطلوبیت توابع ٣ .۴

ͳبررس مورد است زیرپیمانه ای افراد مطلوبیت توابع که ͳزمان را بیش کمینه سهم تضمین مسئله ما بخش، این در

بهترین که مͳ دهیم نشان ٣. ١ .۴ بخش در مͳ کنیم. آغاز بالا حد اثبات با را خود کار ابتدا، در مͳ دهیم. قرار

١/٣−MMSتخصیص Έی وجود ادامه، در است. ٣/۴−MMSبالای حد دارای حالت این در مم΋ن تضمین

این در ما فرض کرد. خواهیم ارائه نیز چندجمله ای الΎوریتم Έی آن برای و مͳ کنیم اثبات حالت این برای را

هر و اشیا از S مجموعه هر ازای به دیΎر، عبارت به داریم. ͳدسترس پرسمان پیشΎوی به که است این الΎوریتم

است. O(١) زمان در محاسبه قابل Vi(S) میزان ،i فرد

بالا حد ٣. ١ .۴

توابع با نمونه ها از ͳبعض برای که مͳ دهیم نشان ۵ .۴ قضیه در مͳ کنیم. شروع بالا حد Έی ارائه با را بخش این

آن از استفاده با که ͳنقض مثال یافت. نمͳ توان ٣/۴ −MMS از بهتر ͳتخصیص هیچ زیرپیمانه ای، مطلوبیت

است. گسترش قابل فرد تعداد هر برای مͳ کنیم، ثابت را امر این

وجود زیرپیمانه ای مطلوبیت توابع با منصفانه تخصیص مسئله از نمونه Έی ،n ≥ ٢ هر ازای به .۵ .۴ قضیه

نیست. مم΋ن آن برای ٣/۴−MMS از بهتر ͳتخصیص هیچ که دارد

کار، این برای ندارد. (٣/۴ + ϵ)−MMS تخصیص هیچ که مͳ کنیم تولید را مسئله از نمونه Έی ما اثبات.

.m = ٢n باشیم داشته و باشد اشیا Mمجموعه = {m١,m٢, . . . ,mm} و باشد افراد تعداد n کنید فرض
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باشد: زیر شرایط با ͳتابع f : ٢M → R کنید فرض علاوه، به

f(S) =



٠ if |S| = ∅
١ if |S| = ١
٢ if |S| > ٢
٢ if S = {m٢i,m٢i+١}
٣/٢ if |S| = ٢ و S ̸= {m٢i,m٢i+١}.

زیرپیمانه ای f تابع که مͳ دهیم نشان مͳ آید، ادامه در که آنچه در علاوه، به .MMSn
f = ٢ داریم که کنید توجه

طوری به دارند، وجود S ′ و S مجموعه های که کنید فرض مͳ کنیم. استفاده خلف برهان از کار این برای است.

داریم: mi ͳشئ Έی برای و S ⊆ S ′ که

f(S ′ ∪ {mi})− f(S ′) > f(S ∪ {mi})− f(S). (٣ .۴)

نمͳ تواند S ′ بنابراین، و است برقرار f(S ′ ∪ {mi}) − f(S ′) > ٠ رابطه ،S ′ ̸= S و است ی΋نوا f چون

شͳء Έی شامل یا است ͳته یا S نتیجه، در و است شͳء دو شامل حداکثر S ′ لذا، باشد. داشته ͳشئ دو از بیش

بنابراین، و دارد S برای را افزایش مقدار بیشترین S به اشیا همه کردن اضافه آنگاه باشد، ͳخال S اگر است.

f(S) = ١ لذا، دارد. شͳء دو دقیقا S ′ و است شͳء Έی شامل S بنابراین، نیست. برقرار (٣ .۴) نامساوی

f(S ′ ∪ {mi}) − f(S ′) ≤ ١/٢ و f(S ∪ {mi}) − f(S) ≥ ١/٢ روابط بنابراین، .f(S ′) ≥ ٣/٢ و

است. تناقض در (٣ .۴) نامساوی با که هستند برقرار

در که ،Vn = f(inc(S)) مͳ دهیم قرار n فرد برای و Vi = f مͳ دهیم قرار n− ١ تا ١ افراد برای حال

ایده .mm ∈ S و i = ١ یا و باشد mi−١ ∈ S و i > ١ یا اگر تنها و اگر دارد، قرار inc(S) داخل mi آن

حداکثر برایش اول سهم ارزش که دارد وجود نفر Έی حداقل تخصیص، هر ازای به که است این اثبات ͳاصل

تخصیص شͳء برای او مطلوبیت کند، دریافت شͳء ٢ از کمتر فرد Έی که ͳحالت در است. ٣/٢ با برابر

است مجبور دیΎر نفر Έی کند، دریافت شͳء دو از بیش فرد Έی اگر همچنین، است. ١ حداکثر او به یافته

همه که است ͳزمان شود ͳبررس باید که ͳحالت تنها بنابراین، است. کامل اثبات و کند دریافت شͳء ٢ از کمتر

افراد از کدام هر اگر .minVi(Ai) = ٣/٢ حالت، این در که مͳ دهیم نشان ما کنند. دریافت شͳء دو دقیقا

توجه با صورت این در باشد، ٢ با برابر دقیقا او برای آنها ارزش که بیاورند دست به شͳء دو ١,٢, . . . , n− ١

٣/٢ با برابر او برای n فرد سهم ارزش بنابراین، است. ٢ با برابر دقیقا نیز باقͳ مانده اشیای ارزش ،f ساختار به

� است.
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وجودی اثبات ٣. ٢ .۴

اثبات در ͳاصل ایده مͳ دهیم. ارائه ١/٣ − MMS تخصیص برای وجودی اثبات Έی ما بخش، این در

کنید فرض و است ١/٣‐کاهش ناپذیر ما نمونه کنید فرض است. ساده ١/٣ − MMS تخصیص وجود

مͳ کند: بیشینه را زیر عبارت که باشد افراد به اشیا تخصیص Έی A = ⟨A١, A٢, . . . , An⟩

∑
i∈N

V
٢/٣
i (Ai) (۴ .۴)

داریم i ∈ N هر ازای به تخصیص، این در که مͳ کنیم اثبات و مͳ دهیم نشان ex(٢/٣)(A) با را (۴ .۴) عبارت

.Vi(Ai) ≥ ١/٣

هستند. ٧ .۴ و ۶ .۴ ،٣. ٣ لم های اثبات، این ͳاصل المان های

زیرپیمانه ای تابع k نیز f١, f٢, . . . , fk و باشند مجزا مجموعه k تعداد S١, S٢, . . . , Sk کنید فرض .۶ .۴ لم

مجموعه های به تا کرده ایم حذف ͳتصادف صورت به
∪

Si از را e ͳتصادف عضو کنید فرض همچنین باشند.

داشت: خواهیم صورت این در برسیم. S∗
١ = S١ \ {e}, S∗

٢ = S٢ \ {e}, . . . , S∗
k = Sk \ {e}

E[
∑

fi(S
∗
i )] ≥

∑
fi(Si)

|
∪
Si| − ١
|
∪
Si|

.

شده داده مجموعه دو هر ازای به توابع، نوع این تعریف اساس بر است، زیرپیمانه ای f(·) که آنجا از اثبات.

داریم: x ∈M \ Y هر همچنین و ،X ⊆ Y که طوری به f(·) دامنه از Y و X

f(X ∪ {x})− f(X) ≥ f(Y ∪ {x})− f(Y ). (۵ .۴)

.Tj = {e١, e٢, . . . , ej} و ،T٠ = ∅ ،Si = {e١, e٢, . . . , eα} داریم ١ ≤ j ≤ α هر ازای به کنید فرض

اساس بر است، زیرپیمانه ای تابع Έی fi همچنین و ،Tj ⊆ Si داریم ٠ ≤ j ≤ α هر ازای به که آنجا از

داریم: (۵ .۴) نامساوی

∑
١≤j≤α

fi(Si \ Tj−١)− fi(Si \ Tj) ≥
∑

١≤j≤α

fi(Si)− fi(Si − ej) (۶ .۴)

که آنجا از

fi(Si) =
∑

١≤j≤α

fi(Si \ Tj−١)− fi(Si \ Tj),
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کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به ١ ≤ i ≤ k ازای به را (۶ .۴) نامساوی مͳ توانیم،

fi(Si) ≥
∑
e∈Si

fi(Si)− fi(Si − e). (٧ .۴)

کنیم: ͳبازنویس صورت این به را (٧ .۴) نامساوی مͳ توانیم ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به همچنین

∑
e∈si

fi(Si − e) ≥ (|Si| − ١)fi(Si). (٨ .۴)

داریم: (٨ .۴) نامساوی سمت دو هر به (|
∪
Si| − |Si|)fi(Si) کردن اضافه با

(|
∪

Si| − |Si|)fi(Si) +
∑
e∈Si

fi(Si − e) =
∑

e∈
∪

Si

fi(Si \ {e})

≥ (|
∪

Si| − ١)fi(Si)

(٩ .۴)

(٩ .۴) نامساوی سمت دو هر مͳ توانیم است، برقرار ١ ≤ i ≤ k هر ازای به (٩ .۴) نامساوی که آنجا از

ببندیم: جم΄ زیر صورت به را

∑
١≤i≤k

∑
e∈

∪
Si

fi(Si − e) ≥
∑

١≤i≤k

(|
∪

Si| − ١)fi(Si) (١٠ .۴)

داریم: ١/|
∪
Si| بر (١٠ .۴) نامساوی سمت دو هر تقسیم با

١
|
∪
Si|

(
∑

e∈
∪

Si

∑
١≤i≤k

fi(Si − e)) = E[
∑

١≤i≤k

fi(S
∗
i )]

≥
∑

١≤i≤k

fi(Si)
|
∪
Si| − ١
|
∪

Si|
.

(١١ .۴)

�

گونه ای به باشد مجزا مجموعه k تعداد S١, S٢, . . . , Sk و باشد زیرپیمانه ای تابع Έی f کنید فرض .٧ .۴ لم

باشد، مجموعه Έی S ⊆
∪

Si کنید فرض علاوه، به .f(Si) ≥ ١ باشیم: داشته Si مجموعه هر ازای به که

داریم: کنیم، انتخاب ͳتصادف صورت به را
∪
Si \ S از {e} عضو اگر .f(S) < ١/٣ که طوری به

E[f(S ∪ {e})− f(S)] ≥ ٢k/٣
|
∪
Si \ S|

.

کنید فرض مͳ کنیم. استفاده زیرپیمانه ای توابع تعریف عنوان به (۵ .۴) عبارت از ما ،۶ .۴ لم اثبات مشابه اثبات.

.Tj = S ∪ {e١, e٢, . . . , ej} داریم ١ ≤ j ≤ α ازای به و T٠ = S ،S ′
i = Si \ S = {e١, e٢, . . . , eα}
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داریم: (۵ .۴) نامساوی به توجه با همچنین .f(S ∪ S ′
i) ≥ ١ داریم ،f(S) < ١/٣ چون

٢/٣ < f(S ∪ S ′)− f(S)

=
∑

١≤j≤α

f(Tj−١ ∪ {ej})− f(Tj−١)

≤
∑
e∈S′

i

f(S ∪ {e})− f(S).

(١٢ .۴)

داریم: است، برقرار ١ ≤ i ≤ k هر ازای به (١٢ .۴) عبارت که آنجا از ،(١٠ .۴) نامساوی مشابه

٢k/٣ <
∑

١≤i≤k

∑
e∈S′

i

f(S ∪ {e})− f(S). (١٣ .۴)

داریم: ١/|
∪

Si \ S| بر (١٣ .۴) نامساوی سمت دو هر تقسیم با

٢k/٣
|
∪

Si \ S|
<

١
|
∪

Si \ S|
(
∑

١≤i≤k

∑
e∈S′

i

f(S ∪ {e})− f(S))

= E[f(S ∪ {e})− f(S)].

(١۴ .۴)

�

کنیم. اثبات را بخش این در خود ͳاصل قضیه که هستیم آماده حال،

است. ١/٣−MMS تخصیص Έی شامل زیرپیمانه ای افراد با منصفانه تخصیص مسئله .٨ .۴ قضیه

ex(٢/٣) مقدار که باشد تخصیص ΈیA کنید فرض و بΎیرید نظر در را ١/٣‐کاهش ناپذیر نمونه Έی اثبات.

حالت، این در .Vi(Ai) < ١/٣ داریم i فرد Έی ازای به کنید فرض خلف برهان عنوان به مͳ کند. بیشینه را

مͳ سازیم: زیر صورت به را Ar تخصیص آن با و مͳ کنیم انتخاب ͳتصادف صورت \Mبه Ai از را mr شͳء

Ar
j =

{
Aj \ {mr}, if i ̸= j

Aj ∪ {mr} if i = j.

مͳ دهیم: نشان ادامه در

E[ex(٢/٣)(Ar)] > ex(٢/٣)(A),

است. تناقض در A بودن کمینه با این که

است: برقرار زیر نامساوی ،۶ .۴ لم گرفتن نظر در با که کنید توجه

E[
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Ar

j)] ≥
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Aj)

|M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

. (١۵ .۴)
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داریم: ٧ .۴ لم به توجه با علاوه، به

E[Vi(A
r
i )− Vi(Ai)] ≥

٢n/٣
|M \ Ai|

. (١۶ .۴)

مͳ دهد: نتیجه (١۶ .۴) نامساوی همراه به (١۵ .۴) نامساوی

E[ex(٢/٣)(Ar)] = E[
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Ar

j)] + E[Vi(A
r
i )]

≥
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Aj)

|M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

+ E[Vi(A
r
i )]

≥
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Aj)

|M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

+
٢n/٣
|M \ Ai|

+ Vi(Ai)

≥
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Aj)

|M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

+
٢n/٣
|M \ Ai|

+ V
(٢/٣)
i (Ai)

≥
∑
j ̸=i

V
٢/٣
j (Aj)

|M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

+
٢n/٣
|M \ Ai|

+ V
(٢/٣)
i (Ai)

|M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

= ex(٢/٣)(A) |M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

+
٢n/٣
|M \ Ai|

.

(١٧ .۴)

و است ١/٣ مقدار به محدود تنهایی به شͳء هر برای i فرد ارزش ،٣. ٣ لم به توجه با که باشید داشته یاد به

بنابراین

E[Vi(A
r
i )− Vi(Ai)] = E[V ٢/٣

i (Ar
i )− V

٢/٣
i (Ai)].

.Vi(Ai) < ١/٣ همینطور و است ٢/٣ با مساوی یا کمتر همیشه V
(٢/٣)
j مقدار که مͳ دانیم تعریف، به توجه با

لذا و ex(٢/٣)(A) ≤ ٢n/٣− ١/٣ بنابراین

E[ex(٢/٣)(Ar)] ≥ ex(٢/٣)(A) |M \ Ai| − ١
|M \ Ai|

+
٢n/٣
|M \ Ai|

≥ ex(٢/٣)(A) + ١/٣
|M \ Ai|

≥ ex(٢/٣)(A) + ١/٣m.

(١٨ .۴)

�

الΎوریتم ٣. ٣ .۴

مطلوبیت توابع که ͳحالت برای ١/٣ − MMS تخصیص Έی کردن پیدا جهت الΎوریتم Έی بخش، این در

است. پیاده سازی قابل چندجمله ای زمان در ما الΎوریتم که مͳ دهیم نشان و مͳ دهیم ارائه است زیرپیمانه ای
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شده داده ورودی عنوان به MMSi مقدار ،i فرد هر ازای به که مͳ کنیم فرض بخش این در ،ͳراحت برای

رف΄ قابل ͳترکیبیات ایده Έی از استفاده با مان΄ این که داد خواهیم نشان XOS توابع به مربوط بخش در است.

است. شده مشخص ٣ الΎوریتم در ما روش است.

زیرپیمانه ای مطلوبیت توابع برای ١/٣−MMS تخصیص Έی یافتن الΎوریتم :٣ الΎوریتم
Data: N ,M, ⟨V١, V٢, . . . , Vn⟩, ⟨MMS١,MMS٢, . . . ,MMSn⟩

١ For every j، scale Vj to ensure MMSj = ١
٢ while there exist an agent i and an item mj such that Vi({mj}) ≥ ١/٣ do
٣ Allocate {mj} to i
۴ M =M\mj

۵ N = N \ i
۶ A = an arbitrary allocation of the items to the agents
٧ while minV

٢/٣
j (Aj) < ١/٣ do

٨ i = the agent who receives the lowest value in allocation A
٩ Find an item me such that:

ex(⟨A١\{me}, A٢\{me}, . . . , Ai−١\{me}, Ai∪{me}, Ai+١\{me}, . . . , An\{me}⟩) ≥
ex(A) + ١/٣m

١٠ A = ⟨A١ \{me}, A٢ \{me}, . . . , Ai−١ \{me}, Ai∪{me}, Ai+١ \{me}, . . . , An \{me}⟩
١١ For every i ∈ N allocate Ai to i

حداقل اندازه به ex٢/٣(A) مقدار الΎوریتم، از حلقه هر در که داد نشان مͳ توان ،٨ .۴ قضیه به توجه با

. یافت O(m) زمان در ͳراحت به مͳ توان را شده گفته خاصیت با me ͳشئ علاوه، به مͳ یابد. افزایش ١/٣m

است. شده ٢n/٣ به محدود ex٢/٣(A) چون است، شده محدود ٢nm با الΎوریتم حلقه های تعداد علاوه، به

. مͳ یابد چندجمله ای زمان در ١/٣−MMS تخصیص Έی ٣ الΎوریتم بنابراین،

چندجمله ای زمان در را ١/٣−MMS تخصیص Έی مͳ توان پرسمان، پیشΎوی به ͳدسترس فرض با .٩ .۴ قضیه

یافت. است زیرپیمانه مطلوبیت توابع که ͳحالت برای

٣ تقریب Έی زیرپیمانه ای توابع بیش کمینه مقدار کردن پیدا مسئله که است این ٩ .۴ قضیه از نتیجه Έی

دارد.

به را زمینه مجموعه اعضای چندجمله ای زمان در مͳ توانیم ما f شده داده زیرپیمانه ای تابع برای .١٠ .۴ نتيجه

باشیم: داشته ١ ≤ i ≤ n هر ازای به که گونه ای به کنیم. تقسیم S١, S٢, . . . , Sn مجزای مجموعه n

f(Si) ≥ MMSn
f/٣.
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XOS توابع ۴ .۴

نیز توابع این مͳ شود. محسوب زیرپیمانه ای توابع ابرکلاس واق΄ در XOS یا نسبی ͳجمع مطلوبیت توابع کلاس

زیرپیمانه ای، توابع مشابه .[۶٢ ،۴١ ،۴٣ ،۴٠ ،٧۴ ،١۶ ،٣٧ ،١۵ ،٢٨] است بوده مطالعه زیادی تعداد موضوع

ام΋ان پذیر همواره ١/۵−MMS تخصیص Έی XOS مطلوبیت توابع برای که مͳ دهیم نشان ما بخش این در

زمان در را ١/٨ − MMS تخصیص Έی که مͳ دهیم ارائه ͳوریتمΎال ٢ .۴ .۴ بخش در علاوه، به است.

کند. پیدا چندجمله ای

قابل زیرپیمانه ای، توابع برای بالا حد اثبات جهت شده ارائه مثال همان که باشید داشته نظر در ابتدا، در

زیر تابع با را f تابع که است ͳکاف کار، این برای هست. نیز XOS توابع برای بالا حد ارائه جهت استفاده

کنیم: جایΎزین

g(S) =



٠, if |S| = ∅
١, if |S| = ١
٢, if |S| > ٢
٢, if S = {m٢i,m٢i+١} for some i

١, if |S| = ٢ and S ̸= {m٢i,m٢i+١} for anyi.

غیر XOS توابع برای ١/٢−MMS از بهتر تقریب آوردن دست به که مͳ دهد نتیجه قبل قسمت مشابه استدلال

است. مم΋ن

XOS مطلوبیت توابع با فرد n با منصفانه تخصیص مسئله از نمونه Έی ،n > ١ هر ازای به .١١ .۴ قضیه

است. ١/٢−MMS تخصیص فاقد که دارد وچود

وجودی اثبات ١ .۴ .۴

Έی دارای XOS مطلوبیت توابع با منصفانه تخصیص مسئله از نمونه هر که مͳ دهیم نشان بخش، این در

فرد هر برای که مͳ کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون نیز قسمت این برای است. ١/۵−MMS تخصیص

به شد، اثبات ٢ .۴ لم در که همان طور آورید. یاد به را سقف تابع تعریف است. Έی با برابر MMSi مقدار i

است. XOS نیز fx تابع ،x ≥ ٠ ͳحقیق مقدار هر و XOS تابع هر ازای

قابل جزئیات حال، این با دارد. ٣ بخش در شده ارائه اثبات به شباهت هایی بخش، این به مربوط اثبات

است زیرپیمانه ای توابع مخصوص که زیبایی ساختار XOS توابع که زیرا است، متفاوت بخش دو این در ͳتوجه

مͳ کنیم: تعریف زیر صورت به را ex٢/۵(B) ما Bتخصیص هر ازای به ندارند. را

ex٢/۵(B) =
∑
i∈N

V
٢/۵
i (Bi).
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را ex٢/۵ که گونه ای به باشد، افراد به اشیا تخصیص Έی A = ⟨A١, A٢, . . . , An⟩ کنید فرض حال،

تخصیص Έی A که مͳ دهیم نشان است، ١/۵‐کاهش ناپذیر شده داده نمونه که این فرض با مͳ کند. بیشینه

رابطه این در را ١٣ .۴ و ١٢ .۴ های لم ابتدا برویم، ͳاصل اثبات سراغ به که این از قبل است. ١/۵−MMS

مͳ کنیم. بیان

باشیم داشته S ⊆ ground(f) مجموعه Έی ازای به و باشد XOS تابع Έی f(·) کنید فرض .١٢ .۴ لم

داریم صورت این در کنیم، تقسیم S١, S٢, . . . , Sk زیرمجموعه k به را S مجموعه اگر .f(S) = β

k∑
i=١

(
f(S)− f(S \ Si)

)
≤ f(S).

{g١, g٢, . . . , gα} ͳجمع توابع ͳمتناه تعداد شامل XOS تابع Έی f(·) ،XOS توابع تعریف اساس بر اثبات.

تابع Έی gj(·) کنید فرض .f(S) = maxαi=١ gi(S) داریم S ∈ ground(f) مجموعه هر ازای به که است

،gj(S١) = α١, gj(S٢) = α٢, . . . , gj(Sk) = αk کنید فرض همچنین، مͳ کند. بیشینه را S که باشد ͳجمع

بنابراین .f(S \ Si) ≥ β − αi داریم ،gj(Si) = αi چون .β =
∑

αi مͳ دهد نتیجه این که

∑
f(S)− f(S \ Si) ≤

∑
β − (β − αi)

= β = f(S).

(١٩ .۴)

�

دارای فرد Έی برای شͳء هر ارزش مسئله، از ١/۵‐کاهش ناپذیر نمونه هر در که مͳ دانیم ٣. ٣ لم به توجه با

دیΎری مهم اصل تا مͳ کنیم استفاده کاهش ناپذیری قانون از XOS توابع برای همچنین است. ١/۵ بالای حد

کنیم. ثابت آنها مورد در را

هر ازای به ،XOS مطلوبیت توابع با منصفانه تخصیص مسئله از ١/۵‐کاهش ناپذیر نمونه Έی در .١٣ .۴ لم

ازای به که گونه ای به کنیم، تقسیم S١, S٢, . . . , S٢n مختلف مجموعه ٢n در را اشیا مͳ توانیم i مشخص فرد

.Vi(Si) ≥ ٢/۵ باشیم داشته ،١ ≤ i ≤ ٢n هر

تقسیم P = ⟨P١, P٢, . . . , Pn⟩ مجموعه n به را اشیا مͳ تواند i که مͳ دانیم ،MMS تعریف اساس بر اثبات.

از کدام هر مͳ تواند i فرد که است این نکته .Vi(Pj) ≥ ١ باشیم داشته pj هر ازای به که گونه ای به کند،

حداقل او برای جدید مجموعه های این از کدام هر ارزش که کند تقسیم مجزا مجموعه دو به را مجموعه n این
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باشد ͳجمع تابع gj(·) و باشد، مجموعه n این از ͳ΋ی T = {b١, b٢, . . . , bγ} کنید فرض باشد. ٢/۵ با برابر

. Tk = {b١, b٢, . . . , bk} باشیم داشته ١ ≤ k ≤ γ هر برای کنید فرض مͳ کند. بیشینه را Vi(T ) مقدار که

است. i فرد برای ١/۵ از کمتر شͳء هر ارزش است، ١/۵‐کاهش ناپذیر مسئله که آنجا از ،٣. ٣ لم اساس بر

چون .٢/۵ ≤ gj(Tk) < ٣/۵ که دارد وجود Tγ تا T١ مجموعه های میان در Tk مجموعه Έی بنابراین،

،gj(Tk) < ٣/۵ چون علاوه، به .Vi(Tk) ≥ ٢/۵ داریم است، Vi تابع سازنده ͳجمع توابع از ͳ΋ی gj(·)

مجموعه n این از کدام هر مͳ توانیم نتیجه، در .Vi(T \Tk) ≥ ٢/۵ ͳیعن این که ،gj(T \Tk) ≥ ٢/۵ داریم

� کنیم. تقسیم i فرد برای ٢/۵ حداقل ارزش با دسته دو به را

مͳ کنیم. اثبات را بخش این ͳاصل قضیه ادامه، در

است. ١/۵−MMS تخصیص Έی دارای XOS ارزش توابع با افراد با منصفانه تخصیص مسئله .١۴ .۴ قضیه

از A = ⟨A١, A٢, . . . , An⟩تخصیص و بΎیرید نظر در را مسئله از ١/۵‐کاهش ناپذیر نمونه Έی اثبات.

،ͳتخصیص چنین که مͳ دهیم نشان بΎیرید. نظر در نیز را مͳ کند بیشینه را ex٢/۵ مقدار که را افراد به اشیا

او به شده داده تخصیص اشیای ارزش که باشد داشته وجود i فرد Έی که کنید فرض است. ١/۵ −MMS

دقیق تر، بیان به دارد. ١/۵ از کمتر ارزش برایش

V
٢/۵
i (Ai) = Vi(Ai) < ١/۵.

مجموعه ٢n به را اشیا مͳ توانیم ما ١٣ .۴ لم به توجه با است، ١/۵‐کاهش ناپذیر مسئله که آنجایی از

.Vi(Sj) ≥ ٢/۵ باشیم داشته ١ ≤ j ≤ ٢n هر ازای به که کنیم تقسیم گونه ای به S١, S٢, . . . , S٢n

توابع، بودن ی΋نوا فرض با همچنین .V ٢/۵
i (Sj) = ٢/۵ داریم: محدود، سود تعریف به توجه با که کنید دقت

A١,A٢, . . . ,A٢n مختلف تخصیص ٢n حال است. برقرار V ٢/۵
i (Sj ∪ Ai) = ٢/۵ رابطه ،j هر ازای به

که ،Aj = ⟨Aj
١, A

j
٢ . . . , A

j
n⟩ داریم ١ ≤ j ≤ ٢n هر ازای به آنها در که بΎیرید نظر در را

Aj
k =

{
Ak ∪ Sj, if k = i

Ak \ Sj, if k ̸= i.

خواهد A با مقایسه در ex٢/۵ برای بیشتری مقدار به منجر تخصیص ها این از ͳ΋ی حداقل که مͳ دهیم نشان ما

داریم: k ̸= i هر ازای به ،١٢ .۴ لم به توجه با است، XOS تابع Έی V ٢/۵
i تابع که آنجا از شد.

٢n∑
j=١

(
V

٢/۵
k (Ak)− V

٢/۵
k (Ak \ Sj)

)
≤ V

٢/۵
k (Aj).



ͳغیرجمع توابع .۴ ۵۶فصل

بنابراین،

٢n∑
j=١

V
٢/۵
k (Aj

k) =
٢n∑
j=١

V
٢/۵
k (Aj \ Sj)

≥ ٢nV ٢/۵
k (Ak)− V

٢/۵
k (Ak)

= (٢n− ١)V ٢/۵
k (Ak).

(٢٠ .۴)

داریم: V ٢/۵
i (Ai) < ١/۵ که آنجا از علاوه، ∑به

j ̸=i

V
٢/۵
j (Aj) >

∑
j∈N

V
٢/۵
j (Aj)− ١/۵

= ex٢/۵(A)− ١/۵.
(٢١ .۴)

داشت: خواهیم است، برقرار V ٢/۵
i (Sj ∪ Ai) = ٢/۵ رابطه ١ ≤ j ≤ ٢n هر ازای به چون ∑همچنین،

k ̸=i

V
٢/۵
k (Aj

k) =
∑
k∈N

V
٢/۵
k (Aj

k)− ٢/۵

= ex٢/۵(Aj)− ٢/۵.
(٢٢ .۴)

داریم: (٢٢ .۴) و (٢١ .۴)،(٢٠ .۴) نامساوی های ترکیب با نهایت، در

٢n∑
j=١

ex٢/۵(Aj) =
٢n∑
j=١

(٢/۵ +
∑
k ̸=i

V
٢/۵
k (Aj

k))

= ۴n/۵ +
٢n∑
j=١

∑
k ̸=i

V
٢/۵
k (Aj

k)

≥ ۴n/۵ +
∑
k ̸=i

(٢n− ١)V ٢/۵
k (Ak)

≥ ۴n/۵ + (٢n− ١)(ex٢/۵(A)− ١/۵)

≥ ٢n · ex٢/۵(A) + (۴n− ٢n+ ١)/۵− ex٢/۵(A)

≥ ٢n · ex٢/۵(A) + (٢n+ ١)/۵− ex٢/۵(A).

داریم: V ٢/۵
k (Ak) ≤ ٢/۵ که آنجا از که کنید توجه

ex٢/۵(A) =
n∑

k=١

V
٢/۵
k (Ak)

≤
n∑

k=١

٢/۵

≤ ٢n/۵.
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بنابراین: و

٢n∑
j=١

ex٢/۵(Aj) ≥ ٢n · ex٢/۵(A) + (٢n+ ١)/۵− ex٢/۵(A)

≥ ٢n · ex٢/۵(A) + (٢n+ ١)/۵− ٢n/۵

≥ ٢n · ex٢/۵(A) + ١/۵.

A که فرض این با این که است برقرار Aj Έی حداقل برای ex٢/۵(Aj) > ex٢/۵(A) + ١/١٠n رابطه لذا،

� است. تناقض در مͳ کند بیشینه را ex٢/۵ مقدار

الΎوریتم ٢ .۴ .۴

توابع که ͳحالت برای ١/٨−MMS تخصیص Έی کردن پیدا برای چندجمله ای الΎوریتم Έی بخش، این در

دقت دادیم. ارائه ١۴ .۴ قضیه برای که است ͳاثبات اساس بر ما الΎوریتم مͳ دهیم. ارائه است XOS مطلوبیت

اطلاع هیچ به نیاز و دارد XOS و درخواست پرسمان های به ͳدسترس به نیاز تنها ما شده ارائه الΎوریتم که کنید

مͳ دهیم. شرح را خود الΎوریتم از ͳکل ایده Έی ما ابتدا، در ندارد. افراد بیش کمینه سهم مقدار با رابطه در ͳقبل

بΎیرید. نظر در را است شده ارائه ۴ الΎوریتم در که کدی شبه

١/٨−MMS تخصیص یافتن جهت الΎوریتم :۴ الΎوریتم
Data: N ,M, ⟨V١, V٢, . . . , Vn⟩

١ for every j do
٢ scale Vj to ensure MMSj = ١
٣ while there exist an agent i and an item mj such that Vi({mj}) ≥ ١/٨ do
۴ Allocate {mj} to i
۵ M =M\mj

۶ N = N \ i
٧ A = an arbitrary allocation of the items to the agents
٨ while minV

١/۴
j (Aj) < ١/٨ do

٩ i = the agent who receives the lowest value in allocation A
١٠ Find a set S such that:

ex١/۴(⟨A١ \S,A٢ \S, . . . , Ai−١ \S,Ai∪S,Ai+١ \S, . . . , An \S⟩) ≥ ex١/۴(A)+١/١٢n
١١ A = ⟨A١ \ S,A٢ \ S, . . . , Ai−١ \ S,Ai ∪ S,Ai+١ \ S, . . . , An \ S⟩
١٢ for every i ∈ N do
١٣ allocate Ai to i

مناسب مجموعه یافتن به موفق همواره الΎوریتم از ١٠ دستور مͳ دهیم، نشان بعد بخش در که همان گونه
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است. برقرار آن مورد در ١٠ دستور شرایط که دارد وجود S مجموعه Έی همیشه دقیق تر، بیان به شد. خواهد

دارای مقدار این و مͳ یابد افزایش ١/١٢n حداقل میزان به ex١/۴(A) الΎوریتم، از مرحله هر در که کنید دقت

تخصیص Έی شده ارائه تخصیص مرحله، ٣n٢ حداکثر از بعد بنابراین، است. ١/۴ · n = n/۴ بالای حد

است. ١/٨−MMS

دستور شرایط که S مجموعه کردن پیدا که این اول دارد. وجود ۴ الΎوریتم اجرای در ͳمحاسبات مان΄ دو

MMSi = ١ که است گونه ای به افراد مطلوبیت توابع که فرض این که این دوم نیست. آسان باشد داشته را ١٠

حل برای نیست. انجام قابل چندجمله ای زمان در این و دارد MMS محاسبه به نیاز که است ͳفرض نیز باشد

ایده Έی سپس، کند. محاسبه را S مجموعه چندجمله ای زمان در که مͳ دهیم ارائه الΎوریتم Έی اول، مش΋ل

افراد بیش کمینه سهم دقیق مقدار به ͳدسترس به نیاز بدون و چندجمله ای زمان در الΎوریتم اجرای برای ͳترکیبیات

است. پیاده سازی قابل XOS و زیرپیمانه ای مطلوبیت توابع حالت دو هر برای ایده این مͳ دهیم. ارائه مختلف

چندجمله ای زمان در ١٠ دستور اجرای

همچنین، مͳ دهیم. ارائه چندجمله ای زمان در ۴ الΎوریتم از ١٠ دستور اجرای برای الΎوریتم Έی بخش، این در

شود. پیاده سازی درخواست پیشΎوی از استفاده با مͳ تواند روال این که مͳ دهیم نشان

قرار دارد. ex١/۴(A) مقدار بر mj شͳء که باشد تاثیری میزان cj کنید فرض mj /∈ Ai هر ازای به

مقدار که S مجموعه تا مͳ دهیم را Vi مقدار درخواست، پیشΎوی به و pe = ٣(n/(n − ١))ce مͳ دهیم

حداقل که دهیم نشان مͳ توانیم ساده، محاسبات از استفاده با بدهد. ما به مͳ کند بیشینه را Vi(S)−
∑

mj∈S pj

است این ادعا، این ͳدرست دلیل است. برقرار Vi(S)−
∑

mj∈S pj ≥ ١/۴ رابطه اشیا، از دسته Έی ازای به

به باشد. ١ با برابر حداقل i فرد برای دسته هر ارزش که گونه ای به کنیم، تقسیم دسته n به را اشیا مͳ توانیم که

به محدود اشیا برای قیمت ها مجموع علاوه،

٣n/(n− ١) · (
∑
j ̸=i

V
١/۴
j (Aj)) ≤ ٣n/۴

است. ١/۴ با برابر حداقل Vi(S) −
∑

mj∈S pj مقدار دسته ها، این از ͳ΋ی حداقل ازای به بنابراین، است.

بود. خواهد i فرد برای ١/۴ حداقل ارزش دارای بازمͳ گرداند، ما برای پیشΎو که مجموعه ای بنابراین،

مشارکت میزان c∗j عبارت mj ∈ S∗ هر ازای به و باشد پیشΎو پاس΁ های مجموعه S∗ کنید فرض حال،

در مͳ کنیم. مرتب صعودی غیر صورت به c∗j − pj اساس بر را S∗ داخل اشیای ما باشد. Vi(S
∗) مقدار در mj

ارزش که ͳزمان تا مͳ کنم، اضافه کیف به ترتیبشان اساس بر را اشیا و مͳ کنیم شروع ͳخال کیف Έی با ادامه،

١/٨ با برابر حداکثر تنهایی به شͳء هر ارزش که آنجا از برسد. ١/۴ مقدار به i فرد برای کیف داخل اشیای کل
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در اشیا آن مشارکت میزان بنابراین، است. ٣/٨ با برابر حداکثر i فرد برای کیف داخل اشیای کل ارزش است،

اشیای حذف نتیجه، در است. (٣/٨)/(٣n/(n−١)) ≤ ١−١/٨/(١٠n) با برابر حداکثر ex١/۴(A) مقدار

مͳ دهد. افزایش ١/١٠n میزان به حداقل را ex١/۴(A) مقدار Ai به آنها کردن اضافه و تخصیص از کیف داخل

MMSi ≥ ١)/١ + ١/١٠n) که ͳزمان برای ͳحت مشابه طور به را گزاره این مͳ توان که باشید داشته دقت

کرد. اثبات نیز است

چندجمله ای زمان در ۴ الΎوریتم اجرای

محاسبه بنابراین، و است ان پی‐سخت مسئله Έی افراد، بیش کمینه سهم مقدار محاسبه شد، اشاره که طور همان

حال، این با .[۶۵] P = NP باشیم داشته که این مΎر نیست، ام΋ان پذیر چندجمله ای زمان در آن دقیق مقدار

ͳروش بخش، این در است. Έی با برابر او بیش کمینه سهم مقدار فرد، هر برای که است شده فرض الΎوریتم در

داد. خواهیم ارائه مش΋ل این رف΄ برای

با مͳ دهد. ما به را افراد بیش کمینه سهم مقدار چندجمله ای، زمان در که داریم پیشΎو Έی کنید فرض

تخصیص Έی مͳ توانیم ما کرد، اجرا چندجمله ای زمان در مͳ توان را ۴ الΎوریتم از ١٠ دستور که این فرض

سهم ͳحقیق مقدار پیشΎو که ͳحالت در بنابراین، آوریم. دست به چندجمله ای زمان در را ١/٨ − MMS

داشته خود محاسبه در خطا ͳمشخص مقدار پیشΎو اگر اما، است. حل ما مسئله کند، اعلام را افراد بیش کمینه

واق΄ در که برمͳ گرداند تخصیص Έی و یافته پایان ۴ الΎوریتم که این اول دارد: وجود حالت دو چطور؟ باشد

موفق الΎوریتم که این دوم است. پیشΎو توسط شده اعلام مقدار های به توجه با ١/٨−MMS تخصیص Έی

باشد داشته را ١٠ دستور در شده گفته شرایط که مناسبی S مجموعه هیچ که زیرا نمͳ شود، ١٠ دستور اجرای به

اعلام بیش کمینه سهم مقدار که مͳ افتد ͳزمان در تنها اتفاق این که مͳ دهیم نشان بخش این در نمͳ کند. پیدا

آخرین در را مقدار کمترین که است ͳکس i فرد که کنید دقت باشد. او ͳحقیق مقدار از بیش i فرد برای شده

است. آورده دست به اجرا از حلقه

الΎوریتم اگر باشد. افراد بیش کمینه سهم مقدار از تخمین Έی ⟨d١, d٢, . . . , dn⟩ کنید فرض .١۵ .۴ مشاهده

داریم: صورت این در نشود، i فرد Έی برای ١٠ دستور اجرای به موفق ۴

di ≥ (١ + ١/١٠n)MMSi.

این در که همان طور کردیم. اشاره آنها به قبل بخش در که است گزاره هایی نتیجه ١۵ .۴ مشاهده اثبات

این فرض با بنابراین، .MMSi ≥ ١)/١ + ١/١٠n) اگر دارد، وجود S مناسب مجموعه شد، گفته بخش

اعلام مقدار که بΎیریم نتیجه مͳ توانیم نشود، مجموعه ای چنین کردن پیدا به موفق شد تعریف که ͳروال که
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اساس بر است. بیشتر آن ͳحقیق مقدار از (١)/١ + ١/١٠n)) ضریب اندازه به حداقل MMSi برای شده

ابتدای در که کنید دقت مͳ کنیم. استفاده بیش کمینه پیشΎوی سازی پیاده برای ۵ الΎوریتم از ما ،١۵ .۴ مشاهده

بیش کمینه پیشΎوی پیاده سازی :۵ الΎوریتم
Data: N ,M, ⟨V١, V٢, . . . , Vn⟩

١ for every i ∈ N do
٢ di ← Vi(M)

٣ while true do
۴ Run Algorithm ۴ assuming maxmin values are d١, d٢, . . . , dn
۵ if the Algorithm fails to run Command ١٠ for an agent i then
۶ di ← di/(١ + ١/١٠n)
٧ else
٨ Report the allocation and terminate the algorithm

بر است. افراد بیش کمینه سهم مقدار با مساوی بیشتر مقداری واق΄ در که di = Vi(M) مͳ دهیم قرار الΎوریتم،

مͳ کنیم. حفظ او برای را di ≥ MMSi شرط مͳ کنیم، کم i فرد Έی برای را di مقدار که بار هر ١۵ .۴ لم اساس

تخصیص Έی که شده ارائه تخصیص بنابراین، و ،di ≥ MMSi داریم الΎوریتم از مرحله هر در بنابراین،

نیز افراد بیش کمینه سهم اساس بر ١/٨ −MMS تخصیص Έی است، di مقادیر به توجه با ١/٨ −MMS

که دهیم نشان که مͳ ماند ͳباق این تنها است. قبول قابل الΎوریتم توسط شده ارائه تخصیص بنابراین، هست.

است. جمله ای چمد الΎوریتم اجرای زمان

١/(١/١٠+١n) ضریب با را مقدار این مͳ دهیم، کاهش i فرد برای را di مقدار که ͳزمان هر که کنید دقت

این ما فرض که آنجایی از است. چندجمله ای n حسب بر تکرارهایی چنین تعداد بنابراین، مͳ دهیم. کاهش

بنابراین و است poly(n) تکرارهایی چنین تعداد است، نمایش قابل بیت poly(n) با ورودی مقادیر که است

مͳ شود. تمام مرحله چندجمله ای تعداد از بعد الΎوریتم

که دارد وجود چندجمله ای الΎوریتم Έی ،XOS و درخواست پیشΎو های به ͳدسترس فرض با .١۶ .۴ قضیه

مͳ کند. پیدا چندجمله ای زمان در را ١/٨−MMS تخصیص Έی

توابع بهینه تقسیم بندی کردن پیدا برای ٨ تقریب با الΎوریتم Έی ،١۶ .۴ قضیه از توجه جالب نتیجه Έی

است. دسته r به XOS مطلوبیت

الΎوریتم Έی ،XOS و درخواست پیشΎو های به ͳدسترس و r مقدار و داده شده XOS تابع ازای به .١٧ .۴ نتيجه

دارد. وجود MMSr
f محاسبه برای ٨ تقریب با چندجمله ای
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با برابر افراد همه مطلوبیت توابع آن در که مͳ کنیم، ایجاد را فرد r با تخصیص مسئله از نمونه Έی ما اثبات.

کمترین سپس مͳ کنیم. پیدا چندجمله ای زمان در را ١/٨ −MMS تخصیص Έی نمونه، این برای است. f

ما الΎوریتم که این به توجه با مͳ کنیم. اعلام ͳخروج به را مͳ کند دریافت تخصیص این در فرد Έی که مقداری

� بود. MMSrخواهد
f/٨ میزان به حداقل شده داده بازگشت مقدار مͳ کند، تضمین را ١/٨−MMSi تخصیص

نتیجه گیری ۵ .۴

Έی همواره ،XOS و زیرپیمانه ای مطلوبیت توابع برای که مͳ دهد نشان فصل، این در شده ارائه روش های

تقریب های از کدام هیچ مͳ کند. رعایت افراد همه برای را بیش کمینه سهم از ͳثابت نسبت که دارد وجود تخصیص

مشخص کماکان حالت ها این از کدام هر در مم΋ن تضمین بهترین کردن پیدا بنابراین، نبودند. مح΋م شده، ارائه

نیست.

Έی مͳ توان ،XOS توابع برای شده ارائه تقریب از استفاده با شد، اشاره آن به مقاله ابتدای در که همان طور

شده داده شرح [۴۵] در آن جزئیات که داد ارائه نیز ͳزیرجمع ارزش توابع برای ͳاریتمΎل ضریب با تقریب

کردن پیدا برای ͳوریتمΎال هیچ و است وجودی تنها ͳزیرجمع حالت برای شده ارائه اثبات حال، این با است.

در مناسب ضریب با تخصیص الΎوریتم ارائه زمینه، این در ͳآت مسیر Έی است. نشده ارائه مناسب تخصیص

است. ͳزیرجمع مطلوبیت توابع حالت

دست به نیستند. صادقانه نیز فصل این در شده ارائه روش های از هیچ کدام ،ͳجمع توابع مانند پایان، در

XOS و زیرپیمانه ای ارزش توابع که ͳحالت در افراد، به اشیا منصفانه تخصیص جهت صادقانه روش های آوردن

باشد. ارزشمند مͳ تواند است
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ͳبعض در باشند. متفاوت سهم های دارای افراد که است ͳحالت منصفانه تخصیص مسئله ͳطبیع گسترش Έی

ادیان در مثال، برای دارند. منبع به نسبت ͳمتفاوت ادعاهای تقسیم مسئله در حاضر افراد ،ͳواقع نمونه های از

سهم برابر دو مردان سهم ارث، تقسیم مسئله در اسلام، دین در نیست. برابر ارث تقسیم در افراد سهم مختلف،

جغرافیایی، وضعیت اساس بر معمولا که است کشورها بین در مشترک منابع تقسیم دیΎر، مثال است. زنان

بر معمولا ورش΋سته شرکت Έی اموال همچنین، مͳ شود. تقسیم مختلف سهم های با آنها ͳسیاس و اقتصادی

و خوشه ها داده، مراکز در منابع تقسیم کامپیوتر، علوم زمینه در مͳ شود. تقسیم آنها میان در افراد سهام اساس

.[۵۴ ،٧٧] است متقاضیان درخواست نمایه با متناسب معمولا ابرها

ارائه [٢٢] هم΋اران و برامز توسط روش دو تاکنون نابرابر سهم های با گسسته اشیای منصفانه تقسیم برای

هر فروش برای ͳحراج Έی روش، این در است. ناستر شده موم و مهر ͳحراج اساس بر اول روش است. شده

حل راه این مش΋ل بزرگترین این که باشند داشته پول ͳکاف مقدار باید افراد همه بنابراین، مͳ شود. استفاده شͳء

نوع لحاظ از روش این است. مشهور ماژیΈ ها حرکت به شد، ارائه [٢٢] برامز توسط که دوم روش است.

روش ͳاصل مش΋ل مͳ شود. استفاده Έکی متناسب تقسیم در که است چاقو حرکت روش شبیه بسیار ساختار

مͳ دهیم، قرار را اشیا که است ترتیبی به وابسته شدت به نهایی تخصیص ͳبهینگ که است این ماژیΈ ها حرکت

نیست. ام΋ان پذیر چندجمله ای زمان در مناسب ترتیب کردن پیدا البته و

سهم ها همه که ͳزمان دقیق تر، عبارت به است. افراد کردن کپی نابرابر، سهم های با مواجهه برای ایده Έی

است این فرد هر کردن تکثیر هدف کنیم. تکثیر مناسب تعداد به را i فرد هر مͳ توانیم هستند، گویا مقدارهای

یافته تخصیص سهم تمام فرد هر تخصیص، از بعد دهیم. تقلیل برابر سهم های با افراد حالت به را مسئله که

آنها سهم که داریم فرد سه که کنید فرض مثال، برای مͳ آورند. دست به را هستند آن از تکثیری که افرادی به

۴ به را دوم فرد و مͳ کنیم تکثیر نمونه پن; به را اول فرد حالت، این در است. ١/١٠ و ٢/۵ ،١/٢ ترتیب به

۶٢
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برابر سهم های با نمونه Έی به تبدیل مسئله نتیجه، در است. ١/١٠ با برابر کدام هر سهم که مͳ کنیم تکثیر نمونه

اما باشد، ͳعمل هستند ارزش کم و زیاد اشیا که ͳحالت در است مم΋ن افراد تکثیر که این وجود با مͳ شود.

آنها تعداد افراد، تکثیر با اگر مثال، عنوان به نیست. ام΋ان پذیر همیشه روش این تقسیم ناپذیر اشیای حالت در

این که است این دیΎر مش΋ل صفر شود. است مم΋ن افراد از تعدادی سهم بشود، موجود اشیای تعداد از بیشتر

است. مناسب گویا سهم های برای تنها روش

مش΋لات که ͳمدل از استفاده با را مختلف سهم های با افراد بین اشیا منصفانه تقسیم مسئله ما فصل، این در

بودیش مدل ͳکل ایده از مͳ کنیم، استفاده بخش این در که ͳانصاف معیار مͳ کنیم. ͳبررس کند رف΄ را شده اشاره

این ،i فرد برای بیش کمینه سهم تعریف برای بودیش، پیشنهاد مشابه مͳ گیرد. الهام بیش کمینه سهم تعریف در

را تقسیم بودیم مجبور اگر بیاورد، دست به منصفانه تقسیم Έی از که دارد انتظار چقدر i فرد مͳ پرسیم: را سوال

صورت این در آورد، دست به تخصیص از p سود که دارد انتظار i فرد اگر دهیم؟ انجام او ارزش تابع اساس بر

خودش سهم به سود نسبت که طوری به بشناسد، رسمیت به نیز j فرد هر برای را p · ej/ei حداقل سود باید

که گونه ای به است، p مقدار بیشترین سوال این به منصفانه ΁پاس Έی بنابراین باشد. افراد همه برای ͳحدپایین

این، اساس بر باشد. نیز افراد سایر برای تضمین قابل i فرد سهم بر سود نسبت که دارد وجود تخصیص Έی

شده ارائه معیار و مدل این به راج΄ مفصل طور به بعد، بخش در مͳ کنیم. تعریف را فرد هر بیش کمینه سهم ما

مͳ کنیم. صحبت

کمبود علت به است. [٣۶] ما مقاله به مربوط نتایج از بخش هایی فصل، این نتایج که است ذکر به لازم

با مقاله در نتایج این مͳ کنیم. بسنده مقاله این در آمده دست به تئوری نتایج ذکر به تنها فصل این در فضا،

است. شده همراه نیز ͳعمل آزمایش های

شده ارائه مدل ١ .۵

گونه ای به دارد، ei سهم Έی i فرد هر علاوه به هستند. ͳجمع ارزش توابع که است این فصل، این در ما فرض

بیش کمینه سهم از ͳگسترش واق΄ در ما مدل که آنجا از .
∑

ei = ١ است: Έی با برابر افراد سهم مجموع که

تقسیم روش های همه مجموعه Π(M) کنید فرض مͳ کنیم. مرور را بیش کمینه سهم تعریف دیΎر بار Έی است،

صورت به را i نفر بیش کمینه سهم صورت، این در باشد. دسته n به اشیا

MMSi = max
⟨A١,A٢,...,An⟩∈Π(M)

min
j∈[n]

Vi(Aj) (١ .۵)



نامتقارن منصفانه تقسیم .۵ ۶۴فصل

است انتخاب و تقسیم بازی در فرد Έی بیش کمینه سود واق΄ در بیش کمینه، سهم از تفسیر Έی مͳ شود. تعریف

مطلوبیت تابع از اما است، گاه آ خود مطلوبیت تابع از محتاط، فرد Έی که بΎیرید نظر در را ͳحالت .[٢۴]

که مͳ کند ͳسع او کند، شرکت انتخاب و تقسیم بازی در که بخواهیم فرد این از ما اگر است. بی خبر افراد سایر

باشد. ارزشمند است، مم΋ن که جایی تا بسته کم ارزش ترین که دهد انجام گونه ای به را اشیا تقسیم بندی

تفاوت که است این مسئله نیست. مناسب دیΎر فوق تفسیر باشند، متفاوت سهم های دارای افراد که ͳزمان

شود. گرفته نظر در انتخاب و تقسیم روال این در گونه ای به باید افراد سهم

است: این بیش کمینه سهم تفسیر برای دیΎر روش Έی برگردیم. برابر سهم های حالت به دوباره دهید اجازه

در کند. تقسیم خود ارزش تابع اساس بر فرد، n بین منصفانه صورت به را اشیا که بخواهیم i فرد از کنید فرض

فرد هر به را Vi(M)/n با برابر ͳسهم i فرد که داریم انتظار باشند)، تقسیم پذیر اشیا تمام ) ایده آل حالت Έی

فرد که داریم انتظار حالت، این برای نیست. مم΋ن کار این نیستند، تقسیم پذیر اشیا چون اما دهد. تخصیص

مقدار چه تضمین که مͳ دهد نشان که است پارامتر Έی واق΄ در MMSi دهد. ارائه را مم΋ن تقسیم بهترین i

است. مم΋ن مطلوبیتش تابع به توجه با ،i فرد توسط انصاف

A = تخصیص برای را F i
A مقدار ،i فرد تخصیص بودن منصفانه میزان اندازه گیری برای ،ͳرسم بیان به

کنید: تعریف زیر صورت به ⟨A١, A٢, . . . , An⟩

F i
A =

minj Vi(Aj)

Vi(M)/n
.

کند. Έنزدی ١ به مم΋ن حد تا F i
A∗ مقدار که دهد ارائه را A∗ تخصیص Έی i فرد مͳ خواهیم واق΄، در

مͳ شود: تعریف صورت این به i فرد بیش کمینه سهم بنابراین،

MMSi = F i
A∗(Vi(M)/n). (٢ .۵)

تقسیم بندی منصفانه ترین که زیرا هستند، ی΋دیΎر معادل (٢ .۵) و (١ .۵) روابط که کرد ͳبررس مͳ توان ͳراحت به

کند: بیشینه را کمینه ارزش با بسته ارزش که است ͳتقسیم است، برابر سهم ها که ͳحالت در

MMSi = F i
A∗(Vi(M)/n)

=
minj Vi(A

∗
j)

Vi(M)/n
(Vi(M)/n) = min

j
Vi(A

∗
j).

i نفر سهم ei کنید فرض و هستند نابرابر سهم های دارای افراد که بΎیرید نظر در را مسئله از ͳحالت حال،

با افراد، بین منصفانه صورت به را اشیا که بخواهید i فرد از ،MMSi برای شده ارائه دوم تفسیر مشابه باشد.

داریم انتظار باشند)، تقسیم پذیر اشیا تمام که ͳحالت) ایده آل شرایط Έی در کند. تقسیم سهم ها گرفتن نظر در
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فرد به یافته تخصیص بسته ارزش ،ͳعبارت به باشد. او سهم با متناسب دقیقا فرد هر به یافته تخصیص میزان که

از دور به انتظاری چنین هستند، تقسیم ناپذیر اشیا که این دلیل به دوباره، اما باشد. Vi(M)ej با برابر دقیقا j

صورت به را A = ⟨A١, A٢, . . . , An⟩تخصیص انصاف میزان ،MMS حالت مشابه است. واق΄

F i
A = min

j

Vi(Aj)

Vi(M)ej
(٣ .۵)

را F i
A∗ مقدار که باشد i فرد توسط تقسیم بندی Έی A∗ = ⟨A∗

١, A
∗
٢, . . . , A

∗
n⟩ کنید فرض کنید. تعریف

مͳ شود: تعریف صورت این به مشابه طور به i فرد وزن دار بیش کمینه سهم مͳ کند. بیشینه

WMMSi = F i
A∗Vi(M)ei = eimin

j

Vi(A
∗
j)

ej
.

مͳ شود: تعریف زیر صورت به i فرد هر برای WMMSi مقدار خلاصه، طور به

WMMSi = max
⟨A١,A٢,...,An⟩∈Π(M)

min
j∈[n]

Vi(Aj)
ei
ej
.

بΎیرید. نظر در را زیر مثال بهتر، درک جهت

فرض علاوه، به .e٢ = ٢/٣ و e١ = ١/٣ داریم و است فرد دو شامل که بΎیرید نظر در را ͳمثال .١ .۵ مثال

است: اول فرد برای زیر ارزش های با m١,m٢,m٣,m۴,m۵ شͳء ۵ شامل نمونه این که کنید

V١({m١}) = V١({m٢}) = V١({m٣}) = ۴, V١({m۴}) = ٣, V١({m۵}) = ٩.

داریم: A = ⟨{m۵}, {m١,m٢,m٣,m۴}⟩تخصیص برای

FA = min(
٩

٢۴ · (١/٣)
,

١۵
٢۴ · (٢/٣)

)

داریم: A′ = ⟨{m١,m٢}, {m٣,m۴,m۵}⟩تخصیص برای علاوه، به .FA = ١۵/١۶ ͳیعن این که

FA′ = min(
٨

٢۴ · (١/٣)
,

١۶
٢۴ · (٢/٣)

)

A′ واق΄، در است. منصفانه تر A تخصیص با مقایسه در A′ تخصیص بنابراین .FA′ = ١ ͳیعن این که

بنابراین و است مم΋ن تخصیص منصفانه ترین

WMMS١ = ١ · ٢۴ · ١/٣ = ٨.
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شد) اشاره آن به مقدمه در که (همان طور افراد تکثیر چرا که این به راج΄ ͳکل ایده Έی همچنین ١ .۵ مثال

مواجه برابر سهم های با فرد سه با کنیم، تکثیر را ٢ فرد اگر مثال، این برای مͳ دهد. ارائه نیست مناسبی روش

است. ٧ حداکثر کمینه ارزش با بسته برای اول نفر سهم دسته، سه به اشیا تقسیم بندی هر در اما مͳ شویم.

مجموع اگر است، α−WMMS تخصیص ΈیN در حاضر افراد Mبه اشیای تخصیص Έی نهایت، در

باشد. αWMMSi میزان به حداقل او برای مͳ گیرد، تعلق تخصیص این در i فرد هر به که ͳسهم ارزش

بهینه تخصیص روی بر ١/n مح΋م حد ٢ .۵

دارد. وجود همواره ٣/۴ −WMMS تخصیص Έی است، برابر سهم ها تمام که ͳحالت در که بیاورید یاد به

این همچنین، نیست. مم΋ن ١/n از بهتر ͳتضمین هیچ نابرابر، سهم های برای که مͳ دهیم نشان بخش، این در

مͳ کنیم. تکمیل است مم΋ن همیشه ١/n −WMMS تضمین ام΋ان که واقعیت این دادن نشان با را نتیجه

است. مختلف افراد برای اشیا ارزش بین زیاد فاصله ما نقض مثال ͳاصل خاصیت

نیست. مم΋ن ١/n−WMMS از بهتر ͳتضمین هیچ باشد، متفاوت افراد سهم که ͳزمان .٢ .۵ قضیه

مم΋ن آن برای ١/n−WMMS از بهتر ͳتخصیص هیچ که مͳ دهیم ارائه نقض مثال Έی اثبات، برای اثبات.

،i < n فرد هر ازای به کنید فرض و بΎیرید نظر در را شͳء ٢n−١ و فرد n با نمونه Έی کار، این برای نیست.

.en = ١− (n− ١)ϵ باشیم داشته همینطور و ei = ϵ باشیم داشته

صورت این به Vi({mj}) مقدار ،i < n فرد هر ازای به است. ی΋دیΎر مشابه اول نفر n− ١ ارزش توابع

مͳ شود: تعیین

Vi({mj}) =


ϵ if j ≤ n− ١
١− (n− ١)ϵ if j = n

٠ if j > n.

داریم: n فرد برای علاوه، به

Vn({mj}) =

{
١−(n−١)ϵ

n
if j ≤ n

ϵ if j > n.

همینطور: و WMMSi = ϵ داریم i ≤ n− ١ هر برای که کنید دقت ابتدا، در

WMMSn = ١− (n− ١)ϵ.

علاوه، به یابد. تخصیص i فرد به mi شͳء هر که است این بهینه تقسیم بندی اول، فرد n− ١ برای همچنین،

n و یابد تخصیص اول فرد n− ١ به mn+١,mn+٢, . . . ,m٢n−١ اشیای که است این n فرد بهینه تخصیص
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تخصیص ١/n−WMMS :۶ الΎوریتم
Input: N ,M, valuation functions V١, . . . , Vn, and entitlements e١, . . . , en
(without loss of generality، sorted in descending order).
Output: Allocation A = A١, . . . , An.

١ for i : ١→ |M| do
٢ assign an unassigned item mj to agent i mod |N | where Vi mod |N |({mj}) is

maximum among unassigned items

حالت، این در برسد. او خود به نیز ابتدایی شͳء

Vn({m١,m٢, ...,mn}) = ١− (n− ١)ϵ

داریم: ١ ≤ i < n ازای به و

Vn({mn+i}) = ϵ

WMMS از ناصفر نسبت Έی که ͳتخصیص هر در دیΎر، طرف از .WMMSn = ١ − (n − ١)ϵ بنابراین،

سایر که زیرا مͳ رسد، ام n نفر به m١,m٢, . . . ,mn اشیای از ͳ΋ی حداکثر کند، تضمین افراد همه برای را

حداکثر n فرد به شده داده تخصیص اشیای ارزش مجموع بنابراین دارند. ٠ ارزش اول نفر n − ١ برای اشیا

میزان به
١− (n− ١)ϵ

n
+ (n− ١)ϵ = ١/n+ ϵ(n− ١− n− ١

n
) ≤ ١/n+ nϵ.

با است برابر کرد تضمین مͳ توان که WMMS نسبت بهترین بنابراین، است.

١/n+ nϵ

١− (n− ١)ϵ
. (۴ .۵)

� شود. Έنزدی ١/n به دلخواه میزان به Έکوچ ϵ های انتخاب با مͳ تواند (۴ .۵) عبارت

٣ .۵ قضیه در حال مͳ کند. اثبات نابرابر سهم های حالت برای را ١/n −WMMS بالای حد ٢ .۵ قضیه

ارائه روش شبیه باطن در که ساده حریصانه روش Έی از ۶ الΎوریتم است. مح΋م حد این که مͳ دهیم نشان

بر را افراد که است صورت این به الΎوریتم این ͳکل روش مͳ کند. استفاده است [۴] آماناتیدیس توسط شده

ارزش با شͳء مانده، ͳباق اشیای مجموعه از که مͳ کنیم سوال فرد هر از سپس و مͳ کنیم مرتب هایشان سهم اساس

مͳ دهیم. ادامه نماند ͳباق ی شͳء هیچ که ͳزمان تا را کار این و کند انتخاب خود برای را بیشینه

مͳ کند. تضمین را ١/n−WMMS تخصیص Έی ۶ الΎوریتم .٣ .۵ قضیه



نامتقارن منصفانه تقسیم .۵ ۶٨فصل

دست از بدون .m ≥ n کنید فرض بنابراین، است. ͳبدیه قضیه باشد، افراد تعداد از کمتر اشیا تعداد اگر اثبات.

.e١ ≥ e٢ . . . ≥ en ͳیعن شده اند. مرتب خود سهم های ͳنزول ترتیب اساس بر افراد که مͳ کنیم فرض کلیت، دادن

۶ الΎوریتم توسط ١/n−WMMSi اندازه به حداقل او ،i فرد هر ازای به که دهیم نشان که است این هدف،

دست از بدون باشد. B∗ = ⟨B∗
١, . . . , B

∗
n⟩ با برابر i فرد برای بهینه تخصیص که کنید فرض مͳ کند. دریافت

ͳیعن شده اند، مرتب i فرد برای ارزششان ͳنزول ترتیب اساس بر اشیا که کنید فرض کلیت دادن

Vi({m١}) ≥ Vi({m٢}) ≥ . . . ≥ Vi({m|M|}).

سنگین اشیای مجموعه H کنید فرض مͳ نامیم. i فرد برای سنگین اشیای را mi−١ …و ،m٢ ،m١ اشیای ما

ej > ej′ فرض با j′ و j فرد ازای به است، شده مرتب صورت به افراد سهم که آنجا از باشند. i فرد برای

داشت: خواهیم

Vi(B
∗
j ) ≥ Vi(B

∗
j′). (۵ .۵)

تضمین نامساوی، این از استفاده با سپس و Vi(B
∗
i ) ≤ Vi(M \ H) دهیم نشان که است این هدف حال،

بنابراین .Vi(B
∗
i ) ≤ Vi(M\H) داریم باشد، B∗

i ∩H = ∅ اگر ،B∗
i ⊆M چون کنیم. اثبات را الΎوریتم

به توجه با بΎیرید. نظر در است B∗
k′ ∩H = ∅ و ١ ≤ k′ < i که را k′ فرد حال .B∗

i ∩H ̸= ∅ کنید فرض

نتیجه این . Vi(B
∗
k′) ≥ Vi(B

∗
i ) بنابراین و دارد i فرد به نسبت بیشتری سهم میزان k′ فرد ،(۵ .۵) نامساوی

M\H داخل B∗
k′ اشیای همه که ͳحال در است، i فرد برای Vi({mk}) حداقل ارزش دارای B∗

k′ که مͳ دهد

برای ارزششان اساس بر اشیا همچنین، .Vi(B
∗
i ) ≤ Vi(M\H) که بΎیریم نتیجه مͳ توانیم بنابراین، هستند.

ͳیعن این که شده اند مرتب m|M| تا m١ از ͳنزول صورت به i فرد

Vi({mi}) + Vi({mn+i}) + Vi({m٢n+i}) + . . . ≥ Vi(M\H)/n.

بنابراین، است. Vi({m(l−١)n+i}) میزان به حداقل الΎوریتم توسط i فرد به یافته تخصیص ام l شͳء ارزش

حداقل ارزش دارای i فرد به یافته تخصیص اشیای

Vi({mi}) + Vi({mn+i}) + Vi({m٢n+i}) + . . .

با برابر حداقل مقدار این که هستند او برای

Vi(M\H)/n ≥ Vi(B
∗
i )/n ≥ ١/n−WMMSi

� بود. خواهد
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خاص حالت برای تخصیص Έی ٣ .۵

ارائه نابرابر سهم های حالت در منصفانه تخصیص مسئله برای را ١/n −WMMS مح΋م حد ٢ .۵ بخش در

حالت Έی بخش، این در شویم. مواجه مثال هایی چنین با واقعیت در که است بعید وجود، این با دادیم.

ام΋ان پذیر ١/٢−WMMS تخصیص محدود، حالت این در که مͳ دهیم نشان و مͳ گیریم نظر در را محدود تر

میزان به حداکثر i فرد هر برای mj شͳء هر ارزش که است این بر ما فرض محدود، حالت این در است.

باشد. ارزشمند مͳ تواند فرض این که مͳ دهد نشان ۴ .۵ مشاهده است. WMMSi

با برابر شͳء این برای را خود مطلوبیت که است i فرد سود به باشد، Vi(mj) ≥ WMMSi اگر .۴ .۵ مشاهده

اشیای و یابد افزایش حالت این در است مم΋ن WMMS مقدار که است این خاطر به این کند. اعلام بینهایت

این دریافت با تنها فرد این و مͳ یابد، افزایش او WMMS مقدار زیرا کند. دریافت حالت این در را بیشتری

شد. خواهد ͳراض شͳء

خواهیم ارائه شده ͳمعرف محدود حالت برای ١/٢−WMMS تخصیص برای الΎوریتم Έی بخش، این در

شد، ͳمعرف قبل بخش در که کیف کردن پر روش است، برابر سهم ها که ͳحالت برای که بیاورید یاد به کرد.

روش از هوشمندانه تر نوع Έی بخش، این در کرد. خواهد تضمین افراد همه برای را ١/٢ −WMMS سهم

ما الΎوریتم مرحله، هر در مͳ کنیم. شروع ͳخال کیف Έی با روش، این در مͳ کنیم. ارائه را کیف کردن پر

تخصیص الΎوریتم از مرحله هر در نفر Έی به را شͳء Έی واق΄ در مͳ دهد. تخصیص مختلف افراد به را اشیایی

برای مͳ دهیم. ادامه ببرد ١/٢−WMMSi حداقل اندازه به ͳسهم i فرد هر که ͳزمان تا را کار این و مͳ دهیم

mj که طوری به مͳ کند، تولید اشیا از نماینده مجموعه Έی i فرد هر ابتدا الΎوریتم، از مرحله هر در کار، این

افراد تمام بین مم΋ن مقدار بیشترین Vi({mj})/Vi(M)F i
A∗ مقدار اگر است، i فرد نماینده مجموعه داخل

که را فرد این نماینده اشیای به متعلق mj شͳء و i نشده ͳراض فرد Έی الΎوریتم سپس باشد. نشده ͳراض

را مͳ کند بیشینه نماینده شان مجموعه داخل اشیای و ͳناراض افراد تمام بین را Vi({mj})/Vi(M)F i
A∗ مقدار

مͳ دهد. تخصیص فرد آن به را شͳء آن و انتخاب

Έی ابتدا در مͳ کند، تضمین را ١/٢−WMMS ͳتخصیص Έی ٧ الΎوریتم که کنیم اثبات که این از قبل

نمͳ کند. دریافت WMMSi از بیشتر i فرد هیچ ٧ الΎوریتم در مͳ دهد نشان که مͳ کنیم اثبات ͳ΋کم لم

نمͳ دهد. تخصیص WMMSi مقدار از بیش i فرد هیچ به ٧ الΎوریتم .۵ .۵ لم

فرد هر بنابراین، نمͳ دهد. تخصیص ی شͳء شده ای ͳراض فرد هیچ به الΎوریتم، که کنید دقت اولا اثبات.

دارد. اختیار در بΎیرد را آخر شͳء که آن از قبل را Ai داخل اشیا از ١/٢ −WMMSi از کمتر i شده ͳراض
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١/٢−WMMS تخصیص :٧ الΎوریتم
Input: N ،M، valuation functions V١, . . . , Vn، and entitlements e١, . . . , en
(without loss of generality، sorted in descending order).
Output: Allocation A = A١, . . . , An.

١ whileM ̸= ∅ and ∃Ai where Vi(Ai) < ١/٢−WMMSi do
٢ define candidate set Ci = ∅ for each agent i. for mj ∈M do
٣ add mj to Ci where Vi({mj})/Vi(M)F i

A∗ is maximum among all of the
unsatisfied agents.

۴ Choose unsatisfied agent i and item mj in its candidate set which maximize
Vi({mj})/Vi(M)F i

A∗ among all of the unsatisfied agents and items in their
candidate sets.

۵ Assign item mj to agent i

کلیت، دادن دست از بدون کند. اعطا WMMSi از بیش i فرد به الΎوریتم که کنید فرض خلف، برهان با حال،

ارزش ،i فرد به mj تخصیص از قبل که آنجا از باشد. mj گرفته تعلق i فرد به که ی شͳء آخرین که کنید فرض

١/٢−WMMSi از بیشتر i فرد برای mj شͳء ارزش است، بوده ١/٢−WMMSi از کمتر او به متعلق اشیای

Vi(mj) که آنجا از .Ai ̸= ∅ داریم i فرد به mj تخصیص از قبل است، Vi(mj) ≤ WMMSi چون است.

mj مͳ دادیم، تخصیص i فرد به را اشیا سایر که ͳزمان است، i فرد به یافته تخصیص اشیای همه ارزش از بیشتر

بنابراین، است. نبوده نیز دیΎری i′ فرد هیچ نماینده شͳء mj بنابراین، است. نبوده i فرد برای نماینده شͳء

Vi′({mj})/Vi′(M)F i′

A∗ ≥ Vi({mj})/Vi(M)F i
A∗ .

تخصیص i′ فرد به را mj ابتدا الΎوریتم است، Ai در اشیا سایر مجموع ارزش از بیشتر مقدار این چون

� مͳ دهد.

مͳ کند. تضمیم را ١/٢−WMMS تخصیص Έی ما الΎوریتم که مͳ دهیم نشان ۵ .۵ لم از استفاده با حال،

Έی ٧ الΎوریتم ،Vi(mj) ≤ WMMSi باشیم داشته mj شͳء هر و i فرد هر ازای به که ͳحالت در .۶ .۵ قضیه

مͳ کند. تضمین را ١/٢−WMMS تخصیص

برای حال، مͳ شود. تضمین نظر مورد تقریب کند، ͳراض را افراد تمام الΎوریتم اگر که است مشخص اثبات.

مͳ کنیم تعریف mj شͳء هر ازای به است. باقͳ مانده الΎوریتم انتهای در i فرد Έی که کنید تصور خلف فرض

v′mj
= Vi′(mj)/Vi′(M)F i′

A∗

ͳراض i فرد و است، بیشینه v′mj
الΎوریتم، به توجه با چون است. تخصیص در mj شͳء گیرنده i′ فرد آن در که
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داریم است، نشده

Vi(mj)/Vi(M)F i
A∗ ≤ Vi′(mj)/Vi′(M)F i′

A∗ . (۶ .۵)

داریم: است، باقͳ مانده نشده ͳراض فرد Έی حداقل چون علاوه، به .
∑

mj
v′mj
≤ ١ که مͳ دهد نتیجه ۵ .۵ لم

∑
mj

v′mj
< ١. (٧ .۵)

مͳ دهد: نتیجه (٧ .۵) نامساوی همراه به (۶ .۵) نامساوی

∑
mj

Vi(mj)/Vi(M)F i
A∗ < ١. (٨ .۵)

� است. تناقض که
∑

mj
Vi(mj) < Vi(M)F i

A∗ مͳ دهد: نتیجه (٨ .۵) نامساوی نهایتا،

ͳتصادف حالت ۴ .۵

نمͳ توان را ١/n−WMMS از بهتر ͳتخصیص هیچ که دادیم نشان نقض مثال Έی از استفاده با ٢ .۵ بخش در

دهد رخ ͳواقع دنیای در شد ارائه نقض مثال این در که ساختاری که است بعید وجود، این با کرد. تضمین

WMMS تخصیص باشند، ͳتصادف پارامترها از ͳکم مقدار که ͳحالت در که مͳ دهیم نشان بخش این در .[٣۶]

دارد. وجود بالایی احتمال با

بسیاری که زیرا است، رایج کاری منصفانه تخصیص به مربوط مسائل در ͳتصادف ارزش توابع گرفتن نظر در

کارهای در که ͳاحتمالات مدل .[٣١ ،۴ ،۵۵ ،٢۴] دارند ͳتصادف توزیع های مشابه رفتاری ͳواقع نمونه های از

به و دارد [٠,١] روی بر Di ͳاحتمالات توریع Έی i فرد هر است: صورت این به گرفته قرار استفاده مورد ͳقبل

[۴] هم΋اران و آمانیتیدیس . مͳ شود. انتخاب Di از ͳتصادف صورت به Vi({mj}) مقدار ،mj شͳء هر ازای

تابع U(٠,١) آن در که کردند، اثبات را باشد Di = U(٠,١) که ͳخاص حالت برای MMS تخصیص وجود

است. ١ بیشینه و صفر کمینه با ی΋نواخت استاندارد

این با دلخواه توزیع Έی Di که ͳحالت برای را بیش کمینه سهم تضمین [۵۵] ونگ و پروکاچیا کروکاوا،

روش مشابه آنها اثبات از ͳاصل بخش کردند. ͳبررس ،V[Di] ≥ c باشیم داشته c ثابت Έی ازای به که شرط

دلخواه توزیع هر برای Έرش بدونِ  تخصیص Έی وجود خود مقاله در که است، [٣١] هم΋اران و دی΋رسون

کرده اند. اثبات را
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که است ͳمدل مشابه ما اول مدل گرفته ایم. نظر در [٣۶] در را ͳاحتمالات مختلف مدل دو رابطه، این در

این مͳ کنیم. حذف را V[Di] ≥ c محدودیت که تفاوت این با ، [۵۵] شد ارائه هم΋اران و کروکاوا توسط

ازای به و دارد Di ͳتصادف توزیع Έی mi شͳء هر دوم، مدل در مͳ کنیم. گذاری نام ͳتصادف افراد مدل را مدل

را ͳتصادف اشیای نام دوم، مدل برای است. شده گرفته Di از ͳتصادف صورت به Vj({mi}) مقدار ،j فرد هر

اول مدل که زیرا است، بینانه تر واق΄ ͳتصادف افراد مدل به نسبت مدل این که است این ما باور مͳ کنیم. انتخاب

نظر در را مدل این شد اشاره آن به بالا در که ͳقبل کارهای از هیچ کدام نمͳ شود. قائل اشیا بین ͳتفاوت هیچ

تحلیل مشاهده برای مͳ کنیم. تحلیل را ͳتصادف اشیای مدل تنها ما رساله این در فضا، کمبود دلیل به نگرفته اند.

نمایید. مراجعه [٣۶] مقاله ͳاصل نسخه به ،ͳتصادف افراد مدل به مربوط

ͳکل فرم Έی ٧ .۵ قضیه مͳ کنیم. استفاده ١ هافدینگ نامساوی از ،WMMS تخصیص وجود اثبات برای

.[۵٢] میدهد نشان را نامساوی این از

که باشند ͳتصادف متغیرهای X١, X٢, . . . , Xn کنید فرض .((١٩۶٣) هافدینگ قضیه ͳکل (فرم ٧ .۵ قضیه

نشان X̄ = ١
n
(X١ + X٢ + . . . + Xn) با را متغیرها این تجربی میانگین شده اند. انتخاب [٠,١] بازه از

است: برقرار زیر نامساوی صورت، این در مͳ دهیم.

P(|X̄ − E(X̄)| ≥ t) ≤ ٢e−٢nt٢ (٩ .۵)

به توجه با .µ = n × E(X̄) کنید فرض و X = nX̄ =
∑

i Xi کنید فرض ،٧ .۵ قضیه به توجه با

داریم: (٩ .۵) نامساوی

P(|X − µ| ≥ nt) ≤ ٢e−٢nt٢
. (١٠ .۵)

کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به را (١٠ .۵) عبارت مͳ توانیم nt = δµ دادن قرار با

P(|X − µ| ≥ δµ) ≤ ٢e
−٢(δµ)٢

n (١١ .۵)

ͳتصادف اشیای مدل

فرد هر ارزش و دارد Di ͳتصادف توزیع Έی mi شͳء هر ،ͳتصادف اشیای مدل در شد، اشاره که همان طور

اثبات را ٨ .۵ قضیه ما مدل، این برای مͳ شود. انتخاب Di توزیع از ͳتصادف صورت به mi شͳء برای j

تخصیص Έی بالا بسیار احتمال با m بزرگ ͳکاف اندازه به مقدار برای که مͳ کند بیان قضیه این مͳ کنیم.

دارد. وجود (١− ϵ)−WMMS

1Hoeffding Inequality
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این در است. ثابت مقدار Έی c آن در که ،E(Di) > c باشیم داشته i فرد هر ازای به کنید فرص .٨ .۵ قضیه

m ≥ m′ اگر که دارد وجود m′ = m′(c, ϵ, n, e١, ..., en) مقدار Έی ،٠ < ϵ < ١ هر ازای به صورت،

دارد. وجود زیاد احتمال با (١− ϵ)−WMMS تخصیص Έی آنگاه باشد،

مͳ کنیم ثابت را تخصیص Έی وجود ٧ .۶ لم در ابتدا، در مͳ کنیم. ثابت را ٨ .۵ قضیه بخش، این ادامه در

آن در که مͳ کند، اعطا WMMSi −Mi حداقل ارزش با اشیا مجموعه Έی i فرد هر به که

Mi = max
j

(Vi({mj})).

نابرابر سهم های با منصفانه تخصیص مسئله ما است. شده گرفته الهام [١۴] از قضیه این اثبات در ͳاصل ایده

دهیم: نشان زیر صحیح برنامه از استفاده با مͳ توانیم ∑را
mj∈M

Vi({mj}) · fi,j ≥ V (M) · ei ∀i∈N∑
i∈N

fi,j = ١ ∀mj∈M

fi,j ∈ {٠,١}

(١٢ .۵)

نظر در با خیر. یا است گرفته تعلق i فرد به mj شͳء آیا که مͳ کند تعیین fi,j متغیر (١٢ .۵) ͳخط برنامه در

برنامه برای ΁پاس هر است، WMMSi مقدار برای ͳبدیه بالای حد Έی Vi(M) · ei که واقعیت این گرفتن

محدودیت کردن سست با است. نابرابر سهم های با تخصیص مسئله برای قبول قابل ΁پاس Έی ١٢ .۵ صحیح

کنیم: ١٣ .۵ ͳخط برنامه به تبدیل را ١٢ .۵ صحیح برنامه مͳ توانیم سوم، و ∑دوم
mj∈M

Vi({mj}) · fi,j ≥ V (M) · ei ∀i∈N∑
i∈N

fi,j ≤ ١ ∀mj∈M

fi,j ≥ ٠

(١٣ .۵)

آن در که مͳ سازیم GA⟨I, J, E⟩ ͳدوبخش گراف Έی ١٣ .۵ ͳخط برنامه برای A قبول قابل ΁پاس هر ازای به

گراف این در i, j یال Έی دارند. اشیا و افراد مجموعه به اشاره J = {١,٢, ..,m} و I = {١,٢, ..., n}

مͳ کنیم: اثبات را زیر لم ما ،[١۴] ͳدان و بزاکوا روش مشابه حال باشد. fi,j > ٠ اگر دارد، وجود

هر ͳیعن) است جنگل شبه Έی GA آن در که دارد، وجود ١٣ .۵ ͳخط برنامه برای A′ ΁پاس Έی .٩ .۵ لم

.(ͳاضاف یال Έی با درخت Έی یا و است درخت یا آن از مولفه

تعریف نامساوی mn+m+n توسط ١٣ .۵ ͳخط برنامه قبول قابل پاس΁ های به مربوط محدب فضای اثبات.

گرفته قرار محدب ناحیه این از راس Έی در که ͳپاسخ هر بنابراین و داریم fi,j متغیر mn همچنین مͳ شود.
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در ناصفر متغیر m+ n حداکثر و مͳ کند برقرار مساوی صورت به را نامساوی ها این از عدد mn حداقل باشد،

داد نشان مͳ توان ͳراحت به است، شده استفاده [١۴] در که ͳروش همان از استفاده با دارد. وجود پاس΁ ها این

� است. درخت شبه Έی GA′ آنگاه باشد، داشته محدب فضای این راس در ΁پاس Έی به اشاره A′ اگر که

هر که است شده داده نشان [١۴] در مͳ کنیم. نام گزاری محدود حل راه نام با را ٩ .۵ لم خصوصیات با حل راه

در که شود، ١٢ .۵ صحیح برنامه برای حل راه Έی به تبدیل مͳ تواند ١٣ .۵ ͳخط برنامه برای محدود حل راه

بدهد. دست از است، fi,j > ٠ که را mj شͳء Έی حداکثر i فرد هر آن

سود WMMSi−maxj Vi({mj}) میزان به حداقل i فرد هر آن در که دارد وجود تخصیص Έی .١٠ .۵ لم

مͳ برد.

وجود آن در ΁پاس Έی حداقل که چرا است، ͳناته ١٣ .۵ ͳخط برنامه برای قبول قابل جواب های ناحیه اثبات.

وجود ١٣ .۵ ͳخط برنامه برای نیز محدود ΁پاس Έی بنابراین، .mj شͳء و ai فرد هر ازای به fi,j =
١
ei

دارد:

شود، ١٢ .۵ صحیح برنامه برای ΁پاس Έی به تبدیل مͳ تواند ΁پاس این [١۴] مشابه روش از استفاده با و دارد،

� دهد. دست از را شͳء Έی حداکثر فرد هر که گونه ای به

m ≥ m′
i اگر که به گونه ای دارد، وجود m′

i = m′
i(c, ϵ, n, e١, ..., en) مقدار که مͳ دهیم نشان حال

m ≥ زمان هر نتیجه، در . WMMSi ≥
١
ϵ

داشت خواهیم ١ − ١
mn

حداقل احتمال با آنگاه باشد،

حداقل احتمال با باشد، max(m′
١,m

′
٢, ...,m

′
n)

(١− ١
mn

)n ≥ ١− n

nm
= ١− ١

m

.WMMSi ≥
١
ϵ

داریم: i فرد هر ازای به

میزان به حداقل i فرد هر آن در که دارد وجود تخصیص Έی ، ٧ .۶ لم به توجه با

WMMSi −max
j

Vj({mj}) ≥ WMMSi − ١

≥ WMMSi(١−
١

WMMSi

)

≥ WMMSi(١− ϵ)

داشت. خواهد وجود (١− ϵ)−WMMS تخصیص Έی ،١− ١
m

حداقل احتمال با بنابراین، مͳ برد . سود

در است. مثبت ثابت Έی c آن در که ،E(Dj) > c باشیم داشته j فرد هر ازای به که کنید فرض .١١ .۵ لم
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باشد، m ≥ m′
i اگر که دارد وجود m′

i = m′
i(c, ϵ, n, e١, ..., en) Έی ،٠ < ϵ < ١ هر ازای به صورت این

.WMMSi ≥
١
ϵ

باشیم داشته ١− ١
mn

حداقل احتمال با آنگاه

ازای به که گونه ای به باشد، دادشته Mوجود اشیای از π = m١,m٢, ...,mn تقسیم بندی Έی اگر اثبات.

آنگاه: Vi(mj) ≥
١
ϵei

باشیم داشته j فرد هر

WMMSi ≥ ei ·min(
١

ϵeie١
, ...,

١
ϵeien

) ≥ min(
١
ϵe١

, ...,
١
ϵen

) ≥ ١
ϵ
. (١۴ .۵)

مͳ کنیم. اعطا ej احتمال با فرد این به را شͳء این ،j فرد هر و mk شͳء هر ازای به آنگاه .m =
α

ϵ
دهید قرار

٠ مقدار صورت این غیر در و Vi({mk}) مقدار ej احتمال با که باشد ͳتصادف متغیر Έی Xj,k کنید فرض

عبارت مͳ توانیم nt = γ دادن قرار با .Xj =
∑m

k=١ Xj,k کنید فرض .E[Xj,k] >
c

ej
داریم مͳ گیرد.

کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به را (١٠ .۵)

P(|X − µ| ≥ γ) ≤ ٢e
−٢γ٢

n (١۵ .۵)

داشت: خواهیم (١۵ .۵) نامساوی به توجه با بود. خواهد αc

ϵej
میزان به حداقل E(Xj) مقدار

P (|Xj − E(Xj)| ≥
αc

ϵej
− ١

ϵei
) ≤ ٢e

−٢ϵ
α

(
αc

ϵej
−

١
ϵei

)٢

⇒ P (|Xj − E(Xj)| ≥
αc

ϵej
− ١

ϵei
) ≤ ٢e

−٢
ϵα

(
αc

ej
−

١
ei

)٢

داریم: صورت این در .P (|Xj − E(Xj)| ≥
αjc

ϵej
− ١

ϵei
) ≤ ١

mn٢ که باشد مقداری αj کنید فرض

٢e

−٢
ϵαj

(
αjc

ej
−

١
ei

)٢

≤ ١
mn٢

⇒ ٢e

−٢
ϵαj

(
αjc

ej
−

١
ei

)٢

≤ ϵ

αjn٢

⇒ ٢
ϵαj

(
αjc

ej
− ١

ei
)٢ ≥ ln(

٢αjn
٢

ϵ
)

⇒ ٢αjc
٢

ϵe٢
j

+
٢

ϵαje٢
i

− ۴c
ϵeiej

≥ ln(
٢αjn

٢

ϵ
)

⇒ ٢αjc
٢

ϵe٢
j

+
٢

ϵαje٢
i

− ln(αj) ≥
۴c
ϵeiej

+ ln(
٢n٢

ϵ
)
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است، خود) دامنه روی (بر صعودی تابع Έی چپ سمت و است، ͳثابت مقدار نامساوی راست سمت بخش چون

بنابراین، باشد. برقرار رابطه این باشد، αj ≥ α′
j زمان هر که گونه ای به کنیم، پیدا α′

j مقدار Έی مͳ توانیم ما

Έی انتخاب با بنابراین، .Vi(mj) ≥
١
ϵei

داریم ١ − ١
mn٢ حداقل احتمال با باشد، αj ≥ α′

j که زمان هر

حداقل احتمال با WMMSi مقدار ،α ≥ α′
j باشیم داشته j ∈ N همه ازای به که گونه ای به α مناسب مقدار

� بود. نخواهد ١
ϵ

از کمتر (١− ١
mn٢ )

n ≥ ١− ١
mn

گیری نتیجه ۵ .۵

ͳاصل تعریف پرداختیم. دارند ͳمتفاوت سهم های افراد که ͳزمان منصفانه، تقسیم مسئله ͳبررس به بخش، این در

را آن تعریف ما و هستند برابر سهم های دارای افراد همه که است شده ͳطراح ͳحالت برای بیش کمینه، سهم معیار

سهم ها که ͳزمان متقارن، حالت خلاف بر که دادیم نشان همچنین دادیم. گسترش نابرابر سهم های حالت برای

نشان دیΎر، بیان به نیست. پذیر ام΋ان همیشه باشد WMMS تقریبا که تخصیص Έی کردن پیدا باشد، نابرابر

با تخصیص این و است ١/n − WMMS کرد، تضمین حالت این در مͳ توان که تقریبی بهترین که دادیم

آورد. دست به ساده روش Έی از استفاده

تخصیص Έی مͳ توان زیاد احتمال با واقعیت، در که است این از ͳحاک که تجربی نتایج به توجه با

نیست شده ارائه نقض مثال های شامل که محدود حالت های در را مسئله که است ͳطبیع کرد، پیدا WMMS

این در که دادیم نشان و کردیم ͳبررس محدودیت دو گرفتن نظر در با را مسئله خاطر، همین به کنیم. ͳبررس

افراد برای اشیا ارزش حداکثر اگر که دادیم نشان ابتدا در است. مم΋ن بهتری بسیار تضمین های حالت ها،

تضمین را ١/٢−WMMS مͳ توان حریصانه روش Έی از استفاده با باشد، آنها بیش کمینه سهم میزان به محدود

ͳتصادف صورت به ͳمشخص توزیع Έی از افراد برای اشیا ارزش که گرفتیم نظر در را ͳحالت آن، ادامه در کرد.

دارد. وجود WMMS تخصیص Έی بالایی احتمال با که دادیم نشان حالت، این برای شده اند. انتخاب
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Έکی Έبدونِ رش تقسیم هدف و هستیم مواجه تقسیم پذیر منبع Έی با که مͳ رویم ͳحالت سراغ به بخش، این در

.[۶۶] است حالت این در انصاف میزان سنجش برای معیارها مهم ترین از ͳ΋ی بودن، Έبدون رش معیار است.

دیΎران سهم به را خود به متعلق سهم ١ بازی΋ن هر اگر است، Έرش بدونِ  Έکی تقسیم Έی که آورید یاد به

از بسیاری است. گرفته قرار مطالعه مورد منصفانه تقسیم ادبیات در گسترده صورت به معیار این دهد. ترجیح

رعایت نیز را دیΎری معیارهای بودن، Έبدون رش معیار رعیات بر علاوه که هستند این صدد در مطالعات، این

بودن پرتو بهینه ،ͳاجتماع سود کردن بیشینه تقسیم، بودن صادقانه برش ها، تعداد بودن کم نمونه، عنوان به کنند.

مورد بودن Έبدون رش کنار در که بوده اند معیارهایی جمله از قطعات  ͳپیوستگ و قطعات اندازه تخصیص،

بودن صادقانه و برش تعداد معیار دو خصوصیات، این میان از .[٧ ،٨ ،٧٣ ،٧٢ ،٢٧] گرفته اند قرار مطالعه

صورت به ابتدا مͳ دهیم. قرار مطالعه مورد بودن Έبدون رش معیار کنار در فصل، این در که هستند ͳمفهوم دو

مͳ کنیم. صحبت معیار دو این اهمیت مورد در خلاصه

،٧٢] است شده ͳبررس مختلف مطالعات در متعدد طور به کم برش تعداد با Έکی تقسیم روش های یافتن

Έکی که کنید فرض نمونه، برای باشد. هزینه با همراه مͳ تواند برش اعمال شرایط، از ͳبرخ در .[١٢ ،٧٣ ،٩

تغییر هر حالت، این در شود. تقسیم مختلف کارهای بین در منصفانه طور به باید که است پردازش زمان از ͳمدل

روی بر برشها تعداد کردن کمینه معادل کارها تغییر تعداد کردن کمینه و مͳ کند تحمیل سیستم به سربار Έی کار

ایجاد برش ها تعداد ازدیاد اثر در که ͳ΋کوچ بسیار قطعات برای بازی΋ن ها است مم΋ن علاوه، به است. Έکی

کرده اند: مطرح تبلیغات از ͳمثال با را چالش این [٢۵] هم΋اران و کاراگیانیس نشوند. قائل ͳارزش مͳ شوند

است. مختلف محصولات تبلیغ به زمان این تخصیص مسئله و دارد اشاره تبلیغات زمان به Έکی که کنید تصور

نیست. تبلیغات مناسب که شود زمان Έکوچ بسیار بازه های به منجر مͳ تواند برش ها زیاد تعداد حالت، این در

مͳ کنیم. استفاده بازی΋ن اصطلاح از افراد راهبردی رفتار خاطر به فصل، این ١در

٧٧
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است. کمتر ͳشرایط چنین وقوع احتمال هستند، برش ͳکم تعداد شامل که تخصیص هایی در

است. تقسیم روش بودن صادقانه باشد، اثرگذار تقسیم بندی Έی کیفیت تعیین در مͳ تواند که دیΎری معیار

اعلام برای انگیزه ای دارند، مشارکت تقسیم بندی در که بازی΋ن هایی صادقانه، تقسیم بندی سازوکار Έی در

و شده مسئله پارامترهای شدن شفاف باعث بازی΋نان، صادقانه رفتار ندارند. خود مطلوبیت توابع غیرصادقانه

اخیر سال های در وفور به ،Έکی تقسیم صادقانه سازوکار های ͳطراح مسئله مͳ کند. ایجاد را آن تحلیل ام΋ان

صادقانه سنجش برای ͳمختلف معیارهای انصاف، مشابه .[۶١ ،٢٠ ،٨ ،٢٧] است گرفته قرار مطالعه مورد

و بودن استراتژی ضد یا قوی صادقانه ضعیف، صادقانه شامل معیارها این است. شده ارائه الΎوریتم ها بودن

است. قوی صادقانه معیار روی بر فصل، این در ما تمرکز است. بودن ͳصادقانه گروه

او برای ارزشش تابع صادقانه ارائه ،i فرد هر برای اگر است، صادقانه تقسیم بندی الΎوریتم Έی .١ .۶ تعریف

مقدار یΈ   ارائه طرف از روی΋رد بهترین بازی΋نان، سایر ارزش تابع از مستقل ،ͳعبارت به باشد. غالب استراتژی

باشد. مطلوبیتش تابع ͳواقع

را زیر خاصیت های که هستیم، Έکی تقسیم برای ͳروش یافتن دنبال به بخش، این در ́ بندی، جم عنوان به

باشد. داشته همزمان طور به

کند. تضمین را بودن Έرش بدون معیار تقسیم روش •

میزان خود، مطلوبیت تابع نادرست اعلام با نتواند ͳن΋بازی هیچ ،ͳعبارت به باشد. صادقانه تقسیم روش •

دهد. افزایش را خود سود

باشد. کم مͳ زند، Έکی روی بر ما روش که برش هایی تعداد •

در نیست. ساده امری نیز مجزا صورت به خواص این از کدام هر کردن تضمین ،ͳکل حالت در که کنید دقت

است، شده ارائه ͳکل حالت در نفر n برای Έکی Έبدون رش تقسیم برای که بالایی حد بهترین حاضر، حال

که این وجود با همچنین، .[۶] است شده ارائه ٢٠١۶ سال در م΋نزی و عزیر توسط که است nnnnnn

حد

از استفاده با و بازی΋ن n میان در را Έکی Έرش بدون تقسیم Έی وجود ،١٩٨٠ سال در استروم΋وئیست

است پی پد‐سخت ͳکل حالت در ͳتخصیص چنین کردن پیدا که است شده ثابت ،[٧٢] کرد ثابت برش n−١

بنابراین، است. نشده ارائه کنون تا ارزش توابع ͳکل حالت برای صادقانه ای الΎوریتم هیچ علاوه، به .[۵٨]

ما فرض فصل، این در بΎیریم. نظر در مطلوبیت توابع از محدودی حالت برای را خود مسئله که است ͳطبیع

هستند. پله Έی با تنها و قطعه ای ثابت صورت به مطلوبیت توابع که است این
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بخش این در آمده دست به نتایج

را برش ͳکم تعداد با Έکی صادقانه و Έرش بدونِ  تقسیم سازوکار Έی یافتن مسئله ما شد، اشاره که همان طور

بازی΋ن های مطلوبیت توابع از مستقل بازی΋ن ها که است این بودن، صادقانه از منظور مͳ دهیم. قرار ͳبررس مورد

برش، کم تعداد از منظور همچنین کنند. کسب بیشتری سود خود، مطلوبیت توابع نادرست اعلام با نباید دیΎر،

بازی΋ن هر مطلوبیت تابع پله های) (تعداد ͳپیچیدگ m آن در که باشد، O(nm) برش ها تعداد که است این

است.

این کامل شرح از بعد دارد. نام انبساط روال که است هوشمندانه اما ساده روال Έی ما روش ͳاصل ایده

و است پله Έی تنها دارای و قطعه ای ثابت بازی΋ن هر مطلوبیت تابع که مͳ کنیم شروع ͳحالت با را مسئله روال،

EFISM الΎوریتم حالت، این برای مͳ کنیم. یاد ترتیبی خاصیت با آن از که است خاصیت Έی دارای همچنین

تقسیم برش n− ١ با را Έکی که است صادقانه و Έرش بدونِ  چندجمله ای، الΎوریتم Έی که مͳ کنیم، ارائه را

.(٩ .۶ (قضیه مͳ کند

EFSC روش اساس، این بر مͳ کنیم. همراه قفل کردن باز نام با دیΎر روال Έی با را انبساط روال سپس،

نقطه ٢n− ٢ در حداکثر را Έکی که است Έرش بدونِ  تقسیم چندجمله ای الΎوریتم Έی که مͳ کنیم، ارائه را

برش ها تعداد تقریب در ͳسع ͳقبل کار هیچ هستیم، مطل΄ آن از ما که جایی تا .(١٨ .۶ (قضیه مͳ دهد برش

کردن باز و انبساط روش از پیچیده تری نوع از استفاده با علاوه، به است. نکرده منصفانه تقسیم مسئله Έی در

صورت به را Έکی که است چندجمله ای و ͳبازگشت الΎوریتم Έی که مͳ دهیم ارائه را EFGISM الΎوریتم قفل،

.(٢۵ .۶ (قضیه مͳ کند تقسیم بازی΋ن ها بین در برش ٢n− ٢ حداکثر با و Έرش بدونِ  و صادقانه

روش همچنین مقاله، این در است. [۶٨] رابطه این در ما مقاله نتایج از ͳبخش بالا، در شده اشاره نتایج

روش از استفاده با که برش هایی تعداد ارزیابی، برای مͳ کنیم. ارزیابی نیز عمل در را قفل ها کردن باز و انبساط

تعداد که است این جالب نکته مͳ کنیم. مقایسه (n − ١) بهینه جواب با را مͳ شود تولید Έکی روی بر ما

است. بهینه برش های تعداد به Έنزدی بسیار ما الΎوریتم برش های

زمان در مͳ توان را قفل کردن باز روال همچنین و انبساط روال که مͳ دهیم نشان مقاله این در همچنین

کرد. پیاده سازی چندجمله ای

فصل این نیازهای پیش ١ .۶

تعلق بازی΋ن هر به که ͳسهم و مطلوبیت توابع مͳ کنیم: استفاده هدف دو برای بازه عبارت از بخش، این طول در

است این فرض بنابراین، مͳ دهیم. نشان I با را دوم نوع و I با را بازه ها از اول نوع بیشتر، وضوح برای مͳ گیرد.
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C

a

b

cd

DOM(T )

T = {a, b, c, d}

Φ(T ) = |DOM(T )|/4

ͳالΎچ و دامنه :١ .۶ ش΋ل

و Ii = [αi, βi] مͳ کنیم فرض ،ͳراحت برای همچنین، است. Ii با برابر i فرد مطلوبیت تابع به مربوط بازه که

.Ii = [ai, bi] داریم Ii سهم بازه هر ازای به

.T = {I١, I٢, . . . , In} داریم ͳعبارت به مͳ دهیم. نشان را مطلوبیت بازه های مجموعه T با فصل، این در

است X اعضای همه شامل که بازه ای کوچ΋ترین عنوان به را DOM(X) بازه ها، از X مجموعه Έی برای

داریم: T ⊆ T هر برای است، بازه Έی تنها شامل مطلوبیت تابع هر که ͳحالت برای مͳ کنیم. تعریف

DOM(T ) = [min
Ij∈T

αj,max
Ii∈T

βi].

مقدار λ(X) که مͳ کنیم، تعریف λ(X)/|X| صورت به مͳ دهیم، نشان Φ(X) با که را X ͳالΎچ علاوه، به

مح΋م بازه ها از X مجموعه Έی است. شده پوشانده X از بازه Έی با حداقل که است DOM(X) از ͳطول

.x ∈ I که گونه ای به باشد، X در I بازه Έی ،x ∈ DOM(X) نقطه هر ازای به اگر است،

داریم: T مح΋م مجموعه Έی برای است. مح΋م T مجموعه ١ .۶ ش΋ل در نمونه، عنوان به

λ(T ) = |DOM(T )| = max
Ii∈T

βi − min
Ij∈T

αj.

که داد نشان مͳ توان ͳراحت به است. ارزشمند نفر Έی حداقل برای Έکی از قطعه هر که است این فرض

است. کلیت دادن دست از بدون فرض این

مͳ دهیم. پایان ساده مشاهده Έی ارائه با را بخش این

داریم: باشد، برقرار f و a, b, c, d, e ͳحقیق و مثبت مقدارهای برای a+b
c+d

= e
f

رابطه اگر .٢ .۶ مشاهده

a

c
≤ e

f
⇐⇒ b

d
≥ e

f
.

به و است، مح΋م که دارد وجود T ′ ⊂ T زیرمجموعه Έی نباشد، مح΋م T اگر ، ٢ .۶ مشاهده اساس بر

کرد. خواهیم استفاده ٢٣ .۶ و ٢٢ .۶ لم های اثبات در ٢ .۶ مشاهده از .Φ(T ′) ≤ Φ(T ) علاوه
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انبساط روال ٢ .۶

کدام هر که بازه تعدادی روال، این است. انبساط روال نام به روال Έی Έکی تقسیم برای ما روش ͳاصل ابزار

روال دادن نشان برای مͳ کند. منبسط آنها مطلوبیت بازه داخل در و همزمان طور به را است بازی΋ن Έی به متعلق

تخصیص با exp(T ) انبساط روال مͳ کنیم. استفاده exp(T ) از ارزش، بازه های از T مجموعه روی بر انبساط

Ii هر ازای به بهتر، عبارت به مͳ شود. آغاز Ii ∈ T از کدام هر به ai شروع نقطه و صفر طول با Ii بازه Έی

.Ii = [ai = αi, bi = αi] مͳ دهیم: قرار

منبسط انتهایی نقطه از و همزمان صورت به را S به متعلق بازه های ما باشد. بازه ها مجموعه S کنید فرض

بماند: برقرار بازه ها برای خاصیت دو که مͳ شود انجام گونه ای به انبساط این مͳ کنیم.

بماند. ی΋سان بازه ها همه طول که گونه ای به باشد، ی΋سان سرعت دارای بازه ها همه برای انبساط •

بماند. ͳباق Ii بازه داخل همیشه Ii بازه •

Ii حالت این در کند. پیدا تصادم Ij بازه Έی ابتدایی نقطه با است مم΋ن Ii بازه ͳپایان نقطه انبساط، طول در

Ii اگر مͳ کند. پیدا ادامه روال آخر تا دادن هˇل این مͳ دهد. هˇل جلو به انبساط طول در را Ij بازه ابتدایی نقطه

مͳ کنیم، آغاز را روال که ͳشرایط با که کنید دقت است. شده متصل Ij بازه به Ii مͳ گوییم دهد، هˇل را Ij بازه

ͳن΋بازی است، برابر بازی΋ن دو برای αi که ͳخاص حالت در مͳ مانند. مرتب خود ابتدایی نقاط به توجه با بازه ها

مͳ شود. ظاهر زودتر دارد، کمتری βi مقدار که

برسد. βi نقطه به Ii انتهایی نقطه اگر است، شده قفل Ii بازه مͳ گوییم انبساط، طول در .٣ .۶ تعریف

١ ≤ هر ازای به که خاصیت این با است، Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
بازه های از دنباله ای زنجیر، Έی .۴ .۶ تعریف

باشد. شده قفل Iσk
اگر است، قفل زنجیر Έی باشد. شده متصل Iσi+١ بازه به Iσi

بازه i < k

بازه Έی تعریف، به توجه با شده اند. ظاهر زنجیر آن در که است بازه هایی تعداد معادل زنجیر Έی طول

است. Έی طول با زنجیر Έی تنها،

همیشه دوم خاصیت که مͳ کند تضمین شرط این مͳ شود. متوقف شود قفل بازه Έی که ͳزمان انبساط روال

ببینید. مͳ توانید را روال این از مثال Έی ٢ .۶ ش΋ل در است. برقرار

DOM(T ) کل روال این به مربوط بازه های اگر است، کامل T مجموعه Έی برای انبساط روال .۵ .۶ تعریف

ناکامل انبساط شود، متوقف شده قفل بازه Έی اثر در DOM(T ) کامل پوشاندن از قبل روال اگر بپوشانند. را

است.
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هˇل به شروع Id (B) هستند، نقطه Έی کدام هر ابتدا در بازه ها (A) انبساط: روال از مثال Έی :٢ .۶ ش΋ل
مͳ یابد. پایان انبساط روال و مͳ شود قفل Ib (D) و مͳ کند Ia دادن هˇل به شروع Ib (C) مͳ کند، Ib دادن

پایان کامل طور به انبساط روال Έی اگر است، برابر انبساط طول در بازه ها طول که آنجا از که کنید دقت

.|Ii| = Φ(T ) داریم انبساط به مربوط Ii بازه هر برای یابد،

کماکان آن ابتدایی نقطه یا مͳ شود، داده هˇل دیΎر بازه Έی با یا Ii بازه هر انبساط، روال طول در .۶ .۶ مشاهده

است. αi روی بر

EFISM الΎوریتم ٣ .۶

دارند: را زیر خاصیت بازه ها و است بازه Έی بازی΋ن هر مطلوبیت توابع که است این ما فرض بخش، این در

∀i, j αi ≤ αj ⇐⇒ βi ≤ βj. (١ .۶)

به باشد. ͳ΋ی آنها پایان و شروع نقطه که این جز به نیست،  دیΎری بازه زیربازه بازه ای هیچ دیΎر، بیان به

حالت، این برای است. برقرار خاصیت این باشند، ی΋سان طول دارای مطلوبیت توابع همه که ͳزمان مثال، عنوان

این مͳ دهد. برش نقطه n−١ در را Έکی که مͳ دهیم ارائه صادقانه و Έرش بدونِ  چندجمله ای، الΎوریتم Έی

مͳ نامیم. ٢ EFISM را الΎوریتم

حذف را شده قفل زنجیرهای و منبسط را بازه ها مستمر صورت به که است این EFISM الΎوریتم ͳاصل ایده

exp(T ) کردن صدا با را الΎوریتم دارد. N بازی΋ن های به اشاره که باشد ͳمطلوبیت توابع T کنید فرض کنیم.

پایان ناکامل صورت به یا و کامل صورت به یا روال این شد، گفته ٢ .۶ بخش در که همان طور مͳ کنیم. شروع

2Envy-Free Interval Scheduling Mechanism
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کنید فرض است. شده قفل زنجیر Έی حداقل صورت، این غیر در است. تمام کار اول، حالت در مͳ یابد.

بازه ای هیچ است، بیشینه C که آنجا از باشد. S در بیشینه طول با شده قفل زنجیر Έی C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk

توابع مجموعه T کنید فرض است. ασ١ روی بر دقیقا aσ١ نقطه ،۶ .۶ مشاهده به توجه با نمͳ دهد. هˇل را Iσ١

دارد. C داخل بازه های به اشاره که باشد ͳمطلوبیت

.DOM(T ) = [ασ١ , βσk
] .٧ .۶ لم

علاوه، به است. برقرار aσ١ ≤ aσ٢ ≤ . . . ≤ aσk
رابطه که مͳ دانیم انبساط، روال ساختار به توجه با اثبات.

داریم: (١ .۶) عبارت به توجه با

bσ١ ≤ bσ٢ ≤ . . . ≤ bσk
.

و aσ١ = ασ١ داریم: زنجیر، تعریف گرفتن نظر در با و است شده قفل Iσk
که واقعیت این به توجه با

بنابراین، .bσk
= βσk

DOM(C) = [ min
١≤j≤k

aσj
, max

١≤l≤k
bσl

] = [ασ١ , βσk
].

�

برای ͳتخصیص چنین که مͳ کند تضمین ٨ .۶ لم مͳ دهیم. اختصاص σi بازی΋ن به را ها Iσi
از کدام هر حال،

است. Έرش بدونِ  σ١, σ٢, . . . , σk  بازی΋ن های

.Vσi
(Iσi

) ≥ Vσi
(Iσj

) داریم ،C در Iσj
و Iσi

بازه هر ازای به .٨ .۶ لم

دارای C در بازه ها سایر است. Iσi
داخل کاملا Iσi

که مͳ دانیم انبساط، روال دوم خاصیت به توجه با اثبات.

باشد. Iσi
از بیشتر نمͳ تواند σi بازی΋ن برای آنها ارزش بنابراین، و هستند Iσi

با برابر طول

�

مͳ کنیم. حذف C از را DOM(T ) همچنین مͳ کنیم. Nحذف از را σ١, σ٢, . . . , σk بازی΋ن های ادامه، در

است DOM(T ) راست سمت که ͳقسمت مͳ شود: تقسیم کوچ΋تر Έکی دو به Έکی ،DOM(T ) حذف با

و Nl کنید فرض مͳ نامیم. Cl و Cr ترتیب به را Έکی دو این است. DOM(T ) چپ سمت که ͳقسمت و

مجموعه Tr و Tl کنید فرض همچنین، است. Cr و Cl داخل تریتیب به آنها سهم که باشند بازی΋ن هایی Nr

به را Nr و Nl داخل بازی΋ن های مطلوبیت توابع حال، است. Nr و Nl بازی΋ن های به مربوط ارزش بازه های
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مͳ شود. حذف Id, Ib زنجیر و شده قفل Ib (B) انبساط شروع (A) :EFISM روش از مثال Έی :٣ .۶ ش΋ل
شده قفل If (E) مͳ شوند. حذف و شده قفل Ia, Ie (D) مͳ یابد ادامه شود قفل Ic که ͳزمان تا انبساط (C)

مͳ شود. تمام پروسه و مͳ شود حذف و

طور به مͳ دهیم. تغییر ασ١ به را βi مقدار βi > ασ١ با i ∈ Nl بازی΋ن هر ازای به مشخصا، مͳ کنیم. روز

مͳ دهیم. تغییر βσk
به را αj مقدار αj < βσk

با j ∈ Nr بازی΋ن هر ازای به مشابه،

روال این مطلوبیت، توابع ͳرسان به روز و مربوطه بازی΋ن های و Έکی یافته تخصیص بخش حذف از بعد

بازی΋ن ها همه که ͳزمان تا کار این مͳ کنیم. اعمال Tr و Tl دو هر برای جداگانه صورت به را حذف و انبساط

است. شده آورده EFISM برای جزئیات با همراه مثال Έی ٣ .۶ ش΋ل در مͳ دهیم. ادامه بشوند حذف

مͳ دهد. برش نقطه n− ١ در دقیقا را Έکی و است صادقانه و Έرش بدونِ  EFISM الΎوریتم .٩ .۶ قضیه

برای کرد. خواهیم اثبات را امر این بازی΋ن ها تعداد روی بر استقرا از استفاده با بودن: Έرش بدونِ  اثبات.

این اگر بΎیرید. نظر در را انبساط روال اولین ،n > ١ برای است. برقرار ͳبدیه صورت به ما ادعای n = ١

اگر صورت، این غیر در است. Έرش بدونِ  نهایی تخصیص ٨ .۶ لم به توجه با شود، انجام کامل طور به روال

به که باشد بازی΋ن هایی مجموعه NC و باشد شده قفل بیشینه زنجیر Έی C کنید فرض نشود، کامل روال این

Έرش ی΋دیΎر به NC داخل بازی΋ن های از هیچ کدام ،٨ .۶ لم به توجه با مͳ شوند. مربوط C داخل بازه های

بازی΋ن های به NC بازی΋ن های است، یافته تخصیص کامل طور به DOM(C) که آنجا از علاوه، به نمͳ ورزند.

Έرش بدونِ  نیز Nl و Nr بازی΋ن های برای Cl و Cr تخصیص استقرا، فرض با نمͳ ورزند. Έرش Nr و Nl

به Nr و Nl داخل بازی΋ن های ندارد، (Nl) Nr بازی΋ن های برای ͳارزش هیچ (Cr) Cl که آنجا از است.

نمͳ ورزند. Έرش ی΋دیΎر
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طول اندازه به حداقل را آنها به مربوط بازه های Tr و Tl برای انبساط روال که واقعیت این به توجه با نهایتا،

نمͳ ورزند. Έرش NC در حاضر بازی΋ن های به Nl ∪Nr در حاضر بازی΋ن های مͳ دهد، گسترش C در بازه ها

که است ͳمعن این به که مͳ شود داده بازی΋ن هر به Έکی از قطعه Έی الΎوریتم، طول در برش ها: تعداد

تخصیص Έکی از ͳقسمت هیچ که باشید داشته یاد به است. n − ١ Έکی روی بر شده زده برش های تعداد

نمͳ ماند. ͳباق نیافته

با او سود که مͳ دهیم نشان است، Ii او مطلوبیت تابع که i دلخواه بازی΋ن Έی ازای به بودن: صادقانه

از منظور که کنیم مشخص دقیق صورت به باید ابتدا، در اما یافت. نخواهد افزایش بازه این نادرست اعلام

چیست؟ گفتن دروغ

خاصیت افراد ارزش بازه های که است شده ͳطراح ͳحالت برای EFISM الΎوریتم که باشید داشته دقت

مطلوبیت تابع مͳ تواند i بازی΋ن نکته، این به توجه با است). برقرار آنها مورد در (١ .۶) (رابطه دارند ترتیبی

با ͳحت i بازی΋ن که مͳ دهیم نشان اینجا، در نباشد. برقرار دیΎر خاصیت این که گونه ای به کند، عوض را خود

نخواهد خود سود افزایش به قادر نیز کند نقض را ترتیبی شرط که گونه ای به خود، ارزش بازه نادرست اعلام

Έرش بدونِ  (مانند الΎوریتم خاصیت های سایر است مم΋ن دروغ گویی، از نوع این که باشید داشته دقت بود.

راببینید). ۴ .۶ (تصویر کند خراب را بودن)

C و باشد، مͳ کند اعلام را واقعیت او که ͳحالت در ،i بازی΋ن به یافته تخصیص قطعه طول L کنید فرض

سهم ها که پیوسته روال Έی عنوان به انبساط روال گرفتن نظر در با است. Ii شامل که باشد شده ای قفل زنجیر

کنید فرض علاوه، به است. شده قفل C که باشد نسبی زمان t کنید فرض مͳ کند، بزرگ ی΋سان اندازه با را

که مͳ دانیم انبساط، روال ساختار به توجه با باشد. C در سهم بازه های به مربوط مطلوبیت توابع مجموعه T

است. L با برابر دقیقا C در سهم بازه هر اندازه و Φ(T ) = L

دهیم نشان مͳ خواهیم است. کرده اعلام i بازی΋ن که باشند بازه ای پایان و شروع نقاط α′
i, β

′
i کنید فرض

از بیشتری سهم به i بازی΋ن آن در که ندارد وجود ͳحالت هیچ باشند، چه β′
i و α′

i مقادیر که این از مستقل که

برسد. DOM(T )

i بازی΋ن اگر ͳیعن این که ،Φ(T ′) ≥ L داریم T از T ′ زیرمجموعه هر ازای به که کنید دقت ابتدا، در

بΎوید دروغ گونه ای به i بازی΋ن اگر بنابراین، نمͳ شود. قفل t زمان از قبل T در بازه ای هیچ بΎوید، را واقعیت

بیان به بود. خواهد C ′ در حاضر بازه های از ͳ΋ی حتما Ii شود، ایجاد t زمان از قبل C ′ شده قفل زنجیر Έی که

قفل آن به مربوط زنجیر در که آن بدون شوند، قفل زودتر که کند مجبور را بازه ها سایر نمͳ تواند i بازی΋ن دیΎر،

خواهد L از کمتر او سهم بΎیرد، سهم t از قبل ͳزمان هر در i بازی΋ن اگر دیΎر، سوی از باشد. داشته حضور
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C

a b

c

Ic Ia Ib

ترتیب شرط فاقد بازه های روی بر EFISM اجرای :۴ .۶ ش΋ل

بود.

بود. خواهد L میزان به حداقل C در حاضر بازی΋ن های همه سهم بΎوید، دروغ i بازی΋ن اگر ͳحت بنابراین،

مͳ کند، اعلام را بازه ای چه که این از مستقل i بازی΋ن ͳیعن که ،|DOM(T )| = L × |T | داریم علاوه، به

از بیشتر طول با بازه ای  نمͳ تواند

L× |T | − L× (|T | − ١) = L

دروغ با نمͳ تواند او ،|Ii| = L داریم بΎوید راست او اگر که این به توجه با آورد. دست به DOM(T ) از را

� ببرد. بیشتری سود گفتن

به منت; است مم΋ن شد، اشاره آن به بخش این ابتدای در که ترتیبی خاصیت حذف که باشید داشته دقت

صورت به ببینید. را شده مشخص ۴ .۶ تصویر در که ورودی ای نمونه، عنوان به شود. نامناسب تخصیص Έی

بازی΋ن حالت، این در نمͳ شود. ͳمنته Έرش بدونِ  تخصیص Έی به ورودی این روی بر EFISM اجرای ،ͳبدیه

Ic بین قطعه که زیرا نمͳ دهد، تخصیص را Έکی همه تخصیص این علاوه، به مͳ ورزد. Έرش b بازی΋ن به c

مͳ کنیم. ͳمعرف را انبساط روال از کلͳ تر فرم Έی بعدی بخش در مش΋ل، این حل برای است. باقͳ مانده Ib و

قفل کردن باز همراه به انبساط روال ۴ .۶

روال ͳط در که است این ͳاصل ایده کرد. خواهیم ͳمعرف را انبساط روال از کلͳ تر فرم Έی بخش، این در

از تعدادی کردن جابه جا با بتواند شده قفل زنجیر Έی که باشد داشته وجود حالت هایی است مم΋ن انبساط،

شود. باز مجددا انبساط خواص بردن بین از بدون و بازه ها،

جایΎشت Έی باشد. ماکسیمال شده قفل زنجیر Έی C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
کنید فرض .١٠ .۶ تعریف

باشد: برقرار آن مورد در زیر خواص اگر مͳ نامیم، C‐بازکننده را C در بازه ها از Iδ١ , Iδ٢ , . . . , Iδr

آخرین و ∀i, Iδi ∈ C ،ͳعبارت به هستند. شده قفل زنجیر اعضای از جایΎشت، داخل بازه های همه •
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a

b

c

C

a

b

c

C

Ic Ia Ib Ic Ib Ia

a

b

c

C

Ic Ib Ia

A B

C

قفل کردن باز همراه به انبساط روال برای مثال Έی :۵ .۶ ش΋ل

.δr = σk است: شده قفل بازه نیز جایΎشت این عضو

pδj+١ بازی΋ن ارزش بازه داخل کامل طور به است، شده اعطا δj بازی΋ن به که ͳسهم ،j < r هر ازای به •

:ͳعبارت به باشد. او ارزش بازه انتهایی نقطه از کمتر اکیدا آن انتهایی نقطه و باشد

∀١≤j≤r−١ aδj ≥ αδj+١ bδj < βδj+١ .

از کمتر اکیدا آن انتهایی نقطه و باشد، pδ١ بازی΋ن ارزش بازه داخل pδr بازی΋ن به یافته تخصیص سهم •

βδ١ > bδr . و αδ١ ≤ aδr ͳعبارت به باشد. ارزش بازه انتهایی نقطه

ترتیب Έی . . . , Iδr Iδ١ , Iδ٢ , کنید فرض است: قرار این از قفل کننده باز دنباله تعریف از ͳاصل انگیزه

را C در بازه ها ترتیب مͳ توانیم صورت، این در است. C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
آن در که باشد، کننده C‐باز

و کرده عوض Iδr محل در Iδ١ دادن قرار و (١ < j ≤ r ازای (به Iδj−١ م΋ان در Iδj بازه هر دادن قرار با

نیست. قفل دیΎر Iδr(Iσk
) ،ͳعملیات چنین از بعد قفل، کنننده باز ترتیب تعریف با کنیم. باز را زنجیره قفل

یابد. ادامه مͳ تواند روال این و نیست انبساط روال برای ͳمانع دیΎر Iσk
بنابراین،

در آید. پدید شده قفل ماکسیمال زنجیر Έی از بیش تعداد زمان Έی در است مم΋ن که است ذکر شایان

بازه های از T مجموعه Έی گرفتن نظر در با مͳ کنیم. زنجیرها از کدام هر کردن باز به ͳسع جداگانه حالت، این

استفاده T مجموعه قفل های کردن باز با همراه انبساط روال به اشاره برای U − exp(T ) عبارت از ارزش،

ببینید. روال این از نمونه Έی برای را ۵ .۶ ش΋ل مͳ کنیم.

C‐باز جایΎشت هیچ اگر است، شده قفل قویا ،C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
شده قفل زنجیر Έی .١١ .۶ تعریف

باشد. نداشته کننده ای
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e

b

c

d

a

C

Ia Ib Ic Id Ie

تغییر با مͳ تواند Ia, Ib, Ic, Id, Ie شده قفل زنجیر اینجا، در جایΎشت. گراف از مثال Έی :۶ .۶ ش΋ل
شود. باز Ia, Ie, Ib, Ic, Id به Ia, Ib, Ic, Id, Ie جایΎشت

از ͳ΋ی حداقل اگر است، قفل قویا U − exp(·) قفل کردن باز همراه به انبساط روال Έی .١٢ .۶ تعریف

باشد. شده قفل قویا زنجیرهایش

جهت دار گراف Έی ،C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
شده قفل زنجیر Έی برای جایΎشت گراف Έی .١٣ .۶ تعریف

El نوع دو از E یال های همچنین داریم. V در vσi
راس Έی ،Iσi

∈ C بازه هر ازای به که است GC⟨V,E⟩

مͳ شوند: تعریف زیر صورت به Er و El داخل یال های .E = El ∪ Er ͳیعن هستند، Er و

.ασi
≤ aσj

و i > j اگر است، El داخل (vσi
, vσj

) یال ،Iσj
و Iσi

هر ازای به •

.βσi
> bσj

و باشد i < j اگر است، Er داخل (vσi
, vσj

) یال ،Iσj
و Iσi

هر ازای به •

این برای ͳکاف و لازم ͳبدیه شرط Έی است. شده داده نشان جایΎشت گراف از نمونه Έی ۶ .۶ ش΋ل در

با حال، این با نباشد. vσk
راس شامل دوری هیچ شامل GC که است این باشد، شده قفل قویا C زنجیر Έی که

بیان زنجیر Έی بودن قفل قویا برای ساده تر ͳکاف و لازم شرط Έی مͳ توانیم GC گراف خاص ساختار به توجه

کنیم.

باشد. Er از یال Έی دقیقا شامل اگر است، طرفه Έی GC در C دور Έی .١۴ .۶ تعریف

Έی دورهای از ،١۵ .۶ لم در باشد. Er یا El یال های شامل تنها نمͳ تواند GC از دوری هیچ کنید دقت

مͳ کنیم. استفاده باشد قفل قویا زنجیر Έی که این برای ͳکاف و لازم شرط ارائه جهت طرفه

طرفه ای Έی دور هیچ GC گراف اگر تنها و اگر است، قفل قویا C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
زنجیر Έی .١۵ .۶ لم

باشد. نداشته باشد، vσk
راس شامل که

نشده قفل قویا C شده قفل زنجیر Έی اگر که دهیم نشان است ͳکاف لم، ͳنابدیه طرف اثبات برای اثبات.

GC در دور کوتاه ترین C = vδ١=σk
, vδ٢ , . . . , vδr=σk

کنید فرض دارد. وجود طرفه Έی دور Έی آنگاه باشد،
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فرض ((vδr−١ , vσk
) (یال است Er از یال Έی دقیقا شامل C که مͳ کنیم ادعا است. vσk

راس شامل که باشد

به .δi+١ > δi داریم: Er تعریف بر بنا است. شده ظاهر C در که باشد Er از یال اولین (vδi , vδi+١) کنید

داریم: El تعریف بر بنا علاوه،

δ١ > δ٢ > . . . > δi < δi+١.

یال Έی vδj چون کنید دقت .δj > δi+١ > δj+١ داشت خواهیم ١ ≤ j ≤ i − ١ Έی ازای به بنابراین،

۶ .۶ ش΋ل در را جایΎشت گراف (ساختار داشت خواهد یال هم vδi+١ به حتما دارد، vδj+١ به چپ سمت به

این است. vσk
شامل کوچ΋تر دور Έی C ′ = vσk=δ١ , vδ٢ , . . . , vδj , vδi+١, . . . , vδr=σk

بنابراین، ببینید).

است. تناقض در C طول بودن کمینه فرض با

�

بازه برنامه ریزی ۵ .۶

بر ͳمحدودیت هیچ که این بدون است، بازه Έی بازی΋ن هر مطلوبیت تابع که است این بر ما فرض بخش، این در

از که صادقانه و Έرش بدونِ  تخصیص Έی حالت، این برای شویم. قائل بازه ها آن پایان یا و شروع نقاط روی

انبساط روال اساس بر مناسب تخصیص Έی ما الΎوریتم مͳ کنیم. ارائه مͳ کند استفاده برش ٢n حداکثر تعداد

و باقͳ مانده بازی΋ن های روی بر را U − exp(·) متناوب صورت به واق΄، در مͳ کند. پیدا قفل ها کردن باز و

زنجیر Έی با یا و مͳ دهد تخصیص را Έکی کل یا روال این مͳ دهیم. انجام Έکی از باقͳ مانده بخش های

تخصیص جهت خاصیت ها این از و مͳ کنیم اثبات خاصیت هایی حالت این برای مͳ شود. مواجه شده قفل قویا

بخش و بازی΋ن ها این سپس، مͳ کنیم. استفاده قفل قویا زنجیر در حاضر بازی΋ن های به Έکی از قطعه Έی

مͳ کنیم  ( است شده تعریف ١۶ .۶ تعریف در که همان طور ) انقباض و حذف روال از را Έکی یافته تخصیص

مͳ دهیم. ادامه Έکی از باقͳ مانده بخش و باقͳ مانده بازی΋ن های برای ͳبازگشت طور به را مسئله و

در I کردن منقبص عبارت از منظور است. بازه Έی I = [Is, Ie] و Έکی Έی C کنید فرض .١۶ .۶ تعریف

هر دقیق تر، بیان به است. هم به هستند، I راست و چپ طرف که قطعه هایی چسباندن و Έکی از I حذف واق΄

آن در که شد، خواهد [f(αi), f(βi)] به تبدیل [αi, βi] مطلوبیت تابع

f(x) =


x x < Is

Is Is ≤ x ≤ Ie

x− Ie + Is Ie < x
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a

b

c

d

e

a

b

c

x

C

C

d

e

.x بازه کردن منقبض از بعد و قبل e و a, b, c, d وبازه های C Έکی :٧ .۶ ش΋ل

ببینید). را ٧ .۶ (تصویر

به انبساط روال که مͳ دهیم نشان و مͳ کنیم حذف را بودن صادقانه خاصیت ،ͳگرم دست Έی عنوان به

شد. خواهد برش ٢(n− ١) با Έرش بدونِ  تخصیص Έی به ΀منت قفل کردن باز همراه

EFSC الΎوریتم

در حداکثر را Έکی که است Έرش بدونِ  الΎوریتم Έی که مͳ کنیم ارائه را EFSC الΎوریتم بخش، این در

را U − exp(T ) الΎوریتم ابتدا، در است: صورت این به ما پیشنهادی الΎوریتم مͳ دهد. برش نقطه ٢(n−١)

است، آمده دست به مناسب تخصیص صورت این در که مͳ شود انجام کامل صورت به یا روال این مͳ کنیم. اجرا

C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
کنید فرض دوم، حالت در مͳ شود. متوقف شده قفل قویا زنجیر Έی وقوع اثر در یا

کنید فرض حال ندارد. طرفه ای Έی دور هیچ GC گراف ،١۵ .۶ لم به توجه با باشد. شده قفل قویا زنجیر Έی

با دارد. وجود El یال های از استفاده با vσℓ
به vσk

از جهت دار مسیر Έی گونه ای به باشد، ͳاندیس کمترین ℓ

مͳ کنیم. استفاده EFSC بودن Έرش بدونِ  اثبات برای لم این از است. برقرار ١٧ .۶ لم ،GC ساختار به توجه

دارد. وجود El یال های از استفاده با ℓ′ > ℓ با vσℓ′
از راس هر به vσk

از جهت دار مسیر Έی .١٧ .۶ لم

باشد. El یال های از استفاده با vσℓ
به vσk

از مسیر Έی P = vσk=δ١ , vδ٢ , . . . , vδr=σℓ
کنید فرض اثبات.

داریم: چپ، یال تعریف به توجه با

σk = δ١ > δ٢ > . . . > δr = σℓ.

آنجا از صورت، این غیر در است. تمام ما کار آنگاه ،σℓ′ = δj باشیم داشته j Έی برای اگر که کنید دقت

vδj گراف، ساختار به توجه با .δj < σℓ′ < δj+١ داریم ١ ≤ j < l اندیس Έی ازای به است، ℓ′ > ℓ که
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� . است vσℓ′
و vσk

بین مناسب مسیر vσk=δ١ , vδ٢ , . . . , vδj , vσℓ′
بنابراین، دارد. vσℓ′

به چپ سمت یال Έی

به Er در vσk
به vσℓ′

از ͳیال هیچ ندارد، طرفه ای Έی دور هیچ GC که حقیقت این و ١٧ .۶ لم به توجه با

ͳیعن این که ندارد، وجود ℓ′ ≥ ℓ هر ازای

∀ℓ′ ≥ ℓ βσℓ′
≤ bσk

. (٢ .۶)

:ͳیعن این که ندارد، وجود ℓ′ < ℓ برای vσℓ′
به vσk

از مسیری هیچ دیΎر، سوی از

∀ℓ′ ≥ ℓ ασℓ′
> aσℓ−١ . (٣ .۶)

σℓ′ بازی΋ن به را Iσℓ′
بازه ،ℓ ≤ ℓ′ ≤ k هر ازای به حال

را Έکی از [aσℓ
, bσk

] بازه و مͳ کنیم، حذف N از را . . . , σk σℓ, σℓ+١, بازی΋ن های و مͳ دهیم تخصیص

باقͳ مانده بخش و باقیمانده بازی΋ن های برای را قفل کردن باز همراه به انبساط روال ادامه، در مͳ کنیم. منقبض

ادامه یابد تخصیص Έکی همه که ͳزمان تا ،Έکی تخصیص و انبساط بین تکرار این مͳ دهیم. ادامه Έکی از

مͳ کند. پیدا

مͳ دهد. برش محل ٢(n− ١) در حداکثر را Έکی و است Έرش بدونِ  EFSC الΎوریتم .١٨ .۶ قضیه

که دهیم نشان مͳ خواهیم باشند. دلخواه بازی΋ن دو j و i بازی΋ن کنید فرض بودن: Έرش بدونِ  اثبات.

آن ͳط که باشد ͳمراحل rj و ri کنید فرض ادعا، این اثبات برای نمͳ ورزد. Έرش j بازی΋ن سهم به i بازی΋ن

دارد: وجود حالت سه j و i نسبت حسب بر است. گرفته تعلق j و i بازی΋نان به ترتیب به Έکی از قطعه Έی

به توجه با باشد، برقرار ri < rj رابطه که ͳحالت برای .ri > rj :(III) و ri = rj :(II) ،ri < rj :(I)

نمͳ ورزد. Έرش j بازی΋ن به i بازی΋ن ͳیعن این که بود، خواهد |Ii| از کمتر |Ij ∩Ii| مقدار (آ. ٨)، نامساوی

که ͳحالت برای نهایت، در نمͳ ورزد. Έرش j بازی΋ن به i بازی΋ن ٨ .۶ لم به توجه با ،ri = rj باشیم داشته اگر

است ͳسهم از بیشتر اکیدا مͳ رسد i بازی΋ن به که ͳسهم اندازه کل که واقعیت این به توجه با باشد، ri > rj

نمͳ ورزد. Έرش j به i بازی΋ن است، شده داده j بازی΋ن به که

n = ١ برای است. ٢(n−١) حداکثر برش ها تعداد که مͳ دهیم نشان استقرا از استفاده با ها: برش تعداد

که کنید فرض حال ندارد. نیاز ͳبرش هیچ به که مͳ دهد تخصیص موجود بازی΋ن تنها به قطعه Έی انبساط، روال

که کنید دقت ابتدا در است. صحیح نیز بازی΋ن n برای که مͳ دهیم نشان است. صحیح n′ < n هر برای ادعا

بنابراین، است. شده تقسیم برش n−١ از استفاده با Έکی آنگاه شود، تمام کامل طور به U−exp(·) روال اگر
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b

a

Ia Ib Ia(cont)

b

a

Ib Ia

C

C

real share

دهد. افزایش ab نادرست اعلام با را خود سهم مͳ تواند b بازی΋ن :٨ .۶ ش΋ل

C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
کنید فرض است. شده متوقف شده قفل قویا زنجیر Έی اثر در روال که کنید فرض

GC در vσℓ
به vσk

از مسیر Έی که گونه ای به باشد، ͳاندیس بیشترین ℓ کنید فرض و باشد شده قفل قویا زنجیر

بخش و داده تخصیص σℓ, σℓ+١, . . . , σk بازی΋ن های به را Iσℓ
, Iσℓ+١ , . . . , Iσk

ما الΎوریتم، در دارد. وجود

(k− ℓ) ) مͳ گیرد Έکی از قطعه Έی {σℓ, σℓ+١, . . . , σk} در بازی΋ن هر مͳ کنیم. منقبض را یافته تخصیص

برش ٢(n− k + ℓ− ٢) حداکثر به نیاز Έکی از باقیمانده بخش استقرا، فرض به توجه با علاوه، به برش).

با برابر برش ها تعداد مجموع است، C به مربوط که ͳسهم انتهایی̥ و ابتدایی نقطه گرفتن نظر در با دارد.

٢(n− k + ℓ− ٢) + (k − ℓ) + ٢ = ٢(n− ١)− k + ℓ ≤ ٢(n− ١)

� بود. خواهد

٣ EFGISM الΎوریتم

بΎیرید. نظر در را ٨ .۶ ش΋ل مثال، عنوان به نیست. صادقانه EFSC الΎوریتم که کنیم اشاره است لازم ابتدا در

هدف بخش، این در دهد. افزایش αb نادرست اعلام با مͳ تواند را خود سهم b بازی΋ن که دید مͳ توان ͳراحت به

تنها را U − exp(·) مرحله، هر در که است این مسئله این با مواجهه برای ما راهبرد است. مش΋ل این رف΄ ما

است. قسمت این در ما روش ͳاصل هسته ١٩ .۶ لم کنیم. اجرا افراد) کل نه (و افراد از زیرمجموعه Έی برای

Φ(T ′) > باشیم داشته ،T ′ ⊂ T هر ازای به که گونه ای به باشد، بازه ها از مجموعه ای T کنید فرض .١٩ .۶ لم

حداکثر به را DOM(T ) مͳ توانیم ما صورت، این در مͳ گوییم). کاهش ناپذیر را مجموعه ای (چنین Φ(T )

هر به که ͳقطعات طول مجموع :(I) که گونه ای به دهیم، تخصیص بازه ها به را آنها و تقسیم قسمت ٢|T | − ١

به است یافته تخصیص فرد هر به که ͳقطعات :(II) و باشد Φ(T ) با برابر دقیقا است شده داده تخصیص بازه

باشد. او ارزش بازه داخل کامل طور
3Envy-Free General Interval Scheduling Mechanism.
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برقرار ͳبدیه صورت به ما ادعای |T | = ١ برای مͳ کنیم. استفاده T روی بر استقرا از اثبات، برای اثبات.

کنید فرض حال ندارد. ͳبرش هیچ به نیاز که مͳ دهیم تخصیص T در موجود بازه تنها به را DOM(T ) است:

روال است. برقرار ما ادعای نیز |T | = k برای که مͳ دهیم نشان باشد. برقرار |T | < k برای ما ادعای که

آمده دست به نظر مورد تخصیص یابد، پایان کامل طور به U − exp(T ) اگر بΎیرید. نظر در را U − exp(T )

باشد بیشینه طول با شده قفل قویا زنجیر Έی C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
کنید فرض صورت، این غیر در است.

که باشد ͳاندیس کمترین ℓ کنید فرض ،GC گرفتن نظر در با است. شده ایجاد روال ناکامل اجرای اثر در که

ℓ که مͳ دهیم نشان ما ،٢٠ .۶ لم در دارد. وجود El یال های از استفاده با vσℓ
به vσk

از جهت دار مسیر Έی

با را آنها و تقسیم زیرمسئله دو به را ͳاصل مسئله تا مͳ کنیم استفاده بعدا واقعیت این از است. ١ از بزرگتر اکیدا

کنیم. حل ͳبازگشت طور به و استقرا فرض از استفاده

باشد U − exp(T ) اجرای از بعد شده قفل قویا زنجیر Έی C = Iσ١ , Iσ٢ , . . . , Iσk
کنید فرض .٢٠ .۶ لم

EL یال های از استفاده با GC در vσℓ
به vσk

از جهت دار مسیر Έی که باشد ͳاندیس بیشترین ℓ کنید فرض و

.ℓ > ١ صورت، این در دارد. وجود

به (آ. ٧)، عبارت به توجه با .ℓ = ١ کنید فرض مͳ کنیم. اثبات را لم این خلف برهان از استفاده با اثبات.

کنید فرض .ασi
≥ aσ١ داریم i ها تمام ازای به که مͳ دهیم نشان حال، .βσi

≤ bσk
داریم i هر ازای

x = min
١≤i≤k

ασi
و j = arg min

١≤i≤k
ασi

.

پدید حالت هایی است مم΋ن انبساط، طول در دارد. قرار x روی بر Iσj
ابتدایی نقطه انبساط، روال ابتدای در

خواهیم قفل، کننده باز جایΎشت تعریف به توجه با حال، این با شود. جایΎزین دیΎر بازه Έی با Iσj
که آید

که زیرا مͳ ماند، ͳباق x روی بر همیشه C در موجود بازه آخرین ابتدایی نقطه علاوه، به .ασj′
= x داشت

داریم شده، قفل قویا زنجیر Έی در بنابراین، نمͳ دهد. هˇل را آن دیΎری بازه هیچ لذا و است ماکسیمال C

بازه های TC آن در که ،DOM(TC) = [aσ١ , bσk
] بنابراین، .ασi

≥ x داریم i > ١ هر ازای به و ασ١ = x

است، شده پوشیده C با کامل طور به [aσ١ , bσk
] که آنجا از است. C در موجود سهم بازه های به مربوط ارزش

نشده کامل U − exp(T ) روال که آنجا از دیΎر، سوی از .Φ(TC) = |Iσ١| = |Iσ٢| = · · · = |Iσk
| داریم

� است. تناقض در T کاهش ناپذیری با این که ،|Iσk
| < Φ(T ) داریم است،

کنید فرض حال است. برقرار C برای (آ. ٨) و (آ. ٧) روابط که مͳ دانیم ١٧ .۶ لم به توجه با

x = βσk
− (k − ℓ+ ١)Φ(T ). (۴ .۶)
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Έکم ما به واقعیت، این است. aσℓ
و aσℓ−١ بین جایی [٠,١] بازه در x محل که مͳ دهیم نشان ٢١ .۶ لم در

باشند. داشته را ١٩ .۶ لم در شده تعریف خاصیت های دو هر که کنیم تقسیم قطعه دو به را DOM(T ) تا مͳ کند

کنید فرض .٢١ .۶ لم

x = βσk
− (k − ℓ+ ١)Φ(T ),

این در باشد. داشته وجود vσℓ
به vσk

از جهت دار مسیر Έی که طوری به است، ͳاندیس کمترین ℓ آن در که

.aσℓ−١ < x < aσℓ
داشت خواهیم صورت،

داریم: است) شده قفل قویا C که کنید (دقت bσk
= βσk

که واقعیت این و (آ. ٧) نامساوی به توجه با اثبات.

∀ℓ≤i≤k βσi
≤ βσk

.

داریم: (آ. ٨) نامساوی گرفتن نظر در با علاوه، به

∀ℓ≤i≤k ασi
> aσℓ−١ .

داریم: .T ′ = {σℓ, σℓ+١, . . . , σk} کنید فرض حال،

Φ(T ′) =
DOM(T ′)

|T ′|
<

βσk
− aσℓ−١

k − ℓ+ ١
.

داریم: (۴ .۶) عبارت به توجه با دیΎر، سوی از

Φ(T ) =
βσk
− x

k − ℓ+ ١
.

U−exp(T ) روال چون همچنین، .x > aσℓ−١ دارد، را مم΋ن ͳالΎچ کمترین T که نکته این گرفتن نظر در با

نتیجه، در و |Iσ١| = |Iσ٢| = . . . = |Iσk
| < Φ(T ) داریم بود، ناکامل

x = bσk
− (k − ℓ+ ١)× Φ(T )

< bσk
− (k − ℓ+ ١)× |Iσk

|

< bσℓ−١ = aσℓ
.

� .bσℓ−١ = aσℓ
است، کرده گیر Iσℓ

بازه در Iσℓ−١ بازه چون که کنید دقت
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٢(k− ℓ+ از استفاده با σℓ, σℓ+١, . . . , σk بازی΋ن های به مͳ تواند [x, βσk
] قطعه که مͳ دهیم نشان حال،

در را T ′ = {I ′σℓ
, I ′σℓ+١

, . . . , I ′σk
} ارزش بازه های ادعا، این دادن نشان برای یابد. تخصیص برش ١)− ٢

آن در که بΎیرید نظر

∀ℓ≤i≤k I ′σi
= [max(x, ασi

), βσi
].

بنابراین و DOM(T ′) = [x, βσk
] که کنید دقت

Φ(T ′) =
βσk
− x

k − ℓ+ ١
=

bσk
− x

k − ℓ+ ١
. (۵ .۶)

.Φ(T ′) = Φ(T ) داریم ،(۴ .۶) نامساوی به توجه با

برقرار Φ(T ′′) > Φ(T ′) رابطه T ′′ ⊂ T ′ هر ازای به رسمͳ تر، بیان به است. کاهش ناپذیر T ′ .٢٢ .۶ لم

است.

I ′σi
است، نشده بریده که I ′σi

بازه هر برای .ασi
< x اگر است، شده بریده T ′ در I ′σi

بازه گوییم ͳم اثبات.

داریم است، کاهش ناپذیر T چون نباشد، شده ای بریده بازه هیچ شامل T ′′ اگر بنابراین، است. Iσi
با برابر دقیقا

Φ(T ′′) > Φ(T ) = Φ(T ′).

کنیم. اثبات است شده بریده بازه های شامل T ′′ که ͳحالت برای را خود ادعای که مͳ ماند ͳباق این تنها بنابراین،

که باشد ͳاندیس بیشینه j کنید فرض است. مح΋م DOM(T ′′) که مͳ کنیم فرص ٢ .۶ مشاهده به توجه با

رابطه ،b′σj
= bσj

چون همچنین .βσj
≥ bσj

داریم است، Iσj
داخل کاملا Iσj

که آنجا از .I ′σj
∈ T ′′

DOM(T ′′) = [x, bσj
]

داریم: (۵ .۶) نامساوی به توجه با است. بازه j − ℓ+ ١ شامل حداکثر T ′′ دیΎر، سوی از است. برقرار

Φ(T ′) =
bσk
− x

k − ℓ+ ١
, Φ(T ′′) ≥

bσj
− x

j − ℓ+ ١
.

بنابراین،

Φ(T ′) =
bσk
− x

k − ℓ+ ١
=

(bσj
− x) + (bσk

− bσj
)

(j − ℓ+ ١) + (k − j)
. (۶ .۶)

که باشید داشته نظر در

(bσk
− bσj

)

(k − j)
= |Iσ١| = |Iσ٢| = . . . = |Iσk

|

< Φ(T )

= Φ(T ′). (٧ .۶)
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داریم: ٢ .۶ مشاهده همراه به (٧ .۶) و (۶ .۶) نامساوی های ترکیب با

(bσj
− x)

(j − ℓ+ ١)
> Φ(T ′)⇒ Φ(T ′′) > Φ(T ′).

�

مͳ باشند. دارا را ١٩ .۶ لم در شده مشخص خاصیتهای T ′ در بازه ها مجموعه که مͳ کند عنوان ٢٢ .۶ لم

مͳ دانیم استقرا، فرض به توجه با است. T اکید زیرمجموعه Έی T ′ مجموعه ،٢٠ .۶ لم به توجه با علاوه، به

تخصیص σℓ, σℓ+١, . . . , σk بازی΋ن های به برش ٢(k − ℓ + ١) − ٢ حداکثر با را DOM(T ′) مͳ توان که

با را T داخل بازی΋ن های مجموعه باشد. برقرار ١٩ .۶ لم در شده تعریف خاصیت دو هر که گونه ای به داد،

لم مͳ کنیم. حذف NT از را σℓ, σℓ+١, . . . , σk بازی΋ن های و منقبض را DOM(T ′) حال مͳ دهیم. نشان NT

است. برقرار باقͳ مانده بازی΋ن های و Έکی باقͳ مانده بخش برای ١٩ .۶ لم شرایط که مͳ کند تضمین ٢٣ .۶

منقبض از بعد ،NT ′′ = NT \{σℓ, σℓ+١, . . . , σk}ن های΋بازی به مربوط بازه های T ′′ کنید فرض .٢٣ .۶ لم

.Φ(T ′′) = Φ(T ′) همینطور و است کاهش ناپذیر T ′′ صورت، این در باشد. DOM(T ′) کردن

ͳیعن این که Φ(T ) = Φ(T ′) داریم اثبات.

DOM(T )

|T |
=

DOM(T ′)

|T ′|
.

بنابراین،
DOM(T )− DOM(T ′)

|T | − |T ′|
= Φ(T ) = Φ(T ′)

Έی حال، .Ii ∪ DOM(T ′) ̸= ∅ اگر مͳ نامیم، شده بریده را Ii بازه Έی .Φ(T ′′) = Φ(T ) ͳیعن این که

Φ(T̂ ) مقدار نباشد، شده ای بریده بازه هیچ شامل T̂ اگر بΎیرید. نظر در را بازه ها از T̂ ⊂ T ′′ دلخواه مجموعه

داریم: کاهش ناپذیری فرض با که است، داشته شدن منقبض از قبل که است مقدار همان با برابر دقیقا

Φ(T̂ ) > Φ(T ) = Φ(T ′′).

در بازه ها مجموعه T̂ ′ کنید فرض باشد. شده بریده بازه Έی حداقل شامل T̂ که کنید فرض دیΎر، سوی از

است. مح΋م حتما T̂ ′ است، شده منقبض بازه Έی شامل T̂ چون باشد. T ′ کردن منقبض از قبل T̂ ∪ T ′

داریم: کاهش ناپذیری فرض با همچنین

Φ(T̂ ′) > Φ(T ) = Φ(T ′) = Φ(T ′′).
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بنابراین: .|DOM(T̂ )| = |DOM(T̂ ′)| − |DOM(T ′)| داریم علاوه، به

Φ(T̂ ) =
|DOM(T̂ )|
|T̂ |

=
|DOM(T̂ ′)| − |DOM(T ′)|

|T̂ ′| − |T ′|

� .Φ(T̂ ) > Φ(T ) = Φ(T ′′) داریم ٢ .۶ مشاهده به توجه با

٢(ℓ− از استفاده با NT ′′ در بازی΋ن های به مͳ تواند T ′′ استقرا، فرض از استفاده با و ٢٣ .۶ لم اساس بر

با بود خواهد برابر برش ها کل تعداد شود. اعطا برش ١)− ٢

٢(ℓ− ١)− ٢ + ٢(k − ℓ+ ١)− ٢ = ٢k − ۴

� بود. خواهد برش ٢k − ٢ به منجر نهایتا که βσk
و x نقطه دو در برش دو علاوه به برش،

N زیرمجموعه های همه میان در مͳ کنیم: تعریف صورت این به را EFGISM الΎوریتم ،١٩ .۶ لم اساس بر

گزینه، چند وجود صورت (در دارند را ͳالΎچ کمترین آن به مربوط بازه های که مͳ کنیم پیدا را زیرمجموعه ای

باشند بازه هایی T کنید فرض و باشد زیرمجموعه این N کنید فرض دارد). کمتری اندازه که زیرمجموعه ای

در مͳ توان را (N نتیجه در (و T که مͳ دهیم نشان ٢۴ .۶ لم در هستند. مرتبط N داخل بازی΋ن های به که

یافت. چندجمله ای زمان

T و باشد میزان کمترین آنها به مربوط بازه های که که باشد بازی΋ن ها از مجموعه ای N کنید فرض .٢۴ .۶ لم

جمله ای چند زمان در را (N نتیجه در (و T مͳ توان صورت، این در باشد. بازی΋ن ها این به مربوط بازه های

کرد. پیدا

نقاط، این کردن ثابت با دارد. وجود DOM(T ) پایان و شروع نقاط برای مختلف انتخاب n٢ تعداد اثبات.

مجموعه بنابراین، کنیم. اضافه T به را هستند دامنه داخل در که بازه هایی تمام باید T ͳالΎچ کردن کمینه برای

� شود. محاسبه چندجمله ای زمان در مͳ تواند T

N در بازی΋ن هر به مͳ توانیم بنابراین، است. کاهش ناپذیر دارد، را ͳالΎچ مقدار کمترین T که آنجا از

بازی΋ن های این، از بعد کنیم. اعطا است، شده مشخص ١٩ .۶ لم در که ͳشرایط با را DOM(T ) از قطعه Έی
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از باقͳ مانده بخش ͳبازگشت طور به ادامه، در مͳ کنیم. منقبض را DOM(T ) و کرده حذف N از را N داخل

Έی توانید ͳم ٨ الΎوریتم در مͳ دهیم. تخصیص EFGISM از استفاده با باقͳ مانده بازی΋ن های به را Έکی

بیابید. EFGISM برای کد شبه

EFGISM :٨ الΎوریتم
١ Function EFGISM(N , T , C) :
٢ if C ̸= ∅ then
٣ Let T = argminT ′⊆T Φ(T ′)
۴ Let N = players with interval in T
۵ Allocate(N,DOM(T )) ◃ By Lemma 19 .6
۶ Shrink(C,DOM(T )) ◃ T is also updated
٧ EFGISM(N \N, T , C)

برش نقطه ٢(n − ١) در حداکثر را Έکی و است صادقانه و Έرش بدونِ  EFGISM الΎوریتم .٢۵ .۶ قضیه

مͳ دهد.

بازی΋ن به i بازی΋ن که دهیم نشان مͳ خواهیم بΎیرید. نظر در را j و i بازی΋ن دو بودن: Έرش بدونِ  اثبات.

خود سهم بازی΋ن دو این آن ͳط که باشند ͳمراحل rj و ri کنید فرض امر، این اثبات برای نمͳ ورزد. Έرش j

که مͳ دهیم نشان .ri > rj (III) و ri = rj (II) ،ri < rj (I) دارد: وجود احتمال سه آورده اند. دست به را

نمͳ ورزد. Έرش j بازی΋ن به i بازی΋ن حالت، سه هر در

تضمین ٨ .۶ لم دوم، حالت برای ندارد. Ii با ͳتداخل هیچ Ij که زیرا است، ͳبدیه گزاره اول، حالت برای

بازه هایی مجموعه Tj و Ti که کنید فرض سوم، حالت برای نهایت، در نمͳ ورزد. Έرش j بازی΋ن به i که مͳ کند

.T = Ti ∪ Tj کنید فرض .Φ(Ti) ≥ Φ(Tj) که مͳ دهیم نشان شده اند. انتخاب rj و ri مرحله در که باشند

:ͳیعن این که Φ(T ) ≥ Φ(Tj) مͳ دانیم

|DOM(T )|
|T |

>
|DOM(Tj)|
|Tj|

,

مͳ دهد: نتیجه که
|DOM(Ti)|+ |DOM(Tj)|

|Ti|+ |Tj|
≥ |DOM(Tj)|

|Tj|
.

که زیرا نمͳ ورزد، Έرش j بازی΋ن به i بازی΋ن بنابراین، .Φ(Ti) ≥ Φ(Tj) داریم ٢ .۶ مشاهده به توجه با

دارد. قرار Iσi
داخل نیز کامل طور به و است j از بزرگتر مͳ شود، اعطا i بازی΋ن به که ͳسهم اندازه
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استفاده است شده اثبات [٢٧] در که نتیجه ای از الΎوریتم، بودن صادقانه اثبات برای بودن: صادقانه

است: شده ثابت زیر گزاره مقاله، این در مͳ کنیم.

با بازه ها از T مجموعه Έی مرحله هر در که باشد ͳوریتمΎال A کنید فرض
T داخل بازه های به مربوط افراد به را آن و انتخاب را Φ(T ) مقدار کمترین
وی سهم و ببرد Φ(T ) اندازه با سهم Έی فرد هر که گونه ای به مͳ کند،  اعطا
صادقانه A الΎوریتم صورت، این در باشد. مطلوبیتش بازه داخل کامل طور به

است.

است. صادقانه است، مشابه ساختار دارای نیز ما الΎوریتم که امر این به توجه با

ͳبدیه طور به الΎوریتم n = ١ برای مͳ کنیم. استفاده استقرا از تعداد  برش ها، اثبات برای ها: برش تعداد

الΎوریتم از مرحله اولین حال، .(٢× (١− ١)) ندارد. ͳبرش هیچ به نیاز که مͳ دهد بازی΋ن  به را Έکی همه

در حداکثر را T ما ،١٩ .۶ لم به توجه با است. شده انتخاب بازه ها از T مجموعه آن در که بΎیرید، نظر در را

بخش برای ͳبازگشت طور به را مسئله و مͳ کنیم منقبض را DOM(T ) علاوه، به مͳ دهیم. برش نقطه ٢(T −١)

مͳ کند. ایجاد برش ٢(n− T − ١) حداکثر الΎوریتم ͳبازگشت بخش استقرا، فرض با مͳ کنیم. حل باقͳ مانده

با بود خواهد برابر برش ها کل تعداد بنابراین، مͳ شود. زده DOM(T ) انتهای و ابتدا در نیز برش دو علاوه، به

٢(T − ١) + ٢(n− T − ١) + ٢ = ٢(n− ١).

�

ͳآت کارهای و بندی جم΄ ۶ .۶

صادقانه و Έرش بدونِ  تخصیص برای ͳروش زیربنای واق΄ در که کردیم، ͳمعرف را انبساط روال ما فصل، این در

Έی بازی΋ن هر مطلوبیت تابع که است شده ͳطراح ͳحالت برای روال این است. برش ͳکم تعداد با Έکی

قطعه ای و ثابت قطعه ای مطلوبیت توابع که ͳحالت برای را روال این که است این آینده مسیر Έی است. بازه

حالت ها این برای مͳ تواند روش این از کلͳ تر حالت Έی که است این ما باور دهیم. توسعه است ی΋نواخت

کند. تولید برش O(nk) با Έرش بدونِ  تخصیص Έی

برش n−١ با ͳ΋رش بدونِ  و صادقانه و معین الΎوریتم هیچ که داده اند نشان [١٣] هم΋اران و بی ͳتازگ به

این ما حدس دارد. وجود ٢n− ١ و n− ١ بالای و پایین حدود بین فاصله Έی هنوز بنابراین، ندارد. وجود

است. کمینه مͳ دهد ارائه ما الΎوریتم که برش هایی تعداد که است
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برش تعداد نظر نقطه از را را قفل کردن باز و انبساط روش بالای کارایی [۶٨] گرفته صورت تجربی نتایج

به ارزش بازه های که است ͳحالت برای تئوری اثبات های با نتایج این ͳهمراه جالب مسیر Έی مͳ دهد. نشان

است. شده انتخاب دلخواه توزیع Έی از ͳتصادف صورت
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آ پیوست

سوم فصل شده حذف اثبات های

وجود vi ∈ L راس Έی حداقل ،vj ∈ L راس هر ازای به بΎیرید. نظر در را GC در L دور [٣. ٩ اثبات.[لم

در آنها راس که افرادی مجموعه عنوان به S گرفتن نظر در با بنابراین، مͳ ورزد. Έرش j فرد به i فرد که دارد

اما نیستند. نیز برنده S افراد از Έی هیچ مشابه، استدلال با نیستند. بازنده S افراد از Έی هیچ است، حاضر L

� است. تناقض در است، Έرش چرخه فاقد C که ما فرض با این

اول شرط مانند نیز دوم شرط اثبات مͳ دهیم. شرح بیشتر جزئیات با را اول شرط اثبات ما [٣. ١٢ اثبات.[لم

است.

H از جدید تطابق Έی که است این ما هدف باشد. نداشته وجود ͳراس چنین که کنید فرض اول: شرط

به H روی از H ′ جهت دار گراف Έی ما کار، این برای کنیم. پیدا بیشتر وزن و ی΋سان یال های تعداد با را

یال Έی علاوه، به مͳ گیریم. نظر در V (H ′) در vj راس Έی ما ŷj ∈ T هر ازای به مͳ سازیم: صورت این

.w(x̂j, ŷj) < w(x̂i, ŷj) باشیم: داشته H در اگر تنها و اگر دارد، وجود H ′ در vi به vj از جهت دار

در مطلوب برنده ŷj صورت این در باشد، داشته وجود H ′ در صفر ͳخروج درجه با vj راس Έی اگر حال

که زیرا است، T

∀ŷi ∈ H,w(x̂j, ŷj) ≥ w(x̂i, ŷj).

دور Έی حداقل دارای H حالت، این در است. غیرصفر T در راس هر ͳخروج درجه صورت، این غیر در

یال های حذف با را M تطابق ما اگر حال است. .L = ⟨vl١ , vl٢ , . . . , vl|L|⟩

{(ŷl١ , x̂l١), (ŷl٢ , x̂l٢), . . . , (ŷl|L| , x̂l|L|)}

یال های کردن اضافه و

{(ŷl١ , x̂l٢), (ŷl٢ , x̂l٣), . . . , (ŷl|L| , x̂l١)}

١١٠



سوم فصل شده حذف اثبات های آ. ١١١پیوست

داریم ،H ′ در یال تعریف به توجه با که کنید دقت بود. خواهد قبل از بیشتر جدید تطابق وزن کنیم، به روز

w(x̂l٢ , ŷl١) > w(x̂l١ , ŷl١), w(x̂l٣ , ŷl٢) > w(x̂l٢ , ŷl٢), . . . , w(x̂l١ , ŷl|L|) > w(x̂l|L| , ŷl|L|).

است. تناقض در بود H از MCMWM Έی M که واقعیت این با این اما

به که صورت این به مͳ سازیم، H روی از H ′ جهت دار گراف Έی ما اول، شرط اثبات مشابه دوم: شرط

ما هستند، T اعضای که ŷj و ŷi جفت هر ازای به دارد. وجود H ′ در vj راس Έی ،T در ŷj راس هر ازای

باشیم داشته H در اگر مͳ کنیم، متصل H ′ در جهت دار یال Έی از استفاده با vj به را vi

w(x̂j, ŷi) > w(x̂i, ŷi)

این در باشد، صفر با برابر ورودی درجه با vi راس Έی شامل H ′ اگر که کنید دقت .(x̂j, ŷi) ∈ E(H) و

و ندارد صفر ورودی درجه H ′ در ͳراس هیچ که کنید فرض بنابراین، است. T در شده خواسته بازنده ŷi صورت

وزن با تطابق Έی نیز حالت این در مͳ توان اول، شرط مشابه استدلال با دارد. جهت دار دور Έی H ′ بنابراین،

است. تناقض در ما فرض با این که کرد پیدا بیشتر

که مͳ کنیم، عوض M در (x̂j, ŷi) در را ŷi و x̂i بین یال باشد، w(x̂i, ŷi) < w(x̂j, ŷi) اگر سوم: شرط

� است. تناقض در M بودن بیشینه با که شد خواهد بیشتر وزن با بزرگتر تطابق Έی به منت;

Y١/٢\N(FG١/٢(M,X١/٢)) راس های(M,X١/٢)FG١/٢و بین ͳیال هیچ تعریف، به توجه با [٣. ١٣ اثبات.[لم

به اشاره که هستند افرادی برای ١/٢ از کمتر ارزش دارای اشیا همه علاوه، به ندارد. وجود G١/٢ در

و yi ∈ Y \ N(FG١/٢(M,X١/٢)) با mj شͳء هر و i فرد هر ازای به بنابراین، دارند. Y \ Y١/٢ راس های

C١ خوشه بندی در که افرادی که واقعیت این به توجه با .Vi(mj) < ١/٢ داریم xj ∈ FG١/٢(M,X١/٢)

داریم: هستند، متعلق C٣ به یا و C٢ به یا نشده اند، انتخاب

∀j ∈ C١ Vi(fj) < ١/٢.

�

که دارد وجود G١ در تطابق Έی که مͳ دهد نشان لم این مͳ کنیم. اثبات را آ. ١ لم ما ابتدا، [١۵ .٣ اثبات.[لم

مͳ دهیم نشان ما واق΄، در است. کاهش ناپذیری نتیجه در آ. ١ لم مͳ کند. آلوده را W١ در موجود راس های تمام

داد. کاهش مͳ توان را نمونه نباشد، برقرار آ. ١ لم شرایط اگر که



سوم فصل شده حذف اثبات های آ. ١١٢پیوست

داریم: G١ گراف برای آ. ١. لم

∀R ⊆ W١, |N(R)| > |R|.

که دهیم نشان است ͳکاف تنها ٢. ١٣ لم به توجه با باشد. G١ در بیشینه تطابق Έی M١ کنید فرض اثبات.

FG١(M١,W١) بین تطابق Έی شد، گفته که همان طور نباشد. گونه این کنید فرض است. ͳته FG١(M١,W١)

کنید فرض مͳ کند. آلوده را N(FG١(M١,W١)) راس های همه که دارد وجود N(FG١(M١,W١)) و

MS = {(xj١ , yi١), (xj٢ , yi٢), . . . , (xjk , yik)}

افراد مجموعه که مͳ دهیم نشان ما باشد. تطابق این

T = {i١, i٢, . . . , ik}

اشیای و

S = {fi١ ,mj١ , fi٢ ,mj٢ , . . . , fik ,mjk}.

|S| = است: ͳبدیه اول شرط است). شͳء Έی شامل تنها fil که کنید (دقت دارند. را ۵ .٣ لم شرایط همه

نیز دوم شرط بنابراین، و مͳ کند ͳراض را il فرد fil ∪ {mjl} که مͳ دانیم ،G١ در یال تعریف به توجه با .٢|T |

داریم: T در il فرد هر ازای به که دهیم نشان باید سوم، شرط برای است. برقرار

Vi′(fil ∪ {mjl}) < ١ ∀i′ /∈ T.

توجه با باشد، i′ /∈ C١ اگر اول، مͳ گیریم. نظر در جداگانه صورت به را حالت دو ما امر، این اثبات برای

ͳیعن این که Vi′({mjl}) < ١/٢ داریم ١۴ .٣ مشاهده نتیجه در و Vi′(fil) < ١/٢ داریم ٣. ١٣ لم به

.Vi′(fil ∪ {mjl}) < ١

به متعلق yi′ راس ،i′ /∈ T چون که کنید دقت .i′ ∈ C١ که بΎیرید نظر در را ͳحالت علاوه، به

ͳیعن این که نیست، N(FG١(M١,W١))

yi′ ∈ VC١ \N(FG١(M١,W١)).

Vi′({mjl}) < بنابراین و ندارد، وجود xjl و yi′ بین ͳیال هیچ ،N(FG١(M١,W١) تعریف به توجه با

داریم است، شͳء Έی دقیقا شامل fil که واقعیت این و کاهش ناپذیری فرض با دیΎر، سوی از .ϵi′ ≤ ١/۴

.Vi′(fil ∪ {mjl}) < ١ بنابراین، .Vi′(fil) < ٣/۴
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برقرار نیز ۵ .٣ لم سوم شرط ͳیعن این که Vi′(fil ∪ {mjl}) < ١ داریم i′ /∈ T فرد هر ازای به نتیجه، در

� است. تناقض در ما فرض با که است کاهش پذیر نمونه ۵ .٣ لم به توجه با بنابراین، است.

استفاده C١ خوشه ساخت برای MCMWM Έی از ما که آنجا از است: صورت این به ١۵ .٣ لم اثبات ادامه

در را C١ در حاضر افراد ͳ΋توپولوژی ترتیب است. Έرش چرخه فاقد C١ خوشه ،٣. ١٢ لم به توجه با کردیم،

در ام k نفر i فرد اگر pi = k دقیق تر، بیان به باشد. ترتیب این در i فرد م΋ان pai کنید فرض و بΎیرید نظر

باشد. C١ ͳ΋توپولوژی ترتیب

که دارد وجود G١ در تطابق Έی نتیجه در و است برقرار G١ گراف برای هال قضیه شرایط آ. ١ لم به توجه با

بیشینه ای تطابق M١ که کنید فرض ،G١ بیشینه تطابق های همه میان در کند. آلوده را W١ داخل راس های همه

مقدار که باشد

pM١ =
∑
yi∈M١

pai

دهیم نشان باید ما ادعا، این اثبات برای است. ما دلخواه تطابق همان M١ که مͳ کنیم ادعا ما مͳ کند. کمینه را

{j, k} مجموعه برای بازنده Έی j فرد ،yk ∈ N(xi) نشده آلوده راس هر و (xi, yj) ∈M١ یال هر برای که

ترتیب در k فرد بورزد، Έرش j فرد به k فرد اگر که کنید دقت نمͳ ورزد. Έرش j فرد به k ͳیعن این که است،

M١ در (xi, yk) با را (xi, yj) ما اگر بنابراین، .pk < pj ͳیعن این که است آمده j از زودتر C١ ͳ΋توپولوژی

� است. تناقض در pM١ بودن کمینه با این که مͳ یابد کاهش pM١ مقدار کنیم، جایΎزین

که آنجا از است. شده اعطا C١ خوشه اصلاح در j فرد به که باشد ی شͳء mk کنید فرض اثبات.[لم٣. ١٧]

� .Vi(gj) < ١/٢ داریم ،١۴ .٣ مشاهده اساس بر xk ∈ W١

٣. ١٣ لم .|fj| = |gj| = ١ که کنید دقت ابتدا، در باشد. Sr
١ در فرد Έی j کنید فرض [٣. ١٨ اثبات.[لم

داریم: (٣. ١) نامساوی اساس بر .Vi(fj ∪ gj) < ١ که مͳ کند بیان ١۴ .٣ مشاهده همراه به

MMS
|N\j|
Vi

(M\ fj ∪ gj) ≥ ١. (آ. ١)

همه برای (آ. ١) نامساوی اعمال است. برقرار Sr
١ در حاضر افراد تمام ازای به (آ. ١) عبارت که کنید دقت

که مͳ دهد نتیجه Sr
١ در حاضر افراد

MMS
|N\Sr

١ |
Vi

(M\
∪

yi∈Sr
١

fi ∪ gi) ≥ ١.
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�

Vk({bj}) < داریم xj ∈ X ′ \X ′
١/٢ هر و k ∈ C١ فرد هر ازای به ١۶ .٣ مشاهده اساس بر [٣. ٢٠ اثبات.[لم

داریم: k ∈ C١ هر ازای به توابع، بودن ͳجمع به توجه با .ϵk

∀xi, xj ∈ X ′ \ X ′
١/٢ Vk({bi, bj}) < ٢ϵk.

�

راس Έی و است، ٣/۴‐کاهش ناپذیر مسئله که بΎیرید نظر در خلف، فرض عنوان به [٣. ٢١ اثبات.[لم

که دارد وجود k′ ̸= ak فرد Έی ،۴ .٣ لم اساس بر .Vk({bi, bj}) ≥ ٣/۴ که دارد وجود yk ∈ Y

Vk′({bi, bj}) ≥ ١.

برقرار Vk′({bj}) ≥ ١/٢ یا Vk′({bi}) ≥ ١/٢ نامساوی دو از ͳ΋ی است، ͳجمع ارزش توابع که آنجا از

� است. تناقض هستند، X ′ \ X ′
١/٢ به متعلق xj و xi شͳء دو هر مͳ دانیم که آنجا از این که است،

که مͳ دهیم نشان ابتدا، مͳ کنیم. اثبات مرحله دو در را ٣. ٢٣ لم ما [٣. ٢٣ اثبات.[لم

|FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)| ≤ |N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))|. (آ. ٢)

مͳ دهیم نشان سپس

|FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)| ≥ |N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))|. (آ. ٣)

مͳ دهد: نتیجه هم کنار در نامساوی دو این

|FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)| = |N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))|. (آ. ۴)

داریم: ،١ الΎوریتم شروع از قبل که باشید داشته نظر در (آ. ٢)، نامساوی دادن نشان برای

FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢) = ∅

و

N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) = ∅
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X ′
١/٢ به جدید راس Έی ما ،١ الΎوریتم از مرحله هر در شده اند. آلوده M ′ با X ′

١/٢ در حاضر راس های همه و

الΎوریتم از مرحله هر در بنابراین، مͳ یابد. افزایش واحد Έی اندازه به M ′ بیشینه تطابق اندازه و مͳ کنیم، اضافه

است، FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢) ⊆ X ′
١/٢ که آنجا از مͳ ماند. ͳباق شده آلوده M ′ توسط X ′

١/٢ در راس های همه ،١

ͳیعن این که شده اند، آلوده M ′ توسط نیز FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢) راس های همه

|FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)| ≤ |N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))|.

که دارد را خاصیت این FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢) تعریف، به توجه با که کنید دقت (آ. ٣)، نامساوی اثبات برای

N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

راس های((١/٢ همه که دارد ′N(FGوجود
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) ′FGبه
١/٢
(M ′,X ′

١/٢) از تطابق Έی

داریم: بنابراین، مͳ کند. آلوده  را

|FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)| ≥ |N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))|.

�

در که افرادی ساده، بیان به دارند. قرار C٣ در افراد کدام که مͳ کنیم مشخص ما ابتدا، [٢۴ .٣ اثبات.[لم

راس های به اشاره هستند، C٣ خوشه در که افرادی بنابراین، هستند. سوم خوشه در نیستند، دوم و اول خوشه های

Y ′ \N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))

=
(
Y ′ \ Y ′

١/٢
)
∪
(
Y ′

١/٢ \N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢))
)

وزن با ͳیال هیچ ͳیعن این که شده اند فیلتر G′
١/٢ در که دارد راس هایی به اشاره Y ′ \ Y ′

١/٢ عبارت دارند.

از راس Έی معادل fj نماد j ∈ C٢ فرد هر ازای به دیΎر، سوی از نیست. راس ها این مجاور ١/٢ حداقل

Y ′ \ Y ′
١/٢ در آن به مربوط راس که i فرد هر و j ∈ C٢ فرد هر ازای به بنابراین، است. FG′

١/٢
(M ′,X ′

١/٢)

.Vi(fj) < ١/٢ داریم: دارد، قرار

در حاضر راس های تعریف، اساس بر بΎیرید. نظر در را Y ′
١/٢ \N(FG′

١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) عبارت حال،

در یال تعریف به توجه با هستند. G′
١/٢ در N(FG′

١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) راس های مجاور تنها FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)

.Vi(fj) < ١/٢ داریم yi ∈ Y ′
١/٢ \N(FG′

١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) با i فرد و j ∈ C٢ فرد هر ازای به G′
١/٢

داریم: i ∈ C٣ همه ازای به بنابراین،

∀j ∈ C٢ Vi(fj) < ١/٢.
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�

X ′ \ X ′
١/٢ در آنها راس  که اشیایی همه C١ خوشه اصلاح از بعد ،١۶ .٣ مشاهده به توجه با [٢۶ .٣ اثبات.[لم

i ∈ Sr
٢ فرد هر ازای به که کنید دقت علاوه، به هستند. j ∈ C١ فرد هر برای ϵj از کمتر ارزش دارای دارد قرار

j ∈ C١ هر ازای به بنابراین، دارد. قرار X ′ \X ′
١/٢ در آن به مربوط راس که است شͳء Έی شامل gi مجموعه ،

� .Vj(gi) < ϵj داریم

X ′ \ X ′
١/٢ در gi عضو تنها به مربوط راس ، i ∈ Sr

٢ فرد هر ازای به ،٢ الΎوریتم اساس بر [٣. ٢٧ اثبات.[لم

باقͳ مانده افراد که کنید دقت نهایتا، .Vj(gi) < ١/٢ داریم j /∈ C١ ∪ C٢ فرد هر ازای به بنابراین، دارد. قرار

� دارند. تعلق C٣ به نیستند، C٢ و C١ به متعلق که

T = Y ′\N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)) در ͳقبول قابل جفت هیچ که مͳ شود تمام ͳزمان ١ الΎوریتم [٣. ٢٨ اثبات.[لم

داریم: i ∈ C٣ فرد هر ازای به تعریف، به توجه با علاوه، به باشد. نداشته وجود

yi ∈ Y ′ \N(FG′
١/٢
(M ′,X ′

١/٢)).

xj, xk ∈ هر ازای به ͳیعن این که نیست، قبول قابل i فرد برای راس ها از ͳجفت هیچ ١ الΎوریتم انتهای در اما

� .(X ′′ \ X ′′
١/٢ ⊆ X ′ \ X ′

١/٢ که باشید داشته نظر (در Vi({mj,mk}) < ١/٢ داریم ،X ′′ \ X ′′
١/٢

داشته اگر است. برقرار |fj| ≤ ٢ رابطه i ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ فرد هر ازای به نقطه، این در [٣. ٣٠ اثبات.[لم

است. دیΎر افراد همه برای ٣/۴ از کمتر fi داخل اشیای ارزش ٣. ٣ لم اساس بر آنگاه ،|fi| = ١ باشیم

٣. ٢٠ لم به توجه با حالت، این در دارد. ادغام شده راس Έی به اشاره fi صورت این در |fi| = ٢ اگر به علاوه،

� است. ٣/۴ از کمتر دیΎر فرد هر برای fi ارزش ٣. ٢١ و

fi بنابراین، است. ١/٢ از کمتر i برای F در اشیا از جفت هر ارزش ٣. ٢٨ لم اساس بر [٣۴ .٣ اثبات.[لم

مجموعه |fi| ≥ ٣ که آنجا از باشد. fi در دلخواه شͳء Έی mk کنید فرض است. شͳء سه حداقل شامل

برای {mk} و fi \mk از هیچ کدام بنابراین، و است مینیمال S اندازه دیΎر، سوی از است. ͳناته fi \ {mk}
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داریم: C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ ∪ Cb٣ افراد برای بودن، قبول قابل تعریف اساس بر نیست. قبول قابل افراد

∀j ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ ∪ Cb٣ Vj(fi \ {mk}) < ϵj

و

∀j ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ ∪ Cb٣ Vj({mk}) < ϵj

مͳ دهد: نتیجه این که

∀j ∈ C١ ∪ C٢ ∪ Cs٣ ∪ Cb٣ Vj(fi) < ٢ϵj.

�

از فرد Έی حذف که زیرا است، برقرار C٢ و C١ خوشه های برای ͳبدیه صورت به لم صورت [٣۵ .٣ اثبات.[لم

الΎوریتم، از ͳمراحل در است مم΋ن Cs٣ برای مͳ کند. حفظ را خاصیت این ،Έرش چرخه بدون مجموعه Έی

نخواهد Έرش چرخه ایجاد باعث Cs٣ به فرد Έی کردن اضافه که مͳ دهیم نشان ما شود. اضافه Cs٣ به فرد Έی

شد.

مجموعه Έی به منت; Cs٣ به i فرد Έی کردن اضافه که باشد مرتبه ای اولین Rz کنید فرض خلف، فرض برای

شامل Cs٣ \ {i} از زیرمجموعه هر است،  Έرش چرخه فاقد Cs٣ \ {i} که آنجا از باشد. شده Έرش چرخه با

داریم: ٣۴ .٣ لم به توجه با علاوه، به است. بازنده Έی و برنده Έی حداقل

∀j ∈ Cs٣, j ̸= i, Vj(fi) < ٢ϵj. (آ. ۵)

داریم: Cf٣ تعریف به توجه با است. داشته تعلق Cf٣ به قبلا i فرد که کنید دقت

∀j ∈ Cs٣, j ̸= i, Vi(fj) < ١/٢. (آ. ۶)

زیرمجموعه ای هر بازنده و برنده i راس که مͳ دهد نتیجه مشترک صورت به (آ. ۶) و (آ. ۵) نامساوی های

که است، بازنده Έی و برنده Έی حداقل شامل Cs٣ از زیرمجموعه هر ͳیعن این است. i شامل که است Cs٣ از

� است. تناقض در ما فرض با این

اولویت کمترین با فرد که زیرا نیست، مناسب j فرد برای gi صورت این در ،j ≺pr i اگر [٣۶ .٣ اثبات.[لم

mk کنید فرض است، i ≺pr j که ͳحالت برای .Vj(gi) < ϵj بنابراین، مͳ شود. ͳراض دوم فاز از مرحله هر در
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نیست. قبول قابل فردی هیچ برای gi\{mk} است، کمینه gi که واقعیت این بر بنا باشد. gi از دلخواه شͳء Έی

لذا، .Vj({mk}) < ϵj داریم ٢۵ .٣ و ١۶ .٣ مشاهدات بر بنا دیΎر، سوی از .Vj(gi \{mk}) < ϵj بنابراین،

� .Vj(gi) < ٢ϵj

باشد، j ∈ Cf٣ اگر مرحله، آن در است. شده ͳراض i آن در که باشد مرحله ای Rz کنید فرض [٣. ٣٧ اثبات.[لم

j ≺pr i رابطه Rz مرحله در چون همچنین، است. برقرار ͳبدیه طور به Vj(gi) < ١/٢ رابطه صورت این در

را رتبه کمترین که فردی مرحله، هر در که آورید یاد به است. نبوده قبول قابل ابتدا در j برای gi است، برقرار

مͳ شود. انتخاب دارد Φ(S) در

،|S| ≥ ٢ داریم ٢۵ .٣ و ١۶ .٣ مشاهده بر بنا باشد، بوده Cs٣ ∪ Cb٣ در j فرد Rz مرحله در اگر علاوه، به

٣. ٢٨ مشاهده اساس بر آنگاه ،|S| = ٢ اگر کند. ͳراض را i فرد نمͳ تواند تنهایی به ی شͳء هیچ که زیرا

j مقدار کمترین با S در ی شͳء mk کنید فرض ،|S| > ٢ حالت برای .Vj(gi) < ١/٢ داشت: خواهیم

S \ {mk} است، کمینه S اندازه چون همچنین، .Vj({mk}) < ١/۴ داریم ،٣. ٢٩ نتیجه اساس بر باشد.

� .Vj(S) < ١/٢ نتیجه، در .Vj(S \ {mk}) < ϵj ≤ ١/۴ بنابراین، و نیست، قبول قابل فردی هیچ برای

مͳ کنیم. ثابت را آ. ۴ و آ. ٣ آ. ٢، لم های ،٣. ٣٨ لم اثبات از قبل

i فرد که باشد دوم فاز از مرحله ای Rz کنید فرض و دارد قرار S٣ در که باشد فردی i کنید فرض آ. ٢. لم

Vj(gi) < ١/٢ رابطه است، Cf٣ داخل Rz مرحله در که j دیΎر فرد هر برای صورت، این در است. شده ͳراض

است. برقرار

فرد برای gi بنابراین، و j ≺pr i بنابراین، است. Cb٣ به متعلق یا و Cs٣ به متعلق یا i فرد ،Rz مرحله در اثبات.

� .Vj(gi) < ١/٢ بنابراین، است. نبوده قبول قابل مرحله آن در j

ͳراض i فرد آن در که باشد مرحله ای Rz کنید فرض و باشد شده ͳراض فرد Έی i ∈ S٣ فرد کنید فرض آ. ٣. لم

و Vj(gi) < ϵj یا است، Cs٣ ∪ Cb٣ به متعلق مرحله آن در که j دیΎر فرد هر ازای به صورت، این در است. شده 

.Vj(fi) ≤ ٣/۴− ϵj یا

بر علاوه، به است. برقرار ͳبدیه صورت به لم شرایط صورت این در نباشد، مناسب j فرد برای gi اگر اثبات.

بΎیریم نظر در را ͳحالت که مͳ ماند این تنها بنابراین، است. درست نیز Cb٣ افراد برای لم صورت تعریف، اساس
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داریم مͳ شوند، انتخاب دوم فاز در افراد که ترتیبی قوانین اساس بر است. مناسب j فرد برای gi و j ∈ Cs٣ که

واقعیت این و ٣. ١١ مشاهده اساس بر .i ∈ Cs٣ بنابراین،  باشد. Cb٣ به متعلق نمͳ تواند i نتیجه، در و i ≺pr j

� .Vj(fi) ≤ ٣/۴− ϵj داریم است، ≺o معادل Cs٣ داخل افراد برای ≺pr که

داریم: C٣ در i فرد هر ازای به دوم، فاز طول در آ. ۴. لم

∑
j∈S٣

Vi(fj ∪ gj) < |S٣|+ ١/۴.

رابطه فرد، Έی حداکثر از غیر به j ∈ S٣ افراد همه برای که مͳ دهیم نشان ما آ. ۴ لم اثبات برای اثبات.

آن در که باشد دوم فاز از مرحله ای Rz کنید فرض امر، این دادن نشان برای است. برقرار Vi(fj ∪ gj) < ١

در علاوه، به است. Cs٣ ∪ Cb٣ به متعلق j فرد ،Rz در که کنید دقت ابتدا، در است. شده ͳراض j ∈ C٣ فرد

است. Cf٣ یا Cs٣, Cb٣ از ͳ΋ی به متعلق i فرد ،Rz مرحله

تعریف اساس بر دیΎر، سوی از .Vi(gj) < ١/٢ داریم آ. ٢، لم اساس بر صورت این در ،i ∈ Cf٣ اگر

.Vi(fj ∪ gj) < ١ بنابراین، و Vi(fj) < ١/٢ داریم

Vi(fj) ≤ ٣/۴− ϵi یا آ. ٣ لم اساس بر که کنید دقت .i ∈ Cb٣ ∪ Cs٣ که بΎیرید نظر در را ͳحالت حال،

و Vi(fj) < ٣/۴ داریم ٣۴ .٣ و ٣. ٣٠ لم اساس بر صورت این در Vi(gj) < ϵi اگر .Vi(gj) < ϵi یا و

.Vi(fj ∪ gj) < ٣/۴ + ϵi < ١ بنابراین

به باشد. i برای بیشینه ارزش با gj در ی شͳء ml کنید فرض Vi(fj) ≤ ٣/۴ − ϵi که ͳحالت برای

بنابراین، و نیست قبول قابل فردی هیچ برای gj \ {ml} مجموعه ،gj داخل اشیای تعداد بودن مینیمال خاطر

دارد وجود F در mk شͳء Έی حداکثر ،٣. ٢٩ نتیجه اساس بر که باشید داشته یاد به .Vi(gj \ {ml}) < ϵi

فاز طول در فردی هیچ به mk که زیرا است، برقرار Vi(mk) < ١/٢ رابطه علاوه، به .Vi(mk) ≥ ١/۴ که

بنابراین و Vi(gj) < ١/۴ + ϵi آنگاه ،ml ̸= mk اگر است. نیافته تخصیص اول

Vi(fj ∪ gj) < ٣/۴− ϵi + ١/۴ + ϵi < ١.

Vi(fj ∪ gj) < بنابراین، و است برقرار Vi(gj) < ١/٢ + ϵi آنگاه باشد، ml = mk اگر علاوه، به

تمام ازای به بنابراین، دهد. رخ مͳ تواند مرحله Έی حداکثر در تنها این اما .٣/۴− ϵi + ١/٢ + ϵi < ۵/۴

j ∈ S٣ فرد Έی حداکثر برای علاوه، به .Vi(fj ∪ gj) < ١ داریم نفر، Έی حداکثر از غیر به j ∈ S٣ افراد
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بنابراین، .Vi(fj ∪ gj) < ۵/۴ داریم

∑
j∈S٣

Vi(fj ∪ gj) < |S٣|+ ١/۴.

�

رابطه اگر ،Cb٣ تعریف اساس بر .C٣ ̸= ∅ که بΎیرید نظر در و نباشد این گونه کنید فرض [٣. ٣٨ اثبات.[لم

حداقل نباشد، ͳته C٣ اگر ،C٣ = Cs٣ ∪ Cb٣ ∪ C
f
٣ داریم چون بنابراین، .Cb٣ = ∅ آنگاه باشد، برقرار Cs٣ = ∅

در و باشد، Cs٣ برنده i که کنید فرض است، ͳناته Cs٣ که ͳحالت در هستند. ͳناته Cf٣ یا Cs٣ مجموعه دو از ͳ΋ی

باشد. Cf٣ از دلخواه فرد Έی i کنید فرض صورت این غیر

اساس بر همچنین، است. برقرار Vi(gj) < ١/٢ رابطه j ∈ Ss
١ ∪ Ss

٢ فرد هر ازای به ٣. ٣٧ لم اساس بر

بنابراین، .Vi(gj) < ١/٢ داریم j ∈ Sr
١ ∪ Sr

٢ فرد هر ازای به ٣. ٢٧ و ٣. ١٧ لم های

∀j ∈ S١ ∪ S٢ Vi(gj) < ١/٢.

. Vi(fj) < ١/٢ داریم j ∈ S١ ∪ S٢ هر ازای به که مͳ دانیم ٢۴ .٣ و ٣. ١٣ لم های اساس بر همچنین،

بنابراین و است، برقرار Vi(fj ∪ gj) < ١ رابطه j ∈ S١ ∪ S٢ هر ازای به بنابراین،

∑
j∈S١∪S٢

Vi(fj ∪ gj) < |S١ ∪ S٢|. (آ. ٧)

از کمتر i فرد برای است، شده یافته تخصیص S٣ به که اشیایی کل ارزش آ. ۴ لم اساس بر علاوه، به

دقیق تر، صورت به است. |S٣|+ ١/۴

∑
j∈S٣

Vi(fj ∪ gj) ≤ |S٣|+ ١/۴. (آ. ٨)

مͳ دهد: نتیجه (آ. ٨) نامساوی همراه به (آ. ٧) ∑نامساوی
j∈S

Vi(fj ∪ gj) =
∑

j∈S١∪S٢

Vi(fj ∪ gj) +
∑
j∈S٣

Vi(fj ∪ gj)

< |S١ ∪ S٢|+ |S٣|+ ١/۴

= |S|+ ١/۴

(آ. ٩)

از ͳ΋ی به متعلق فرد هر چون علاوه، به است. n با برابر i فرد برای اشیا کل ارزش که باشید داشته یاد به

داریم S یا و C٣ ،C٢ ،C١ خوشه های

|S|+ |C١|+ |C٢|+ |C٣| = n.
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j′ فرد Έی برای gj′ و fj′ مجموعه های از ͳ΋ی به متعلق یا است، F به متعلق یا mj ∈M شͳء هر علاوه، به

دقیق تر بیان به است.

F =M\
[ ∪
j∈S∪C١∪C٢∪Cs

٣

fj ∪
∪
j∈S

gj

]
.

∑بنابراین،
j∈C١

Vi(fj) +
∑
j∈C٢

Vi(fj) +
∑
j∈Cs

٣

Vi(fj) + Vi(F) = Vi(M)−
∑
j∈S

Vi(fj ∪ gj)

= n−
∑
j∈S

Vi(fj ∪ gj)

≥ n− (|S|+ ١/۴)

= |C١|+ |C٢|+ |C٣| − ١/۴

(آ. ١٠)

نامساوی های ،٣. ١٨ و ٣. ١٣ لم های اساس بر

∑
j∈C١

Vi(fj) < ١/٢|C١| (آ. ١١)

و

∑
j∈C٢

Vi(fj) < ١/٢|C٢| (آ. ١٢)

که مͳ دهند نتیجه (آ. ١٢) و (آ. ١١)، (آ. ١٠)، نامساوی های است. برقرار

Vi(F) ≥ |C١|+ |C٢|+ |C٣| − ١/۴−
[∑
j∈C١

Vi(fj) +
∑
j∈C٢

Vi(fj) +
∑
j∈Cs

٣

Vi(fj)
]

≥ |C١|+ |C٢|+ |C٣| − ١/۴−
[
١/٢|C١|+ ١/٢|C٢|+

∑
j∈Cs

٣

Vi(fj)
]

≥ ١/٢|C١|+ ١/٢|C٢|+ |C٣| − ١/۴−
∑
j∈Cs

٣

Vi(fj).

(آ. ١٣)

.i ∈ Cf٣ (ii) و i ∈ Cs٣ (i) مͳ کنیم: ͳبررس جداگانه طور به را حالت دو ما حال،

داریم است، Cs٣ برنده i فرد چون ،i ∈ Cs٣ که ͳحالت ∑در
j∈Cs

٣

Vi(fj) ≤
∑
j∈Cs

٣

Vi(fi)

=
∑
j∈Cs

٣

٣/۴− ϵi

= (٣/۴− ϵi)|Cs٣|.

(آ. ١۴)
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مͳ دهد: نتیجه (آ. ١٣) نامساوی همراه به این،

V (F) ≥ ١/٢|C١|+ ١/٢|C٢|+ |C٣| − ١/۴−
∑
j∈Cs

٣

Vi(fj)

≥ ١/٢|C١|+ ١/٢|C٢|+ |C٣| − ١/۴− (٣/۴− ϵi)|Cs٣|

≥ ١/٢|C١|+ ١/٢|C٢|+ (١/۴ + ϵ)|C٣| − ١/۴.

این ͳیعن این .Vi(F) ≥ ١/۴ + ϵj − ١/۴ = ϵj بنابراین، و |C٣| ≥ ١ داریم ،i ∈ Cs٣ چون دیΎر، سوی از

است. تناقض در الΎوریتم اتمام فرض با این که است قبول قابل i فرد برای F که

به توجه با این .
∑

j∈Cs
٣
Vi(fj) < ١/٢|Cs٣| که مͳ دانیم Cf٣ تعریف اساس بر ،i ∈ Cf٣ که ͳحالت در

مͳ دهد: نتیجه (آ. ١٣) نامساوی

Vi(F) > ١/٢|Cs٣|+ |Cb٣|+ |C
f
٣ |+ ١/٢|C٢|+ ١/٢|C١| − ١/۴.

الΎوریتم توقف فرض با این دوباره .Vi(F) > ٣/۴ بنابراین، و |Cf٣ | ≥ داریم١ است، i ∈ Cf٣ که آنجا از

� است. قبول قابل i فرد برای F که زیرا است، تناقض در

در باقͳ مانده افراد برنده i که کنید فرض حال، .C٣ = ∅ که مͳ دانیم ،٣. ٣٨ لم به توجه با [٣. ٣٩ اثبات.[لم

است مم΋ن آبی اشیای واق΄، در مͳ کنیم. رنگ سفید یا آبی رنگ دو از ͳ΋ی به را اشیا ما ،ͳراحت برای باشد. C١

هستند. i برای ͳکم ارزش دارای ͳΎهم سفید اشیای که ͳحال در باشند، داشته i فرد برای ͳتوجه قابل ارزش

رنگ آبی را fj در حاضر شͳء ما |fj| = ١ اگر ،j ∈ N هر برای هستند. سفید رنگ به اشیا همه ابتدا، در

در موجود شͳء رنگ ما صورت این در Vi(gj) ≥ ϵi و |gj| = ١ اگر ،j ∈ S هر ازای به علاوه، به مͳ کنیم.

مͳ کنیم. آبی را gj

رنگ آمیزی اساس بر باشد. i Mبرای اشیای بهینه تقسیم بندی = ⟨P١, P٢, . . . , Pn⟩ P کنید فرض حال،

داریم: P در مجموعه نوع سه ما شده، ارائه

آبی. شͳء دو حداقل با مجموعه های :B٢ •

آبی شͳء Έی دقیقا با مجموعه های :B١ •

آبی رنگ با شͳء فاقد مجموعه های :B٠ •

بنابراین، است. B٢ یا B٠, B١ از ͳ΋ی به متعلق P از مجموعه هر که کنید دقت

|B٠|+ |B١|+ |B٢| = n (آ. ١۵)
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حداقل i برای اشیا این کل ارزش هستند. سفید B٠ داخل مجموعه های در موجود اشیای همه تعریف، اساس بر

مͳ شود: که است، |B٠| ≥ ۴ϵi|B٠| با ∑برابر
Pk∈B٠

∑
mj∈Pk

Vi(mj) ≥ ۴ϵi|B٠|. (آ. ١۶)

گرفته تعلق فرد Έی به جداگانه طور به کدام هر که است، آبی شͳء دو شامل B٢ در مجموعه هر همچنین،

کنید فرض دقیق تر، بیان به مͳ کنیم. تقسیم B̃١ و B̂١ زیرمجموعه دو به را B١ داخل مجموعه های ما است.

.B̃١ = B١ \ B̂١ و است i برای Vi(fi) از بیشتر آنها در آبی شͳء ارزش که باشند B١ در مجموعه هایی B̂١

با: است برابر حداقل i فرد برای Pk در سفید اشیای ارزش ،Pk ∈ B̃١ مجموعه هر برای بنابراین،

١− Vi(fi) = ١− (٣/۴− ϵi)

= ١/۴ + ϵi

≥ ٢ϵi
∑بنابراین،

Pk∈B̃١

Vi(W(Pk)) ≥ ٢|B̃١|ϵi (آ. ١٧)

بر است، ٣/۴‐کاهش ناپذیر مسئله چون دیΎر، سوی از است. S مجموعه در سفید اشیای ارزش W(S) که

Pk ∈ B̂١ هر ازای به بنابراین، و ندارد i فرد برای ٣/۴ حداقل ارزش تنهایی به ی شͳء هیچ ٣. ٣ لم اساس

:ͳیعن این هستند. i فرد برای ١/۴ ≥ ϵi حداقل ارزش دارای Pk داخل سفید ∑اشیای
Pk∈B̂١

Vi(W(Pk)) ≥ |B̂١|ϵi. (آ. ١٨)

داریم: (آ. ١٨) و (آ. ١٧)، (آ. ١۶)، (آ. ١۵)، نامساوی های گرفتن نظر در با

Vi(W(M)) =
∑

Pj∈B٠

Vi(W(Pj)) +
∑

Pj∈B١

Vi(W(Pj)) +
∑

Pj∈B٢

Vi(W(Pj))

≥
∑

Pj∈B٠

Vi(W(Pj)) +
∑

Pj∈B١

Vi(W(Pj))

≥
∑

Pj∈B٠

Vi(W(Pj)) +
∑

Pj∈B̂١

Vi(W(Pj)) +
∑

Pj∈B̃١

Vi(W(Pj))

≥ |B٠|۴ϵi + |B̂١|ϵi + |B̃٢|١ϵi

≥ |B٠|۴ϵi + |B٢|١ϵi − |B̂١|ϵi

≥ |B٠|۴ϵi + |B١|۴ϵi + |B٢|۴ϵi − |B٢|١ϵi − |B٢|۴ϵi − |B̂١|ϵi

= (٢n− ٢|B٢| − |B١| − |B̂٢(|١ϵi + (|B̂١|)ϵi

(آ. ١٩)
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Vi(W(M\ با برابر شده اند، داده تخصیص الΎوریتم طول در افراد به که سفید اشیای کل ارزش که کنید دقت

داریم: بنابراین، دارند. قرار F در هنوز سفید، اشیای سایر است. F))

Vi(W(M)) = Vi(W(M\F)) + Vi(F) (آ. ٢٠)

ͳراحت به ،ͳدست گرم Έی عنوان به مͳ دهیم. ارائه Vi(W(M \ F)) مقدار روی بر بالا حد Έی ما حال،

نتیجه در این کرد. اثبات Vi(W(M\ F)) روی بر را ٢ϵi(٢n − ١ − |B١| − ٢|B٢|) بالای حد مͳ توان

مجموع در ما نتیجه، در و مͳ شود داده تخصیص افراد از کدام هر به اشیا از مجموعه دو که است واقعیت این

حداقل و ،gi = ∅ چون است، ͳته آنها از ͳ΋ی حداقل مجزا، مجموعه دو این میان در داریم. مجزا مجموعه ٢n

،٢۶ .٣ ،٣. ٢٠ لم های به توجه با دیΎر، سوی از است. آبی شͳء Έی شامل مجموعه ها این از تا |B٢+|١|B٢|

کل ارزش بنابراین، است. i فرد برای ٢ϵi حداکثر ارزش دارای سفید اشیای شامل مجموعه هر ،٣۶ .٣ و ٣۴ .٣

بنابراین، و است ٢ϵi(٢n− ١− |B١| − ٢|B٢|) از کمتر i M\Fبرای در سفید اشیای

Vi(W(M\F)) ≤ ٢ϵi(٢n− ١− |B١| − ٢|B٢|).

لم Έی از Έی ما کار، این برای داریم. بهتر بالای حد Έی به نیاز ما اثبات، تکمیل برای حال، این با

مͳ کنیم. استفاده ͳ΋کم

.Vi(gj) < ϵi صورت، این در .Vi(fj) > Vi(fi) و |fj| = ١ که باشد فردی j کنید فرض آ. ۵. لم

غیر در .Vi(gj) < ϵi بنابراین، و gj = ∅ داریم باشد، نشده ͳراض هنوز j اگر که کنید دقت ابتدا، در اثبات.

.C٢ یا C١ اصلاح در یا استˇ شده  ͳراض دوم فاز در یا j فرد صورت، این

توجه با صورت این در j ∈ Ss
٢ ∪ S٣ اگر است. شده ͳراض دوم فاز در j فرد که بΎیرید نظر در را ͳحالت

Έرش j فرد به i که واقعیت این به توجه با j ∈ Ss
١ اگر همچنین، است. برقرار Vi(gj) < ϵ رابطه ٣۶ .٣ لم به

.Vi(gj) < ϵi داریم: ٣۶ .٣ لم اساس بر بنابراین، .i ≺pr j مͳ ورزد،

اصلاح در شده استفاده تطابق که کنید دقت دارد. قرار Sr
١ ∪ Sr

٢ در j که بΎیرید نظر در را ͳحالت حال،

یا صورت این در باشد، Sr
١ به متعلق j فرد اگر بنابراین، دارد. را ١۵ .٣ لم در شده گفته خاصیت های C١

M١ در yj با شده جور راس M١(yj) ) ندارد وجود G١ در M١(yj) و yi بین ͳیال هیچ یا و j ≺pr i

اساس بر دیΎر، سوی از .Vi(fj) ≤ ٣/۴ − ϵi داریم ٣. ١١ مشاهده اساس بر ،j ≺pr i اگر است).

بر باشد، Sr
٢ به متعلق j اگر علاوه، به .Vi(gj) < ϵi نباشد، G١ در M١(yj) و yi بین ͳیال هیچ اگر ، تعریف
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� است. برقرار Sr
١∪Sr

٢ در حاضر افراد برای آ. ۵ لم بنابراین، است. برقرار Vi(gj) < ϵi رابطه ٢۶ .٣ لم اساس

خاصیت اساس بر بود، MCMWM Έی C١ خوشه ساخت برای G١/٢ از M تطابق چون که کنید دقت

با صورت، این غیر در .Vi(gk) > ٣/۴ − ϵi و |gk| = ١ که ندارد وجود kای فرد هیچ ،٣. ١٢ لم سوم

بیشینه فرض با این که کنیم بیشتر را تطابق وزن مͳ توانیم fi اشیای جای به ،i به gj در حاضر اشیای تخصیص

است. تناقض در M بودن

B̂١ از مجموعه Έی به که است آبی شͳء Έی fj که خاصیت این با j فرد هر ازای به آ. ۵، لم اساس بر

مقدار بنابراین،  است. |B̂١| با برابر حداقل افرادی چنین تعداد است. برقرار Vi(gj) < ϵi رابطه دارد، تعلق

حدود ترکیب با است. ٢ϵi · (٢n− ١− |B١| − ٢|B٢| − |B̂١|) + ϵi · |B̂١| از کمتر Vi(W(M\F))

داریم: (آ. ٢٠) نامساوی با آ. ۵ لم و آ. ١٩ مشاهده در آمده دست به

Vi(F) ≥ ٢ϵi·(٢n−٢|B٢|−|B١|−|B̂١|)+ϵi·(|B̂١|)−٢ϵi·(٢n−١−|B٢−|١|B٢|−|B̂١|)−ϵi·|B̂١|

:ͳیعن این که

Vi(F) ≥ ٢ϵi

است. تناقض در نیست، مناسب i برای F که ما فرض با این اما

�

فرض حال، .C١ = C٣ = ∅ الΎوریتم،  انتهای در که مͳ دارند بیان ٣. ٣٩ و ٣. ٣٨ های لم [۴٣. ٠ اثبات.[لم

.ϵi < ١/٨ و ϵi ≥ ١/٨ مͳ کنیم: ͳبررس جداگانه طور به را حالت دو ما باشد. C٢ برنده i کنید

کنیم. ͳم اثبات را ح΋م کردیم، استفاده ٣. ٣٩ در که آنچه مشابه ͳاستدلال با باشد، ϵi ≥ ١/٨ اگر

است: برقرار زیر نامساوی آنگاه ،ϵi ≥ ١/٨ اگر آ. ۶. لم

∑
j∈S

Vi(fj ∪ gj) ≤ |S|+ ١/٨.

و ٣. ٣٠ لم های اساس بر دارد، قرار S٣ در که j فرد هر ازای به .S = S١ ∪ S٢ ∪ S٣ که مͳ دانیم اثبات.

بنابراین، .Vi(gj) < ϵi ≤ ١/۴ داریم ٣۶ .٣ لم اساس بر همچنین .Vi(fj) < ٣/۴ که مͳ دانیم ٣۴ .٣

∑
j∈S٣

Vi(fj ∪ gj) ≤
∑
j∈S٣

(٣/۴ + ١/۴) = |S٣|. (آ. ٢١)
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است. برقرار Vi(fj) < ١/٢ رابطه ،٣. ١٣ لم اساس بر که کنید دقت بΎیرید. نظر در را j ∈ S١ فرد Έی حال

رابطه ٣. ١٧ لم اساس بر آنگاه ،j ∈ Sr
١ اگر . j ∈ Ss

١ یا و j ∈ Sr
١ داریم یا که باشید داشته نظر در همچنین

اساس بر صورت، این در ،j ∈ Ss
١ اگر همچنین، .Vi(fj ∪ gj) < ١ بنابراین، و است برقرار Vi(gj) < ١/٢

بنابراین، و Vi(fj ∪ gj) < ١ داریم حالت دو هر در بنابراین، .Vi(gj) < ٢ϵi < ١/٢ داریم ٣۶ .٣ لم

∑
j∈S١

Vi(fj ∪ gj) ≤
∑
j∈S١

١ = |S١|. (آ. ٢٢)

j ∈ Sr
٢ رابطه یا که باشید داشته نظر در دوباره، بΎیرید. نظر در را j ∈ S٢ شده ͳراض فرد Έی نهایت، در

است. برقرار j ∈ Ss
٢ یا و

داریم ٣. ١١ مشاهده اساس بر صورت این در j ≺pr i اگر .j ∈ Ss
٢ که بΎیرید نظر در را ͳحال، حالت

.Vi(fj ∪gj) < ١ ͳیعن این که Vi(gj) < ٢ϵi ≤ ١/۴+ ϵi داریم ٣۶ .٣ لم اساس بر و Vi(fj) ≤ ٣/۴− ϵi

بنابراین: .Vi(fj ∪ gj) < ٣/۴ + ϵi ≤ ١ داریم ٣۶ .٣ و ٣. ٣٠ لم اساس بر است، i ≺pr j چون علاوه، به

∑
j∈Ss

٢

Vi(fj ∪ gj) ≤
∑
j∈Ss

٢

١ = |S١| (آ. ٢٣)

نشده ͳراض C٢ اصلاح مرحله در i چون که کنید دقت .j ∈ Sr
٢ که مͳ ماند ͳباق ͳحالت ͳبررس تنها بنابراین،

شͳء تخصیص با مͳ توانسته ایم ما صورت، این غیر در .Vi(gj) < ϵi ≤ ١/۴ آنگاه باشد، i ≺pr j اگر است،

است، برقرار Vi(fj) < ٣/۴ رابطه ٣. ٣٠ لم اساس بر همچنین، کنیم. ͳراض C٢ اصلاح فاز در را او i به gj

.Vi(fj ∪ gj) < ١ مͳ دهد: نتیجه این که

٣. ٢٢ نتیجه است. برقرار Vi(fj) ≤ ٣/۴ − ϵi رابطه ،٣. ١١ مشاهده اساس بر j ≺pr i اگر نهایت، در

دقت علاوه، به دارد. وجود Vi(mk) ≥ ٣/٨ Mkو ∈ X ′ \ X ′
١/٢ که mk شͳء Έی حداکثر که مͳ کند بیان

کنید فرض ،j فرد برای است. برقرار Vi({mk}) < ١/٢ رابطه است، X ′ \X ′
١/٢ به متعلق mk چون که کنید

داریم .gj = {ml} ͳاست، یعن شده داده تخصیص j به C٢ اصلاح در که باشد ی شͳء ml

Vi(fj ∪ gj) ≤ ٣/۴− ϵi + Vi({ml}).

واقعیت این اساس بر که است برقرار Vi(fj ∪ gj) ≤ ٣/۴ − ϵi + ٣/٨ رابطه آنگاه باشد، ml ̸= mk اگر

آنگاه ،ml = mk اگر علاوه، به .Vi(fj ∪ gj) ≤ ٣/۴ − ١/٨ + ٣/٨ ≤ ١ داریم است، ϵi ≥ ١/٨ که

دهد. رخ فرد Έی مورد در است مم΋ن تنها اتقاق این اما .Vi(fj ∪ gj) ≤ ٣/۴−١/٨+۴/٨ ≤ ١/٨+١
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j ∈ Sr
٢ فرد Έی حداکثر ازای به و است، برقرار Vi(fj ∪ gj) ≤ ١ رابطه Sr

٢ در j فرد هر ازای به بنابراین،

بنابراین: است. برقرار Vi(fj ∪ gj) ≤ ١ + ١/٨ رابطه

∑
j∈Sr

٢

Vi(fj ∪ gj) ≤ |Sr
٢|+ ١/٨. (آ. ٢۴)

دهد: ͳم نتیجه (آ. ٢٣) نامساوی همراه به (آ. ٢۴) نامساوی

∑
j∈S٢

Vi(fj ∪ gj) ≤ |S٢|+ ١/٨. (آ. ٢۵)

داریم: (آ. ٢۵) و (آ. ٢٢) (آ. ٢١)، نامساوی های اساس بر علاوه، ∑به
j∈S

Vi(fj ∪ gj) =
∑
j∈S١

Vi(fj ∪ gj) +
∑
j∈S٢

Vi(fj ∪ gj) +
∑
j∈S٣

Vi(fj ∪ gj)

≤ |S١|+ |S٢|+ ١/٨ + |S٣|

≤ |S|+ ١/٨.

(آ. ٢۶)

�

است. |S|+١/٨ از کمتر شده، ͳراض افراد به شده داده تخصیص اشیای برای i فرد ارزش آ. ۶ لم اساس بر

لذا، .|S| = n− |C٢| بنابراین، و C١ = C٣ = ∅ که باشید داشته یاد به

∑
j∈S

Vi(fj ∪ gj) ≤ n− |C٢|+ ١/٨. (آ. ٢٧)

اشیا کل ارزش چون دیΎر، سوی از .Vi(fj) ≤ Vi(fi) داریم: j ∈ C٢ هر ازای به است، C٢ برنده i فرد چون

داریم: است، n با برابر i فرد برای

Vi(F) = Vi(M)−
∑
j∈C٢

Vi(fj)−
∑
j∈S

Vi(fj ∪ gj)

= n−
∑
j∈C٢

Vi(fj)−
∑
j∈S

Vi(fj ∪ gj)

≥ n−
∑
j∈C٢

Vi(fj)−
[
n− |C٢|+ ١/٨

]
= |C٢| − ١/٨−

∑
j∈C٢

Vi(fj).

(آ. ٢٨)

بنابراین، Vi(fj) ≤ Vi(fi) داریم: j ∈ C٢ هر ازای به و است برقرار Vi(fi) = ٣/۴− ϵi رابطه علاوه، به
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داریم: (آ. ٢٨) نامساوی اساس بر

Vi(F) ≥ |C٢| − ١/٨−
∑
j∈C٢

Vi(fj)

≥ |C٢| − ١/٨−
∑
j∈C٢

Vi(fi)

= |C٢| − ١/٨− |C٢|Vi(fi)

= |C٢| − ١/٨− |C٣)|٢/۴− ϵi)

= |C١)|٢/۴ + ϵi)− ١/٨.

بنابراین، و ϵi ≤ ١/۴ علاوه، به است. برقرار ϵi ≥ ١/٨ رابطه ما، فرضیات اساس بر که باشید داشته یاد به

Vi(F) ≥ |C١)|٢/۴ + ϵi)− ١/٨

≥ |C٢|٢ϵi − ١/٨

≥ |C٢|٢ϵi − ϵi

داریم: |C٢| ≥ ١ چون همچنین،

Vi(F) ≥ |C٢|٢ϵi − ϵi

≥ ٢ϵi − ϵi

≥ ϵi

است. تضاد در الΎوریتم اتمام فرض با این است. قبول قابل i فرد برای F بنابراین، و

است. C١ برای ما اثبات مشابه حالت، این برای ما اثبات مͳ کنیم. ͳبررس را است ϵ < ١/٨ که ͳحالت حال،

دهید قرار و شده اند ͳراض اصلاح مرحله در که باشند S١ از افرادی Sr
١ کنید فرض

Mr
١ =

∪
j∈Sr

١

fj ∪ gj.

′Mحداقل =M\Mr
١ اشیای برای C٢ ∪C٣ در حاضر افراد بیش کمینه سهم مقدار که مͳ کند بیان ٣. ١٨ لم

داریم: j ∈ C٢ هر ازای به دقیق تر، بیان به است. ١ با برابر

MMS
n−|Sr

١ |
j (M\Mr

١) ≥ ١ (آ. ٢٩)

اشیا همه ابتدا، در مͳ کنیم. رنگ آمیزی سفید یا و سبز قرمز، آبی، رنگ چهار از ͳ΋ی به ′Mرا اشیای ما

رنگ آبی رنگ به را fj در حاضر شͳء ما آنگاه ،|fj| = ١ اگر j ∈ N \ Sr
١ فرد هر ازای به هستند. سفید

شͳء دو هر ما دارد)، شده ادغام راس Έی به اشاره fj که ͳمعن این (به |fj| = ٢ علاوه، اگر به مͳ کنیم.
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ازای به مͳ کنیم. سبز را gj در حاضر شͳء آنگاه بود، |gj| = ١ اگر همچنین، مͳ کنیم. قرمز را fj به مربوط

با را هستند سفید و سبز قرمز، آبی، رنگ ترتیب به که S اشیای از زیرمجموعه ای ما ،S ⊆ M مجموعه هر

با اشیای از جفت هر ٣. ٢١ لم اساس بر که باشید داشته یاد به مͳ دهیم. W(S)نشان و G(S) ،R(S) ،B(S)

مختلف شͳء دو ازای به دیΎر، بیان به هستند. i برای ٣/۴ از کمتر ارزش دارای مجموع در سبز یا قرمز رنگ

داریم: mj,mk ∈ R(M) ∪ G(M)

Vi({mj,mk}) ≤ ٣/۴.

٢ϵi < از کمتر ارزش دارای باشد سفید اشیای شامل که مجموعه ای هر ،٣۴ .٣ و ٣۶ .٣ لم های اساس بر

است. i فرد برای ١/۴

دسته n′ به اشیا بهینه تقسیم بندی = ⟨P١, P٢, . . . , Pn′⟩ P کنید فرض .n′ = n− |Sr
١| دهید قرار حال،

١ با برابر حداقل i فرد برای P در بسته هر ارزش (آ. ٢٩)، نامساوی اساس بر که کنید دقت باشد. i فرد برای

مͳ کنیم. تعریف P در مختلف دسته نوع سه ما بسته، هر در قرمز و آبی اشیای تعداد اساس بر است.

نیستند. قرمزی یا و آبی شͳء هیچ شامل که دسته هایی :B٠٠ •

ندارند. قرمزی شͳء هیچ اما هستند، آبی شͳء دارای که دسته هایی :B١٠ •

هستند. قرمز شͳء Έی حداقل شامل که دسته هایی :B٠١ •

شد. خواهند استفاده ͳاصل اثبات در بعدا که مͳ کنیم اثبات را آ. ٨ و آ. ٧ لم های ما ادامه، در

صورت، این در باشد. B٠٠ در موجود دسته های در سبز اشیای تعداد |G(B٠٠)| کنید فرض آ. ٧. لم

Vi(W(B٠٠)) ≥ (٣|B٠٠| − |G(B٠٠)|) · ١/۴.

داریم: هستند. سبز شͳء j دقیقا شامل که باشد B٠٠ از دسته هایی شامل مجموعه Bj
٠٠ کنید فرض اثبات.

|G(B٠٠)| =
∑

١≤j<∞

j|Bj
٠٠| ≥ |B١

٠٠|+ ٢|B٢
٠٠|+

∑
٣≤j<∞

٣|Bj
٠٠| (آ. ٣٠)

داریم: علاوه، به

٣|B٠٠| =
∑

٠≤j<∞

٣|Bj
٠٠| = ٣|B٠

٠٠|+ ٣|B١
٠٠|+ ٣|B٢

٠٠|+
∑

٣≤j<∞

٣|Bj
٠٠| (آ. ٣١)
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نشان برای است. |B٠
٠٠|+ |B١

٠٠| · ١/٢ + |B٣
٠٠| · ١/۴ حداقل B٠٠ در سفید اشیای ارزش تعداد نهایت، در

،٣. ٢١ لم به توجه با و است ١/٢ از کمتر ارزش دارای Pk ∈ B١
٠٠ در سبز شͳء هر که کنید دقت امر، این دادن

نظر در با هستند. j برای ٣/۴ از کمتر ارزش مجموع دارای ، Pk ∈ B٢
٠٠ به متعلق سبز اشیای از جفت هر

داریم: است، ١ با برابر حداقل Pk در دسته هر ارزش که واقعیت این گرفتن

Vi(W(B٠٠)) ≥ |B٠
٠٠|+ |B١

٠٠| ·١/٢+ |B٣
٠٠| ·١/۴ =

(
۴|B٠

٢+|٠٠|B١
٠٠|+ |B٢

٠٠|
)
·١/۴ (آ. ٣٢)

داریم: (آ. ٣١) و (آ. ٣٠) نامساوی های اساس بر

٣|B٠٠| − |G(B٠٠)| ≤ ٣|B٠
٠٠|+ ٢|B١

٠٠|+ |B٢
٠٠| ≤ ۴|B٠

٠٠|+ ٢|B١
٠٠|+ |B٢

٠٠| (آ. ٣٣)

داریم: (آ. ٣٣) و (آ. ٣٢) نامساوی های ترکیب با نهایت، در

Vi(W(B٠٠)) ≥
(
٣|B٠٠| − |G(B٠٠)|

)
· ١/۴ (آ. ٣۴)

�

Vi(W(B١٠)) ≥ (٢|B١٠| − |B(B١٠)| − |G(B١٠)|) · ١/۴ آ. ٨. لم

مجموعه Bw
١٠ کنید فرض است. آبی شͳء Έی حداقل شامل B١٠ در دسته هر که کنید دقت ابتدا، در اثبات.

سفید Bw
١٠ از دست هر در اشیا سایر است. سبزی شͳء هیچ بدون و آبی شͳء Έی دقیقا شامل B١٠ از دسته هایی

بنابراین و است ٣/۴ از کمتر i فرد برای آبی شͳء هر ارزش است، ٣/۴‐کاهش ناپذیر مسئله چون هستند.

داریم:

Vi(W(B١٠)) ≥ |Bw
١٠| · ١/۴

یا

۴Vi(W(B١٠)) ≥ |Bw
١٠|. (آ. ٣۵)

بسته هر است، آبی شͳء Έی حداقل شامل B١٠ در بسته هر چون .Bw̄
١٠ = B١٠ \ Bw

١٠ کنید فرض علاوه، به

داریم: بنابراین، است. سبز و آبی رنگ های با شͳء دو حداقل شامل Bw̄
١٠ در

|G(Bw̄
١٠)|+ |B(Bw̄

١٠)| ≥ ٢|Bw̄
١٠| (آ. ٣۶)



سوم فصل شده حذف اثبات های آ. ١٣١پیوست

مͳ دهد: نتیجه (آ. ٣۶) و (آ. ٣۵) نامساوی های مجموع

۴Vi(W(B١٠)) + |G(Bw̄
١٠)|+ |B(Bw̄

١٠)| ≥ ٢|Bw̄
١٠|+ |Bw

١٠|

:ͳیعن این که

۴Vi(W(B١٠)) ≥ ٢|Bw̄
١٠| − |G(Bw̄

١٠)| − |B(Bw̄
١٠)|+ |Bw

١٠|. (آ. ٣٧)

شامل Bw
١٠ در دسته هر که واقعیت این اساس بر .|B(B١٠)| = |B(Bw

١٠)|+ |B(Bw̄
١٠)| داریم علاوه، به

اساس بر .|B(B١٠)| = |Bw
١٠| + |B(Bw̄

١٠)| نتیجه در و |B(Bw
١٠)| = |Bw

١٠| است، آبی شͳء Έی حداقل

داریم: (آ. ٣٧)، نامساوی

۴Vi(W(B١٠)) ≥ ٢|Bw̄
١٠| − |G(Bw̄

١٠)| − |B(B١٠)|+ |Bw
١٠|+ |Bw

١٠|.

داریم: ٢|Bw
١٠|+ ٢|Bw̄

١٠| = ٢|B١٠| که واقعیت این اساس بر نهایت، در

۴Vi(W(B١٠)) ≥ ٢|B١٠| − |G(Bw̄
١٠)| − |B(B١٠)|

:ͳیعن این که

Vi(W(B١٠)) ≥
(
٢|B١٠| − |B(B١٠)| − |G(Bw̄

١٠)|
)
· ١/۴

�

vj ∈ V٠١ راس هر آن در که مͳ سازیم، G٠١⟨V٠١, E٠١⟩ گراف Έی ما B٠١ در موجود دسته های برای

و بΎیرید نظر در را است قرمز شͳء جفت Έی شامل fj که j فرد Έی دارد. Pj ∈ B٠١ دسته Έی به اشاره

(vl, vl′) یال ما صورت، این در .mk′ ∈ Pl′ و mk ∈ Pl همچنین، و باشد شͳء دو این mk,mk′ کنید فرض

mk′ و mk که کنید دقت است. برقرار Pl, Pl′ ∈ B٠١ رابطه ،B٠١ تعریف اساس بر مͳ کنیم. اضافه E٠١ به را

به مͳ کنیم. اضافه G٠١ به طوقه Έی ما حالت، این در .Pl = Pl′ باشند: داشته تعلق دسته Έی به است مم΋ن

مͳ کنیم. اضافه است، mk ∈ Pl که vl راس به طوقه Έی ما mk ∈ B(B٠١) شͳء هر ازای به علاوه،

راس های درجه که گونه ای به مͳ کنیم، تعریف B٠١ از دسته هایی مجموعه صورت به را Rj ما ادامه، در

دیΎر: بیان به است. j با برابر V٠١ در آنها به مربوط

Pk ∈ Rj ⇐⇒ d(vk) = j

مͳ کنیم. اثبات ار آ. ٩ لم ما ادامه، در
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داریم: R١ برای آ. ٩. لم

Vi(W(R١)) ≥ (٢|R١| − |G(R١)|) · ١/۴

قرمز شͳء Έی دقیقا شامل Pj دسته ،d(vj) = ١ چون چون بΎیرید. نظر در را Pj ∈ R١ دسته Έی اثبات.

که مͳ دهیم نشان ما هستند. سفید یا سبز Pj در اشیا سایر بنابراین، آبی)است. شͳء بدون (و

|G(Pj)|+ ۴.Vi(W(Pj)) ≥ ٢. (آ. ٣٨)

اگر علاوه، به است. برقرار (آ. ٣٨) نامساوی آنگاه ،|G(Pj)| ≥ ٢ اگر که باشید داشته نظر در ابتدا، در

١/٢ از کمتر Pj در موجود قرمز شͳء ارزش که زیرا ،Vi(W(Pj)) ≥ ١/٢ آنگاه باشد، |G(Pj)| = ٠

این سریعا این دارند). X ′ \ X ′
١/٢ داخل راس های به اشاره قرمز اشیای همه که باشید داشته یاد به ) است

ارزش ،٣. ٢١ لم اساس بر آنگاه ،|G(Pj)| = ١ اگر نهایت، در .۴.Vi(W(Pj)) ≥ ٢ که مͳ دهد را نتیجه

ͳیعن این که Vi(W(Pj)) ≥ ١/۴ بنابراین، و است، ٣/۴ از کمتر Pj در حاضر سبز و قرمز اشیای کل

.|G(Pj)|+ ۴.Vi(W(Pj)) ≥ ٢

داریم: است، برقرار Pj ∈ R١ دسته هر ازای به (آ. ٣٨) نامساوی چون

∑
Pj∈R١

(
|G(Pj)|+ ۴.Vi(W(Pj))

)
≥ ٢|R١|

بنابراین:

|G(R١)|+ ۴.Vi(W(R١)) ≥ ٢|R١|

نتیجه: در و

Vi(W(R١)) ≥ (٢|R١| − |G(R١)|) · ١/۴

�

داریم: ،R٢ برای آ. ١٠. لم

Vi(W(R٢)) ≥ (|R٢| − |G(R٢)|) · ١/۴.

مͳ کنیم: اثبات را زیر نامساوی ما ابتدا، در باشد. R٢ در دسته Έی Pj کنید فرض اثبات.

۴Vi(W(Pj)) + |G(Pj)| ≥ ١ (آ. ٣٩)
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درجه که کنید دقت است. قرمز شͳء دو شامل Pj بنابراین، است. ٢ با برابر vj درجه ،R٢ تعریف اساس بر

هیچ شامل Pj بنابراین، است. ٣ با برابر حداقل باشند، آبی اشیای شامل که B٠١ دسته های به مربوط راس های

سبز یا Pj در اشیا سایر است. ٣/۴ از کمتر Pj در قرمز اشیای کل ارزش ٣. ٢١ لم اساس بر نیست. آبی شͳء

دیΎر، سوی از است. برقرار (آ. ٣٩) نامساوی صورت این در باشد، سبز اشیای شامل Pj اگر هستند. سفید یا و

.۴Vi(W(Pj)) ≥ ١ بنابراین، و Vi(W(Pj)) ≥ ١/۴ صورت این در نباشد، سبزی شͳء هیچ شامل Pj اگر

است. برقرار حالت دو هر در (آ. ٣٩) نامساوی لذا،

داریم: R٢ در موجود دسته های همه برای (آ. ٣٩) نامساوی زدن جم΄ با

∑
Pj∈R٢

۴Vi(W(Pj)) + |G(Pj)| ≥ |R٢|

:ͳیعن این که

۴Vi(W(R٢)) + |G(R٢)| ≥ |R٢|

نتیجه: در و

Vi(W(R٢)) ≥
(
|R٢| − |G(R٢)|

)
· ١/۴

�

مͳ رسیم: i برای سفید اشیای همه ارزش برای زیر پایین حد به ما آ. ١٠ و آ. ٩ آ. ٨، آ. ٧، لم های دادن قرار با

Vi(W(M′)) = Vi(W(B٠٠)) + Vi(W(B٠١)) + Vi(W(B١٠))

≥
(

٣|B٠٠| − |G(B٠٠)|
)
· ١/۴ +

(
٢|B١٠| − |B(B١٠)| − |G(B١٠)|

)
· ١/۴

+

(
٢|R١| − |G(R١)|

)
· ١/۴ +

(
|R٢| − |G(R٢)|

)
· ١/۴

=

(
(٣|B٠٠|+ ٢|B١٠|+ ٢|R١|+ |R٢| − |B(B١٠)|)

−
(
|G(B٠٠)|+ |G(B١٠)|+ |G(R١)|+ |G(R٢)|

))
· ١/۴

≥
(
(٣|B٠٠|+ ٢|B١٠|+ ٢|R١|+ |R٢|)− |B(B١٠)| − |G(M′)|

)
· ١/۴

(آ. ۴٠)

است. سبز اشیای کل تعداد |G(M′)| که
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W٢ که کنید فرض هستند. F در هنوز یا شده اند، اعطا دوم فاز در فرد Έی به یا W(M′) در اشیای

داریم: شده اند. اعطا دوم فاز طول در فرد Έی به که باشند سفیدی اشیای

Vi(W(M′)) = Vi(W٢) + Vi(F) (آ. ۴١)

S \ Sr
١ در افراد تعداد که کنید ابتدا، دقت در مͳ کنیم. تعیین Vi(W٢) ارزش روی بر بالا حد Έی ما حال،

چون مجموعه. ٢n′ مͳ شود مجموع در که دارند gj و fj مجموعه دو افراد، این از کدام هر است. n′ با برابر

مجموعه |G(M′)| این همه علاوه، به است. ͳخال مجموعه ها این از ͳ΋ی حداقل که مͳ دانیم ما است، gi = ∅

جفت Έی یا دارند، آبی شͳء Έی یا مجموعه ها این از تا |B(B١٠)| + |E٠١| و هستند سبز شͳء Έی شامل

.( دارد قرمز شͳء جفت Έی یا آبی شͳء Έی به اشاره G٠١ از یال هر که باشید داشته یاد (به دارند. قرمز شͳء

با: است برابر هستند، سفید اشیای شامل تنها که مجموعه هایی تعداد بنابراین،

٢n′ − ١− |G(M′)| − |B(B١٠)| − |E٠١|

و است، ٢ϵi < ١/۴ از کمتر i برای سفید اشیای شامل مجموعه هر ارزش ،٣۴ .٣ و ٣۶ .٣ لم اساس بر

بنابراین:

Vi(W٢) ≤ (٢n′ − ١− |G(M′)| − |B(B١٠)| − |E٠١|) · ١/۴ (آ. ۴٢)

Έی به (آ. ۴٢) در Vi(W٢) برای بالا حد از (آ. ۴٠) در Vi(W(M′)) برای آمده دست به بالای حد تفربق با

مͳ رسیم: F داخل باقͳ مانده اشیا ارزش برای پایین حد

Vi(F) = Vi(W(M′))− Vi(W٢)

≥
(
(٣|B٠٠|+ ٢|B١٠| − |B(B١٠)|+ ٢|R١|+ |R٢|)− |G(M′)|

)
· ١/۴− Vi(W٢)

≥
(
(٣|B٠٠|+ ٢|B١٠| − |B(B١٠)|+ ٢|R١|+ |R٢|)− |G(M′)|

)
· ١/۴

−
(

٢n′ − ١− |G(M′)| − |B(B١٠)| − |E٠١|
)
· ١/۴

=

(
٣|B٠٠|+ ٢|B١٠|+ ٢|R١|+ |R٢| − ٢n′ + ١ + |E٠١|

)
· ١/۴

=

(
٢|B٠٠|+ ٢|B١٠|+ |B٠٠|+ |E٠١|+ ٢|R١|+ |R٢| − ٢n′ + ١

)
· ١/۴

(آ. ۴٣)

مͳ کنیم. اثبات کار، تکمیل برای را آ. ١٢ و آ. ١٣ آ. ١١، لم های ما ادامه، در
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|B٠٠| ≥ |E٠١| − |B٠١| آ. ١١. لم

.|B(B١٠)|+ |E٠١| ≤ n′ داریم علاوه، به .|B٠٠|+ |B١٠|+ |B٠١| = n′ که کنید دقت ابتدا، در اثبات.

علاوه، هر به S \Sr
١ در فرد هر اول مجموعه به اشاره G٠١ در یال هر که باشید داشته نظر در لم، این اثبات برای

این از بیشتر باید افراد کل تعداد بنابراین، دارد. S \ Sr
١ در فرد Έی اول مجموعه به اشاره B١٠ در آبی شͳء

داریم: بنابراین، .|B(B١٠)| ≥ |B١٠| که مͳ دانیم B١٠ تعریف اساس بر باشد. مقدار

|B٠٠|+ |B١٠|+ |B٠١| ≥ |B(B١٠)|+ |E٠١|

≥ |(B١٠)|+ |E٠١|
(آ. ۴۴)

ͳیعن این که

|B٠٠| ≥ |E٠١| − |B٠١|.

�

|E٠١| ≥ ٣/٢
∑

j≥٣ |Rj|+ |R٢|+ |R٢/|١ آ. ١٢. لم

� |E٠١| =
∑

vj∈V٠١
d(vj)

٢ =
∑

j j|Rj |
٢ ≥ ٣/٢

∑
j≥٣ |Rj|+ |R٢|+ |R٢/|١. اثبات.

|B٠٠| ≥
∑

j≥٣ |Rj |−|R١|
٢ آ. ١٣. لم

داریم آ. ١٢ لم اساس بر علاوه به .|B٠٠| ≥ |E٠١| − |B٠١| که مͳ دانیم آ. ١١ لم به توجه با اثبات.

|E٠١| ≥ ٣/٢
∑
j≥٣

|Rj|+ |R٢|+ |R٢/|١.

مͳ دهد: نتیجه نامساوی دو این ترکیب

|B٠٠| ≥ ٣/٢
∑
j≥٣

|Rj|+ |R٢|+ |R٢/|١− |B٠١| (آ. ۴۵)

اساس بر است. برقرار |B٠١| = |V٠١| رابطه دارد، وجود V٠١ و B٠١ بین Έی به Έی تناظر Έی چون همچنین

داریم: Rj تعریف

|V٠١| =
∑
j

|Rj| (آ. ۴۶)
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داریم: (آ. ۴۵) نامساوی در آمده، دست به (آ. ۴۶) نامساوی از B٠١ برای که مقداری ͳزینΎجای با

|B٠٠| ≥ ١/٢
∑
j≥٣

|Rj| − |R٢/|١

=

∑
j≥٣ |Rj| − |R١|

٢
.

(آ. ۴٧)

�

داریم: (آ. ۴٣) نامساوی بر آ. ١٢ و آ. ١٣ نامساوی های اعمال با

Vi(F) =
(

٢|B٠٠|+ ٢|B١٠|+ |B٠٠|+ |E٠١|+ ٢|R١|+ |R٢| − ٢n′ + ١
)
· ١/۴

≥
(

٢|B٠٠|+ ٢|B١٠|+
∑

j≥٣ |Rj| − |R١|
٢

+ ٣/٢
∑
j≥٣

|Rj|

+ |R٢|+ |R٢/|١ + ٢|R١|+ |R٢| − ٢n′ + ١
)
· ١/۴

=

(
٢|B٠٠|+ ٢|B١٠|+

∑
j≥٣

٢|Rj|+ ٢|R٢|+ ٢|R١| − ٢n′ + ١
)
· ١/۴

این همراه به این، .
∑

j≥٣ ٢|Rj|+ ٢|R٢|+ ٢|R١| = ٢|V٠١| = ٢|B٠١| که باشید داشته دقت نهایت، در

ͳیعن این .Vi(F) ≥ (٢n′ − ٢n′ + ١) · ١/۴ مͳ دهد نتیجه ،|B٠٠| + |B٠١| + |B١٠| = n′ که واقعیت

� است. قبول قابل i فرد برای F که چرا است، تناقض که ،Vi(F) ≥ ١/۴



Abstract

In this study, we consider the fair division problem. In this problem, a hetero-
geneous resource must be fairly divided among a set of agents with different pref-
erences. The resource can be either a divisible good (i.e., time, land), or a set of
indivisible goods. When the resource is a single divisible good, the problem is com-
monly known as cake cutting. To measure fairness, several notions are defined, i.e.,
envy-freeness, proportionality, equability, maximin-share. In this thesis, we first give
a formal definition of these notions. Next, we present our results for envy-freeness
and maximin-share.

First, we prove the existence of an allocation that guarantees each agent a factor
3/4 of his maximin-share. This improves upon the work of Procaccia and Wang [65]
wherein the authors prove the existence of 2/3 approximation guarantee. We also
extend our results to the case of submodular and fractionally subadditive valuations.
More precisely, we give a 1/3 approximation guarantees for submodular agents and
a 1/5 approximation guarantee for XOS agents.

Next, we extend the definition of maximin-share to the case of the agents with
unequal entitlements. We show that, in some cases with n agents, no allocation can
guarantee better than 1/n approximation of maximin-share when the entitlements are
not necessarily equal. Furthermore, we consider a restricted version of the problem
where the valuation of every agent for each good is bounded by the total value he
wishes to receive in a fair allocation. We show that this assumption enables us to
find guarantee 1/2 approximation of maximin-share.

In the last part of this study, we consider the problem of envy-free division of a
cake among strategic players. Roughly, we wish to divide the cake among n players
in a way that meets the following criteria: (I) the allocation satisfies envy-freeness,
(II) the allocation is strategy-proof (truthful), and (III) the number of cuts made on
the cake is minimal. We provide methods, namely expansion process and expansion
process with unlocking, for dividing the cake under different assumptions on the
valuation

Keywords: 1-Computational Social Choice, 2-Maximin-share, 3-Fairness 4-Envy-
free 5-Proportional 6-Approximation algorithms, 7-Mechanism Design
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