
شریف ͳصنعت دانشΎاه
کامپیوتر ͳمهندس دانش΋ده

دکتری رساله ی

کامپیوتر ͳمهندس

عنوان

اشیا دیدپذیری آزمون برای کارا الΎوریتم های
آنها شمارش و

نگارش
علیپور شراره

راهنما استاد
ͳقدس محمد دکتر

١٣٩۵ شهریور





چ΋یده

دیدپذیر صفحه در واق΄ ناظر Έی از که است صفحه از ͳنقاط تعیین معنای به صفحه در دیدپذیری محاسبه ی

ͳبرخ در دارد. کامپیوتری بازی های و Έرباتی کامپیوتری، Έگرافی در ͳفراوان کاربردهای مسأله این هستند.

به ͳدسترس برای که است نظر مورد مناسب زمان در دیدپذیر اشیا تعداد شمارش دیدپذیری، به مربوط مسایل از

مسأله ی رساله این در مͳ دهند. انجام را شمارش این تقریبی به صورت ͳفعل الΎوریتم های مناسب، ΁پاس سرعت

شده اند. مطالعه و ͳبررس دیدپذیر اشیا تعداد شمارش و اشیا دیدپذیری آزمون

در p پرس وجوی نقطه ی Έی و نامتقاط΄ دو به دو پاره خط n از متش΋ل S = {s١, s٢, . . . , sn} مجموعه ی

مسأله ی در است. si ∈ S پاره خط Έی و p دیدپذیری تعیین هدف دیدپذیری مسأله ی در شده اند. داده صفحه

تقریبی الΎوریتم دو شمارش، مسأله ی حل برای است. p از دیدپذیر پاره خط های تعداد تعیین هدف نیز شمارش

پرس وجو زمان و تقریب ضریب بین همچنین و پرس وجو زمان و حافظه بین اول الΎوریتم در داده ایم. ارائه

زمان ͳریاض امید شده است. گرفته کار به ͳتصادف انتخاب روش دوم الΎوریتم در کرده ایم. ایجاد مصالحه

جواب آوردن بدست برای ͳتصادف ͳوریتمΎال سپس است. اول الΎوریتم از بهتر حالت ها ͳبعض در پرس وجو

فضای در را مسأله ها ادامه، در داده ایم. ارائه [٣۵] مشابه پرس وجوی زمان و حافظه با شمارش مسأله ی دقیق

داده های روی بر را الΎوریتم ها این کرده ایم. بیان مسأله ها حل برای الΎوریتم هایی و گرفته ایم نظر در بعدی ٣

همچنین و شده بیان الΎوریتم های اجرای زمان عمل در که داده اند نشان آمده بدست نتایج کرده ایم. اجرا ͳواقع

روش هایی و کرده ایم بیان را مسأله ٢ از ͳاحتمالات مدل انتها در است. قبول قابل و کاربردی آنها تقریب ضریب

دیدپذیری مسأله ی که کرده ایم ثابت ͳاحتمالات مدل در حالت ها ͳبرخ در داده ایم. ارائه حالت این در حل برای

ارائه نیز ͳاحتمالات شمارش مسأله ی برای تقریبی الΎوریتم های همچنین است. #P − complete ͳاحتمالات

داده ایم.

.ͳتصادف ۴‐الΎوریتم های تقریبی، ٣‐الΎوریتم های ٢‐دیدپذیر، ،ͳمحاسبات کلیدی:١‐هندسه کلمات
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دلخواه خط هر و بردارند در را نقاط از ͳمعین تعداد آنها از هرکدام که مثلث هایی ٢ . ١

که است مم΋ن مثلث ها که شود دقت مͳ کند. قط΄ را آنها از ͳمشخص تعداد l

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشند. داشته نیز اشتراک

نیم صفحه ی ازای به درخت در جستجو آن. معادل جستجوی درخت و درخت افراز Έی ٢ . ٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده است[٢٧]. داده نشان ،h

ج



چ ش΋ل ها فهرست

نقاط و s١, . . . , s۵ پاره خط های (الف) ،G(p) گراف ΀مسط نشاندن رسم مراحل ٣ . ١

نقطه ی هر برای (ب) شده اند. داده نشان پاره  خط ها چپ و راست سمت انتهایی

طوری که باشد داشته وجود a′ ∈ sj اگر نیست، دیدپذیر p توسط که a ∈ si انتهایی

را vi راس ،si پاره خط هر برای (ج) مͳ کنیم. رسم را aa′ خط ،pr(a′) = a

(ب) در (که a′ و a هر برای مͳ دهیم. قرار si وسط از کوتاه ͳخیل فاصله ی در

بین ͳیال ترتیب این به مͳ کنیم. وصل vj به را a′ و vi به را a شد)، داده توضیح

ͳباق که چیزی مͳ کنیم. حذف را اولیه پاره خط های (د) مͳ شود. ایجاد vj و vi

ͳیال هر و داریم یال ۵ و راس ۵ که کنید توجه است. G(p) ΀مسط گراف مͳ ماند

٢٠ . . . . . . است. شده رسم وصلند، به هم ͳمتوال به طور که پاره خط ٣ به صورت

تقسیم q٠q١, q١q٢, q٢q٣, q٣q۴, q۴q۵ قسمت ۵ به مͳ تواند و نمͳ شود دیده p توسط si ٣ . ٢

٢٣ . . شده اند. پوشیده s′١, s′٢, s′٣, s′۴, s′٣ از پاره خط هایی با بخش هر طوری که شود

c از دیدپذیر بخش Έی نیز B هستند. s١ پاره خط از دیدپذیر بخش های bb′ ′aaو ٣ . ٣

،l(s٢) است. {s۵} و {s٣, s۴} ،{s١, s٢, s۶} مولفه ی ٣ دارای G(p) دارد. c′ تا

r(s۵) و r(s۴) ،r(s۶) و پاره خط ها این چپ انتهایی نقاط ترتیب به l(s۵) و l(s٣)

٢٨ . . . . . . . . . هستند. پاره خط ها این راست سمت انتهایی نقاط ترتیب به هم

۴۶ . . . . تقریبی. و ͳتصادف الΎوریتم های برای خطا میانگین اجراو زمان میانگین ١ . ۵

و تقریبی (الف) p(٣٫٣,٢۴٢٫۵,٢٠٨٩٫۵) پرس و جوی نقطه ی دیدپذیر منطقه ی ٢ . ۵

۴۶ . . . . . . . شده است. داده نشان قرمز رنگ با پرس و جو نقطه ی دقیق. (ب)

تقریبی (الف) p(۴۶٨٫٨,٢٣٢٫۵,٣٢٢٨٫۶) پرس و جوی نقطه ی دیدپذیر منطقه ی ٣ . ۵

۴٨ . . . . . . . شده است. داده نشان قرمز رنگ با پرس و جو نقطه ی دقیق. (ب) و



١ فصل

مقدمه

از مسأله این باشند. دیدپذیر ناظر Έی توسط که است ͳنقاط تعیین به معنای دیدپذیری١ محاسبه ی

بوده است. گذشته سال های محاسبات٢ͳدر هندسه ی ͳتحقیقات مهم مباحث

دیΎر مرتبط مباحث و کامپیوتری بازی های ،Έروباتی کامپیوتری، Έگرافی زمینه ی در دیدپذیری

دارد. کاربرد

به ازای دیدپذیر سطوح محاسبه ی و پنهان٣ مناطق حذف مسأله ی کامپیوتری، Έگرافی زمینه ی در

هستند، دیدپذیر ناظر توسط جزیی یا کامل به طور که ͳمناطق تعیین و ناظر Έی و مجازی صحنه ی Έی

شده اند[٣٠]. ͳبررس

موان΄، از عبور همانند ،Έروباتی زمینه ی در پاره خط Έی یا و نقطه Έی توسط دیدپذیر ناحیه ی

که است این در دیدپذیری تعیین توانایی و قدرت مͳ رود. م΋ان یابی۵به کار مسیر۴و برنامه ریزی

به دست آورد[۴٣]. داده شده نقشه از مستقیما مͳ توان را ͳمختلف اطلاعات

در پیشرفت بدون و دارد کاربرد نیز کامپیوتری بازی های زمینه ی در صفحه، در دیدپذیری تعیین

ندارند[۴٩]. را لازم گیرایی مدرن کامپیوتری بازی های زمینه، این

الΎوریتم های و ͳترکیبیات حل های راه و شده است مسأله این به ویژه ای توجه موضوع، اهمیت به دلیل

شده اند. ارائه مسأله ها اینگونه حل برای کارا ͳهندس

است موردنظر مناسب زمان در دیدپذیر اشیا تعداد شمارش دیدپذیری، به مربوط مسایل از ͳبرخ در

انجام را شمارش این تقریبی به صورت ͳفعل الΎوریتم های مناسب، ΁پاس به سریع ͳدسترس برای که
١Visibility
٢Computational Geometry
٣Hidden Surface Removal
۴Path Planning
۵Localization

١



٢ مقدمه .١ فصل

Έی توسط دیدپذیر ناحیه ی و چپ سمت ش΋ل در نقطه Έی توسط دیدپذیر ناحیه ی  :١ . ١ ش΋ل
داده شده است. نشان راست سمت ش΋ل در پاره خط

کرده ایم. ͳبررس را اشیا دیدپذیری و شمارش مسأله ی تحقیق این در مͳ دهند.

نمادگذاری ها و مسأله تعریف ١ . ١

توضیح خواهندشد، ͳبررس که مسأله هایی همچنین و استفاده مورد نمادهای تعریف ها، بخش این در

داده مͳ شوند.

درنظر بعدی ٢ فضای در را نامتقاط΄ دوبه دو پاره خط n شامل S = {s١, s٢, .., ..sn} مجموعه ی

از هیچ΋دام دو آن بین واصل پاره خط اگر مͳ گوییم دیدپذیر S به نسبت را صفحه در نقطه دو بΎیرید.

عضو t مثل نقطه ای اگر مͳ گوییم دیدپذیر را s پاره خط و p نقطه ی همچنین نکند. قط΄ را S اعضای

باشند. دیدپذیر p و t که داشته باشد وجود s

ͳتمام بنابراین است. پاره خط ها ͳتمام شامل که دارد وجود B مربع که مͳ کنیم فرض همچنین

مͳ شوند. گرفته نظر در B داخل تنها ͳبررس مورد نقاط

تعریف ͳنقاط تمام مجموعه ی را p نقطه ی توسط دیدپذیر ناحیه ی تعریف ها، این به توجه با

ͳنقاط تمام مجموعه ی را s پاره خط توسط دیدپذیر ناحیه ی و هستند دیدپذیر p توسط که مͳ کنیم

باشند. دیدپذیر s پاره خط نقاط از ͳ΋ی حداقل توسط که مͳ کنیم تعریف

VS(s) با را s پاره خط توسط دیدپذیر ناحیه ی و VS(p) با را p نقطه ی توسط دیدپذیر ناحیه ی

توسط دیدپذیر ناحیه ی همچنین و نقطه Έی توسط دیدپذیر ناحیه ی ١ . ١ ش΋ل در مͳ دهیم. نشان

و نقطه جز دیΎری اشیا به مͳ توان را تعاریف این که است ΀واض داده شده است. نشان پاره خط Έی

داد. تعمیم نیز پاره خط



٣ مقدمه .١ فصل

s

است. O(n۴) از s پاره خط دیدپذیر ناحیه ی ͳپیچیدگ آن در که ͳحالت :١ . ٢ ش΋ل

ͳچندضلع به صورت p نقطه ی توسط دیدپذیر ناحیه ی ١ . ١دیده مͳ شود، ش΋ل در که همان طور

است. O(n) از آن راس های و یال ها تعداد و قراردارد آن مرکز در p نقطه ی که است ش΋ل ستاره ای

به صورت را پاره خط ها انتهایی نقاط ،p نقطه ی Έی توسط دیدپذیر ناحیه ی آوردن به دست برای

آن در که دودویی جستجوی درخت Έی از استفاده با سپس مͳ کنیم. مرتب p نقطه ی حول ۶ͳشعاع

که دیدپذیر ناحیه ی شده اند، ذخیره مͳ شود، شروع p از که شعایی با آن ها برخورد ترتیب به پاره خط ها

ͳچندضلع محاسبه ی الΎوریتم [١۴ ،۵١] در مͳ آید. به دست است مثلث O(n) از مجموعه ای به صورت

این که تشخیص برای است، ستاره ای به ش΋ل VS(p) چون داده شده است. توضیح نقطه Έی دیدپذیر

این در انجام دهیم. دودویی جستجوی است  ͳکاف نه، یا دارد قرار VS(p) در q پرس وجوی نقطه Έی

مͳ تواند داده ساختار این مͳ شود. گرفته درنظر O(n) اندازه ی با داده ساختاری به صورت VS(p) حالت

نه. یا دارد قرار VS(p) در q آیا که دهد ΁پاس سوال این به O(log n) زمان در

است پیچیده s پاره خط Έی دیدپذیر ناحیه ی است، ساده که نقطه Έی دیدپذیر ناحیه ی برخلاف

شده است. داده نشان حالت این ١ . ٢ ش΋ل در است. Ω(n۴) اندازه ی از آن ͳپیچیدگ حالت بدترین در و

است. نیاز مورد VS(s) تعیین برای زیادی پیش پردازش زمان و فضا بنابراین

Ω(n٢) از VS(s) ͳپیچیدگ s ∈ S اعضای از بسیاری برای که دارد وجود حالت هایی همچنین

داده ساختاری نمͳ تواند م΋ان یابی٧ برای آن پیش پردازش و VS(s) جداگانه ی محاسبه ی بنابراین است،

از بدهد. به دست نه، یا هستند دیدپذیر p و s آیا که سوال این به پاس΁ گویی برای مناسب حافظه ی با

خواهد نیاز زیادی ساخت زمان و فضا به نیز حالت این در پاره خط دیدپذیر ͳچندضلع محاسبه ی این رو

داشت.

مͳ شوند. گراف دیدتوسعه یافته٩بیان و گراف دید٨ مفهوم ادامه در
۶Radial
٧Point Location
٨Visibility Graph
٩Extended Visibility Graph
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به مربوط توسعه یافته گراف دید راست، سمت ش΋ل در و گراف دید چپ، سمت ش΋ل در :١ . ٣ ش΋ل
شده است. داده نشان پاره خط دو

دو بین و هستند S پاره خط های انتهایی نقاط آن راس های که است ͳگراف گراف دید: ١ . ١ تعریف

مͳ دهیم. نمایش V G(S) با را آن و باشند دیدپذیر راس دو اگر تنها و اگر داشت خواهد وجود یال راس

از بدون است. O(n٢) مرتبه ی از مͳ دهیم، نشان m با که V G(S) یال های تعداد که است ΀واض

[٣٢] در است. بیشتر ͳثابت تعداد از پاره خط ها تعداد که کرد فرض مͳ توان مسأله کلیت دادن دست

با که پاره خط n از مجموعه ای گراف دید محاسبه ی برای O(n log n + m) زمان با بهینه الΎوریتم

شده است. ارائه ندارند، برخوردی ی΋دیΎر

یال هر به ازای که مͳ آید به دست این صورت به گراف دید روی از توسعه یافته: دید گراف ١ . ٢ تعریف

B یا و S اعضای از ͳ΋ی که ͳزمان تا مͳ دهیم امتداد جهت دو در را euv پاره خط V G(S) در uv

اضافه گراف دید به جدیدی راس های و یال ها این ترتیب به کند. قط΄ را (S مجموعه ی شامل (مربع

مͳ دهیم. نمایش EV G(S) با و مͳ نامیم توسعه یافته گراف دید را حاصل گراف مͳ شوند.

ارائه [٣٢] در که ͳوریتمΎال از استفاده با O(n log n + m) زمان در مͳ توانیم نیز را EV G(S)

آوریم. به دست شده است،

شده است. داده نشان پاره خط دو توسعه یافته ی گراف دید و گراف دید ١ . ٣ ش΋ل در

S پاره خط های مجموعه ی و EV G(S) یال های مجموعه ی فضا١٠: هم دید افرازهای ١ . ٣ تعریف

مͳ شود. نامیده  V SP (S) فضا هم دید افرازهای که مͳ کنند تجزیه ناحیه هایی به را صفحه
١٠Visibility Space Partition
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.[٣٠]S = {s١, s٢, s٣} پاره خط سه به مربوط V SP :۴ . ١ ش΋ل

دو آن برای که پاره خط هایی مجموعه دارند، قرار V SP از ناحیه Έی در که نقطه ای دو هر به ازای

اطلاعات کلیه ی است، p نقطه ی شامل که V SP از ناحیه ای است. ی΋سان هستند دیدپذیر پاره خط

از ناحیه Έی در موجود نقاط ͳتمام ازای به که ترتیب این به بردارد. در را p نقطه در دید به مربوط

جاروب ناحیه آن از دلخواه نقطه ی هر حول ساعتگرد صورت به که دیدپذیر پاره خط های ترتیب V SP

شده است. داده نشان پاره خط سه به مربوط V SP ،۴ . ١ ش΋ل در است. ی΋سان مͳ شوند

حالت بدترین در آمده است، به دست پاره خط و خط O(n٢) برخورد از V SP (S) که آن جایی از

است. O(n۴) از آن ͳپیچیدگ

زمینه ی در زیر سوال های به مͳ خواهیم S مجموعه ی پاره خط های روی بر پیش پردازش انجام با

دهیم: ΁پاس دیدپذیری

همدیΎر s و p آیا ،s ∈ S پاره خط و p پرس وجوی نقطه ی ازای به :١١ دیدپذیری مسأله ی ۴ . ١ سؤال

مͳ بینند؟ را

را p توسط دیدپذیر پاره خط های تعداد ،p پرس وجوی نقطه ی به ازای شمارش١٢: مسأله ی ۵ . ١ سؤال

آورید. به دست

کرد. خواهد Έکم نیز دیΎری مشابه سوال های حل به سوال ها این حل

گفته که مطالبی به توجه با مͳ دهیم. نشان mp با را p نقطه ی توسط دیدپذیر پاره خط های تعداد

منظور این برای دهیم. ΁پاس O(n) حافظه ی با و O(n log n) زمان در مͳ توانیم را شمارش مسأله ی شد
١١Visibility Testing
١٢Visibility Counting
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به عنوان آن ها از ناحیه هایی که را مجزایی پاره خط های تعداد و آوریم به دست  را VS(p) است ͳکاف

کنیم. محاسبه شده اند، تعیین VS(p) اضلاع

پاره خط های تعداد V SP (S) از ناحیه هر به ازای پیش پردازش مرحله ی در مͳ توانیم همچنین

ناحیه ای ͳاریتمΎل زمان در پرس وجو مرحله ی در سپس ذخیره کنیم. و محاسبه را ناحیه آن در دیدپذیر

کنیم. گزارش را ناحیه آن از دیدپذیر پاره خط های تعداد و تعیین دارد قرار آن در داده شده نقطه ی که را

خواهدبود. O(n۴) از روش این در موردنیاز حافظه ی و O(n۴ log n) مرتبه ی از پیش پردازش زمان

داد. ΁پاس نیز ۴ . ١ مسأله ی به مͳ توان ترتیب به همین

است. زیاد پیش پردازش زمان و حافظه دوم روش اش΋ال و بالا پرس وجوی زمان اول روش اش΋ال

یا و استفاده کند کمتری پیش پردازش زمان و حافظه از که هستیم روش هایی یافتن دنبال به بنابراین

یافتن به منجر روش ها این از استفاده کند. ایجاد مصالحه١٣ پاس΁ گویی زمان و پیش پردازش زمان بین

این به و مͳ کنند کم را مسأله ͳپیچیدگ تقریبی روش های در شده است. تقریبی مقادیر با پاس΁ هایی

جواب مͳ آید، به دست که جوابی ͳول مͳ بخشند. بهبود را ͳمصرف حافظه ی و پرس وجو زمان ترتیب

استفاده بنابراین و نداریم مسأله دقیق جواب داشتن به نیازی موارد از بسیاری در نیست. مسأله دقیق

باشد. مفید مͳ تواند تقریبی روش های از

موضوع اهمیت ١ . ٢

در گرفته اند. قرار مدنظر دیدپذیر اشیا شمارش و اشیا بین دیدپذیری ͳبررس مسأله ی  گزارش این در

بسیاری مشابه مسأله های حل به منجر مسأله ها این حل برای شده ارائه روش های که دید خواهیم ادامه

از مͳ شوند. برچسب ها تعداد و مولفه ها تعداد اشیا، شمارش زمینه ی در هم و دیدپذیری زمینه ی در هم

مͳ کنیم. بیان شد، خواهند ͳبررس که را مسأله هایی حل کاربرد و اهمیت رو این

پاره خط های دیدپذیر مناطق تعیین است. Έروباتی زمینه ی در دیدپذیری کاربردهای از ͳ΋ی

برای کستینگ١۴ ری Έتکنی جای به روش ها این از استفاده همچنین و نقشه دهنده ی تش΋یل

است. Έروباتی در دیدپذیری کاربردهای از ١۵ حسΎر خواندن شبیه سازی

هدف که ͳهنگام مثال برای دارد. کاربرد مسیر١۶ برنامه ریزی زمینه ی در دیدپذیر اشیا شمارش

که ͳمناطق آوردن به دست مثلا است، نقشه Έی در دیدپذیری با رابطه در ͳبخصوص اطلاعات تعیین
١٣Trade off
١۴ Ray Casting
١۵ Sensor Reading
١۶ Path planning
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با مͳ بینند. را ͳبخصوص اشیا مجموعه ی Έی که ͳمناطق تعیین یا و مͳ بینند را اشیا تعداد بیشترین

.[٣٨] آورد به دست دقیق جزییات با دیدپذیریی نقشه های مͳ توان مسایل این حل

اشیا با حرکت حین روبات که است به نحوی روبات حرکت مسیر تعین با رابطه در بعدی کاربرد

حسΎر از که ͳاطلاعات مبنای بر روبات حرکت حالت این در باشد. نداشته برخورد نقشه دیواره های یا

نقشه کل روی بر پردازش آن در که مسیر برنامه ریزی برخلاف مسأله این مͳ پذیرد. انجام مͳ گیرد،

.[۵٠] ندارد محیط اطلاعات کلیه به نیاز و است ͳمحل به صورت مͳ گیرد انجام

،١٧ͳش تشخیص برای بعدی ٣ اشیا نمایش روش های از ͳ΋ی کامپیوتری Έگرافی زمینه ی در

با که است بعدی ٢ ناحیه های از مجموعه ای به صورت مختلف نقاط از ͳش دیدپذیر مناطق محاسبه ی

.[٣۴] مͳ شود داده نمایش نظر مورد ͳش مجموعه، این از استفاده

روبرو حافظه محدودیت مش΋ل با ͳ΋گرافی سخت افزار پیچیده، و بزرگ مدل های ارائه ی هنگام به

است ͳکاف تنها و نداریم اطلاعات همه ی ارائه ی به نیازی موارد از بسیاری در که آنجایی از مͳ شود.

دیدپذیری، زمینه ی در شده ارائه روش های از استفاده با مͳ شوند دیده که بΎیریم نظر در را ͳنواح

را سرعت و خارج نمایش لاین١٨ پایپ از و دهیم تشخیص نمͳ شوند، دیده که را ͳمناطق مͳ توانیم

.[۴٩] شده است پیاده سازی شیوه این کامپیوتری بازی های در مثال به عنوان کنیم. بیشتر

٢١نیز سایه محاسبه ی و ٢٠ ͳحجم نورهای ، ١٩ ͳرادیوزیت همچون دیΎری زمینه های در دیدپذیری

دارد[۴٩]. کاربرد

دارند. اهمیت موجود روش های حافظه ی و ساخت زمان در بهبود شد گفته که مطالبی به توجه با

است. مهم نیز باشند پیاده سازی قابل ͳبه راحت که الΎوریتم هایی ارائه ی همچنین

از شده اند. بیان مسأله ها این حل برای نیز ͳتصادف و تقریبی الΎوریتم های آینده ی، فصل های در

و زمان بتوان صورتͳ که در روش ها این ارائه ی هستند، کاربردی نیز تقریبی جواب های که آنجایی

خواهدبود. اهمیت دارای بخشند، بهبود را الΎوریتم حافظه ی

روش های ارائه ی و هستند کاربردی تر بعد ٢ از بزرگتر فضاهای در دیدپذیری به مربوط مسأله های

در دیدپذیری مثال به عنوان کرد. خواهد بسیاری Έکم شده عنوان زمینه های در فضاها، این در کارا

دارد. کاربرد جغرافیایی مباحث در ،٢٢ تین ها

رابطه ی مͳ شوند عنوان دیدپذیر اشیا شمارش مسایل حل برای که روش هایی دید خواهیم ادامه  در
١٧ Object Recongnition
١٨Pipeline
١٩Radiosity
٢٠Volumetric lights
٢١Shadow recognition
٢٢Triangulated Irregular Networks(TINs)
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داده ساختارهایی و برچسب ها تعداد تعیین مولفه ها، تعداد شمارش زمینه ی در ͳمسایل با ͳمستقیم

دارند. کامپیوتری Έگرافی در ͳفراوان کاربردهای نیز شده عنوان مفاهیم دارند. درخت افراز همچون

آمده به دست نتایج ١ . ٣

جدیدی الΎوریتم های و پرداخته ایم عنوان شده مسأله های حل روش های ͳبررس به تحقیق این در

را متعددی مسایل و داده ایم توضیح برده ایم، به کار که را ͳمختلف روش های همچنین ارائه کرده ایم.

کرده ایم. بیان مͳ شود، دیΎر مشابه مسایل و ما مسأله ی حل به منجر آنها حل که

٠ < δ ≤ ١ هر ازای به به طوری΋ه داده ایم ارائه تقریبی ͳوریتمΎال ابتدا شمارش، مسأله ی حل برای

استفاده با ،O( ١
δ٣m

β/٢ logm) پرس و جوی انتظار٢٣ مورد زمان در را شمارش مسأله ی ٠ ≤ β ≤ ٢
٣ و

این مͳ کند. حل O(m٣−٢β/٢) انتظار مورد حافظه ی و O(m٣−٢β/٢ logm) پیش پردازش زمان از

احتمال با ،mp ≥ ١
δ٣m

β/٢ logm اگر که به طوری برمͳ گرداند ͳخروج عنوان به را m′
p مقدار الΎوریتم

،mp < ١
δ٣m

β/٢ logm صورتͳ که در و mp ≤ m′
p ≤ (١ + δ)mp داشت: خواهیم ١ − ١

logm
حداقل

شود، بیشتر S مجموعه ی پاره خط های تعداد هرچه که شود دقت مͳ شود. برگردانده mp دقیق مقدار

الΎوریتم سپس است. رسیده چاپ به [٨] در آمده بدست نتایج مͳ شود. نزدی΋تر Έی به ١ − ١
logm

O(n٢) و Oϵ(n
٢) حافظه ی و پیش پردازش زمان ͳریاض امید با که داده ایم ارائه دیΎری ͳتصادف تقریبی

صورتͳ که در الΎوریتم این دهد. ΁پاس Oϵ(
١
δ٢

√
n) انتظار مورد زمان در را شمارش مسأله ی مͳ تواند

مͳ گرداند بر را m′
p این صورت غیر در و مͳ آورد بدست را مسأله جواب دقیق مقدار باشد mp <

√
n

داشت: خواهیم ١ به Έنزدی احتمال با به طوری که

(١ − δ)mp ≤ m′
p ≤ (١ + δ)mp.

دلخواه به اندازه ی مͳ توان که هستند ثابت هایی δ > ٠ و ϵ > ٠ پایان نامه ادامه ی در و این جا در

داریم: همچنین و کرد انتخاب Έکوچ

Oϵ(f(n)) = O(f(n)nϵ).

جواب آوردن بدست برای ͳتصادف ͳوریتمΎال سپس است. رسیده چاپ به [٩] در آمده بدست نتایج

٣ فضای در را مسأله ادامه در داده ایم. ارائه [٣۵] مشابه پرس وجوی زمان و حافظه با مسأله دقیق

روی بر را الΎوریتم ها این کرده ایم. بیان مسأله ها حل برای الΎوریتم هایی و گرفته ایم نظر در بعدی
٢٣Expected time
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الΎوریتم های اجرای زمان عمل در که داده اند نشان آمده بدست نتایج و کرده ایم اجرا ͳواقع داده های

به [١٠] در بخش این نتایج است. قبول قابل و کاربردی آنها تقریب ضریب همچنین و شده بیان

این در حل برای روش های و کرده ایم بیان را مسأله ٢ از ͳاحتمالات مدل انتها در است. رسیده چاپ

#P − complete مسأله که کرده ایم ثابت ͳاحتمالات مدل در حالت ها ͳبرخ در داده ایم. ارائه حالت

رسیده چاپ به [١] در نیز قسمت این نتایج داده ایم. ارائه نیز تقریبی الΎوریتم های همچنین است.

به شود (مراجعه است رفته کار به نیز مشابه مسایل حل در [٩] و [٨] در شده استفاده ایده های است.

.([۴۶]

پایان نامه ساختار ۴ . ١

شده اند، استفاده پیشین روش های در که داده ساختارهایی و پیشین نتیجه های و کارها ٢ فصل در

مسأله های با مرتبط نتایج و موضوع ادبیات با رابطه در مطالبی شامل فصل این مͳ شوند. داده توضیح

همچنین شد. خواهند استفاده آینده فصلهای در نتایج این از ͳقسمت است. نامه پایان این در شده مطرح

ͳفراوان کاربردهای داده ساختار این شده است. عنوان مطالبی نیز افراز درخت داده ساختار با رابطه در

مسأله ها حل به ادامه در داده ساختار این دقیق مطالعه ی دارند. ما ͳبررس مورد مسأله های با رابطه در

مͳ کند. Έکم

در مͳ کنیم. بیان مسأله بعدی ٢ حالت برای را به دست آمده جدید نتیجه های ۴ و ٣ فصل های در

هر ازای به که ترتیب این به ایم. کرده تعریف ͳگراف ͳریاض مدل صورت به را مسأله ابتدا ٣ فصل

گراف های وجه تعداد که کنیم ͳم ثابت سپس دهیم، ͳم نسبت ͳمسطح گراف ابتدا پرسوجو ی نقطه

برای اویلر فرمول از استفاده با شوند. ͳنم دید که هستند هایی خط پاره تعداد مساوی ٢ یا ١ منهای

ها وجه تعداد منظور این برای ایم. داده ارائه ها وجه تعداد ی محاسبه برای ͳروش ΀مسط های گراف

کنیم. ͳم محاسبه تقریبی طور به ͳتصادف الΎوریتم با را گراف های یال و

الΎوریتم این اساس مͳ دهیم. ارائه شمارش مسأله ی برای دیΎری ͳتصادف الΎوریتم ابتدا ۴ فصل در

شمارش مسأله ی برای ͳدقیق الΎوریتم ادامه در سپس دارد. نیز تفاوت هایی ͳول است پیشین فصل مشابه

مͳ کنیم. استفاده ͳتغییرات اعمال با نیز افراز درخت داده ساختار از الΎوریتم این در مͳ کنیم. ارائه

بیان بعدی ٢ فضای در که قضیه ها ͳبرخ مͳ کنیم. بیان بعدی ٣ فضای در را مسأله ۵ فصل در

فصل های مشابه فصل این در شده بیان الΎوریتم های مͳ دهیم. تعمیم بعدی ٣ فضای به را بودند شده

روی بر را آنها الΎوریتم ها، این کارایی ͳبررس برای همچنین هستند. تقریبی یا ͳتصادف گذشته،

است. مناسب الΎوریتم این کارایی که مͳ دهند نشان تجربی نتایج مͳ کنیم. اجرا ͳواقع داده های
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شمارش مسأله ی کاهش با فصل این در است. مسأله ͳاحتمالات مدل با رابطه در نیز ۶ فصل

نیز مسأله این که مͳ کنیم ثابت ͳاحتمالات دید مسأله ی به ͳبخش ٢ گراف کامل تطابق های تعداد

ͳاحتمالات دید مسأله ی حل برای ͳبازگشت ͳوریتمΎال ،ͳخاص حالت در سپس است. #P−complete

ͳبازگشت الΎوریتم حافظه ی و زمان بهبود برای دودویی جستجوی درخت از روش این در مͳ دهیم. ارائه

تقریب ضریب با را ͳاحتمالات شمارش مسأله ی که مͳ کنیم بیان ͳوریتمΎال ادامه در مͳ کنیم. استفاده

مͳ کند. حل ٢

نتیجه های سپس مͳ دهیم. توضیح را مسأله حل برای ارائه شده روش فصل ها این از کدام هر در

با رابطه در پیشنهادی روش های و مسأله ها ایده ها، فصل هر انتهای در و مͳ کنیم بیان را آمده به دست

پیشنهادهایی و ͳکل نتیجه گیری شامل نیز ٧ فصل مͳ کنیم. بیان جدید روش برمبنای را تحقیق ادامه ی

است. تحقیق ادامه ی برای



٢ فصل

داده ساختارهای و موضوع ادبیات بر مروری

موجود

همچنین مͳ دهیم. توضیح را شده مطرح مسایل با رابطه در مختلف مقاله های نتیجه های فصل این در

بیان مͳ شوند، استفاده بعدی فصل های در که را پایه ای قضیه های و استفاده مورد داده ساختارهای

مͳ کنیم.

پیشین روش های بر مروری ٢ . ١

در دیدپذیری با رابطه در ͳنتایج سپس و بعد ٢ در پیشین نتایج و موضوع ادبیات قسمت این در

مͳ کنیم. بیان را ٢ از بزرگتر بعد با فضاهای

بعد ٢ در پیشین روش های بر مروری ٢ . ١ . ١

در بسیاری مقاله های و شده است انجام صفحه در دیدپذیری مسأله ی با رابطه در ͳفراوان تحقیقات

مسأله ی با رابطه در ͳاجمال مروری همچنین .[۵۶ ،۴٧ ،١٩ ،١٨ ،١٣ دارند[١٢، وجود زمینه این

مورد مسأله ی با مرتبط نتیجه های از تعدادی بخش این در شده است. ́ آوری جم [٣٣] در دیدپذیری

مͳ شود. بیان تحقیق این در بحث

اگر داده اند نشان [٣٢] در شده است. ارائه روش هایی خاص حالت های در مسأله  حل برای

O(n٣) از V SP (S) ͳپیچیدگ این صورت در بدهند ͳچندضلع Έی تش΋یل S مجموعه ی پاره خط های

زمان در O(n٣) حافظه ی و O(n٣) پیش پردازش زمان با مͳ توان را مسأله حالت این در خواهدبود.

١١
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O(n٢) موردنیاز حافظه ی با ͳوریتمΎال خاص، حالت این برای [١٢] در همچنین داد. ΁پاس O(log n)

شده است. ارائه O(log٢ n) پرس وجوی زمان و

کرد. گزارش O(n) زمان در را VS(p) مͳ توان O(n٢) حافظه ی و پیش پردازش زمان با نیز [١۵] در

VS(p) که شده است ارائه ͳوریتمΎال O(n٢) حافظه ی و O(n٢ log n) پیش پردازش زمان با [۵٣] در

مجموعه ی اعضای تعداد دهنده ی نشان |A| مͳ کند. گزارش O(|VS(p)| log(n/|VS(p)|)) زمان در را

است. A

O(|VS(p)| log n) زمان در را VS(p) که شده است ارائه O(m) فضای با ͳوریتمΎال [۴٧] در

مͳ کند. محاسبه

با ͳوریتمΎال [۵۶] در هستند، حفره h با ͳچندضلع Έی ش΋ل به S پاره خط های که ͳهنگام

و کند محاسبه O(mp log n) پیش پردازش زمان با را VS(p) مͳ تواند که شده است ارائه O(n٣) فضای

است. O(min{h,mp} log n+mp) از پرس و جو زمان

با ساختاری داده از الΎوریتم اولین کرده اند. ارائه الΎوریتم دو مسأله ی١ . ۵ برای [٣١ ،٣٠] در

به دست r خطای با را مسأله تقریبی جواب O(log n) زمان در که مͳ کند استفاده O((m/r)٢) اندازه ی

O((m٢ logO(١) n)/l) اندازه ی با ساختاری داده با دیΎر ͳوریتمΎال با .همچنین ١ ≤ r ≤ m و مͳ آورد

به دست δ > ٠ هر به ازای δn خطای مقدار با را مسأله تقریبی جواب O(l logO(١) n) پرس وجوی زمان و

.١ ≤ l ≤ n که مͳ آورند

Oϵ(m
١+α) حافظه ی= و پیش پردازش زمان با تقریبی ͳوریتمΎال شمارش مسأله ی حل برای [٣۵] در

این تقریب ضریب شده است. ارائه Oϵ(m
(١/٢)(١−α)) = Oϵ(n

١−α) پرس وجوی زمان و Oϵ(n
٢(١+α))

است. ٢ الΎوریتم

است. مثلث ها از ͳاجتماع به صورت VS(s) محاسبه ی شده است به کارگرفته [٣۵] در که ایده ای

که آنجایی از شده است. داده نقطه ی Έی شامل مثلث های تعیین معادل حالت این در مسأله حل

داده شده نقطه ی شامل مثلث های حالت ها ͳبرخ در بنابراین دارند اشتراک VS(s) به مربوط مثلث های

شامل مثلث های تعداد که شده است اثبات مͳ شوند. شمرده یΈ بار از بیش پاره خط Έی به مربوط

٢ تقریب ضریب با تقریبی ͳوریتمΎال بنابراین و است جواب ͳاصل مقدار برابر ٢ حداکثر نقطه Έی

داده اند. ارائه

O(m log(
√
m/n)) پیش پردازش زمان و O(m) حافظه ی با که شده است ارائه ͳوریتمΎال [۴۵] در

بخواهیم اگر و آورد به دست O(n٢ log(
√
m/n)/

√
m) زمان در را VS(p) مͳ توان ،n٢ ≤ m ≤ n۴ که

هم الΎوریتم این از استفاده با مͳ شود. اضافه پرس وجو زمان به نیز |VS(p)| کنیم، گزارش را VS(p)

داد. ΁پاس ٢ تقریب ضریب با شمارش مسأله ی به مͳ توان
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مͳ دهیم، نشان vep با که پاره خط ها دیدپذیر انتهایی نقاط تعداد که شده است اثبات نیز [١١] در

دیدپذیر منطقه ی محاسبه ی جای به است ͳکاف پس است. دیدپذیر پاره خط های تعداد برابر ٢ حداکثر

مͳ توانیم ترتیب به این آوریم. به دست را پاره خط ها انتهایی نقطه های دیدپذیر منطقه ی پاره خط، Έی

شده ارائه حل راه ͳپیچیدگ روش، این از استفاده با آوریم. به دست ٢ تقریب ضریب با را مسأله جواب

مͳ شود. کاسته [٣۵] در

٢ از بزرگتر بعد با فضاهای در پیشین روش های بر مروری ٢ . ١ . ٢

مͳ شوند. ارائه ٢ از بزرگتر بعد با فضاهای در دیدپذیری با رابطه در ͳنتایج قسمت این در

روی بر نقطه Έی دیدپذیری ͳبررس هدف که ͳحالت در دیدپذیری با رابطه در ͳنتایج [۴٨] در

راس های برای ارتفاع تعیین با که است ͳچندوجه ͳسطح زمینه، شده است. بیان است، ١ زمینه Έی

شده است. گرفته نظر در مسأله از ͳمختلف حالت های است. آمده به وجود شده مثلث بندی ΀سط Έی

و p نقطه ی ٢ آیا که کرد تعین مͳ توان O(nα(n) log n) حافظه ی و زمان با که شده است ارائه ͳروش

برای را مسأله همچنین است). ٢ کرمن آ تابع عکس α(n) (که نه یا هستند دیدپذیر زمینه روی بر q

گرفته اند. نظر در مͳ کند حرکت راست خط Έی روی بر p که ͳحالت

شده است ثابت بعدی، ٣ فضای در نامتقاط΄ دو به دو مثلث n از مجموعه ای به ازای [۵۴] در

صورتͳ که در همچنین و است O(n۶) مرتبه ی از دیΎر مثلث از مثلث Έی دیدپذیر منطقه ی ͳپیچیدگ

خواهدبود. O(n۴) مرتبه ی از بدهند زمینه Έی تش΋یل مثلث ها مجموعه ی

منطقه ی ͳپیچیدگ که کرده اند ثابت آنها شده اند. داده بهبود [۵۴] در آمده به دست نتایج [۴٢] در

دوم، حالت در و است Θ(n٧) از مثلث Έی برای و O(n۵) از اول حالت برای پاره خط Έی دیدپذیر

محاسبه ی برای تقریبی ͳروش نیز [١۶] در است. O(n۵) و Ω(n۴) از مثلث Έی و پاره خط Έی برای

دیدپذیری تعیین همانند ͳسوالات به که شده است ارائه زمینه Έی روی بر نقطه Έی دیدپذیر منطقه ی

شده مقایسه پیشین روش های با شده ارائه الΎوریتم مقاله این در مͳ دهد. ΁پاس زمینه روی بر نقطه ٢

است.

تش΋یل دهنده ی مثلث های اگر که شده است ثابت و ͳبررس مسأله از ͳخاص حالت نیز [٢٨] در

باشند: زیر خصوصیات دارای زمینه

باشد. تعیین شده بازه ی Έی در مثلث هر زاویه ی کوچ΋ترین ی اندازه .١
١Terrain
٢Inverse Ackermann Function



١۴ موجود داده ساختارهای و موضوع ادبیات بر مروری .٢ فصل

باشد. تعیین شده بازه ی Έی در ͳافق خط و مثلث هر بین زاویه اندازه ی .٢

تعیین شده بازه ی Έی در مثلث ها یال کوتاهترین طول بر مثلث ها یال بلندترین طول تقسیم حاصل .٣

باشد.

ͳپیچیدگ ͳریاض امید و O(n٢) مرتبه ی از حالت بدترین در زمینه ٣ دید نقشه ی ͳپیچیدگ این صورت در

مثلث های دیدپذیر قسمت های تصویر ،p نقطه ی به نسبت زمینه دید نقشه ی خواهدبود. Θ(n) از زمینه

است. دید صفحه ی بروی زمینه

شمارش مسأله ی در افراز درخت کاربرد ٢ . ٢

شمارش مسأله ی حل [٣۵] در شده ارائه روش از استفاده با کردیم عنوان ͳقبل بخش در که همان طور

شامل مثلث های تعداد آوردن به دست و مثلث تعدادی برروی پیش پردازش انجام با خواهدبود معادل

ادامه، در مͳ شود. استفاده ۴ درخت افراز نام به داده ساختاری از منظور این برای پرس وجو. نقطه ی

مͳ شود. داده توضیح داده ساختار این از استفاده نحوه ی

مثلث ها شمارش برای داده ساختار ٢ . ٢ . ١

انجام پیش پردازش مثلث ها این روی بر مͳ خواهیم شده است. داده صفحه در مثلث ها از T مجموعه ی

آوریم. به دست را داده شده نقطه ی Έی شامل مثلث های تعداد به طوری که دهیم

h(∆) = (u١, u٢, d١, d٢) خط چهار برخورد از ∆ این صورت در باشد، مثلث Έی ∆ کنید فرض

این در و مͳ کنند احاطه را ∆ پایین از d٢ و d١ و بالا از u٢ و u١ خط، چهار این که شده است تش΋یل

خواهدبود. d١ = d٢ یا u١ = u٢ حالت

u١
∗, u٢

∗, d١
∗, d٢

∗ نقطه ی چهار به h(∆) خط چهار ،[٢٧] دوگان استاندارد نگاشت از استفاده با

مͳ شود. نگاشت p∗ خط به نیز p نقطه ی و مͳ شوند نگاشت

قرار باشد. d٢
∗ و d١

∗ زیر و u٢
∗ و u١

∗ بالای p∗ خط اگر تنها و اگر خواهدبود ∆ داخل p نقطه ی

مͳ دهیم:

h∗(∆) = (u١
∗, u٢

∗, d١
∗, d٢

∗)

٣Visibility Map
۴Partition Tree



١۵ موجود داده ساختارهای و موضوع ادبیات بر مروری .٢ فصل

به صورت: بعدی هشت نقاط مͳ رود به کار T مثلث های شمارش برای که ساختاری

h∗(T ) = {h∗(∆) : ∆ ∈ T}

در که را (a, b, c, d) ∈ h∗(T ) نقاط تعداد مͳ خواهیم p پرس وجوی نقطه ی به ازای مͳ کند. ذخیره را

آوریم. به دست مͳ کنند، صدق زیر شرایط

p∗ بالای a .١

p∗ بالای b .٢

p∗ پایین c .٣

p∗ پایین d .۴

مسأله ی حل با بود خواهد معادل مͳ کند ͳبررس را شرایط از Έهری که ͳنقاط تعداد شمارش

مسأله ی در دارند. وجود مسأله این حل برای ͳمختلف داده ساختارهای نیم فضا۵. بازه ی جستجوی

و پیش پردازش زمان با لایه چهار درخت افراز نام به داده ساختاری از مͳ توان مثلث ها، تعداد شمارش

اعضای تعداد مͳ تواند داده ساختار این کرد. استفاده Oϵ(n/
√
k) پرس وجوی زمان و Oϵ(k) فضای

آورد. به دست p∗ هر برای مͳ کنند، صدق بالا شرط های در که را h∗(T )

درخت افراز و نیم فضا بازه ی جستجوی ٢ . ٢ . ٢

مͳ شود. بیان این صورت به نیم فضا بازه ی جستجوی مسأله ی

انجام پیش پردازش نقاط این روی بر مͳ خواهیم شده است. داده فضا در نقطه n تعداد ٢ . ١ سؤال

آوریم. به دست را صفحه آن بالای نقاط تعداد داده شده صفحه ی Έی به ازای به طوری که دهیم

برای درخت افراز از این جا در .[٢۵ ،٢ ،۴ شده است[۶، ͳبررس بسیاری مقاله های در مسأله این

مͳ کنیم. استفاده مسأله این به پاس΁ گویی

کنیم تقسیم مختلف مناطق به را صفحه مͳ خواهیم صفحه در داده شده نقطه ی n به ازای ٢ . ٢ تعریف

تعداد ͳخط هر همچنین و باشند نقاط از معین تعدادی شامل حداکثر مناطق از هرکدام به طوری که

تعدادی داده شده، خط Έی به ازای این صورت در .(٢ . ١ کند(ش΋ل قط΄ را مناطق این از ͳمشخص

به ازای مͳ شوند. قط΄ خط آن توسط بقیه و خواهندبود خط آن پایین یا و بالا کامل به طور مناطق از
۵Halfspace Range Searching



١۶ موجود داده ساختارهای و موضوع ادبیات بر مروری .٢ فصل

bc

bc
bc

bc

b
bb

b

b

bb

b

bc

bc

bc

bc

b

b

b

b

l

تعداد l دلخواه خط هر و بردارند در را نقاط از ͳمعین تعداد آنها از هرکدام که مثلث هایی :٢ . ١ ش΋ل
باشند. داشته نیز اشتراک که است مم΋ن مثلث ها که شود دقت مͳ کند. قط΄ را آنها از ͳمشخص

بود. خواهند خط آن بالای نیز مناطق آن داخل نقاط دارند قرار خط آن بالای کامل به طور که ͳمناطق

(ش΋ل مͳ کنیم اجرا ͳبازگشت به صورت را الΎوریتم مͳ شوند، قط΄ خط آن توسط که ͳمناطق ازای به و

مͳ نامیم. درخت افراز را شده گفته خصوصیات با ساختاری داده .(٢ . ٢

جزییات برای دارد. ͳبستگ افراز درخت ساخت در شده استفاده پارامترهای به روش این کارایی

از استفاده با شود. مراجعه [۵۵ ،۴٠ ،٢٣ ،٢۶] به درخت افراز ساخت نحوه ی با رابطه در بیشتر

داشت: خواهیم افراز درخت

زمان در پیش پردازش با مͳ توان بعدی d فضای در داده شده نقطه ی n به ازای ([۴٠]) ٢ . ٣ قضیه

نیم فضا بازه ی جستجوی مسأله ی به O(n١−١/d(log n)O(١)) زمان در O(n) حافظه ی و O(n log n)

داد. ΁پاس

و ͳمصرف حافظه ی بین مͳ توانیم مͳ شود، بیان ادامه در که (١/r) − cutting از استفاده با همچنین

r ≤ n و باشد صفحه در خط n از مجموعه ای L کنید فرض کنیم. ایجاد مصالحه پرس وجو زمان

نقاط که است مثلث هایی از مجموعه ای ،L برای (١/r)− cutting Έی باشد. شده داده پارامتر Έی

حداکثر مثلث هر و مͳ شود داده پوشش صفحه تمام طوری΋ه به ندارند، اشتراک ی΋دیΎر با داخلشان

مͳ کند. قط΄ را L مجموعه ی خط های از n
r

(١/r)− cutting Έی مͳ توان O(r٢) حافظه ی و O(nr) پیش پردازش زمان با ([۴١]) ۴ . ٢ قضیه

آورد. دست به

داشت: خواهیم این صورت در



١٧ موجود داده ساختارهای و موضوع ادبیات بر مروری .٢ فصل

نیم صفحه ی ازای به درخت در جستجو آن. معادل جستجوی درخت و درخت افراز Έی :٢ . ٢ ش΋ل
شده است[٢٧]. داده نشان ،h

،n ≤ m ≤ nd ،m پارامتر و بعدی d فضای در شده داده نقطه ی n به ازای ([۴٠]) ۵ . ٢ قضیه

مسأله ی به O(n(log n)O(١)/m١/d) زمان در ،Oϵ(m) حافظه ی و Oϵ(m) پیش پردازش زمان با مͳ توان

داد. ΁پاس نیم فضا بازه ی جستجوی

مثلث ها شمارش و لایه چند افراز درخت ٢ . ٢ . ٣

ͳمثلث هر و شده است گرفته نظر در شرط چهار ،p پرس وجوی نقطه ی شامل مثلث های تعداد یافتن برای

افراز درخت از منظور این برای خواهدبود. شده داده نقطه ی شامل کند صدق شرط چهار آن در که

مͳ کنند، صدق اول شرط در که را ͳنقاط ابتدا افراز درخت اول لایه ی در مͳ کنیم. استفاده چندلایه

نظر در را ͳنقاط مͳ کنند صدق اول شرط در که ͳنقاط به ازای دوم لایه ی در سپس مͳ آوریم، به دست

ͳنقاط مرحله، این در آمده به دست نقاط برای ترتیب به همین کنند. صدق دوم شرط در که مͳ گیریم

شرط سه این در که ͳنقاط بین از آخر مرحله ی در و کنند صدق سوم شرط در که مͳ کنیم انتخاب را

تعداد ترتیب این به مͳ آوریم. به دست مͳ کنند، صدق نیز چهارم شرط در که را ͳنقاط مͳ کنند صدق

مثلث ها بخواهیم اگر که شود دقت کرد. گزارش را آنها همچنین و آورد به دست مͳ توان را مثلث ها

افراز درخت داده ساختار مͳ شود. اضافه پرس وجو زمان به مثلث ها تعداد اندازه ی به کنیم گزارش را



١٨ موجود داده ساختارهای و موضوع ادبیات بر مروری .٢ فصل

پاره خط ها از مجموعه ای ورودی مثال به عنوان مͳ رود. کار به نیز ͳمشابه سوالات به پاسخΎویی برای

مͳ شود، قط΄ ͳدلخواه جوی و پرس خط توسط که است پاره خط هایی تعداد آوردن بدست هدف و

قط΄ نیم خط این توسط که ͳپاره خط اولین آوردن بدست شده داده نیم خط Έی ازای به یا است.

برای دارند. ͳمحاسبات هندسه ی در بسیاری کاربردهای و هستند مرتبط مسایل این ͳتمام مͳ شود.

کرد. مراجعه [٣٩ ،٢۴ ،٧ ،۵ ،٣] به مͳ توان شده اشاره مراج΄ بر علاوه بیشتر اطلاعات

ادامه در گرفت. قرارخواهند استفاده مورد تحقیق بعدی فصل های در شده مطرح داده ساختارهای

مͳ کنیم. بیان را شده عنوان مسایل حل برای جدید الΎوریتم های



٣ فصل

شمارش مسأله ی برای اول ͳتصادف الΎوریتم

ابتدا مͳ شود. ارائه شمارش مسأله ی تقریبی جواب آوردن به دست برای ͳتصادف ͳوریتمΎال فصل این در

است ΀مسط گراف این که مͳ کنیم ثابت سپس مͳ دهیم. نسبت گراف Έی پرس و جو نقطه ی هر برای

از نمͳ شوند. دیده که است پاره خط هایی تعداد مساوی دو یا Έی منهای گراف این وجه های تعداد و

وجه ها تعداد محاسبه ی برای تقریبی ͳوریتمΎال و مͳ کنیم استفاده ΀مسط گراف های برای اویلر فرمول

الΎوریتم، این در مͳ کنیم. محاسبه را الΎوریتم اجرای زمان و تقریب ضریب همچنین مͳ دهیم. ارائه

داده ایم. بهبود پیشین روش های با مقایسه در را اجرا زمان و تقریب ضریب

ͳاصل نتیجه ی و پرس و جو نقطه ی گراف ٣ . ١

a = pr(a′) نقطه ی مͳ دهیم. نشان → pa′ با را a′ به p از شده ساط΄ شعاع ،a′ ∈ si نقطه ی هر به ازای

مͳ گوییم حالت این در بΎیرید. نظر در B مربع یا S در پاره خط اولین و → pa′ برخورد محل را

x′y′ که کنید فرض همچنین است. a نقطه ی a′ تصویر و شده است پوشیده a′ توسط a = pr(a)

نقطه ی هر ازای به و pr(y′) = y و pr(x′) = x که به طوری است sj از ͳقسمت xy و si از ͳقسمت

هر برای شده است. پوشیده x′y′ توسط xy مͳ گوییم این صورت در .pr(z′) ∈ xy داریم z′ ∈ x′y′

نظر در را vi راس si ∈ S پاره خط هر به ازای که مͳ سازیم این صورت به G(p) نام با ͳگراف p نقطه ی

Έی si برعکس، یا (و بپوشاند را si انتهایی نقطه ی Έی sj اگر vj و vi راس دو هر به ازای مͳ گیریم.

انتهایی نقطه ی دو هر صورتͳ که در و مͳ دهیم. قرار یال Έی vj و vi بین بپوشاند) sjرا انتهایی نقطه ی

بین یال دو شود) پوشیده si توسط sj انتهایی نقطه ی دو هر برعکس، یا (و شوند پوشیده sj توسط si
.(٣ . ١ (ش΋ل مͳ دهیم قرار vj و vi

١٩



٢٠ شمارش مسأله ی برای اول ͳتصادف الΎوریتم .٣ فصل

s١l(s١) r(s١)

s٢l(s٢)
r(s٢)

s٣
l(s٣)

r(s٣)

s۴l(s۴)
r(s۴)

s۵l(s١)
r(s١)

p

(الف)

s١a

a′s٢

s٣

s۴

s۵

p

(ب)

v١

v٢

v٣

v۴

v۵

p

(ج)

v١

v٢

v٣

v۴

v۵

p

(د)

انتهایی نقاط و s١, . . . , s۵ پاره خط های (الف) ،G(p) گراف ΀مسط نشاندن رسم مراحل :٣ . ١ ش΋ل
p توسط که a ∈ si انتهایی نقطه ی هر برای (ب) شده اند. داده نشان پاره  خط ها چپ و راست سمت
(ج) مͳ کنیم. رسم را aa′ خط ،pr(a′) = a طوری که باشد داشته وجود a′ ∈ sj اگر نیست، دیدپذیر
(که a′ و a هر برای مͳ دهیم. قرار si وسط از کوتاه ͳخیل فاصله ی در را vi راس ،si پاره خط هر برای
ایجاد vj و vi بین ͳیال ترتیب این به مͳ کنیم. وصل vj به را a′ و vi به را a شد)، داده توضیح (ب) در
است. G(p) ΀مسط گراف مͳ ماند ͳباق که چیزی مͳ کنیم. حذف را اولیه پاره خط های (د) مͳ شود.
وصلند، به هم ͳمتوال به طور که پاره خط ٣ به صورت ͳیال هر و داریم یال ۵ و راس ۵ که کنید توجه

است. شده رسم



٢١ شمارش مسأله ی برای اول ͳتصادف الΎوریتم .٣ فصل

توسط که هستند s انتهایی نقطه ی دومین و اولین r(s) و l(s) نقطه های s ∈ S پاره خط هر به ازای

.((a).٣ . ١ (ش΋ل مͳ شوند جاروب مͳ کند حرکت ساعت گرد صورت به p حول که ͳشعاع

کرد. رسم صفحه در ΀مسط صورت به مͳ توان را G(p) ٣ . ١ لم

طوری که a′ ∈ sj داریم کنید فرض نمͳ شود، دید p توسط که a ∈ si انتهایی نقطه ی هر برای اثبات.

خواهیم پاره خط هایی از مجموعه ای این صورت در مͳ کنیم. رسم را aa′ راست خط .pr(a′) = a

Έنزدی نقطه ای در را vi راس ،si پاره خط هر به ازای نمͳ کنند. قط΄ را همدیΎر تایی دو هیچ که داشت

را a′ و vi به را a نقطه ی aa′ پاره خط هر برای همچنین مͳ دهیم. قرار si پاره خط ͳمیان نقطه ی به

که مͳ شود ایجاد a′vj و aa′ ،via راست پاره خط ٣ شامل ͳیال حالت این در مͳ کنیم. وصل vj به

پایان در نمͳ کنند. قط΄ را همدیΎر یال ها این از هیچ کدام که است ΀واض مͳ کند. وصل vj به را vi

را G(p) ΀مسط گراف نقطه ها، و پاره خط ها باقیما نده ی مͳ کنیم. حذف را اولیه پاره خط های ͳتمام

■ آمده است. ٣ . ١ ش΋ل در مراحل این مͳ سازند.

اویلر فرمول که مͳ دانیم مͳ گیریم. نظر در G(p) ΀مسط گراف عنوان به را G(p) بخش این ادامه ی در

:[١٧] است ش΋ل این به ΀مسط گراف های برای

V (G)− E(G) + F (G) = ١ + C(G).

همبندی مولفه های تعداد و وجه ها راس ها، یال ها، تعداد ترتیب به C(G) و F (G) ،V (G) ، E(G) که

مͳ دهد. ارائه G(p) توسط mp محاسبه ی برای را ͳروش زیر قضیه ی هستند. G

وجه های از ͳ΋ی داخل p صورتͳ که در نمͳ شوند، دیده p توسط که پاره خط هایی تعداد ٣ . ٢ قضیه

خواهدبود. F (G(p))− ١ مساوی این صورت غیر در و F (G(p))− ٢ مساوی باشد G(p) ͳدرون

G(p) وجه های و p از غیردیدپذیر پاره خط های بین ϕ پوشا و Έی به Έی تابع Έی اثبات برای اثبات.

دیده p توسط که است ͳپاره خط si که کنید فرض مͳ کنیم. تعریف p شامل وجه و ͳبیرون وجه جز به

،q٠ = l(si) که به طوری کنیم افراز q٠q١, q١q٢, . . . بخش k به را si مͳ توانیم این صورت در نمͳ شود.

فرض مͳ دهد. پوشش را qiqi+١ که دارد وجود q′iq
′
i+١ ∈ sj بخش Έی qiqi+١ هر برای و qk = r(si)

کنید توجه مͳ پوشاند. را qiqi+١ بخش xy ∈ s′i+١ که باشند پاره خط هایی مجموعه ی s′١, s
′
٢, ..., کنید

که مͳ کنیم ادعا .(٣ . ٢ (ش΋ل مͳ شوند ظاهر سری این در بار Έی از بیش پاره خط ها از ͳبرخ که

به را وجه این نیست. p شامل که مͳ سازند را G(p) از ͳداخل وجه Έی ،vi و v′١, v
′
٢, ..., v

′
k راس های

را q٠q١ که شده است داده نسبت ͳپاره خط اولین به که است ͳراس v′١ که آن جایی از مͳ دهیم. نسبت si
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پوشش را r(si) نقطه ی s′k مشابه، به طور مͳ دهد. پوشش را l(si) نقطه ی s′١ دراین صورت مͳ پوشاند،

است. s′٢ از مͳ پوشاند را si از ͳقسمت که بعدی بخش است. مجاور v′k و v′١ با vi بنابراین و مͳ دهد

بود. خواهند مجاور v′٢ و v′١ بنابراین مͳ شود. پوشیده s′١ توسط l(s′٢) یا و s′٢ توسط r(s′١) بنابراین

تکمیل برای هستند. مجاور v′i+١ و v′i ،١ ≤ i < k هر برای که دهیم نشان مͳ توانیم مشابه به طور

شامل vi → v′١ → v′٢, ... → v′k → vi توسط شده ایجاد بسته ی مسیر که دهیم نشان باید اثبات

توسط دارد قرار s′k بالای و si زیر که ناحیه ای بΎیرید. نظر در را p از شده ساط΄ شعاع نیست. p

p بنابراین و نیست ناحیه این داخل p که است ΀واض شده است. محصور vi و v′١, v
′
٢, ..., v

′
k راس های

است. پوشا و Έی به Έی ϕ تابع که مͳ دهیم نشان حال ندارد. قرار نیز شده ایجاد بسته ی مسیر داخل

ͳقسمت ،ϕ تعریف طبق این صورت در ϕ(si) = ϕ(sj) اگر مͳ کنیم. ثابت را بودن Έی به Έی ابتدا

پاره خط از ͳقسمت sj پاره خط از ͳقسمت همچنین و مͳ پوشاند را sj پاره خط از ͳقسمت si پاره خط از

پوشا اثبات برای مͳ رسیم. تناقض به نمͳ کنند قط΄ را ی΋دیΎر پاره خط ها که آنجایی از مͳ پوشاند. si

وجود si پاره خط با متناظر vi راس نیست، p شامل که f ͳداخل وجه هر برای که دهیم نشان باید بودن

.ϕ(si) = f و نمͳ شود دیده p توسط که دارد

است ͳداخل وجه f که آنجایی از مͳ کنیم. استفاده p حول ͳشعاع نیم خط از si آوردن بدست برای

سمت از شعاع ها این از ͳ΋ی بود. خواهد مͳ شوند ساط΄ p از که ͳشعاع دو بین f وجه نیست، p شامل و

متناظر ͳپاره خط کنیم جاروب به شروع راست به چپ سمت از اگر است. چپ سمت از دیΎری و راست

توسط که بود خواهد نقطه ای اولین آن انتهایی نقطه ی که داشت خواهد وجود f راس های از ͳ΋ی با

نمͳ شود دیده p توسط si که مͳ کنیم ادعا حال مͳ شود. پوشیده f راس های با متناظر پاره خط های دیΎر

ͳ΋ی vi → v′١ → v′٢ → v′٣ → v′۴,→ v′٣,→ vi بسته ی مسیر ٣ . ٢ ش΋ل در مثال برای .ϕ(si) = f و

توسط l(si) که است {si, s′١, s′٢, s′٣, s′۴} بین پاره خط اولین si و مͳ دهد تش΋یل را G(p) وجه های از

مͳ شود. پوشیده {si, s′١, s′٢, s′٣, s′۴} پاره خط های از ͳ΋ی

ͳقسمت s′١ از ͳقسمت بنابراین و هستند مجاور vi و v′١ نمͳ شود. دیده p توسط l(si) که است ΀واض

درست را si از ͳقسمت s′٢ از ͳقسمت این بنابر هستند مجاور v′٢ و v′١ که آنجایی از مͳ پوشاند. را si از

صورت به را si از ͳبخش s′i هر از ͳقسمت مͳ گیریم نتیجه استدلال این ادامه ی با مͳ پوشاند. s′١ از بعد

مͳ گیریم نتیجه پس نمͳ شود. دیده p توسط r(si) بنابراین هستند مجاور نیز vi و v′k مͳ پوشاند. ممتد

نمͳ شود. دیده p توسط si درنتیجه و مͳ پوشانند را si کامل به طور s′١, s′٢ . . . skو از قسمت هایی که

مساوی نمͳ شوند دیده p توسط که پاره خط هایی تعداد باشد، G(p) ͳبیرون وجه در p اگر بنابراین

■ است. F (G(p))− ٢ مساوی غیراین صورت در و F (G(p))− ١
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si
l(s١) = q٠ r(s١) = q۵

s′١

s′٢

q١ q٢ q٣ q۴

s′٣

s′۴

s′۵

s′۶

p

شود تقسیم q٠q١, q١q٢, q٢q٣, q٣q۴, q۴q۵ قسمت ۵ به مͳ تواند و نمͳ شود دیده p توسط si :٣ . ٢ ش΋ل
شده اند. پوشیده s′١, s′٢, s′٣, s′۴, s′٣ از پاره خط هایی با بخش هر طوری که

n مساوی V (G(p)) که است ΀واض مͳ کنیم. استفاده F (G(p)) محاسبه ی برای اویلر فرمول از

بنابراین مͳ کنیم. اضافه G(p) به یال Έی نمͳ شود دید p توسط که انتهایی نقطه ی هر برای است.

انتهایی نقاط تعداد vep که مͳ کنیم اشاره آوری یاد (برای بود خواهد ٢n − vep مساوی E(G(p))

مͳ دهد. نتیجه را زیر لم ٣ . ٢ قضیه ی و اویلر فرمول است). دیدپذیر

در و mp = vep − C(G(p)) + ١ این صورت در باشد G(p) ͳدرون وجه Έی داخل p اگر ٣ . ٣ لم

.mp = vep − C(G(p)) غیراین صورت

بیان C(G(p)) تقریب برای دیΎری و vep مقدار تقریب یͳ΋ برای الΎوریتم ٢ فصل این ادامه ی در

زیر قضیه ی در را بخش این ͳاصل نتیجه ی مͳ کنیم. محاسبه را mp از تقریبی مقدار Έی و مͳ کنیم

مͳ کنیم. ثابت را قضیه این فصل پایان در و بیان

در را شمارش مسأله ی ٠ ≤ β ≤ ٢
٣ و ٠ < δ ≤ ١ هر ازای به که دارد وجود ͳوریتمΎال ۴ . ٣ قضیه

O(m٣−٢β/٢ logm) پیش پردازش زمان از استفاده با ،O( ١
δ٣m

β/٢ logm) پرس و جوی انتظار مورد زمان

عنوان به را m′
p مقدار الΎوریتم این مͳ کند. حل تقریبی به طور O(m٣−٢β/٢) انتظار مورد حافظه ی و

خواهیم ١ − ١
logm

حداقل احتمال با ،mp ≥ ١
δ٣m

β/٢ logm اگر که به طوری برمͳ گرداند ͳخروج

برگردانده mp دقیق مقدار ،mp < ١
δ٣m

β/٢ logm صورتͳ که در و mp ≤ m′
p ≤ (١ + δ)mp داشت:

مͳ شود.
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دیدپذیر انتهایی نقاط تعداد محاسبه ی برای تقریبی الΎوریتم ٣ . ٢

مͳ دهیم. ارائه vep تقریبی مقدار آوردن به دست برای ͳوریتمΎال بخش این در

الΎوریتم این مͳ سازیم. را [۵٣] در شده ͳمعرف الΎوریتم داده ساختار پیش پردازش زمان در

راس های تعداد |V PS(p)| که مͳ کند محاسبه O(|V PS(p)| log(n/|V PS(p)|)) زمان در را V PS(p)

مͳ کند. استفاده p حول جاروب ͳشعاع نیم خط Έی از [۵٣] در شده ارائه الΎوریتم است. V PS(p)

زمان در مͳ شوند. محاسبه هستند، دیدپذیر p توسط که پاره خط ها از قسمت هایی جاروب، ͳط در

Έی نیز پرس و جو زمان در مͳ کنیم. انتخاب ٠ ≤ β ≤ ٢
٣ که β ثابت پارامتر Έی پیش پردازش،

الΎوریتم از ما مͳ کنیم. تعیین را هست الΎوریتم تقریب ضریب مقدار که ٠ < δ ≤ ١ پارامتر

شمارش از قبل جاروب خط اگر مͳ کنیم. استفاده دیدپذیر انتهایی نقاط محاسبه ی برای [۵٣]

V PS(p) این صورت در شود جاروب p حول کامل به طور دیدپذیر انتهایی نقاط از ١
δ٣m

β/٢ logm

تعداد حالت این در .|V PS(p)| ≤ ١
δ٣m

β/٢ logm داشت خواهیم و شده است محاسبه کامل به طور

این صورت غیر در کنیم. محاسبه O( ١
δ٣m

β/٢ logm) زمان در مͳ توانیم را دیدپذیر پاره خط های دقیق

مͳ دهیم. توضیح ادامه در که مͳ آید به دست الΎوریتم بعدی مرحله ی در جواب و vep > ١
δ٣m

β/٢ logm

دوبه دو مثلث ma = O(n) شامل ستاره ای، به صورت a انتهایی نقطه ی Έی دیدپذیر منطقه ی

تعداد ma کنید توجه مͳ شوند. داده  نشان V TS(a) با و نامیده a دید مثلث های که است نامتقاط΄

a انتهایی نقطه ی Έی توسط p پرس و جوی نقطه ی هستند. a مجاور که است EV G(S) یال های

مجموعه ی V TS کنید فرض گیرد. قرار a دید مثلث های از ͳ΋ی داخل اگر فقط و اگر مͳ شود دیده

تعداد مساوی دیدپذیر انتهایی نقاط تعداد این صورت در باشد. انتهایی نقاط ͳتمام دید مثلث های

زمان در را V TS مͳ توانیم EV G(S) از استفاده با هستند. p شامل که بود خواهد V TS در مثلث هایی

.[٣۵] |V TS| = O(m) = O(n٢) داریم و آوریم به دست O(m logm) = O(n٢ log n)

که دارد وجود O(n٢) اندازه ی با داده ساختاری باشد. مثلث n از مجموعه ای ∆ کنید فرض ۵ . ٣ لم

O(log n) زمان در را p پرس وجوی نقطه ی شامل مثلث های تعداد O(n٢ log n) پیش پردازش زمان با

مͳ آورد. بدست

الΎوریتم ٣ . ٢ . ١

بیان نرسیدیم، جواب به قبل قسمت در حالتͳ که در را vep تقریبی محاسبه ی الΎوریتم بخش این در

ͳتصادف زیرمجموعه ی پیش پردازش زمان در .mp > ١
δ٣m

β/٢ logm داریم حالت این در مͳ کنیم.
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انتخاب ١
mβ احتمال با V TS اعضای از کدام هر به طوری که مͳ کنیم انتخاب را RV T١ ⊂ V TS

مͳ شوند.

.E(|RV T١|) = O(m١−β) ۶ . ٣ لم

اگر Xi = ١ و m′ = O(m) = O(n٢) که V TS = {∆٢∆,١, ...∆m′} کنید فرض اثبات.

داشت: خواهیم .Xi = ٠ غیراین صورت در و ∆i ∈ RTV١

E(|RV T١|) = E(
∑m′

i=١ Xi) =
∑m′

i=١ E(Xi) =
∑m′

i=١
١
mβ = m′

mβ = O(m١−β).

■

انتخاب را V TS از RV T١, ..., RV Tmβ/٢ ͳتصادف زیرمجموعه ی mβ/٢ تعداد پیش پردازش زمان در

p شامل مثلث های تعداد ،p شده ی داده پرس وجوی نقطه ی هر برای ،۵ . ٣ لم از استفاده با مͳ کنیم.

پیش پردازش زمان با O(logm) پرس وجوی زمان در مͳ شود داده نشان (vep)i با که RV Ti هر در

ve′p = mβ
∑mβ/٢

i=١ (vep)i
mβ/٢ مقدار سپس مͳ شود. محاسبه O(m٢−٢β) حافظه ی و O(m٢−٢β logm)

مͳ شود. برگردانده vep تقریبی مقدار به عنوان

تقریب ضریب تحلیل ٣ . ٢ . ٢

این صورت در ،Xi = mβ(vep)i دهید قرار مͳ کنیم. محاسبه را الΎوریتم تقریب ضریب بخش این در

داشت. خواهیم را زیر لم

.E(Xi) = vep ٣ . ٧ لم

p شامل که باشد مثلث هایی مجموعه ی V T (p) = {∆′
١,∆

′
٢, ...,∆

′
vep} ⊂ V TS کنید فرض اثبات.

(vep)i =
∑vep

j=١ Yj بنابراین .Yj = ٠ درغیراین صورت و ∆′
j ∈ RV Ti اگر Yj = ١ دهید قرار هستند.

.E((vep)i) = E(
∑vep

j=١ Yj) =
vep
mβ و

E(Xi) = E(mβ(vep)i) = mβE((vep)i) = mβ vep
mβ = vep.

■

مͳ شود. نتیجه نیز زیر لم همچنین

.E(
∑mβ/٢

i=١ Xi

mβ/٢ ) = vep ٣ . ٨ لم
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داریم: چبیشف١ لم طبق .E(Xi) = vep که هستند ͳتصادف متغیرهای X١, X٢, ..., Xmβ/٢ بنابراین

با و ی΋سان توزیع با مستقل ͳتصادف متغیرهای از سری Έی X١, X٢, ..., Xn که کنید فرض ٣ . ٩ لم

داشت: خواهیم این صورت در باشند، E(X١) = E(X٢) = ... = µ ͳمتناه ͳریاض امید

P (|X١+...+Xn

n
− µ| > ε١) ≤ V ar(X)

nε١٢ .

داریم: ١ − ١
logm

حداقل احتمال با ٣ . ١٠ لم

(١ − δ)vep ≤ ve′p ≤ (١ + δ)vep.

را الΎوریتم تقریب ضریب مقدار δ این جا در .ε١ = δvep مͳ دهیم قرار ،٣ . ٩ لم از استفاده با اثبات.

داشت: خواهیم پس .V ar(Xi) = m٢β(vep)(١ − ١
mβ )

١
mβ که است ΀واض مͳ کند. تعیین

P = P (|ve′p − vep| > δvep) ≤ mβvep
mβ/٢δ٢(vep)٢ .

پس ،vep ≥ ١
δ٣m

β/٢ logm که مͳ دانیم

P = P (|ve′p − vep| > δvep) ≤ δ
logm

≤ ١
logm

.

داریم: ١ − P حداقل احتمال با

(١ − δ)vep ≤ ve′p ≤ (١ + δ)vep.

■ .P ∼ ٠ داشت: خواهیم بزرگ، ͳکاف اندازه ی به m مقادیر برای همچنین

حافظه و زمان تحلیل ٣ . ٢ . ٣

مورد حافظه ی و پیش پردازش زمان مͳ کنیم. اجرا را [۵٣] الΎوریتم پرس وجو، اول مرحله ی در

V PS(p) ،p پرس وجوی نقطه ی Έی برای که هستند. O(m) و O(m logm) الΎوریتم این در استفاده

را الΎوریتم این ما که آن جایی از مͳ کند. محاسبه O(|V PS(p)| log(n/|V PS(p)|)) زمان در را

O( ١
δ٣m

β/٢ logm) اول مرحله ی پرس وجوی زمان مͳ کنیم، اجرا مرحله ١
δ٣m

β/٢ logm تعداد به حداکثر

خواهدبود.
١Chebyshev
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پیش پردازش زمان ͳریاض امید ۵ . ٣ لم از استفاده با .E(|RV Ti|) = O(m١−β) ،۶ . ٣ لم طبق

زمان در به طوری که خواهدبود O(m٢−٢β) و O(m٢−٢β logm) مساوی RV Ti هر برای حافظه و

مساوی نیاز مورد حافظه ی و زمان ͳریاض امید بنابراین کنیم. محاسبه را (vep)i مͳ توانیم O(logm)

بود. خواهد mβ/٢O(m٢−٢β) = O(m٢− ٣
٢β) و mβ/٢O(m٢−٢β logm) = O(m٢− ٣

٢β logm)

بنابراین مͳ شود. محاسبه O(logm) زمان در (vep)i RVمقدار Ti هر برای الΎوریتم دوم مرحله ی در

مͳ شود. نتیجه زیر لم و بود خواهد O( ١
δ٣m

β/٢ logm) +O(mβ/٢ logm) مساوی پرس وجو زمان

پرس و جوی زمان در را vep مقدار ، p پرس وجوی نقطه ی هر برای که دارد وجود ͳوریتمΎال ٣ . ١١ لم

ترتیب به الΎوریتم این حافظه ی و پیش پردازش زمان ͳریاض امید مͳ زند. تقریب O( ١
δ٣m

β/٢ logm)

vep < که  ͳحالت در الΎوریتم این .(٠ ≤ β ≤ ٢
٣) داریم و است O(m٣−٢β/٢) و O(m٣−٢β/٢ logm)

طوری که به برمͳ گرداند را ve′p مقدار این صورت غیر در و برمͳ گرداند را vep دقیق مقدار ، ١
δ٣m

β/٢ logm

.(١ − δ)vep ≤ ve′p ≤ (١ + δ)vep داریم ١ − ١
logm

حداقل احتمال با

همبندی مولفه های تعداد محاسبه ی برای تقریبی الΎوریتم ٣ . ٣

قضیه ی٣ . ۴ اثبات و G(p)

c کنید فرض مͳ کنیم. ارائه G(p) همبندی مولفه های تعداد محاسبه ی برای ͳوریتمΎال بخش این در

ͳشعاع که دید مͳ توان ͳراحت به ندارد. قرار آن وجه های از هیچ کدام داخل p که باشد مولفه Έی

نمͳ کند. قط΄ را c راس های با متناظر پاره خط های از هیچ کدام و مͳ شود ساط΄ p از که دارد وجود

(c چپ سمت انتهایی (نقطه l(c) کنید فرض مͳ کنیم. ساعتگرد جهت در شعاع این جاروب به شروع

انتهایی (نقطه ی r(c) و مͳ شود قط΄ شعاع این توسط که باشد c از ͳپاره خط از انتهایی نقطه اولین

همه ی شامل مربع شد گفته هم قبلا که همان طوری .(٣ . ٣ (ش΋ل باشد انتهایی نقطه آخرین (c راست

دارد. قرار آن داخل G(p) ͳول نیست G(p) از ͳبخش ،B پاره خط ها،

Έی به دو هر یا r(c) و l(c) تصویر است p شامل که مولفه ای جز به c مولفه ی هر برای ٣ . ١٢ لم

هستند. B به متعلق دو هر یا و دارند تعلق پاره خط

l(c) چپ سمت l(s) که آن جایی از باشد. s ∈ S پاره خط به متعلق pr(l(c)) که کنید فرض اثبات.

r(c) راست سمت r(s) که مͳ کنیم ادعا باشد. c به متعلق پاره خط های بین نمͳ تواند s دارد، قرار

چپ سمت l(s′)، pr(r(c)) ∈ s′ اگر دراین صورت باشد درست ادعا این اگر که است ΀واض است.
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s١

s۶
l(s۶)

s٢
l(s٢)

s٣
l(s٣)

s۴
r(s۴)s۵

l(s۵) r(s۵)

p

a′a

b′b c

c′

c′ تا c از دیدپذیر بخش Έی نیز B هستند. s١ پاره خط از دیدپذیر بخش های bb′ ′aaو :٣ . ٣ ش΋ل
ترتیب به l(s۵) و l(s٣) ،l(s٢) است. {s۵} و {s٣, s۴} ،{s١, s٢, s۶} مولفه ی ٣ دارای G(p) دارد.
این راست سمت انتهایی نقاط ترتیب به هم r(s۵) و r(s۴) ،r(s۶) و پاره خط ها این چپ انتهایی نقاط

هستند. پاره خط ها

همچنین نیست. ام΋ان پذیر که کنند قط΄ را همدیΎر باید پاره خط دو این s ̸= s′ اگر بود. خواهد l(c)

ادعا اثبات گیرد. قرار B روی بر باید نیز pr(r(c)) باشد B روی بر pr(l(c)) اگر که مͳ دهد نتیجه این

p توسط r(s) که آن جایی از باشد. r(c) چپ سمت r(s) که کنید فرض بود. خواهد خلف برهان با

آن جایی از مͳ پوشاند. را r(s) که باشد داشته وجود s′ مثل ͳپاره خط باید این صورت در نیست دیدپذیر

راست سمت l(s′) بنابراین باشد. c در نمͳ تواند s′ وصلند، هم به نیز s و s′ و ندارد قرار c در s که

به طور بپوشاند. را l(c) که باشد داشته وجود s′′ پاره خط باید پس نیست. دیدپذیر و دارد قرار l(c)

فرایند این شود. داده پوشش دیΎری پاره خط توسط باید l(s′′) و باشد c در نمͳ تواند نیز s′′ مشابه

تناقض به بنابراین و است) محدود پاره خط ها تعداد (چون کند پیدا ادامه نامحدود به طور نمͳ تواند

■ مͳ رسیم.

هر برای مͳ توانیم ٣ . ١٢ لم طبق هستند. B دهنده ی تش΋یل ́ های ضل s′۴ و s′١, s
′
٢, s

′
٣ کنید فرض

دیدپذیر بخش Έی یا و پاره خط Έی مجاور دیدپذیر بخش های از جفت Έی G(p) هم بندی مولفه

مولفه ای به که است دیدپذیر بخش ٢ دارای s١ ، ٣ . ٣ ش΋ل در مثال برای دهیم. نسبت را B از

پاره خط هر دیدپذیر بخش های تعداد بتوانیم اگر شده است. تش΋یل s۴ و sاز٣ که شده است داده نسبت

را C(G(p)) دقیق مقدار مͳ توانیم این صورت در آوریم، به دست را B دیدپذیر بخش های تعداد و
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به B دیدپذیر بخش هر و پاره خط هر دیدپذیر بخش های از مجاور جفت هر چون کنیم. محاسبه

پاره خط ها همه ی شامل مربع دیدپذیر بخش های تعداد c′ کنید فرض مͳ شود. داده نسبت مولفه Έی

بخش si ،ci پاره خط هر اگر بنابراین و دارد قرار ͳبیرون وجه در p این صورت در ،c′ > ٠ اگر باشد.

برای بود. خواهد C(G(p)) = c′ +
∑n

i=١ max {(ci − ٠,(١} این صورت در باشد داشته دیدپذیر

همچنین و c۶ = و١ c۵ = ١ ،c۴ = ٢ ،c٣ = ١ ،c٢ = ١ ،c١ = ٢ داریم: ٣ . ٣ ش΋ل در مثال

است ͳدرون وجه Έی داخل p این صورت در c′ = ٠ اگر .C(G(p)) = ٣ مͳ دهد نتیجه که c′ = ١

داریم حالت این در بنابراین و ندارد راست و چپ انتهایی نقطه که دارد قرار مولفه ای در وجه این و

.C(G(p)) = ١ +
∑n

i=١ max {(ci − ٠,(١}

si ∈ S ∪ {s′١, s′٢, s′٣, s′۴} پاره خط هر دیدپذیر بخش های تعداد تقریب برای ͳوریتمΎال ادامه در

مͳ دهیم. ارائه

الΎوریتم ٣ . ٣ . ١

O(msi) توسط مͳ توانیم را si ∈ S ∪ {s′١, s′٢, s′٣, s′۴} پاره خط هر توسط دیدپذیر منطقه ،[٣۵] طبق

msi که |V T (si)| = O(msi) این جا در دهیم. پوشش مͳ شوند داده نشان V T (si) با که مثلث

است مم΋ن si دید مثلث های که کنید توجه هستند. si با مجاور که است EV G(S) یال های تعداد

مجموعه ی این صورت در بΎیریم نظر در را پاره خط ها ͳتمام دید مثلث های اگر کنند. قط΄ را همدیΎر

داشت. خواهیم مثلث |V TS| = O(m) از V TS = {∆٢∆,١, ...}

پرس وجوی نقطه ی Έی برای .∆i ∈ V T (sj) اگر فقط و اگر است sj با مرتبط ∆i مͳ گوییم

بنابراین و دارد قرار ٢mp و mp بین هستند p شامل که V TS مثلث های تعداد ،m′′
p ، p داده شده ی

که آن جایی از .[٣۵] مͳ دهد به دست شمارش مسأله ی برای ٢ تقریب ضریب با جواب Έی m′′
p

بار چندین پاره خط ها از تعدادی کنند، قط΄ را همدیΎر است مم΋ن پاره خط Έی دید مثلث های

تعداد ci که مͳ شود شمرده مرتبه ci ،si پاره خط هر که داده شده است نشان [٣۵] در مͳ شوند. شمرده

p شامل که دارند وجود V TS در si با مرتبط مثلث ci دیΎر به عبارت است. si دیدپذیر بخش های

ͳتصادف مجموعه ی زیر Έی مͳ کنیم. استفاده C(G(p)) تقریب برای قبل بخش مشابه ͳروش هستند.

برای مͳ شود. انتخاب ١
mβ احتمال با V TS عضو هر که به طوری مͳ کنیم. انتخاب RV T١ ⊂ V TS

که باشد RV T١ در si با متناظر مثلث های تعداد c′i,١ ≥ ١ کنید فرض شده داده پرس وجوی نقطه ی Έی

از آمده به دست C(G(p)) تقریبی مقدار به عنوان را C١ =
∑n

i=١(m
βc′i,١ − ١) مقدار هستند. p شامل

انتخاب را V TS از RV T١, ..., RV Tmβ/٢ ͳتصادف زیرمجموعه ی mβ/٢ تعداد مͳ کنیم. گزارش RV T١
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Cj =
∑n

i=١(m
βc′i,j−١) ،RV Tj هر برای باشد. شده داده جوی و پرس ی نقطه p کنید فرض مͳ کنیم.

مͳ شود. گزارش C(G(p)) تقریبی مقدار به عنوان C ′
p =

∑mβ/٢
j=١ Cj

mβ/٢ پایان در مͳ کنیم. محاسبه را

تقریب ضریب تحلیل ٣ . ٣ . ٢

از تقریبی مقدار Έی C ′
p ، ١

logm
حداقل احتمال با C(G(p)) > ١

δ٢m
β/٢ logm اگر که مͳ دهیم نشان

است. (١ + δ) تقریب ضریب با C(G(p))

.E(Cj) = C(G(p)) ٣ . ١٣ لم

E(Cj) = E(
∑n

i=١ m
βc′i,j − ١) =

∑n
i=١ E(mβc′i,j − ١) = اثبات.

■
∑n

i=١ ci − ١ = C(G(p)).

داشت: خواهیم ٣ . ٩ لم از استفاده با

P = P (|C١+...+C
mβ/٢

mβ/٢ − C(G(p))| > δC(G(p))) ≤ V ar(Ci)

mβ/٢δ٢C(G(p))٢ .

بنابراین C(G(p)) > ١
δ٢m

β/٢ logm که آنجایی از .V ar(Ci) = m٢βC(G(p))( ١
mβ )(١ − ١

mβ )

P = P (|C١+...+C
mβ/٢

mβ/٢ − C(G(p))| > δC(G(p))) ≤ ١
logm

.

داریم: ١ − P حداقل احتمال با پس

(١ − δ)C(G(p)) ≤ C ′
p ≤ (١ + δ)C(G(p)).

.P ∼ ٠ داریم: m بزرگ مقادیر برای و

نیاز مورد حافظه ی و زمان تحلیل ٣ . ٣ . ٣

انتظار مورد حافظه ی و پیش پردازش زمان با داده ساختاری RV Ti هر برای ۵ . ٣ لم از استفاده با

نقطه ی هر برای O(logm) زمان در را Ci مقدار RV Ti داریم. نیاز O(m٢−٢β) و O(m٢−٢β logm)

داده ساختار mβ/٢ ͳتمام برای نیاز مورد حافظه ی ͳریاض امید این بنابر برمͳ گرداند. p پرس وجوی

O(mβ/٢ logm) مساوی C ′
p محاسبه ی پرس وجوی زمان ͳریاض امید و O(m٢−٢β+β/٢ logm) مساوی

داریم: رو این از مͳ شود.
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پیش پردازش زمان ͳریاض امید بزنیم. تقریب O( ١
δ٢m

β/٢ logm) زمان در مͳ توانیم C(G(p))را ١۴ . ٣ لم

پرس و جوی نقطه ی هر برای بود. خواهد O(m٣−٢β/٢) و O(m٣−٢β/٢) مساوی نیاز مورد حافظه ی و

طوری ١ − ١
logm

حداقل احتمال با را C ′
p مقدار الΎوریتم این C(G(p)) > ١

δ٢m
β/٢ logm ͳوقت ،p

.(١ − δ)C(G(p)) ≤ C ′
p ≤ (١ + δ)C(G(p)) که گرداند ͳبرم

۴ . ٣ قضیه اثبات ۴ . ٣ . ٣

نقطه ی برای داریم. را ١۴ . ٣ و ٣ . ١١ لم های الΎوریتم های و [۵٣] داده ساختارهای که کنید فرض

محاسبه V PS(p) اگر مͳ کنیم. اجرا مرحله ١
δ٣m

β/٢ logm را [۵٣] الΎوریتم ابتدا در ،p پرس و جوی

این صورت غیر در مͳ شود. محاسبه O( ١
δ٣m

β/٢ logm) زمان در mp دقیق مقدار این صورت در شود

mp > داشت خواهیم دوم مرحله در مͳ کنیم محاسبه O( ١
δ٢m

β/٢ logm) زمان در را C ′
p و ve′p مقدار

نتیجه نیز ٣ . ١١ لم .vep > ١
δ٣m

β/٢ داشت: خواهیم mp ≤ vep که آن جایی از . ١
δ٣m

β/٢ logm

.|ve′p − vep| ≤ δvep مͳ دهد:

١− ١
logm

حداقل احتمال با این صورت در ،C ′
p < (١+δ) ١

δ٢m
β/٢ logm اگر که مͳ دهیم نشان حال

داریم: ٣ . ٩ لم از استفاده با .C(G(p)) < ١+δ
١−δ

١
δ٢m

β/٢ logm داریم:

P (|C(G(p)− C ′
p| > δC(G(p)) ≤ mβ/٢

δ٢C(G(p))

P (C(G(p)) >
C′

p

١−δ
) ≤ mβ/٢

δ٢C(G(p))
.

خواهیم ١
logm

حداکثر احتمال با این صورت در C(G(p)) > ١
δ٢m

β/٢ logm اگر مͳ دهد نتیجه که

داریم: ١ − ١
logm

حداقل احتمال با پس .C(G(p)) >
C′

p

١−δ
داشت:

C(G(p)) ≤ C′
p

١−δ
≤ ١+δ

١−δ
١
δ٢m

β/٢ logm.

که مͳ دانیم .C(G(p)) ≤ ١+δ
١−δ

δmp داریم: ،mp >
١
δ٣m

β/٢ logm و C(G(p)) ≤ mp که آنجایی از

.(١ − δ)vep ≤ ve′p ≤ (١ + δ)vep داریم: ١ − ١
logm

حداقل احتمال با و vep = mp + C(G(p))

داشت: خواهیم پس

ve′p
١+δ

≤ mp + C(G(p)) ≤ mp +
١+δ
١−δ

δmp.

مͳ دهد نتیجه که

mp ≤
ve′p
١−δ

≤ (١+δ٢)(١+δ)
(١−δ)٢ mp.

پس ،١ + δ∗ = (١+δ٢)(١+δ)
(١−δ)٢ دهید قرار
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mp ≤
ve′p
١−δ

≤ (١ + δ∗)mp.

شود. ͳم گزارش mp تقریبی مقدار عنوان به ve′p
١−δ

بنابراین

داریم: ٣ . ٩ لم طبق ،C ′
p > (١ + δ) ١

δ٢m
β/٢ logm اگر

P (|C ′
p − C(G(p)| ≥ ١

δ
mβ/٢ logm) ≤ mβ/٢C(G(p))

١
δ٢ m

β log٢ m
.

.C ′
p > (١ + δ) ١

δ٢m
β/٢ logm مͳ دانیم .P (C(G(p)) < C ′

p − ١
δ
mβ/٢ logm) ≤ mβ/٢C(G(p))

١
δ٢ m

β log٢ m
پس

نتیجه که .P (C(G(p)) < ١
δ٢m

β/٢ logm) ≤ ١
logm

داریم  ،C(G(p)) ≤ ١
δ٢m

β/٢ logm اگر پس

١۴ . ٣ لم از مͳ توانیم پس ،C(G(p)) > ١
δ٢m

β/٢ logm داریم ١ − ١
logm

حداقل احتمال با مͳ گیریم

کنیم. استفاده

mp = vep − C(G(p)) ≤ ve′p
١−δ

− C′
p

١+δ

≤ (١+δ)vep
١−δ

− (١−δ)C(G(p))
١+δ

≤ vep − C(G(p)) + ٢(δ)vep
١−δ

+ ٢δC(G(p))
١+δ

.

پس mp ≤ vep همچنین و C(G(p)) ≤ mp مͳ دانیم

≤ mp +
٢δmp

١−δ
+ δmp

١+δ

≤ (١ + ٢δ
١−δ

+ δ
١+δ

)mp.

بنابراین ،δ∗ = ٢δ
١−δ

+ δ
١+δ

دهید قرار

mp ≤
ve′p
١−δ

− C′
p

١+δ
≤ (١ + δ∗)mp.

ͳکاف اندازه ی به δ صورتͳ که در کنید توجه مͳ شود. گزارش mp تقریبی مقدار عنوان به ve′p
١−δ

− C′
p

١+δ
و

کرد. Έکوچ دلخواه میزان به را δ∗ مͳ توان شود انتخاب Έکوچ

که است صورت این به δ و δ∗ ارتباط که است O( ١
δ٣m

β/٢ logm) ما الΎوریتم پرس وجوی زمان

خواهد δ از ͳخط ثابت ضریب Έی اندازه ی به حداکثر δ∗ باشد کمتر C ثابت مقدار Έی از δ ͳوقت

δ > C حالت برای . داد نمایش O( ١
δ٣m

β/٢ logm) ش΋ل به توان ͳم را پرس وجو زمان بنابراین و بود

بود. خواهد O(mβ/٢ logm) ش΋ل به جو و پرس زمان ،δ−٣ < C−٣ چون

نتیجه گیری ۴ . ٣

این در کردیم. بیان شمارش مسأله ی جواب مقدار تقریب برای ͳتصادف الΎوریتم فصل این در

گراف آن وجه های تعداد که مͳ شود تعریف ΀مسط ͳگراف پرس وجو نقطه ی هر ازای به الΎوریتم



٣٣ شمارش مسأله ی برای اول ͳتصادف الΎوریتم .٣ فصل

تعداد مͳ توان ΀مسط گراف های برای اویلر فرمول از استفاده با است. غیردیدپذیر پاره خط های معادل

آنجایی از آورد. بدست است، گراف همبندی مولفه های و راس ها و یال ها تعداد با وابسته که را وجه ها

مولفه ها تعداد تقریب برای ͳتصادف ͳروش نداشتیم، مولفه ها تعداد آوردن بدست برای ͳقطع ͳروش که

اجرا زمان همچنین و تقریب ضریب البته آوردیم. بدست تقریبی به طور را مسأله جواب و دادیم ارائه

مͳ توان آینده در که مسأله ای دادیم. بهبود را پیشین روش های با مقایسه در الΎوریتم این حافظه ی و

است. ما انتظار مورد زمان در آمده بدست گراف مولفه های دقیق تعداد آوردن بدست کرد ͳبررس



۴ فصل

دقیق الΎوریتم Έی و دوم ͳتصادف الΎوریتم

شمارش مسأله ی برای

نیز الΎوریتم این اساس مͳ کنیم. بیان شمارش مسأله ی برای دیΎری ͳتصادف الΎوریتم فصل این در

با که را تجربی نتایج اجرا، زمان تحلیل و الΎوریتم بیان از بعد است. ͳتصادف نمونه گیری پایه ی بر

آوردن بدست برای ͳوریتمΎال سپس مͳ کنیم. بیان است، آمده بدست الΎوریتم پیاده سازی از استفاده

[٣۵] در شده ارائه روش همانند روش این جوی و پرس زمان و حافظه مͳ شود. ارائه mp دقیق مقدار

محاسبه mp تقریبی مقدار در[٣۵] که شود توجه است. [٣۵] از بیشتر پیش پردازش زمان ͳول است.

مͳ شود.

ͳتصادف الΎوریتم ١ . ۴

آمده است. [١١] در قضیه این اثبات مͳ کنیم. بیان را زیر قضیه ی ابتدا الΎوریتم این ارائه برای

از که ͳتصادف پاره خط Έی و پرس وجو نقطه ی Έی ازای به ،O(n٢) پیش پردازش زمان با ١ . ۴ قضیه

پاره خط و نقطه آن برای را دیدپذیری مسأله ی مͳ توان مͳ شود انتخاب S مجموعه ی پاره خط های بین

داد. ΁پاس O(log n) انتظار مورد زمان در

بهبود برای مͳ آوریم. بدست تقریبی طور به را شمارش مسأله ی جواب ͳتصادف نمونه گیری با ادامه در

در شده ارائه الΎوریتم ابتدا قبل فصل مشابه مͳ کنیم. استفاده کردیم بیان که قضیه ای از اجرا زمان

از دیدپذیر پاره  خط های از تعداد √n شمارش از قبل اگر مͳ کنیم. اجرا مرتبه Oϵ(
√
n) برای را [۵٣]

٣۴



٣۵ شمارش مسأله ی برای دقیق الΎوریتم Έی و دوم ͳتصادف الΎوریتم .۴ فصل

مͳ توانیم پس ،|V PS(p)| ≤
√
n و شده است محاسبه کامل به طور V PS(p) یابد، پایان الΎوریتم ،p

.|V PS(p)| >
√
n داشت خواهیم این صورت غیر در آوریم. به دست V PS(p) از را mp دقیق مقدار

پاره خط هر که به طوری مͳ کنیم انتخاب را RS١ ⊂ S ͳتصادف زیرمجموعه ی Έی ابتدا حالت این در

استفاده با si ∈ RS١ پاره خط هر برای سپس مͳ گیرد. قرار RS١ ⊂ S مجموعه ی در ١√
n

احتمال با

تعداد X١ کنید فرض هستند. دیدپذیر S مجموعه ی در p و si آیا که مͳ کنیم ͳبررس ١ . ۴ قضیه از

این مͳ شود). ͳبررس S مجموعه ی اساس بر (دیدپذیری باشد RS١ در p از دیدپذیر پاره خط های

پاره خط های تعداد Xi کنید فرض مͳ کنیم. اجرا RSi ⊂ S ͳتصادف زیر مجموعه ی t برای را الΎوریتم

با مͳ گردانیم. بر mp تقریبی مقدار به عنوان را m′
p =

∑t
i=١

√
nXi

t
مقدار باشد، RSi در p از دیدپذیر

داریم: ٣ . ٩ از استفاده

داشت: خواهیم ١ به Έنزدی احتمال با ٢ . ۴ لم

(١ − δ)mp ≤
√
nX١+X٢+...+Xt

t
≤ (١ + δ)mp.

و E(
√
nXi) = mp که است ΀واض .t = ١

δ٢ و ε = δmp مͳ دهیم قرار ٣ . ٩ لم در اثبات.

داریم: این بنابر .V ar(
√
nXi) = n(mp)(١ − ١√

n
) ١√

n

P = P (|
√
nX١+X٢+...+Xt

t
−mp| > δmp) ≤

√
nmp

mp
٢ .

خواهیم ١ − P حداقل احتمال با مͳ دهد نتیجه که P ∼ ٠ بنابراین ،mp > Oϵ(
√
n) که آن جایی از

داشت:

(١ − δ)mp ≤ m′
p ≤ (١ + δ)mp.

■

تحلیل ٢ . ۴

دوم مرحله ی در مͳ کنیم. اجرا مرتبه Oϵ(
√
n) برای را [۵٣] در شده ارائه الΎوریتم اول، مرحله ی در

را دیدپذیری مسأله ی پاره خط هر برای مͳ توانیم O(log n) انتظار مورد زمان در ١ . ۴ قضیه ی طبق

مساوی پرس وجو زمان مͳ کنیم، انتخاب RSi هر برای پاره خط O(
√
n) آن جایی که از دهیم. ΁پاس

و Oϵ(n
٢) قبل، فصل مطالب طبق حافظه و پیش پردازش زمان درنتیجه خواهدبود. O(t

√
n log n)

مͳ آید. بدست است، فصل این ͳاصل نتیجه ی که زیر لم بنابراین بود. خواهد O(n٢)



٣۶ شمارش مسأله ی برای دقیق الΎوریتم Έی و دوم ͳتصادف الΎوریتم .۴ فصل

شمارش مسأله ی مͳ توان O(n٢) و Oϵ(n
٢) حافظه ی و پیش پردازش زمان ͳریاض امید با ٣ . ۴ قضیه

دقیق مقدار باشد mp <
√
n صورتͳ که در الΎوریتم این داد. ΁پاس Oϵ(

١
δ٢

√
n) انتظار مورد زمان در را

Έنزدی احتمال با به طوری که مͳ گرداند بر را m′
p این صورت غیر در و آورد ͳم بدست را مسأله جواب

داشت: خواهیم ١ به

(١ − δ)mp ≤ m′
p ≤ (١ + δ)mp.

تجربی نتایج ٣ . ۴

تجربی نتایج بخش این در کرده ایم. پیاده سازی را شده ارائه الΎوریتم اجرا، زمان ͳبررس برای

تعداد برای را پرس و جو زمان میانگین دیدپذیری مسأله ی برای ابتدا در مͳ کنیم. بیان را آمده به دست

ͳریاض امید ١ . ۴ قضیه ی طبق آورده ایم. به دست متفاوت پرس و جوی نقاط و متفاوت پاره خط های

نتایج است. O(log n) مساوی شده انتخاب ͳتصادف پاره خط Έی و ثابت نقطه هر ازای به اجرا زمان

و δ ،n مختلف مقادیر به ازای شمارش مسأله ی برای همچنین مͳ کنند. تایید را قضیه این نیز تجربی

جواب همچنین و دیدپذیر پاره خط های تعداد دقیق مقدار شده، انتخاب ͳتصادف جوی و پرس نقاط

به دست نتایج داده شده اند. نشان ١ . ۴ جدول در نتایج کرده ایم. محاسبه را الΎوریتم از آمده به دست

۴ . ١را قضیه نتایج ما الΎوریتم با آمده به دست جواب mp >
√
n حالت برای که مͳ دهند نشان آمده

مͳ کند. تایید



٣٧ شمارش مسأله ی برای دقیق الΎوریتم Έی و دوم ͳتصادف الΎوریتم .۴ فصل

m′
p mp t = ١

δ٢ δ n

۵٧٠٠ ۵٩٧١ ١ ١ ١٠٠٠٠

٣٢٠٠ ٢٩٨۵ ١ ١ ١٠٠٠٠

۶٢٠٠ ٧٠٢١ ١ ١ ١٠٠٠٠

٣٩٠٠ ٣٩٧٣ ١ ١ ١٠٠٠٠

۵٧٠٠ ۴٩۶۴ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠

۴۶٠٠ ۵٠٢٩ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠

۴۴٠٠ ۴٩٨۶ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠

۶١۵٠ ۵٠٧١ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠

۴۶٧۵ ۴٩٩٨ ١۶ ٠٬٢۵ ١٠٠٠٠

۴٢۶٩٠ ٣٩۶۴١ ١ ١ ١٠٠٠٠٠

٧٠٢٠٢ ٨٠٠٧٠ ١ ١ ١٠٠٠٠٠

١٧٣٩٢ ١٩٨۵٩ ١ ١ ١٠٠٠٠٠

۴٨٣٨٢ ۵٠٠٢١ ١ ١ ١٠٠٠٠٠

۵١٠٧٠ ۴٩٨٨٢ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠

۵٠٧۵۴ ۴٩٩۴٠ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠

۵۶۶٠۴ ۵٠٠٠١ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠

۴۶١۶٩ ۴٩٩٩٠ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠

۴٩۶۴٧ ۴٩٩٧٧ ١۶ ٠٬٢۵ ١٠٠٠٠٠

۴٠٩٠٠٠ ٣٩٩۴٣٩ ١ ١ ١٠٠٠٠٠٠

۵٧٢٠٠٠ ۶٠٠۴٧۵ ١ ١ ١٠٠٠٠٠٠

٧١٢٠٠٠ ۶٩٩۵۶۶ ١ ١ ١٠٠٠٠٠٠

٩٠١٠٠٠ ٩٠٠۴١٨ ١ ١ ١٠٠٠٠٠٠

۵٠٩٠٠٠ ۴٩٩۶٣٢ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠٠

۴٩١٠٠٠ ۴٩٩٨٣٣ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠٠

۴٩٩٠٠٠ ۴٩٩۴۴۴ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠٠

۵٠١۵٠٠ ۵٠٠٢۴٩ ۴ ٠٬۵ ١٠٠٠٠٠٠

۵١٢٢۵٠ ۵٠٠٣٩۵ ١۶ ٠٬٢۵ ١٠٠٠٠٠٠

.t و δ ،n مختلف مقادیر برای m′
p و mp مقادیر :١ . ۴ جدول



٣٨ شمارش مسأله ی برای دقیق الΎوریتم Έی و دوم ͳتصادف الΎوریتم .۴ فصل

دقیق شمارش ۴ . ۴

ازای به و پوشاند مثلث O(m) با مͳ توان را S مجموعه ی پاره خط های دیدپذیر مناطق [٣۵] طبق

بدست mp برای ٢ تقریب ضریب با جوابی ،p شامل مثلث های تعداد ،p شده داده پرس و جوی نقطه ی

رنگ ci رنگ با را پاره خط آن دید مثلث های ،si پاره خط هر ازای به اگر که شد اشاره مͳ دهد.

بدست را مسأله دقیق جواب متمایز رنگ های با p نقطه شامل مثلث های تعداد صورت این در کنیم

مسأله این ساده تر حالت است. بازه ͳعموم جستجوی مسأله ی از ͳخاص حالت مسأله این مͳ دهد.

شده، داده پرس و جوی خط Έی به ازای شده اند. داده ͳرنگ نقطه ی n که مͳ شود بیان صورت این به

حافظه ی و پیش پردازش زمان است. خط آن بالای متمایز رنگ های با نقاط تعداد آوردن بدست هدف

نیز t مقدار مسأله پرس وجوی زمان به ͳول است، مسأله ͳمعمول حالت مشابه الΎوریتم این نیاز مورد

این باشد بزرگ t صورتͳ که در است ΀واض است[٣٧]. متمایز رنگ های تعداد t که مͳ شود اضافه

باشد. رنگ ها تعداد از مستقل آن پرس وجوی زمان که داریم ͳوریتمΎال به نیاز ما ندارد. کارایی روش

مͳ دهیم. ارائه جدیدی الΎوریتم منظور این برای

الΎوریتم ۵ . ۴

مͳ دانیم ٢ فصل مطالب طبق مͳ گیریم. نظر در را مͳ آید به دست دید مثلث های برخورد از که ناحیه هایی

است. ی΋سان نقطه آن شامل متمایز رنگ با مثلث های تعداد بخش، Έی داخل نقاط همه ی ازای به که

ارائه که ͳوریتمΎال در است. رنگ ١ حداکثر و مثلث Έی دقیقاً همسایه بخش ٢ اختلاف همچنین

ناحیه هایی اگر .٠ ≤ α ≤ ٠٫۵ به طوری΋ه مͳ کنیم انتخاب ١
mα احتمال با را مثلث ها از کدام هر مͳ کنیم

تقسیم ناحیه R به صفحه و بΎیریم نظر در را است شده تش΋یل شده، انتخاب مثلث های برخورد از که

داشت. خواهیم شود،

E(R) = O(m٢−٢α). ۴ . ۴ لم

تعداد ͳریاض امید بنابراین است O( m
mα ) مساوی شده انتخاب پاره خط های تعداد ͳریاض امید اثبات.

■ است. O(m٢−٢α) مͳ شود تش΋یل که ناحیه هایی

انتخاب که مثلث هایی تعداد ͳریاض امید بΎیرید. نظر در را مثلث O(m) و ناحیه R این حال

با چون بود. خواهد O(mα) مساوی مͳ کنند قط΄ را ناحیه R این از بخصوص ناحیه Έی و نشده اند

مثلث ها ͳتصادف انتخاب با که آنجایی از مͳ شود. تقسیم ناحیه O(m٢) به صفحه کل مثلث O(m)



٣٩ شمارش مسأله ی برای دقیق الΎوریتم Έی و دوم ͳتصادف الΎوریتم .۴ فصل

ناحیه O(m٢) از تا O(m
٢

R
) شامل متوسط طور به ناحیه R آن از ناحیه هر بنابراین ساخته ایم، ناحیه R

که مثلث هایی تعداد ͳریاض امید پس داریم. پاره خط m√
R

به نیاز ناحیه m٢

R
تش΋یل برای بود. خواهد

بود. خواهد O(mα) مساوی مͳ کنند قط΄ را R آن از ناحیه Έی

دلخواه نقطه ی Έی ،Ri ناحیه ی هر ازای به پیش پردازش زمان در مͳ دهیم ارائه که ͳوریتمΎال در

مͳ کنیم. ذخیره و محاسبه pi برای را مسأله دقیق جواب سپس مͳ کنیم. انتخاب ناحیه آن از pi
مͳ سازیم. مثلث ها یال های ͳتمام روی بر را افراز درخت داده ساختار پیش پردازش مرحله ی در

شده داده پاره خط Έی به ازای به طوری΋ه است مثلث ها یال های روی بر پیش پردازش انجام ما هدف

آوریم. بدست را مͳ شوند قط΄ ppi توسط که مثلث ها از یال هایی ppi
مͳ آوریم. بدست O(log n) زمان در را p نقطه شامل Ri ناحیه شده، داده p ازای به پرس وجو زمان در

مͳ آوریم. بدست مͳ کنند قط΄ را ppi که پاره خط هایی تعداد داریم که درخت افرازی از استفاده با سپس

t که بود. خواهد O( m√
k
+ t) از پرس وجو زمان و Oϵ(k) افراز درخت پیش پردازش زمان و حافظه

در k = R مقدار .m ≤ k ≤ m٢ داریم همچنین مͳ کنند، قط΄ را ppi که است پاره خط هایی تعداد

Ri ناحیه در p و pi چون بود. خواهد O( m√
R
+ t) مساوی جو و پرس زمان بنابراین و مͳ گیریم نظر

O( m√
R
) مساوی جو پرس و زمان پس مͳ کنند قط΄ را Ri مثلث ها از m√

R
حداکثر متوسط طور به و هستند

بود. خواهد

توسط p و pi بین تفاوت شده است. محاسبه پیش پردازش زمان در pi برای مسأله دقیق جواب

را ppi خط پاره که متمایزی پاره       خط های حال مͳ شود. مشخص مͳ کنند قط΄ را ppi که مثلث هایی

si و pi آیا که مͳ کنیم تعیین ١ . ۴ قضیه از استفاده با رنگ هر ازای به مͳ آوریم. بدست مͳ کنند قط΄

نبود دیدپذیر p و pi توسط si یا و بود دیدپذیر p و pi توسط si اگر نه. یا هستند دیدپذیر si و p و

ͳ΋ی pi جواب مقدار به نبود دیدپذیر pi توسط و بود دیدپذیر p توسط si اگر نمͳ دهیم. انجام کاری

کم ͳ΋ی pi جواب مقدار از نبود دیدپذیر p توسط و بود دیدپذیر pi توسط si اگر مͳ کنیم. اضافه را

شمارش این در که است ΀واض مͳ کنیم. گزارش جواب عنوان به را آمده بدست مقدار نهایتا مͳ کنیم.

مͳ آید. بدست مسأله دقیق جواب بنابراین مͳ شو شمارش بار Έی فقط دیدپذیری پاره خط هر

زمان و حافظه تحلیل ۶ . ۴

و داریم نیاز ناحیه R نگهداری برای حافظه O(R) چون بود خواهد O(R) از الΎوریتم حافظه ی

نیاز حافظه O(n٢) نیز ١ . ۴ قضیه الΎوریتم برای . است O(R) نیز ۵ . ٢ قضیه نیاز مورد حافظه ی

مͳ کنیم پیدا را Ri ناحیه O(log n) زمان در چون شود ͳم O( m√
R
) مساوی نیز پرس وجو زمان داریم.
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نیز پاره خط ها از O( m√
R
) از کدام هر برای است. O( m√

R
) مساوی ۵ . ٢ قضیه جوی و پرس زمان و

مساوی پرس و جوی زمان کل پس مͳ کنیم. صرف si و pi و p دیدپذیری تعیین برای زمان O(log n)

برای زمان O(n) Riها از کدام هر برای چون مͳ شود. O(nR٢) پیش پردازش زمان مͳ شود. O( m√
R
)

است O(nR) مرحله این در پیش پردازش زمان مͳ شود صرف pi برای مسأله جواب دقیق مقدار تعیین

O(R) حافظه ی با مͳ توان را مسأله دقیق جواب بنابراین مͳ شود. O(nR) پردازش پیش زمان کل پس

شده، گفته جافظه ی و زمان از منظور قسمت این در که شود توجه داد. ΁پاس O( m√
R
) زمان در

داشت خواهیم را زیر قضیه بنابراین هستند. آنها انتظار مورد مقدارهای

شمارش مسأله ی مͳ توان Oϵ(k) و Oϵ(nk) انتظار مورد حافظه ی و پیش پردازش زمان با ۵ . ۴ قضیه

.(m ≤ k ≤ m٢ داد( ΁پاس دقیق طور به Oϵ(
m√
k
) انتظار مورد جوی و پرس زمان در را

نتیجه گیری ٧ . ۴

مشابه الΎوریتم این کردیم. بیان شمارش مسأله ی برای دیΎری ͳتصادف الΎوریتم ابتدا فصل این در

الΎوریتم این اجرای زمان که است ذکر قابل داشت. نیز ͳاندک تفاوت های ͳول بود پیشین فصل روش

تحلیل بر علاوه است. m به وابسته پیشین فصل الΎوریتم اجرای زمان صورتی΋ه در است، n به وابسته

کرده تولید که ͳتصادف داده های روی بر و پیاده سازی را الΎوریتم این تجربی، تحلیل برای ͳریاض

مناسب اجرای زمان همین طور و راحت پیاده سازی الΎوریتم این قوت نقطه ی کردیم. اجرا نیز بودیم

است. آن

انتخاب دلیل به که کرد توجه نکته این به باید پیشین فصل الΎوریتم و الΎوریتم این با رابطه در

ͳراحت به مͳ توان که است ذکر قابل کردیم. محاسبه را اجرا زمان و حافظه انتظار مورد مقدار ،ͳتصادف

انتخاب ها ͳتصادف به طور است ͳکاف منظور این برای رسید. نیز زمان و حافظه این به نیز ͳقطع به طور

آمده به دست جواب نیز حالت این در باشد. ما نظر مورد مقدار همان انتخاب ها تعداد ͳول شود انجام

بود. خواهد ͳاحتمالات به صورت

کردیم. بیان شمارش مسأله ی جواب دقیق مقدار محاسبه ی برای ͳوریتمΎال فصل این ادامه ی در

جواب ͳقبل روش های خلاف بر الΎوریتم این است. [٣۵] الΎوریتم مشابه روش این پرس وجوی زمان

این پیش پردازش زمان که چند هر مͳ دهد. ΁پاس پرس وجوی زمان و حافظه همان در را مسأله دقیق

که کرد توجیه صورت این به مͳ توان را الΎوریتم این بودن کاربردی است. [٣۵] از بیشتر الΎوریتم

در است. نیاز مورد حافظه ی مͳ شود ذخیره که چیزی تنها و مͳ شود انجام مرتبه Έی فقط پیش پردازش

پیش آمده ما مسأله ی برای که ͳخاص حالت این در را بازه ͳعموم جستجوی مسأله ی شده ارائه روش
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داشته توجه کرد. استفاده نیز کلͳ تر یا و مشابه حالت های حل برای مͳ توان ایده این از کردیم. حل بود

آمد. بدست دارد وجود که الΎوریتم هایی ساده ترین از استفاده با روش این پیش پردازش زمان که باشید

داد. بهبود را روش این پیش پردازش زمان مͳ توان که است ͳبدیه

مشابه که است جایی تا پیش پردازش زمان بهبود کرد ͳبررس مͳ توان آینده در که ͳمسایل از ͳ΋ی

آوریم. بدست را جواب دقیق مقدار پیش پردازش زمان و حافظه همان با ͳعبارت به باشد. [٣۵] روش

بیان [٢٩] در که هاپ΋رافت١ مسأله ی پایین کران گرفتن نظر در با که کرد توجه باید نقطه این به

است. بهینه زمان به Έنزدی آنها توسط آمده به دست زمان این که شده است اثبات [٣۵] در است شده

که ͳزمان با مشابه ͳزمان ͳپیچیدگ دارای دهد ΁پاس را مسأله دقیق مقدار بتواند که ͳوریتمΎال بنابراین

بود. خواهد است، شده ارائه [٣۵] در

١ Hopcroft’s problem
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بعد ٣ در تجربی نتایج و شمارش مسأله ی

در شده مطرح قضیه های ͳبرخ مͳ کنیم. تعریف بعدی ٣ فضای در را شده مطرح مسایل فصل این در

هستند ͳقبل فصل های براساس که الΎوریتم هایی همچنین مͳ دهیم. تعمیم بعد ٣ به را قبل فصل های

اجرا ͳواقع داده های روی بر و پیاده سازی را آنها الΎوریتم ها این کارایی ͳبررس برای مͳ کنیم. ارائه را

مͳ کنیم. بیان نیز را آمده بدست نتایج و

بعدی ٣ فضای در مسأله ها بیان ١ . ۵

مͳ کنیم: تعریف زیر به صورت را بعدی ٣ فضای در شمارش مسأله ی و دیدپذیری مسأله ی

نقطه ی به ازای مͳ خواهیم است. شده داده بعدی ٣ فضای در مثلث n از S مجموعه ی ١ . ۵ سؤال

نه. یا هستند دیدپذیر δ ∈ S و p آیا که کنیم تعیین δ ∈ S مثلث و p پرس وجوی

نقطه ی به ازای مͳ خواهیم است. شده داده بعدی ٣ فضای در مثلث n از S مجموعه ی ٢ . ۵ سؤال

آوریم. به دست را دیدپذیر مثلث های تعداد p پرس وجوی

∆ از q نقطه ی اگر فقط و اگر مͳ گوییم دیدپذیر را p نقطه و ∆ مثلث پیشین تعریف های مشابه

مͳ گوییم edge− visible را ∆ دیدپذیر مثلث همچنین باشد. دیدپذیر p توسط که باشد داشته وجود

در باشد. دیدپذیر p توسط که باشد داشته وجود ∆ راس های یا یال ها روی نقطه ای اگر فقط و اگر

مͳ گوییم. mid− visible را ∆ این صورت غیر

برابر ٢ حداکثر دیدپذیر پاره خط های تعداد مͳ دهد نشان که است شده اثبات قضیه ای [١١] در

بیان این صورت به بعدی ٣ فضای در را قضیه این تعمیم این جا در است. دیدپذیر انتهایی نقاط تعداد

۴٢
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مͳ کنیم.

است. edge− visible مثلث های تعداد برابر ٢ حداکثر دیدپذیر مثلث های تعداد ٣ . ۵ قضیه

برای ٢ تقریب ضریب با جوابی edge−visible مثلث های تعداد ٣ . ۵ قضیه ی به توجه با ۴ . ۵ نتيجه

مͳ دهد. بدست شمارش مسأله ی

است: صورت این به مͳ شود مطرح بیشتر عمل در که دیΎری مشابه مسأله ی

زمینه از منظور است. شده داده مͳ دهند زمینه١ Έی تش΋یل که مثلث n از T مجموعه ی ۵ . ۵ سؤال

خط هر و دارند اشتراک یال هایشان در که است بعدی ٣ فضای در بعدی) ٢) مثلث ها از مجموعه ای

نقطه ی به ازای مͳ خواهیم مͳ کند. قط΄ را مثلث ها این نقطه Έی در حداکثر x− y ی صفحه بر عمود

مثلث های تعداد همینطور و مͳ شود دیده p توسط شده ای داده مثلث آیا که کنیم تعیین p پرس وجوی

آوریم. به دست را دیدپذیر

با و مͳ نامیم p دیدپذیر منطقه ی را مͳ شوند دیده p توسط که ͳنقاط تمام مجموعه ی ۶ . ۵ تعریف

مͳ دهیم. نشان V R(p)

n که ،[٢٢ باشد[٢٠، داشته Ω(n٢) زمان به نیاز مͳ تواند نقطه Έی دیدپذیر منطقه ی محاسبه ی

V R(p) از تقریبی مقدار که تقریبی الΎوریتم های ارائه ی بنابراین است. T در موجود مثلث های تعداد

محاسبه ی برای مانندی رادار الΎوریتم [۴۴] در است. توجه مورد مͳ کنند محاسبه کمتری زمان در را

Fixed − radar − ،ECH ،ECH − Fixed نام های با الΎوریتم ۴ آنها است. شده ارائه V R(p)

Radar − like الΎوریتم که مͳ دهد نشان آنها تجربی نتایج داده اند. ارائه Radar − like و like

آنها پایه ی که مͳ دهیم ارائه مسأله این برای جدیدی الΎوریتم های ادامه در است. الΎوریتم سریعترین

با را آمده بدست نتایج الΎوریتم ها، این پیاده سازی با همچنین است. پیشین فصل های نتایج براساس

مͳ کنیم. مقایسه [۴۴] در شده ارائه الΎوریتم های

دیدپذیری مسأله ی ٢ . ۵

مͳ کنیم. بیان هست، پیشین فصل های تعریف های اساس بر که را زیر لم ابتدا
١Terrain



۴۴ بعد ٣ در تجربی نتایج و شمارش مسأله ی .۵ فصل

دیدپذیر مثلث های ͳتمام این صورت در بدهند زمینه Έی تش΋یل شده داده مثلث های اگر ٧ . ۵ لم

بود. خواهند edge− visible

مثلث ها یال های فقط است ͳکاف دیدپذیر مثلث های تعداد محاسبه ی برای ٧ . ۵ لم اساس بر بنابراین

نداریم. مثلث ها ΀سط روی نقاط ͳبررس به نیازی و نظربΎیریم در را

دیدپذیری مسأله ی برای شده ارائه الΎوریتم ٢ . ١ . ۵

شروع دارد قرار آن برروی a١ که یال هایی از ͳ΋ی و a١ مثلا آن، راس های از ͳ΋ی از ،∆١ مثلث هر برای

مͳ یابد. پایان الΎوریتم و بود خواهد دیدپذیر ∆١ این صورت در باشند، دیدپذیر p و a١ اگر مͳ کنیم.

∆٢ مͳ پوشاند. را a١ که دارد وجود مͳ افتد a١ روی بر تصویرش که ٢∆ای مثلث غیراین صورت در

روی بر a٢ نقطه اولین باقیمانده قسمت برای مͳ پوشاند. را دارد قرار آن روی بر a١ که ͳیال از ͳقسمت

این صورت در باشند دیدپذیر p و aاگر٢ نمͳ شود. پوشیده ∆٢ توسط که مͳ گیریم نظر در را یال آن

اولین و مͳ کنیم ساط΄ p سمت به a٢ از شعاع Έی این صورت غیر در بود. خواهند دیدپذیر p و ∆١

اجرا ∆٢ روی بر که ترتیب همین به را الΎوریتم ادامه در مͳ گیریم. نظر در را مͳ کند قط΄ که ͳمثلث

ترتیب همین به نیست. دیدپذیر یال آن این صورت در رسیدیم یال انتهای به اگر مͳ دهیم. ادامه کردیم

مͳ کنیم. اجرا مثلث یال ٣ هر روی بر را الΎوریتم

شده ساط΄ شعاع های تعداد به ∆١ مثلث و p پرس و جوی نقطه ی هر برای الΎوریتم این اجرای زمان

نشان tp(∆١) با را عدد این دارد. ͳبستگ است ∆١ یال های پوشاننده ی مثلث های تعداد مساوی که

شعاع هر شدن ساط΄ زمان f(n) که است O(tp(∆)f(n)) الΎوریتم اجرای زمان بنابراین مͳ دهیم.

است.

دید قابلت مسأله ی برای تجربی نتایج ٢ . ٢ . ۵

نقطه آن ارتفاع شب΋ه، Έی روی بر (i, j) مختصات نقطه هر ازای به مͳ کنیم ͳبررس ما که داده هایی در

هر برای است. زمینه Έی نمایانگر و شده مثلث بندی شده داده شب΋ه ی همچنین شده است. مشخص

x۴ = (i + ١, j + ١, k۴) و x٣ = (i, j + ١, k٣) ، x٢ = (i + ١, j, k٢) ، x١ = (i, j, k١) نقطه ی ۴

اجرا که ͳوریتمΎال در .∆٢ = (x١, x٣, x۴) و ∆١ = (x١, x٢, x۴) مͳ شود. گرفته نظر در مثلث دو

مجموعه هر برای .f(n) = O(
√
n) بنابراین نمͳ شود، انجام ͳپیش پردازش مثلث ها روی بر مͳ کنیم

برای را ؟؟ الΎوریتم و کرده ایم انتخاب پرس وجو نقطه ی عنوان به ͳتصادف به طور نقطه تعدادی داده
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را tp(∆١) مقدار ، ∆١ ∈ T مثلث هر برای کرده ایم. اجرا زمینه مثلث های تمام و نقطه ها از کدام هر

که: مͳ دهد نشان تجربی نتایج مͳ کنیم. محاسبه

E(tp(∆١)) =
∑n

∆i∈T tp(∆i)/n = O(١).

Έی ازای به مͳ پوشانند را ͳتصادف مثلث Έی که مثلث هایی تعداد میانگین که مͳ دهد نتیجه این

نقطه Έی بین دیدپذیری مسأله ی برای اجرا زمان میانگین ͳیعن است. O(١) شده داده ͳتصادف نقطه ی

داده ها مجموعه از کدام هر برای را tp میانگین ٣ . ۵ جدول است. O(f(n)) مثلث، Έی و ͳتصادف

داده مجموعه اندازه ی از مستقل tp(∆) میانگین که مͳ دهد نشان نتایج این همچنین مͳ دهد. نشان

است.

پوشاننده مثلث های میانگین مثلث ها تعداد
١٫٧٠ ٢,۴٠٠
١٫١٨ ٢,۴٠٠
١٫٠۶ ٢,۴٠٠
١٫۵٨ ۵,۴٠٠
١٫٠٩ ۵,۴٠٠
١٫٠٣ ۵,۴٠٠
١٫۵٣ ٩,۶٠٠
١٫١٠ ٩,۶٠٠
١٫٠۴ ٩,۶٠٠
١٫۴٨ ٢٩,۴٠٠
١٫٠٢ ٢٩,۴٠٠
١٫٠٨ ٢٩,۴٠٠
١٫۵١ ۶٠,٠٠٠
١٫٣٧ ۶٠,٠٠٠
١٫٠٨ ۶٠,٠٠٠

برای ͳتصادف نقطه ی Έی برای مͳ پوشانند را مثلث Έی که مثلث هایی تعداد میانگین :١ . ۵ جدول
داده ها. مجموعه از هرکدام

شمارش مسأله ی ٣ . ۵

است ͳکاف زمینه دیدپذیر مثلث های شمارش مسأله ی دقیق جواب کردن پیدا برای گفتیم که همانطور

بشماریم. را edge− visible مثلث های
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اجرا زمان میانگین (آ)

تقریبی. و ͳتصادف الΎوریتم های برای خطا میانگین اجراو زمان میانگین :١ . ۵ ش΋ل

دیدپذیر ناحیه ی تقاضل (ج)
تقریبی و دقیق

دقیق دیدپذیر منطقه ی (ب) زده تقریب قایل دبد منطقه ی (آ)
شده

(ب) و تقریبی (الف) p(٣٫٣,٢۴٢٫۵,٢٠٨٩٫۵) پرس و جوی نقطه ی دیدپذیر منطقه ی :٢ . ۵ ش΋ل
شده است. داده نشان قرمز رنگ با پرس و جو نقطه ی دقیق.

شمارش مسأله ی برای تقریبی الΎوریتم ٣ . ١ . ۵

دیدپذیر راس هایشان از ͳ΋ی حداقل که مثلث هایی تعداد شمارش برای تقریبی الΎوریتم بخش این در

ساط΄ زمینه سمت به p شده داده نقطه ی از دلخواه ͳشعاع ابتدا الΎوریتم این در مͳ دهیم. ارائه است

مرحله ی در است. دیدپذیر p توسط مͳ شود قط΄ شعاع این توسط که ∆١ مثلث که است ΀واض مͳ کنیم.

این توسط که مثلث هایی اولین صورت این در مͳ کنیم. ساط΄ ∆١ راس های سمت به شعاع هایی بعدی

اجرا مثلث ها آن روی بر را الΎوریتم ترتیب همین به هستند. دیدپذیر p توسط مͳ شوند قط΄ شعاع ها

.(١ (الΎوریتم مͳ آوریم به دست را دیدپذیر مثلث های تعداد تقریبی طور به و مͳ کنیم

ͳزمان ͳپیچیدگ ٣ . ٢ . ۵

راس هایش سمت به شعاع ٣ مثلث هر برای مͳ شود. صف وارد ی΋بار فقط ͳمثلث هر ١ الΎوریتم در

وجود راس Έی و p بین ͳمثلث آیا که مͳ کنیم ͳبررس شعاع کردن ساط΄ از مرحله هر در مͳ کنیم. ساط΄
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Algorithm 1 Approximation algorithm for computing the visible triangles
Input:
T : A 2D array of triangles.
e: A query point p.
Output:
The number of visible segments from p.
Method:
1: Create empty Queue, bfsQueue.
2: Find triangle ∆1 intersected by the ray emanating from p to the surface of terrain.

3: Add ∆1 to bfsQueue.
4: while bfsQueue is not empty do
5: ∆t = bfsQueue.pop()
6: if At least one vertex of triangle ∆t is visible from p then
7: Add three neighbors of ∆1 to bfsQueue.
8: else
9: Find concealer triangles that cover vertices of triangle ∆t.

10: Shoot rays from p to the vertices of concealer triangles
11: Find hit points of shooting ray and the surface of the terrain.
12: Add triangles corresponding to the hit points to bfsQueue.
13: end if
14: end while

مͳ شود قط΄ شده ساط΄ p از که ͳشعاع توسط که ͳمثلث اولین مͳ خواهیم شعاع هر برای نه. یا دارد

اجرای زمان بنابراین مͳ کنیم. ͳبررس را مثلث O(
√
n) مͳ شود ساط΄ که ͳشعاع هر ازای به بیابیم. را

است. دیدپذیر مثلث های تعداد mp که مͳ شود O(
√
nmp) الΎوریتم

شمارش مسأله ی برای ͳتصادف تقریبی الΎوریتم ٣ . ٣ . ۵

اساس بر الΎوریتم این مͳ دهیم. ارائه شمارش مسأله ی جواب تقریب برای ͳتصادف الΎوریتم حال

O( ١
δ٢

√
n f(n) log n) الΎوریتم این اجرای زمان است. ͳقبل روش های مشابه و ͳتصادف نمونه گیری

خطای میزان و تقریب ضریب و اجرا زمان تحلیل است. الΎوریتم تقریب ضریب δ اینجا در که است.

بودیم. کرده استفاده ٣ . ٩ لم از که است قبل فصل های الΎوریتم های همانند الΎوریتم این

شمارش مسأله ی دقیق الΎوریتم ۴ . ٣ . ۵

را دیدپذیری مسأله ی مͳ توانیم کردیم بیان مثلث ها دیدپذیری تعییین برای که ͳوریتمΎال از استفاده با

زمان آوریم. بدست را دیدپذیر پاره خط های دقیق مقدار نتیجه در و کنیم حل مثلث ها از کدام هر برای

مͳ شود. استفاده تقریبی الΎوریتم کارایی ͳبررس برای فقط و نیست مهم الΎوریتم این اجرای
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دیدپذیر ناحیه ی تقاضل (ج)
تقریبی و دقیق

دقیق دیدپذیر منطقه ی (ب) زده تقریب قایل دبد منطقه ی (آ)
شده

(ب) و تقریبی (الف) p(۴۶٨٫٨,٢٣٢٫۵,٣٢٢٨٫۶) پرس و جوی نقطه ی دیدپذیر منطقه ی :٣ . ۵ ش΋ل
شده است. داده نشان قرمز رنگ با پرس و جو نقطه ی دقیق.

شمارش مسأله ی تجربی نتایج ۴ . ۵

کرده ایم. اجرا داده مجموعه ٣ روی بر را شده ارائه تقریبی الΎوریتم

ما مͳ دهند. نشان را جو و پرس نقطه ی ٢ دیدپذیر مناطق تقریبی و دقیق مقدار و۵ . ٣ ٢ . ۵ ش΋ل

دقیق مقدار سپس مͳ کنیم. محاسبه ١ الΎوریتم از استفاده با را نقطه هر دیدپذیر ناحیه تقریبی مقدار

است. Έنزدی دقیق مقدار به تقریبی مقدار مͳ شود دیده که همان طور مͳ کنیم. محاسبه را

مثلث های تعداد m′
p اگر مͳ کنیم. تعریف صورت این به خطایی تابع الΎوریتم، کارایی ͳبررس برای

تعداد داده مجموعه هر برای است. (mp−m′
p)

mp
خطا مقدار این صورت در شده باشد تقریب زده دیدپذیر

نقطه هر برای را خطا مقدار سپس کرده ایم. انتخاب مختلف ارتفاع های با ͳتصادف نقطه ی ١٠٠٠

اجرای زمان بنابراین و دیدپذیر مثلث های تعداد ارتفاع، افزایش با که است ΀واض کرده ایم. محاسبه

مجموعه هر برای را خطا متوسط همینطور و اجرا زمان متوسط ٢ . ۵ جدول مͳ یابد. افزایش الΎوریتم

مͳ دهد. نشان داده

مجموعه نیز ما کرده اند. ارائه الΎوریتم ۴ آنها مͳ کنیم. مقایسه [۴۴] نتایج با را خود نتایج ما

منطقه ی کدام هر که را داده مجموعه ١٠ آنها برده ایم. کار به آنها داده های مجموعه مشابه داده ای

۵,٠٠٠ − اجتماع صورت به زمینه ای هر کرده اند. استفاده مͳ کنند، مشخص را ͳخاص جغرافیایی

برای . کرده اند انتخاب ͳتصادف صورت به را ͳمختلف نقاط زمینه ای هر برای است. مثلث ١٠,٠٠٠

کرده اند. استفاده نقطه آن دیدپذیر منطقه ی محاسبه ی برای را الΎوریتم ۴ آن از کدام هر نقطه ای هر

گرفته اند. اندازه نیز کرده اند تعریف که خطایی تابع اساس بر نیز را خطا میزان همچنین

Rp تقریبی مقدار R′
p اگر شده است. تعریف صورت این به کرده اند استفاده آنها که خطایی تابع

Rp انحصاری یای شده، داده نسبت خطای این صورت در باشد است p توسط دیدپذیر منطقه ی Rp که
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Algorithm 2 Randomized Algorithm for VCP
Input:
Triangles of terrain T .
p: a query point.
t: number of execution iterations of randomized algorithm.
Output:
counter: the number of triangles of terrain T visible from p
Method:
1: set p to 1√

n
where n is number of triangles in terrain T .

2: set counter to 0.
3: loop
4: t iterations
5: for each triangle ∆ of terrain T do
6: select triangle ∆ with probability of p.
7: use VTP algorithm to check whether triangle ∆ is visible from p or not.
8: if ∆ is visible from p then
9: counter++

10: end if
11: end for
12: end loop
13: return counter

t×p

است. زمینه ناحیه ی کل بر تقسیم R′
p و

نیز ما بوده است. مثلث ۵,١٠,٠٠٠−٠٠٠ از متش΋ل کرده اند استفاده آنها که داده هایی مجموعه

کرده ایم. استفاده مثلث ١٠,٠٠٠ از متش΋ل داده هایی مجموعه از

ثانیه ͳمیل ٢٧۴ آنها الΎوریتم اجرای زمان بهترین میانگین مͳ شود ۵ . ٣دیده جدول در که همانطور

خطای با ثانیه ͳمیل ٧٠ ما اجرای زمان بهترین ومیانگین آنها) خطای تابع (با ٠٫۵ خطای میزان با

٠٫٣۵ خطا کنیم استفاده آنها خطای تابع از ما اگر است. خودمان) خطای تابع از استفاده (با ٠٫۵۵

بود. خواهد

است. آمده ۴ . ۵ جدول در شده اند اجرا آنها روی بر الΎوریتم ها که سیستم هایی مقایسه ی

[44] Pentium 4 2.4GHz Linux 8.1 Java 1.4

Our platform Core i5 2.4GHz Win10 Java 1.8

سیستم ها مقایسه ی :۴ . ۵ جدول

اول الΎوریتم مزیت است. [۴۴] از بهتر شده ارائه الΎوریتم دو هر اجرای زمان که کنید توجه

هر کنیم. محاسبه [۴۴] به نسبت کمتری خطای با را p دیدپذیر منطقه ی مͳ توانیم که است این در
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خطا (ms) اجرا زمان مثلثها تعداد
١٫٣٩ ١٧ ٢,۴٠٠
٠٫۴۵ ١۴ ٢,۴٠٠
٠٫۴١ ١٣ ٢,۴٠٠
٢٫٠٣ ۴۴ ۵,۴٠٠
٠٫٨٩ ٣۶ ۵,۴٠٠
٠٫۴۵ ٢٨ ۵,۴٠٠
٢٫٢٨ ٩٠ ٩,۶٠٠
١٫١٧ ٨٠ ٩,۶٠٠
٠٫٩٠ ۶۶ ٩,۶٠٠
٣٫٩٢ ٣۵۵ ٢٩,۴٠٠
١٫٧٨ ٣٩۶ ٢٩,۴٠٠
٢٫۴٧ ٣۶۵ ٢٩,۴٠٠
۵٫٢٨ ٨۴٠ ۶٠,٠٠٠
٣٫١٧ ٨٧٠ ۶٠,٠٠٠
٣٫٧٠ ٩۵۴ ۶٠,٠٠٠

داده ها. مجموعه از کدام هر ازای به الΎوریتم اجرای زمان میانگین :٢ . ۵ جدول

Error 1.00 0.75 0.5
Fixed ECH 597 1,0045 1,648
ECH 579 1,012 1,591
Fixed radar-like 112 192 301
Radar-like 101 168 274

ارائه شده داده نقطه ی Έی دیدپذیر منطقه ی تقریب برای خطایی تابع آنها .[۴۴] نتایج :٣ . ۵ جدول
الΎوریتم الΎوریتم، بهتربن است. شده داده خطا مقدار هر برای آنها الΎوریتم اجرای زمان داده اند.

است. Radar − like

منطقه ی الΎوریتم این در ما ͳول است اول الΎوریتم از بهتر ͳخیل دوم الΎوریتم اجرای زمان که چند

مͳ کنیم. محاسبه را مͳ شود دیده p توسط که ناحیه ای نسبت فقط و نمͳ کنیم محاسبه را دیدپذیر

نتیجه گیری ۵ . ۵

اساس بر الΎوریتم هایی و کردیم تعریف بعدی ٣ فضای در را شمارش و دید مسأله ی فصل این در

کردیم. اجرا ͳواقع داده های روی بر و پیاده سازی را الΎوریتم ها این همچنین دادیم. ارائه قبل فصل های

پیشین الΎوریتم های با مقایسه در الΎوریتم ها این کم خطای مقدار و کم اجرای زمان توجه قابل نکته ی

شده بود استفاده ما مرج΄ مقاله های در که داده هایی به ͳدسترس عدم دلیل به که است ذکر شایان بود.

داده هایی روی بر را الΎوریتم ها بنابراین و کنیم اجرا داده ها آن روی بر را الΎوریتم هایمان نتوانستیم ما

ͳبررس همینطور و پیشین فصل های الΎوریتم های دیΎر پیاده سازی کردیم. اجرا اندازه نظر از مشابه
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آینده در مͳ توان که است مطالبی از بعد ٣ به پیشین فصل های قضایای تعمیم جمله از مسأله ها بیشتر

گرفت. نظر در
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ͳاحتمالات مدل

کنید فرض مͳ شود. تعریف شمارش مسأله ی و دید مسأله ی از جدید ͳتصادف مدل Έی فصل این در

توزیع تابع Έی si ∈ S پاره خط هر برای دقیق تر بیان به باشد. نادقیق١ پاره خط n از مجموعه ای S

از Di = {si,١, · · · , si,mi
} ∪ {si,٠ =⊥} مجموعه Έی به طوری΋ه مͳ گیریم نظر در گسسته ͳاحتمال

.
∑

j pi,j = ١ و Pr(si = si,j) = pi,j و داریم pi,j شده ی داده نسبت احتمال های با مم΋ن م΋ان های

مͳ توان را S مجموعه ی جا این در ندارد. وجود S در si پاره خط که است ͳمعن این به ⊥ علامت

خود مقادیر ͳتصادف متغیر است. ͳاحتمال پاره خط های شامل چون دید ͳتصادف متغیر Έی صورت به

Πs∈SPr(s)Πs̸∈S(١ − Pr(s)) مساوی احتمال با Πi(mi + ١) اندازه ی با نمونه فضای Έی از را

وجود با رابطه در ͳنادقیق z = ٢ که خاص حالت در .z = max{١ +mi} که کنید فرض مͳ گیرد.

آنها. م΋ان با رابطه در نه است، پاره خط ها وجود عدم و

مͳ کنیم. تعریف را شمارش و دیدپذیری مسأله های ͳاحتمالات حالت مطالب این براساس

شدنش دیده احتمال s ∈ S شده ی داده پاره خط ازای به :ͳاحتمالات دیدپذیری مسأله ی ١ . ۶ سؤال

کنید. محاسبه را q پرس وجوی نقطه ی توسط

پرس وجوی نقطه ی توسط که را پاره خط هایی تعداد ͳریاض امید :ͳاحتمالات شمارش مسأله ی ٢ . ۶ سؤال

کنید. محاسبه هستند، دیدپذیر q

مͳ کنیم. ͳبررس را شده عنوان مسأله های فصل این ادامه ی در
١Uncertain

۵٢
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ͳاحتمالات دید مسأله ی ١ . ۶

معروف مسایل از ͳبخش ٢ گراف Έی در تطابق ها تعداد شمارش مسأله ی مͳ دانیم که همان طور

ͳبخش ٢ گراف Έی کامل تطابق های تعداد شمارش مسأله ی ابتدا در .[۵٢] است #P − complete

#P − complete ͳاحتمالات دید مسأله ی دهیم نشان تا مͳ دهیم کاهش ͳاحتمالات دیدپذیری این به را

است.

آوریم. به دست را G = (U, V,E) ͳبخش ٢ گراف کامل تطابق های تعداد مͳ خواهیم کنید فرض

هستند. G یال های مجموعه ی E و راس ها مجموعه ی V = {v١, · · · , vn} و U = {u١, · · · , un} که

مͳ سازیم زیر ش΋ل به را ͳاحتمالات دیدپذیری مسأله از نمونه Έی شده داده ͳبخش دو گراف برای

است نامعین پاره خط های نمونه ی فضای از نمونه Έی با متناظر ی΋تا به طور کامل تطابق هر به طو ری΋ه

تا ٠ از i که بΎیرید. نظر در x محور روی بر [i, i+١] بازه n تعداد نمͳ شود. دیده q توسط s آن در که

مͳ دهیم. نشان I(vi) با و است vi راس با متناظر [i, i+ ١] بازه ی که کنید فرض مͳ کند. تغییر n− ١

تعریف ی΋نواخت توزیع با Di = {I(vj)|{ui, vj} ∈ E} نادقیق پاره خط Έی ،ui ∈ U راس هر برای

نادقیق پاره خط Έی دارد. وجود همواره نادقیق پاره خط هر نمونه این در که کنید توجه مͳ کنیم.

را q نقطه ی مͳ گیریم. نظر در نیز است (n,−١) و (١−,٠) انتهایی اش نقاط که Έی احتمال با s

توسط کاملا [٠, n] اگر فقط و اگر نمͳ شود دیده q توسط s پاره خط بΎیرید. نظر در محور بالای

از واحد Έی دقیقا هرکدام و دارد وجود نادقیق پاره خط n تعداد شود. پوشیده نادقیق پاره خط های

بپوشاند. را بازه ها از واحد Έی باید دقیقا نادقیق پاره خط هر بنابراین مͳ پوشاند. را [٠, n]

s آن در که نمونه فضای زیرمجموعه ی و کامل تطابق بین Έی به Έی تناظر در ͳاصل شهود این

داشت. خواهیم را زیر قضیه ی بنابراین است. نیست، دیدپذیر q توسط

است. #P − complete ͳاحتمالات دیدپذیری مسأله ی ٣ . ۶ قضیه

فقط یا ندارد وجود یا ͳپاره خط هر ͳعبارت به مͳ گیریم. نظر در را z = ٢ حالت بخش این در

و داریم s١, · · · , sn نادقیق پاره خط n که کرد فرض مͳ توان بنابراین دارد. وجود م΋ان Έی در

.Pr(si ̸∈ S) = ١ − pi مͳ دهد نتیجه که Pr(si ∈ S) = pi

pr(q sees s) مقدار چΎونه q نقطه ی و s شده داده پاره خط Έی برای که مͳ دهیم نشان ادامه در

ببیند. را s نمͳ تواند q باشد، s ̸∈ S اگر که است ΀واض کنیم. محاسبه را

باید را Pr(q sees s|s ∈ S) بنابراین .pr(q sees s) = Pr(q sees s|s ∈ S)Pr(s ∈ S) پس

کنیم. محاسبه
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در تاثیری نمͳ کند قط΄ را ∆ که نادقیق پاره خط هر .s یال و q راس با باشد ͳمثلث ∆ کنید فرض

تصویر مͳ کنند. قط΄ را ∆ که مͳ گیریم نظر در را پاره خط هایی فقط بنابراین ندارد. احتمال محاسبه ی

این به مͳ کنیم حل که مسأله ای صورت این در بΎیرید. نظر در q تحت s روی بر را خط ها پاره این

بود. خواهد صورت

شده داده ͳحقیق اعداد محور روی بر I = {I١, · · · , In} نادقیق بازه ی n تعداد کنید فرض •

با که را [a, b] بازه ی شدن پوشیده احتمال حال دارد. وجود pi احتمال با Ii بازه ی هر است.

آورید. به دست مͳ دهیم، نشان pr([a, b] is covered )

نمونه فضای اندازه ی چون دارد نیاز Θ(٢n) زمان به شده خواسته احتمال محاسبه ی که مͳ رسد نظر به

مͳ توان O(n log n) زمان در که مͳ دهیم نشان ادامه در اما باشد. Θ(٢n) از حالت بدترین در مͳ تواند

سمت انتهایی نقاط اساس بر بازه ها که کرد فرض مͳ توان ͳسادگ برای داد. انجام را محاسبات این

فرمول باشد. Ii (چپ) راست سمت انتهایی نقطه ی (l(Ii)) r(Ii) کنید فرض شده اند. مرتب راستشان

[a′, b] شدن پوشیده احتمال sol(a′) کنید فرض a′ ∈ [a, b] نقطه ی هر برای مͳ دهیم. ارائه ͳبازگشت

مجموعه ی را S(a′) = {I ′١, ..., I ′l} بود. خواهد [a, b] شدن پوشیده احتمال sol(a) بنابراین باشد.

شده اند. مرتب راستشان انتهایی نقطه ی اساس بر و مͳ پوشانند را a′ که بΎیرید نظر در بازه هایی تمام

داشت: خواهیم تعریف ها این اساس بر

داشت: خواهیم این صورت در مͳ کنیم. تعریف sol(b) = ١ ۴ . ۶ لم

sol(a′) =
∑l

j=١ p
′
j(
∏j−١

i=١ (١ − p′i))sol(r(I
′
j)).

از ͳ΋ی حداقل این صورت در شود پوشیده [a′, b] اگر بنابراین ،a′ ∈ [a, b] کنید فرض اثبات.

از مͳ پوشانند. را a′ که دارند وجود پاره خط l تعداد شوند. انتخاب باید S(a′) در موجود پاره خط های

این که احتمال آنگاه شده اند مرتب چپشان سمت انتهایی نقطه ی اساس بر S(a′) پاره خط های که آن جایی

[a′, b] ͳبازگشت به طور بود. خواهد p′j
∏j−١

i′=١(١−p′i) مساوی مͳ پوشاند را a′ که باشد ͳپاره خط اولین I ′j
.sol(a′) =

∑l
j=١ p

′
j(
∏j−١

i′=١)١ − p′i))sol(r(I
′
j)) داشت: خواهیم بنابراین .sol(r(I ′j)) احتمال با

■

هر ͳبازگشت فرمول در شوند. پوشیده دیΎر بازه ی O(n) توسط مͳ توانند انتهایی بازه ها نقاط از هرکدام

را
∏j−١

i′=١)١ − p′i) مقدار باید sol(r(I ′j)) هر برای مͳ شود. زده صدا ی΋بار حداکثر انتهایی نقطه ی

sol(r(I ′j)) هر برای شده اند، مرتب انتهایی شان نقاط اساس بر پاره خط ها آن جایی از کنیم. محاسبه
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محاسبه O(n٢) زمان در را sol(a) مͳ توانیم بنابراین مͳ کنیم. ضرب ١−p′j در را
∏j−٢

i′=١(١−p′i) مقدار

راست از را انتهایی نقاط ،sol آرایه ی کردن پر برای مͳ کنیم. بیان را سریعتری الΎوریتم ادامه در کنیم.

دودویی جستجوی درخت Έی در را مͳ کنند قط΄ را جاروب خط که را ͳنقاط مͳ کنیم. جاروب چپ به

گفته که ͳبه صورت گره هر در نیز را دیΎری اضافه ی مقدار پردازش زمان در همچنین مͳ کنیم. ذخیره

محاسبه را sol(r(Ii))مقدار r(Ii) راست، انتهایی نقطه ی Έی پردازش زمان در مͳ کنیم. ذخیره مͳ شود

زمان در مͳ توان را کار این است. درخت گره های تمام مجموع مساوی لحظه این در که مͳ کنیم

را r(Ii) سپس مͳ کنیم. ضرب (١ − pi) در را گره ها ͳتمام ͳضمن به طور سپس داد. انجام O(log n)

داد. انجام O(log n) زمان در مͳ توان نیز را کار این مͳ کنیم. اضافه درخت به pisol(r(Ii)) مقدار با

پس بود. خواهد O(n log n) الΎوریتم این اجرای زمان بنابراین و است O(n) انتهایی نقاط کل تعداد

داشت. خواهیم را زیر قضیه ی

داد. ΁پاس O(n log n) زمان در مͳ توان را ͳاحتمالات دیدپذیری مسأله ی ،z = ٢ حالت در ۵ . ۶ قضیه

زمان در را مسأله بتوانیم پاره خط ها برروی پیش پردازش از استفاده با که مͳ دهیم ارائه ͳروش حال

B مربع Έی داخل پاره خط ها ͳتمام کنید فرض شد گفته هم قبلا که همانطور دهیم. ΁پاس O(log n)

را B تا مͳ دهیم ادامه را خط این و مͳ کنیم وصل هم به را انتهایی نقاط از جفت هر ابتدا در قراردارند.

دید مسأله جواب ،s ∈ S پاره خط هر برای مͳ کنند. افراز ناحیه O(n۴) به را B خط ها این کند. قط΄

پاره خط ها یی ͳترکیبیات ترتیب چون است. ی΋سان ناحیه Έی در موجود نقاط ͳتمام برای ͳاحتمالات

به پیش پردازش زمان در بنابراین است. ی΋سان ناحیه Έی نقاط ͳتمام برای مͳ پوشانند را s که

رادر Pr(qi sees s) مقدار و مͳ کنیم انتخاب ناحیه آن از qi دلخواه نقطه ی Έی ri ناحیه هر ازای

،s ∈ S پاره خط و S شده داده پاره خط های ازای به بنابراین مͳ کنیم. محاسبه O(n log n) زمان

نقطه ی هر ازای به طوری΋ه به مͳ دهیم انجام پیش پردارش O(n۴) حافظه ی با و O(n۵ log n) زمان در

Pr(qi sees s) = مقدار و آوریم O(logبدست n) زمان در را q شامل ri ناحیه ی مͳ توانیم ،q پرس وجوی

کنیم. محاسبه را Pr(q sees s)

ͳاحتمالات شمارش مسأله ی ٢ . ۶

هر برای مͳ کنیم. بیان اولیه ͳتعریف ابتدا مͳ کنیم. ͳبررس را ͳاحتمالات شمارش مسأله ی بخش این در

q توسط که T مجموعه ی از هستند پاره خط هایی تعداد mq(T ) کنید فرض ،T ⊂ S مجموعه زیر

نوشت. این صورت به مͳ توان را دیدپذیر پاره خط های مجموعه ی بنابراین مͳ شوند. دیده



۵۶ ͳاحتمالات مدل .۶ فصل

E(mq) =
∑

T⊆S Pr(T )mq(T ),

ͳریاض امید بودن ͳخط از استفاده با باشد. T شده انتخاب مجموعه ی که است این احتمال Pr(T ) که

کرد. محاسبه را E(mq) مͳ توان نیز

E(mq) =
∑n

i=١ Pr(q sees si).

در را E(mq) و کنیم استفاده قبل بخش الΎوریتم و بالا تساوی از مͳ توانیم ،z = ٢ حالت برای

زمان در پاره خط ها پیش پردازش با قبل بخش همانند همچنین کنیم. محاسبه O(n٢ log n) زمان

که کنید توجه دهیم. ΁پاس O(log n) زمان در را مسأله مͳ توانیم O(n۴) حافظه ی و O(n۶ log n)

جواب چΎونه که مͳ دهیم نشان حال مͳ آوریم. به دست z = ٢ حالت برای فقط را مسأله دقیق جواب

آوریم. به دست بهتر زمان در ͳکل حالت برای را مسأله تقریبی

ͳاحتمالات شمارش مسأله ی برای تقریبی الΎوریتم ٢ . ١ . ۶

به توجه با مͳ کنیم. بیان ͳاحتمالات شمارش مسأله ی برای ٢ تقریبی ضریب با ͳوریتمΎال بخش دراین

نقاط و دیدپذیر پاره خط های تعداد ترتیب به veq(T و( mq(T ) و باشد نمونه مجموعه ی T اگر [١١]

داشت: خواهیم باشند T ⊂ S در دیدپذیر انتهایی

mq(T ) ≤ veq(T ) ≤ ٢mq(T ).

بΎیریم: نتیجه مͳ توانیم پس

∑
T⊂S Pr(S = T )mq(T ) ≤

∑
T⊂S Pr(S = T )veq(T ) ≤

∑
T⊂S Pr(S = T )٢mq(T ).

دیΎر، به عبارت یا

E(mq) ≤ E(veq) ≤ ٢E(mq).

مͳ کنیم. محاسبه را E(veq) =
∑n

i=١ Pr(r(si) sees q) +Pr(l(si) sees q) مقدار بنابراین

Pr(r(si) sees q)) =
∑z

j=١ pi,jPr(r(si,j) sees q).

احتمال مͳ کنند. قط΄ را r(si,j)q که باشد Dk در sk مم΋ن م΋ان های sk,١′ , sk,٢′ , ..., sk,l′ کنید فرض

است. pi,jk = (١ − pk,١′ − pk,٢′ − ...− pk,l′) مساوی نکند قط΄ را r(si,j)q ،sk اینکه

Pr(q sees r(si)) =
∑z

j=١ pi,jp
i,j
١ .pi,j٢ ....pi,jn .
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O(zn) در مͳ توانیم را P (q sees r(si)) و است ٢nz انتهایی نقاط برای مم΋ن م΋ان های تعداد

مͳ شود. محاسبه O(n٢z٢) زمان در E(ve(q)) بنابراین آوریم. به دست

si انتهایی نقطه ی Έی a ∈ si کنید فرض مͳ کنیم. بیان را سریعتری الΎوریتم z = ٢ حالت برای

احتمال که آنجایی از مͳ کنند. قط΄ را aq که باشد پاره خط هایی مجموعه ی s′١, s
′
٢, ..., s

′
k همچنین و

داشت: خواهیم هستند ی΋دیΎر از مستقل پاره خط ها انتخاب

Pr(q sees a) = pi.(١ − p′١)(١ − p′١)...(٢ − p′k).

مͳ دهد: نتیجه که

E(vep) =
∑

a∈si Pr(q sees a).

از استفاده با داریم. لازم را مͳ کنند قط΄ را aq که پاره خط هایی انتهایی، نقطه ی هر برای بنابراین

دهیم انجام پیش پردازش پاره خط ها روی بر Oϵ(k) زمان در مͳ توانیم ،n ≤ k ≤ nاگر٢ ۵ . ٢ قضیه

به دست Oϵ(n/
√
k) زمان در مͳ کنند قط΄ را آن که پاره خط هایی داده شده پاره خط هر برای به طوری΋ه

پس آوریم. به دست O(n/
√
k) زمان در را Pr(q sees a) مͳ توانیم ۵ . ٢ قضیه از استفاده با آوریم.

دهیم قرار اگر کنیم. محاسبه n.O(n/
√
k) زمان در مͳ توانیم را E(vep) انتهایی، نقطه ی ٢n برای

مͳ شود. نتیجه زیر قضیه k = n
۴
٣

زمان در ٢ تقریب ضریب با مͳ توان z = ٢ حالت در را ͳاحتمالات شمارش مسأله ی ۶ . ۶ قضیه

داد. ΁پاس O(n
۴
٣ )

نتیجه گیری ٣ . ۶

حل در آمده بدست نتایج و کردیم تعریف را شمارش و دید مسأله های از ͳاحتمالات ͳمدل فصل این در

#P − complete دید مسأله ی که کردیم ثابت ͳکل حالت در کردیم. ارائه را مدل این برای مسأله ها

مم΋ن م΋ان های از ͳ΋ی در حالت هر در و دارد مم΋ن م΋ان ٢ پاره خط Έی که ͳحالت برای ͳول است.

شمارش مسأله ی که است ضروری نکته این به توجه نکرده ایم. ͳبررس را مسأله ͳسخت مͳ گیرد قرار

بنابراین . [٢١] است #P −complete نیز منتظم ٣ ͳبخش ٢ گراف های برای کامل تطابق های تعداد

با رابطه در همچنین است. م΋ان ٢ حالت در مسأله ͳسخت آوردن بدست شود ͳبررس باید که ͳحالت تنها

شود. ͳبررس آینده در مͳ تواند که است ͳمسایل از نیز این نگفته ایم. چیزی نیز شمارش مسأله ی ͳسخت

#P − complete از نمͳ توان را ͳاحتمالات شمارش مسأله ی بودن #P − complete که کنید توجه
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زیرا است شده حل بهینه زمان در ͳاحتمالات دید مسأله ی گرفت. نتیجه ͳاحتمالات دید مسأله ی بودن

مͳ توان پروژه این ادامه ی در که دیΎری مسایل از داد. کاهش مسأله این به مرتب سازی مسأله ی مͳ توان

است. پیش پردازش با اجرا زمان بهبود برای تلاش گرفت نظر در



٧ فصل

آینده کارهای و نتیجه گیری

و شده استفاده ایده های سپس مͳ کنیم. بیان را آمده بدست نتایج از خلاصه ای تحقیق ͳپایان فصل در

مͳ کنیم. مطرح ͳکل به طور را کرد ͳبررس مͳ توان آینده در که ͳمسایل

آمده بدست نتایج از خلاصه ای ٧ . ١

نتایج همچنین و بیان شمارش مسأله ی حل برای آمده به دست نتایج از خلاصه ای ٧ . ١ جدول در

زمان بین مͳ شود دیده که همانطور شده است. مقایسه پیشین موجود روش های بهترین با آمده به دست

تعیین برای دارد. وجود مصالحه شده بیان الΎوریتم های پرس وجوی زمان و حافظه و پیش پردازش

توجه دسترس در حافظه ی میزان همین طور و پرس وجوها تعداد به باید پرس وجو زمان مناسب مقدار

را ،k حافظه، میزان اگر که کنید توجه ٣ فصل در شده بیان الΎوریتم کارایی مقایسه ی برای کرد.

خواهد Oϵ(m
٣/۴) مساوی پرس وجو زمان این صورت در بΎیریم نظر در O(m٣−٢β/٢) مساوی در[٣۵]

O(١/δ٣mβ/٢ logm) مساوی حافظه مقدار همان با ٣ فصل الΎوریتم اجرای زمان درصورتͳ که بود.

است. یافته بهبود پرس وجو زمان بΎیریم درنظر ͳثابت عدد را δ اگر که بود خواهد

۵٩
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پیشین روش های با شمارش مسأله ی برای تحقیق این در شده ارائه نتایج مقایسه ی :٧ . ١ جدول

تقریب ضریب پرس وجو زمان حافظه ساخت زمان شمارش مسأله ی

٢ Oϵ(m/
√
k) Oϵ(k) Oϵ(k) [٣۵]

٢ O(n۴ log(
√
k/n)/

√
k) O(k) O(k log(

√
k/n)) [۴۵]

١ + δ O(١/δ٣mβ/٢ logm) O(m٣−٢β/٢) O(m٣−٢β/٢ logm) ٣ فصل

١ + δ O(١/δ
√
n log n) O(n٢ log n) O(n٢) ۴ فصل

دقیق مقدار Oϵ(n
٢/
√
k) Oϵ(k) Oϵ(nk) ۴ فصل

شده اند. داده نشان جدول ها در که بودیم آورده بدست بعدی ٣ فضای در هم ͳنتایج ادامه، در

برای خاص حالت در O(n log n) با ͳوریتمΎال و کردیم تعریف را مسأله از ͳاحتمالات ͳمدل همچنین

است. #P − complete مسأله کردیم ثابت نیز ͳکل حالت برای کردیم. ارائه ͳاحتمالات دید مسأله ی

و خاص حالت در O(n۴/٣) اجرای زمان با ͳاحتمالات شمارش مسأله ی برای تقریبی ͳروش همچنین

کردیم. ارائه ͳکل حالت در O(z٢n٢)

شده استفاده ایده های ٧ . ٢

مͳ کنیم. بیان را شده استفاده ایده های قسمت این در

استفاده. مورد حافظه ی و زمان تحلیل و ͳتصادف الΎوریتم های ارائه ی •

مورد حافظه ی و زمان ͳریاض امید درست تحلیل همراه به ͳتصادف های الΎوریتم از استفاده

حل نیاز مورد حافظه ی و ͳزمان ͳپیچیدگ بهبود برای که است ابزارهایی از معمولا استفاده

که شده اند تحلیل و ارائه ͳتصادف الΎوریتم چندین نیز تحقیق این در مͳ شود. استفاده مسأله ها

کرده اند. Έکم استفاده مورد حافظه و زمان بهبود به

.ͳتصادف و تقریبی الΎوریتم های ارائه ی •

نیز تحقیق این در نیست. نیاز مورد مسأله جواب دقیق مقدار آوردن بدست مسایل از ͳبرخ در

تحلیل شده اند. ارائه مسأله حل برای یافته بهبود حافظه ی و زمان با ͳتصادف الΎوریتم چندین

شده اند. ͳبررس که است بوده ͳمسایل از نیز نیاز مورد حافظه ی و زمان محاسبه ی و تقریب ضریب
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گراف. نظریه همانند ͳریاض ابزارهای از استفاده •

ابزارهای از استفاده با مسأله حل برای تلاش و ͳریاض مسأله ی Έی صورت به مسأله مدلسازی

ͳتصادف الΎوریتم تقریب ضریب بهبود برای که است ایده هایی از گراف نظریه همانند ͳریاض

است. قرارگرفته استفاده مورد

جدید. الΎوریتم های با پیشین الΎوریتم های ترکیب •

دست بهتری تقریب ضریب یا حافظه و زمان به الΎوریتم ها ترکیب با مͳ توان مواق΄ ͳبرخ در

مͳ آوریم. بدست را جواب مرحله ٢ در شده ارائه الΎوریتم های از ͳبرخ در مثال عنوان به یافت.

جواب به چنانچه مͳ کنیم. استفاده پیشین الΎوریتم های از ͳمشخص زمان تا اول قسمت در

دوم مرحله ی در شده ارائه الΎوریتم از غیراین صورت در مͳ شود. متوقف الΎوریتم رسیدیم

بدست دلخواه زمان در مسأله دقیق مقدار برسیم جواب به مشخص زمان تا اگر مͳ کنیم. استفاده

مقدار Έی دوم مرحله ی در آمده بدست جواب که مͳ شود ثابت این صورت غیر در مͳ آید.

مقدار که مͳ شود استفاده نکته این از تقریب ضریب تحلیل برای است. ͳاصل جواب از تقریبی

است. خاص مقدار Έی از بزرگتر مسأله جواب

.ͳواقع داده های روی بر الΎوریتم ها اجرای •

حافظه ی و زمان تحلیل کرد. پیاده سازی ͳسادگ به مͳ توان را ͳتصادف الΎوریتم های بیشتر

را الΎوریتم ها از ͳبرخ نیز تحقیق این در است. ها الΎوریتم این سختͳ های از نیاز مورد

شده ارائه الΎوریتم های مجدد اثبات برای نتایج این از کرده ایم. اجرا ͳواقع داده های برروی

تحلیل به موفق که نیز موارد ͳبرخ در داشته اند). نیز ͳریاض اثبات که (هرچند کرده ایم استفاده

که داده اند نشان آمده به دست تجربی نتایج نشده ایم، تقریبی و ͳتصادف الΎوریتم های ͳریاض

دارند. ͳقبول قابل خطای و مͳ شوند اجرا مناسب زمان در شده ارائه الΎوریتم های

کار ادامه ی برای پیشنهادها ٧ . ٣

مͳ کنیم. بیان ͳکل به طور را کرد ͳبررس مͳ توان پروژه این ادامه ی در که ͳمباحث بخش این در
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آمده به دست نتایج بهبود و تکمیل براساس پروژه ادامه ی ٧ . ٣ . ١

تعیین و دیدپذیر اشیا شمارش مسأله ی شده است گرفته نظر در دکتری رساله ی به عنوان که ͳکل موضوع

و موجود نتایج شده اند. تعریف ١ فصل در دقیق به صورت که است هم به نسبت اشیا بود دیدپذیر

به کار که را جدیدی ایده های و روش ها فصل هر در کردیم. بیان آورده ایم، به دست که را جدیدی نتایج

کامل به طور کرد، تمرکز آنها روی بر مͳ توان ادامه در که را جزیی تری مسایل دادیم. توضیح برده ایم

قرار مدنظر تحقیق این ادامه ی در روش ها این گسترش و ͳبررس داده ایم. توضیح فصل هر انتهای در

خواهدگرفت.

اثبات کردیم. مدل سازی گراف نظریه ی در مسأله Έی به صورت را ۵ . ١ مسأله ی ٣ فصل در

خواهدبود. گراف همبندی مولفه های تعداد آوردن به دست با معادل شمارش مسأله ی حل که کردیم

ارائه ی هدف ادامه، در دادیم. ارائه مولفه ها تعداد تقریبی مقدار آوردن به دست برای ͳتصادف ͳروش

آورد. به دست را مولفه ها تعداد بتواند ما موردنظر زمان با که است داده ساختاری

از ͳاجتماع به صورت را پاره خط هر دیدپذیر منطقه ی توانسته اند [٣۵] در که گفتیم همچنین

افراز، درخت از استفاده با مثلث ها این روی بر پیش پردازش انجام با سپس آورند. به دست مثلث ها

از مͳ آورند. به دست را p شامل مثلث های تعداد p پرس وجوی نقطه ی به ازای پرس وجو مرحله ی در

ͳبرخ روش این با داشته باشند اشتراک باهم است مم΋ن پاره خط Έی به مربوط مثلث های که آنجایی

حداکثر p نقطه ی شامل مثلث های تعداد که کرده اند ثابت آنها مͳ شوند. شمرده بار چندین پاره خط ها از

مͳ گیریم نظر در این صورت به را مسأله تحقیق این ادامه ی در است. دیدپذیر پاره خط های تعداد برابر ٢

برچسب ها این و هستند برچسب Έی دارای هرکدام که مثلث تعدادی برروی مͳ خواهیم ٧ . ١ سؤال

تعداد ،p پرس وجوی نقطه ی به ازای که به طوری دهیم انجام پیش پردازش باشند، تکراری است مم΋ن

آوریم. به دست داده شده اند، نسبت p شامل مثلث های به که را مجزا برچسب های

شد خواهد نیز مسایل این حل به منجر مسأله این حل که دارد وجود زمینه این در بسیاری مشابه مسایل

حل و ͳبررس خودمان مسأله ی به مربوط خاص حالت در را مسأله ۴ فصل در .([٣٧] به شود (مراجعه

کردیم.

خاص حالت های در مسأله حل ٧ . ٣ . ٢

که ͳحالت مثال به عنوان گرفت. نظر در مͳ توان نیز را مسأله مختلف حالت های تحقیق این ادامه ی در

متحرک به صورت پرس وجو نقطه یا و باشد داشته وجود پاره خط پرس وجو، نقطه ی Έی جای به آن در
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است. مختلف حالت های روی بر شده استفاده ایده های اعمال کار این از هدف شود. گرفته نظر در

و مسأله دیΎر حالت های برای و داد گسترش مͳ توان را شده استفاده ایده های موارد از ͳبرخ در چون

کرد. استفاده نیز دیΎر مشابه مسایل

حل که دارد وجود گوناگون مفاهیم با مختلف مقالات در دیدپذیری برای ͳمختلف تعریف های

با که کرد ͳبررس مͳ توان ادامه در دارد. را خود خاص سختͳ های تعریف ها آن به توجه با مسایل

بهینه تری و ساده تر راه حل های مͳ توان آیا آمده است گزارش این در که جدیدی روش های از استفاده

داد؟ ارائه گوناگون تعریف های با مشابه مسایل حل برای

مشخص خصوصیات با اشیایی پاره خط ها جای به مسأله ورودی که ͳحالت در مسأله ͳبررس همچنین

[٢٨] در شد، گفته ٢ فصل در که همان طور مثال عنوان به گرفت. قرارخواهد مدنظر نیز باشند شده

ͳپیچیدگ از ملاحظه ای قابل صورت به ورودی، روی بر ͳخاص شرایط اعمال با که شده است ثابت

شرایط این دارای مسأله ها ورودی حالت ها، ͳبرخ در عمل در که آن جایی از مͳ شود. کاسته مسأله

است. توجیه قابل حالت ها این روی بر تمرکز هستند، خاص

٢ از بزرگ تر بعد با فضاهای در مسأله ͳبررس ٧ . ٣ . ٣

٢ فصل در دارند. بسیاری اهمیت و کاربرد ٢ از بزرگتر بعد با فضاهای در دیدپذیری به مربوط مسایل

مسایل مͳ توان تحقیق این ادامه ی در شد. عنوان مختلف افراد توسط آمده دست به نتایج از تعدادی

بعد ٢ فضای در شده ارائه روش های و ایده ها چون کرد. ͳبررس نیز را ٢ از بزرگتر بعد با فضاهای در

در که همان طور مثال عنوان به هستند. نیز ٢ از بزرگتر بعد با فضاهای به گسترش قابل مواق΄ ͳبرخ در

تعمیم بعدی ٣ فضای به بود شده ارائه بعدی ٢ فضای در که را قضیه ای توانستیم شد، بیان ۵ فصل

و روش ها ͳطراح دنبال به ما مͳ شود، بیشتر حالت ها این در مسأله ها ͳپیچیدگ که آنجایی از دهیم.

بود. خواهیم مناسب حافظه ی و زمان با الΎوریتم هایی

ͳاحتمالات مدل ۴ . ٧ . ٣

این حل برای الΎوریتم هایی و گرفت قرار ͳبررس مورد تحقیق این در نیز مسأله ͳاحتمال مدل تعریف

حل مسایل این تحقیق این ادامه ی در شدند. عنوان نیز بودند نشده حل که ͳمسایل شد. مطرح مسایل

ͳاحتمالات دید مسأله ی محاسبه ی ͳپیچیدگ ͳبررس مسایل این جمله از کرد. ͳبررس مͳ توان نیز را نشده

ͳاحتمالات شمارش مسأله ی ͳپیچیدگ ͳبررس همچنین دادیم. توضیح که بود مم΋ن م΋ان ٢ حالت در

اجرای زمان بهبود برای تلاش پرداخت آن به مͳ توان که دیΎری مسأله ی است. باز مسایل جمله از نیز
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حالت در حافظه و اجرا زمان بین مصالحه ایجاد برای روش هایی ارائه ی و شده ارائه الΎوریتم های

است. ͳاحتمالات
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Abstract

Planar visibility computing is defined as determining the region of the plane that
is visible from a specific observer. This concept has many applications in computer
graphics, robotic and computer games. In certain visibility problems, counting the
number of visible objects in an appropriate time is required. For obtaining a solution
fast, current algorithms give an approximated count. In this thesis, we consider
visibility testing problem and visibility counting problem.

For a given set S = {s1, s2, ..., sn} of non-intersecting segments and a query point
p in the plane, the visibility testing problem checks the inter-visibility of p and a
segment si ∈ S and the visibility counting problem counts the number of visible
segments from p. We have introduced two approximation algorithms. In the first
algorithm, we have a trade-off between space and query time and also a trade-off
between approximation factor and query time. In the second algorithm, we have
used random sampling method. The expected query time of this algorithm is better
than the first algorithm in certain cases. Next, we have proposed a randomized
algorithm that gives the exact solution for the visibility counting problem with the
same time and space complexity of [35]. Then, we have considered the problems in 3D
and have given algorithms to solve them. We have implemented these algorithms on
real data sets. The results show that the time complexity and approximation factor
of the proposed algorithms are effective and applicable in practice. At last, we have
introduced a probabilistic model for these problems and proposed some solutions
for them. In certain cases, we have proved that the probabilistic visibility testing
problem is #P − complete. Also, we have presented some approximation algorithms
to solve the probabilistic visibility counting problem.

Keywords: 1-Computational geometry, 2-Visibility, 3-Approximation algorithms,
4-Randomized algorithms
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