
٢ فصل

خطͬ دستگاههای

اساسͬ ماتریس ١.٢

به نسبت برداری میدان هرگاه مͬ�شود گفته خطͬ دستگاه (١.١) عادی دیفرانسیل معادلات دستگاه

صورت به و خطͬ X

f(t,X) = A(t)X + g(t)

n-بعدی برداری تابع g : I ⊆ R −→ Rn و است پیوسته n × n ماتریس ͷی A(t) که باشد

اولیه شرط هر برای ٧.١ مثال بنابر مͬ�نامیم. همͽن را خطͬ معادله ،g(t) ≡ 0 هرگاه است. پیوسته

A(t)ضرایب که است بازه�ای بزرگترین برابر جواب ماکسیمال بازه و دارد یͺتا جواب خطͬ معادله

باشند. پیوسته g(t) و

همͽن خطͬ معادله جوابهای همه مجموعه که است این خطͬ دستگاههای خاصیت مهمترین

مͬ�دهد. n-بعدی برداری فضای ͷی تشͺیل زیر

Ẋ = A(t)X (١.٢)

باشند، ثابت حقیقͬ اعداد ck, . . . , c1 و باشند فوق معادله برای جوابهایی uk(t), . . . , u1(t) اگر

بنابراین مͬ�کند. صدق معادله این در نیز u(t) = c1u1(t) + · · · + ckuk(t) وضوح به آنگاه

جوابها همه مجموعه و است معادله جواب باز همͽن، خطͬ معادله جوابهای از خطͬ ترکیب هر

اولیه شرط با (١.٢) معادله جواب i = 1, . . . , n برای Xi(t) اگر است. برداری فضای ͷی

{X1(t), . . . , Xn(t)} وضوح به Rnاست. استاندارد پایه {e1, . . . , en} که Xi(t0)باشد = ei

است، جوابها همه فضای برای پایه ͷی مجموعه این اما است. خطͬ مستقل مجموعه ͷی

٢١
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و X(t) آنگاه ،X(t0) = (α1, . . . , αn) و باشد (١.٢) از دلخواهͬ جواب X(t) اگر زیرا

است. برابر t0 زمان در دو هر اولیه شرایط که هستند جواب دو α1X1(t) + · · ·+ αnXn(t)

که مͬ�شود نتیجه جواب یͺتایی بنابر

X(t) = α1X1(t) + · · ·+ αnXn(t)

این و مͬ�شوند تعریف جوابها این همه است پیوسته A(t) ماتریس که زمان هر تا که کنید دقت

است. برقرار زمانͬ بازه این کل در تساوی

(١.٢) معادله خطͬ مستقل جوابهای آن ستونهای که باشد n× nماتریس Φ(t) اگر .١.٢ تعریف

مͬ�نامیم. معادله این برای اساسͬ یͷماتریس را آن باشند،

این معادل باشند (١.٢) معادله جوابهای Φ(t) اساسͬ ماتریس ستونهای اینکه شرط کنید دقت

شرط کنید توجه .Φ̇(t) = A(t)Φ(t) یعنͬ �کند، صدق معادله این در خود اساسͬ ماتریس که است

مͬ�شود مطرح
{
u : I ⊆ R −→ Rn| u̇ = A(t)u

}
برداری فضای در جوابها خطͬ استقلال

زیر قضیه در باشند. خطͬ مستقل زمان ͷی در تنها جوابها این است کافͬ تنها منظور این برای و

است این معادل ستونها خطͬ استقلال شرط لذا و است هم لازم شرط این که مͬ�شود داده نشان

دیفرانسیل معادله ͷی مختصجوابهای ویژگͬ این باشد. وارون�پذیر t0 زمان در اساسͬ ماتریس که

به زمان هر در v(t) = (t2, t)T و u(t) = (t,1)T برداری تابع دو مثال عنوان به است. خطͬ

این لذا هستند. خطͬ مستقل برداری توابع فضای در اما هستند، خطͬ وابسته R2 در بردار دو عنوان

باشند. خطͬ دستگاه ͷی جوابهای نمͬ�توانند دو

صدق (١.٢) معادله در بازه این در Φ(t) و باشد پیوسته I بازه در A(t) ماتریس اگر .٢.٢ قضیه

. t0 ∈ I ͷی برای detΦ(t0) ̸= 0 اگر تنها و اگر است اساسͬ ماتریس Φ(t)صورت این در کند،

که دارد وجود ξ ̸= 0 بردار و است تکین Φ(t0) ماتریس آنگاه ،detΦ(t0) = 0 اگر اثبات.

.X(t0) = 0 که مͬ�کند صدق (١.٢) معادله در I بازه X(t)در = Φ(t)ξ تابع اما .Φ(t0)ξ = 0
ͷی و Φ(t)ξ ≡ پس0 تعریفشود. جواب این که زمان هر X(t)تا ≡ 0 باید جواب یͺتایی بنابر

ماتریس نمͬ�تواند Φ(t) یعنͬ مͬ�شود. صفر تابع برابر که دارد وجود Φ(t) ستونهای از ترکیب�خطͬ

باشد. اساسͬ

به که آن ترکیب�خطͬ ͷی آنگاه باشند خطͬ وابسته توابع فضای در Φ(t) ستونهای اگر برعکس،
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در و Φ(t0)ξ = 0 نیز t0 زمان برای لذا است. صفر با متحد است نمایش قابل Φ(t)ξ صورت

نیست. وارون�پذیر Φ(t0)ماتریس نتیجه

آنگاه کند، صدق I بازه در (١.٢) معادله در Φ(t) اگر آبل) (فرمول .٣.٢ قضیه
d

dt
detΦ(t) = trA(t) detΦ(t)

درنتیجه و

detΦ(t) = detΦ(t0) exp(

∫ t

t0

trA(s)ds).

دهید: قرار اثبات.

Φ(t) =

 ϕ11(t) · · · ϕ1n(t)
... ...

ϕn1(t) · · · ϕnn(t)


پس مͬ�کنند، صدق (١.٢) معادله در ماتریس این ستونهای ϕ̇1i
...
ϕ̇ni

 = A(t)

 ϕ1i
...
ϕni


بنابراین

ϕ̇ji =
n∑

k=1
ajkϕki

دترمینان) تابع خصوص (به خطͬ چند توابع مشتق برای لایب�نیتز قضیه بنابر .A(t) = [aij(t)] که

داریم:

d

dt
detΦ(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ̇11 · · · ϕ̇1n
ϕ21 · · · ϕ2n
... ...
ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 · · · ϕ1n
ϕ̇21 · · · ϕ̇2n
... ...
ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 · · · ϕ1n
ϕ21 · · · ϕ2n
... ...
ϕ̇n1 · · · ϕ̇nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑n

k=1 a1kϕk1 · · ·
∑n

k=1 a1kϕkn

ϕ21 · · · ϕ2n
... ...
ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 · · · ϕ1n
ϕ21 · · · ϕ2n
... ...∑n

k=1 ankϕk1 · · ·
∑n

k=1 ankϕkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=
n∑

k=1
a1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕk1 · · · ϕkn

ϕ21 · · · ϕ2n
... ...
ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
n∑

k=1
a2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 · · · ϕ1n
ϕk1 · · · ϕkn

... ...
ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·

+
n∑

k=1
ank

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 · · · ϕ1n
ϕ21 · · · ϕ2n
... ...
ϕk1 · · · ϕkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
k=1

akk

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ11 · · · ϕ1n
... ...
ϕn1 · · · ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣ = trA(t) detΦ(t)

اگر تنها و اگر detΦ(t0) = 0 آنگاه کند، صدق I بازه در (١.٢) معادله در Φ(t) اگر .۴.٢ نتیجه

.t ∈ I هر برای detΦ(t) = 0

خطͬ دستگاه ͷی جوابهای نمͬ�توانند v(t) = (0, t)T و u(t) = (t,1)T تابع دو .۵.٢ مثال

است. صفر برابر t = 0 در تنها
∣∣∣∣ t 0
1 t

∣∣∣∣ دترمینان زیرا باشند.
آنگاه باشد، I بازه در (١.٢) معادله اساسͬ ماتریس Φ(t) اگر .۶.٢ قضیه

است. اساسͬ ماتریس ͷی نیز Φ(t)C آنگاه باشد، وارون�پذیر و ثابت ماتریس ͷی C اگر الف-

دارد وجود C وارون�پذیر و ثابت ماتریس آنگاه باشد، دیͽر اساسͬ ماتریس ͷی Ψ(t)نیز اگر ب-

.t ∈ I هر ازای به Ψ(t) = Φ(t)C که

ناصفر آن دترمینان و مͬ�کند صدق معادله در آنگاه باشد، اساسͬ ماتریس Φ(t) اگر الف- اثبات.

صورت این در است.
d

dt
Φ(t)C = Φ̇(t)C = A(t)Φ(t)C

اساسͬ ماتریس ͷی ٢.٢ قضیه بنابر و است وارون�پذیر نیز Φ(t)C پس است، وارون�پذیر C چون

است.

و مͬ�کنند صدق معادله در دو هر Ψ(t) و Φ(t)C آنگاه ،C := Φ(t0)
−1Ψ(t0) دهید: قرار ب-

هستند. مساوی نیز زمانها بقیه در جواب یͺتایی بنابر پس برابرند، t0 زمان در
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اولیه شرط با معادله این جواب آنگاه باشد، (١.٢) معادله اساسͬ ماتریس Φ(t) اگر

با است X(t0)برابر = X0

X(t) = Φ(t)Φ(t0)
−1X0

جواب آنگاه باشد، (١.٢) معادله اساسͬ ماتریس Φ(t) اگر پارامترها١) تغییر (فرمول .٧.٢ قضیه

خطͬ غیر }دستگاه
Ẋ = A(t)X + g(t)

X(t0) = X0
(٢.٢)

دارد: زیر صورت به نمایشͬ

X(t) = Φ(t)Φ(t0)
−1X0 +

∫ t

t0

Φ(t)Φ(s)−1g(s)ds

در که ببینیم و کنیم جایͽزین معادله در را بالا فرمول که است این حل راه ساده�ترین قطعاً اثبات.

به آن تسمیه وجه و آمده دست به کجا از فرمول این ببینیم اینکه برای اما مͬ�کند. صدق معادله

توابع تمام کنید دقت مͬ��شود. ارایه زیر حل راه چیست ثابتها تغییر فرمول یا پارامترها تغییر فرمول

زمان به وابسته تابع ͷی به را ξ ثابت بردار اکنون است. همͽن معادله جواب ͷی Φ(t)ξ صورت به

زیر معادله مͬ�کنیم. جایͽزین ناهمͽن معادله در را X(t) = Φ(t)Y (t) عبارت و مͬ�دهیم تغییر

مͬ�آید: دست به Y (t) برای

Ẏ (t) = Φ(t)−1g(t)

با: است برابر معادله این جواب

Y (t) = Y (t0) +

∫ t

t0

Φ(s)−1g(s)ds

مͬ�آید. دست به نظر مورد فرمول ترتیب بدین و ،Y (t0) = Φ(t0)
−1X0 که کنید دقت

ثابت ضرایب با خطͬ دستگاه ٢.٢

هستیم: زیر ثابت ضرایب با خطͬ دستگاه جواب کردن پیدا دنبال به بخش این }در
Ẋ = AX

X(t0) = X0
(٣.٢)

Variation of Parameters formula١
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یͺنواخت همͽرای معادله جواب به ،|t− t0| <
1

∥A∥
بازه در زیر دنباله متوالͬ تقریبهای روش به

(٨.١ قضیه و ٧.١ (مثال است

u0(t) ≡ X0, uk+1(t) = X0 +

∫ t

t0

Auk(s)ds

که مͬ�شود نتیجه دنباله این جملات محاسبه با

uk(t) =
(
I + (t− t0)A+ · · ·+ 1

k!
(t− t0)

kAk
)
X0

مͬ�دهیم: نمایش زیر سری صورت به است، معادله جواب که حد این مقدار

X(t) =
( ∞∑

k=0

1
k!
(t− t0)

kAk
)
X0

مͬ�کنیم: تعریف ماتریس روی نمایی تابع اثر عنوان به را پرانتز داخل عبارت

expA :=
∞∑
k=0

1
k!
Ak (۴.٢)

پیͺارد قضیه از هرچند X(t)است. = exp
(
(t− t0)A

)
X0 صورت به (٣.٢) معادله جواب لذا

این اما مͬ�شود، نتیجه آغازین نقطه حول ͷکوچ بازه ͷی در تنها فوق سری همͽرایی (٨.١ (قضیه

که است مشتق�پذیر تابع ͷی exp
(
(t− t0)A

)
تابع و است همͽرا t ∈ R مقادیر تمام برای سری

بازه در α هر برای فوق سری M-وایراشتراس قضیه بنابر اولا˟ زیرا مͬ�کند. صدق (٣.٢) معادله در

است: پیوسته نتیجه در و یͺنواخت همͽرای |t− t0| ≤ α

∥ exp
(
(t− t0)A

)
∥ = ∥

∞∑
k=0

1
k!
(t− t0)

kAk∥ ≤
∞∑
k=0

1
k!
αk∥A∥k = exp(α∥A∥)

با: است برابر exp
(
(t− t0)A

)
تابع مشتق نتیجه در و است همͽرا جزئͬ مجموعهای مشتق ثانیاً

d

dt
exp

(
(t− t0)A

)
= lim

m→∞

( m∑
k=0

1
k!
(t− t0)

kAk
)′

=
∞∑
k=1

1
(k − 1)!(t− t0)

k−1Ak = A exp
(
(t− t0)A

)
expAماتریس علاوه به .exp(A + B) = expA expB آنگاه AB = BA اگر .٨.٢ گزاره

.(expA)−1 = exp(−A) و است وارون�پذیر همواره

است. Ẋ = AX معادله اساسͬ ماتریس exp(tA)ماتریس .٩.٢ قضیه
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قطری ماتریسهای

اگر حالت ساده�ترین در منظور این برای مͬ�پردازیم. exp(tA) ماتریس محاسبه به اکنون

باشد، قطری A = diam(λ1, . . . , λn)

exp(tA) =
∞∑
k=0

tkAk

k!
=

∞∑
k=0

1
k!

 (tλ1)
k 0

. . .
0 (tλn)

k

 =

 etλ1 0
. . .

0 etλn


که است بدیهͬ است. ẋi = λixi مجزای معادله n متناظر Ẋ = AX خطͬ دستگاه حالت این در

است. xi(t) = etλixi(0)صورت به معادلات این جواب

شدنͬ قطری ماتریسهای

که دارد وجود P وارون�پذیر ماتریس یعنͬ باشد، شدنͬ قطری A ماتریس اگر

آنگاه ،P−1AP = D = diam(λ1, . . . , λn)

exp(tA) =
∞∑
k=0

tk

k!
PDkP−1 = P exp(tD)P−1 = P

 etλ1 0
. . .

0 etλn

P−1

مختلط ویژه مقادیر

در باشد. داشته مستقل حقیقͬ ویژه بردار n که است شدنͬ قطری ماتریس ͷی وقتͬ که کنید توجه

مختلط ویژه بردارهای این از بعضͬ اگر هستند. ویژه بردارهای P ماتریس ستونهای صورت این

است، معتبر بالا محاسبات تمام صورت این در مͬ�شود. قطری C میدان در Aماتریس آنگاه باشند،

ویژه بردار و λ = α± iβ مختلط ویژه مقدار برای دهیم انجام R میدان در را محاسبات این اگر اما

ویژه مقدار ͷی مزدوج باشد، حقیقͬ ماتریس وقتͬ کنید (دقت داریم W = U ± iV آن متناظر

با همراه را مختلط ویژه مقادیر همیشه لذا مͬ�شود، مزدوج نیز آن ویژه بردار که است ویژه مقدار باز

مͬ�گیریم): نظر در زوج صورت به آن مزدوج

A(U ± iV ) = (α± iβ)(U ± iV ) =⇒ A
[
U V

]
=

[
U V

] [ α β
−β α

]
متناظر ترتیب به Aماتریس ویژه مقادیر {λ1, λ1, . . . , λm, λm, λ2m+1, . . . , λn} اگر نتیجه در

مͬ�توانند ویژه (مقادیر باشند، {U1 ± iV1, . . . , Um ± iVm,W2m+1 . . . ,Wn} ویژه بردارهای
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دهید قرار باشند) تکراری

P =
[
U1, V1, . . . , Um, Vm,W2m+1, . . . ,Wn

]
آنگاه باشد، وارون�پذیر P اگر صورت این در

P−1AP =



D1
. . . O

Dm

λ2m+1

O
. . .

λn


2× ماتریس2 اصلͬ قطر روی آن مزدوج و λk = αk + iβk ویژه مقادیر ازای به که

Dk =

[
αk βk
−βk αk

]
صورت به را بالا قطری شبه ماتریس سادگͬ برای مͬ�شود. ظاهر

P−1AP = diam(D1, . . . , Dm, λ2m+1, . . . , λn)

صورت این در مͬ�دهیم. نشان

P−1 exp(tA)P = diam
(
exp(tD1), . . . , exp(tDm), exp(tλ2m+1), . . . , exp(tλn)

)
این برای شوند. محاسبه exp(tDk) ماتریسهای است لازم تنها exp(tA) محاسبه برای نتیجه در

مͬ�کنیم: اقدام روش دو به منظور

است: زیر دستگاه اساسͬ ماتریس ،exp(tDk)ماتریس اول: }روش
ẋ = αkx+ βky
ẏ = −βkx+ αky

این ،y =
ẋ− αkx

βk
قراردادن با و βk ̸= 0 باید است مختلط ویژه مقدار λk چون کنید دقت

آن عمومͬ جواب که شد خواهد ẍ−2αkẋ+ (α2
k + β2

k )x = 0 دوم مرتبه معادله معادل دستگاه

exp(tDk)ماتریس اول ستون طرفͬ از .x(t) = etαk(c1 cos(βkt)+c2 sin(βkt)) با است برابر

e1 = (1,0)T برابر t = 0 زمان در و مͬ�کند صدق بالا دستگاه در که است (x(t), y(t))T بردار

طور به .y(t) = −etαk sin(βkt) و x(t) = etαk cos(βkt) نتیجه در (exp(O) = I) است.

مͬ�شود. محاسبه exp(tDk)ماتریس دوم ستون مشابه

exp(tDk) = etαk

[
cos(βkt) sin(βkt)
− sin(βkt) cos(βkt)

]
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که ،Dk = αkI + βkN دوم: روش

N =

[
0 1
−1 0

]
نتیجه در ،N2 = −I داریم: طرفͬ از .exp(tDk) = exp(tαkI) exp(tβkN) ،٨.٢ گزاره بنابر

exp(tβkN) =
∞∑
j=0

(tβk)
jN j

j!
=

∞∑
j=0

(−1)j(tβk)2j
(2j)! I +

∞∑
j=0

(−1)j(tβk)2j+1

(2j + 1)! N

=cos(βkt)I + sin(βkt)N

مͬ�رسیم. اول روش نهایی نتیجه همان به exp(tαkI) = etαkI اینکه به توجه با

جردن فرم و یافته تعمیم ویژه بردارهای

مͬ�نامیم. ویژه مقدار آن جبری تکرر را ماتریس مشخصه معادله ریشه عنوان به ویژه مقدار ͷی تکرر

است. شدنͬ قطری ماتریس آنگاه باشیم، داشته مستقل ویژه بردار ویژه، مقدار هر تکرر اندازه به اگر

است خطͬ شبه فرم ͷی که جردن فرم مواقعͬ چنین در نمͬ�افتد. اتفاقͬ چنین ماتریسها اکثر در اما

مͬ�آید. کار به ماتریسͬ محاسبات برای

(A−λI)mu = 0 هرگاه ماتریسAاست، یافته تعمیم ویژه بردار ͷی u ̸= 0 بردار تعریف١٠.٢.

است. ویژه بردار همان u mباشد، = 1 اگر باشد. mبرقرار مقدار ͷی برای

یافته تعمیم ویژه�های بردار آنگاه باشد، m جبری تکرر با ویژه مقدار λ اگر .١١.٢ قضیه

مجموعه و r1 + · · · + rl = m که دارند وجود 1 ≤ i ≤ l برای Ei = {V i
1 , . . . , V

i
ri
}

داریم ،V i
0 = 0 دهیم قرار اگر علاوه به است. خطͬ مستقل

∪
1≤i≤l

Ei

(A− λI)V i
k = V i

k−1 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ k ≤ ri

مستقل یافته تعمیم ویژه بردار ویژه مقدار هر جبری تکرر اندازه به که مͬ�دهد نشان بالا قضیه

ویژه بردارهای بین رابطه از است. ویژه بردار V i
1 تنها Ei مجموعه هر در هرچند دارد، وجود خطͬ
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که مͬ�شود نتیجه یافته تعمیم

A
[
V i
1 , V

i
2 , . . . , V

i
ri

]
=
[
λV i

1 , V
i
1 + λV i

2 , . . . , V
i
ri−1 + λV i

ri

]

=
[
V i
1 , V

i
2 , . . . , V

i
ri

]
λ 1 0
0 λ

. . .
... . . . . . . 1
0 . . . 0 λ


ماتریس، بعد تعداد به بریم، کار به را ١١.٢ قضیه ،Aماتریس ویژه مقادیر تمام برای اگر بنابراین

و شوند مرتب Ei مجموعه�های صورت به اگر که دارد وجود خطͬ مستقل یافته تعمیم ویژه بردار ،n

کدام هر .P−1AP = diam(J1, . . . , Js) آنگاه دهند، تشͺیل را P ماتریس ستونهای ترتیب به

را آن و است Aماتریس ویژه مقادیر از ͬͺی برای Ej مجموعه�های از ͬͺی متناظر Ji ماتریسهای از

هستند: زیر صورت به جردن بلوکهای این از هرکدام مͬ�نامند. جردن بلوک ͷی
λ 1 0
0 λ

. . .
... . . . . . . 1
0 . . . 0 λ


جردن بلوکهای برای exp(tJ) است کافͬ تنها exp(tA) محاسبه برای بالا نکته به توجه با

J = λI+N آنگاه باشد، r×r بلوکجردن ͷی J اگر که کنید توجه منظور این برای شود. محاسبه

k-اُمین مͽر است صفر برابر آن درایه�های همه که است ماتریسͬ 1 ≤ k ≤ r − 1 برای Nk و

درنتیجه و N r = 0 هم�چنین است. ͷی عدد آن روی که اصلͬ قطر بالای قطر

exp(tN) =
r−1∑
k=0

tkNk

k!
=



1 t t2

2 · · · tr−1

(r−1)!

0 1 t
. . . ...

... . . . . . . . . . t2

2
... . . . . . . t
0 . . . . . . 0 1


k-اُمین روی و دارد قرار ͷی عدد آن اصلͬ قطر روی که است مثلثͬ بالا ماتریس ͷی ماتریسحاصل

.exp(tJ) = etλ exp(tN) داریم ترتیب بدین دارد. قرار t
k

k!
مقدار اصلͬ قطر بالای قطر

بخواهیم اگر اما است. معتبر C میدان در بالا محاسبات باشد، مختلط ویژه مقدار که حالتͬ در

جای به نیز اینجا داشتیم، حالت این در سازی قطری برای که بحثهایی مشابه باشیم، R میدان در
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،2× 2 ماتریسهای اصلͬ قطر روی ،λ = α± iβ مختلط ویژه مقدار

D =

[
α β
−β α

]
است: زیر صورت به آن مزدوج و مختلط ویژه مقادیر متناظر جردن بلوکهای واقع در مͬ�گیرد. قرار

J =


D I2 0
0 D

. . .
... . . . . . . I2
0 . . . 0 D


نیز حالت این در است. 2× 2 همانͬ ماتریس I2 که

exp(tJ) = etα



S tS t2

2 S . . . tr−1

(r−1)!S

0 S tS
. . . ...

... . . . . . . . . . t2

2 S
... . . . . . . tS

0 . . . . . . 0 S


آن در که

S =

[
cos(βt) sin(βt)

− sin(βt) cos(βt)

]

به توابع از خطͬ ترکیبی exp(tA) درآیه هر باشد، n× n دلخواه ماتریس ͷی A اگر .١٢.٢ قضیه

است Aماتریس ویژه مقدار ͷی α ± iβ که است etα sin(βt)p(t) و etα cos(βt)p(t)صورت

ویژه مقدار این که جردنͬ بلوکهای بعد از کمتر ͬͺی حداکثر درجه از است جمله�ای چند ͷی p(t) و

مͬ�شود. ظاهر آن در

پایدار زیرفضاهای ٣.٢

متناظر جردن بلوکهای آن مختلط جردن فرم در هرگاه گوییم، ساده نیمه ماتریسAرا تعریف١٣.٢.

جردن فرم اگر باشد. بعدی ͷی ،Reλ = 0 است، صفر آن حقیقͬ قسمت که ویژه�ای مقدار هر

صورت به و 2 × 2 ،±iβ صورت به ویژه مقادیر متناظر بلوکهای باید بͽیریم نظر در را حقیقͬ

صفر ویژه مقدار متناظر جردن بلوکهای علاوه به کردیم. معرفͬ قبل بخش در که Dباشد ماتریسهای

باشد. بعدی ͷی نیز وجود) صورت (در
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صورت این در باشد. Aماتریس ویژه مقادیر λ1, . . . , λn اگر .١۴.٢ قضیه

هر برای که دارند وجود 0 < µ,C ثابتهای آنگاه ،1 ≤ k ≤ n هر برای Reλk < 0 اگر الف-

باشیم: داشته (٣.٢) معادله جواب X(t0)و = X0 اولیه شرط

|X(t)| ≤ Ce−µ(t−t0)|X0| t ≥ t0 برای

0 < M ثابت آنگاه باشد، ساده نیمه Aماتریس و 1 ≤ k ≤ n هر برای Reλk ≤ 0 اگر ب-

باشیم: داشته (٣.٢) معادله جواب X(t0)و = X0 اولیه شرط هر برای که دارد وجود

|X(t)| ≤M |X0| t ≥ t0 برای

|X0| < ϵ بردار ،ϵ > 0 هر برای آنگاه ویژه، مقادیر از ͬͺی لااقل ازای به Reλk > 0 اگر ج-

X(t0)داریم: = X0 اولیه شرط با (٣.٢) معادله جواب برای که دارد وجود

lim
t→+∞

|X(t)| = ∞

ثابت t ≥ 0 برای است کافͬ بنابراین ،X(t) = exp
(
(t− t0)A

)
X0 که مͬ�دانیم الف- اثبات.

هم�ارزی بنابر آنگاه باشند، exp(tA)ماتریس درآیه�های aij(t) اگر .∥ exp(tA)∥ ≤ Ce−µt شود

که دارد وجود C1 ثابت مͬ�شود، نتیجه متناهͬ بعد با برداری فضاهای در نرمها

∥ exp(tA)∥ ≤ C1

n∑
i,j=1

|aij(t)|

کنید: انتخاب زیر شرط با را µ > 0 حال

max
1≤k≤n

Reλk < −µ < 0

ترکیب aij(t) ،١٢.٢ قضیه بنابر زیرا هستند. کران�دار t ≥ 0 برای eµtaij(t) توابع از هرکدام آنگاه

ویژه مقدار ͷی α± iβ که است etα sin(βt)p(t) و etα cos(βt)p(t)صورت به جملات خطͬ

اگر .limt→+∞ eµtaij(t) = 0 نتیجه در و ،α + µ < 0 که مͬ�دانیم ،µ انتخاب بنابر است.

آنگاه ،t ≥ 0 برای e−µtaij(t) ≤ Cij

∥ exp(tA)∥ ≤ C1

n∑
i,j=1

|aij(t)| ≤ C1

n∑
i,j=1

Cije
−µt ≤ Ce−µt

کران�دار t ≥ t0 برای aij(t) توابع که دهیم نشان است کافͬ تنها قبل قسمت مشابه ب-

etα cos(βt)p(t) صورت به توابع خطͬ ترکیب درآیه�ها این اینکه به توجه با مطلب این هستند.

نیمه از α = 0 اگر و ،α ≤ 0 قضیه فرض بنابر که زیرا مͬ�شود. نتیجه هستند etα sin(βt)p(t) و

است. صفر برابر p(t) چندجمله�ای درجه که مͬ�شود نتیجه ١٢.٢ قضیه و ماتریس بودن ساده
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X(t) = Re(ρe(t−t0)λkW ) آنگاه باشد، λk ویژه مقدار متناظر ویژه Wبردار = U+iV اگر ج-

که بͽیرید ͷکوچ کافͬ اندازه به را ρ است. X(t0) = ρU اولیه شرط با (٣.٢) معادله جواب

،λk = α + iβ اگر .|X0| < ϵ

|X(t)| = |ρ| | cos(β(t− t0))U + sin(β(t− t0))V |e(t−t0)α

حقیقͬ ویژه مقدار λk که حالتͬ در بنابراین .limt→+∞ e(t−t0)α = ∞ نتیجه در و ،α > 0 اما

β ̸= 0 حالت در است. برقرار X(t) جواب برای نظر مورد حͺم وضوح به ،β = 0 یعنͬ باشد،

تناوبی تابع ͷی که بالا عبارت راست سمت در نرم داخل تابع و هستند مستقل V و U بردارهای نیز

.limt→+∞ |X(t)| = ∞ که گرفت نتیجه مͬ�توان باز لذا دارد، فاصله صفر از همیشه است، ناصفر

حالتͬ چنین در .limt→+∞ |X(t)| = 0 که مͬ�شود نتیجه بالا قضیه الفدر شرایط از .١۵.٢ نکته

داشت: خواهیم ،t ≤ t0 زمانهای برای هم�چنین مͬ�نامیم. چاه٢ را مبدأ

|X0| = | exp
(
(t0 − t)A

)
X(t)| ≤ ∥ exp

(
(t0 − t)A

)
∥ |X(t)| ≤ Ceµ(t−t0)|X(t)|

مͬ�شود نتیجه است، آمده قضیه در که 0 < µ,C ثابت ضرایب همان با لذا

|X(t)| ≥ C−1e−µ(t−t0)|X0| t ≤ t0 برای

ب قسمت شرایط با مشابهͬ نتیجه .limt→−∞ |X(t)| = ∞ ،X0 ̸= 0 برای اینکه خصوص به و

است. برقرار نیز t ≤ t0 حالت در

|X(t)| ≥ m|X0| t ≤ t0 برای

دیͽر کنیم حذف را A ماتریس بودن ساده نیمه شرط اگر ب قسمت قبل قضیه در .١۶.٢ نکته

ͷی با را آن مͬ�توان ولͬ نیست. برقرار t ≥ t0 برای ∥ exp
(
(t − t0)A

)
∥ کران�داری نتیجه

etα cos(βt)p(t)صورت به توابع خطͬ ترکیب که aij(t) درآیه�های زیرا کرد. کنترل چندجمله�ای

درجه از چندجمله�ای ͷی α = 0 برای و هستند کران�دار α ≤ 0 برای هستند etα sin(βt)p(t) و

حداکثر صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر متناظر A ماتریس جردن بلوکهای بعد که ،k حداکثر

که دارد Mوجود > ثابت0 ضریب بنابراین است. k + 1

∥ exp
(
(t− t0)A

)
∥ ≤M(|t|k + 1) t ≥ t0 برای

sink٢
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:t ≤ t0 برای صورت این در و

∥ exp
(
(t− t0)A

)
∥ ≥M−1(|t|k + 1)−1 t ≤ t0 برای

برقرار فوق قضیه مشابه نتیجه باشد، مثبت Aماتریس ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت که زمانͬ

قسمت که حالتͬ در لذا دهید. قرار قبل قضیه در را −Aماتریس است کافͬ تنها اثبات برای است.

این در مͬ�کنند. میل مبدأ به جوابها همه t → −∞ وقتͬ باشد، مثبت ویژه مقادیر همه حقیقͬ

مͬ�نامیم. چشمه٣ را مبدأ حالت

صورت این در باشد. Aماتریس ویژه مقادیر λ1, . . . , λn اگر .١٧.٢ قضیه

هر برای که دارند وجود 0 < µ,C ثابتهای آنگاه ،1 ≤ k ≤ n هر برای Reλk > 0 اگر الف-

باشیم: داشته (٣.٢) معادله جواب X(t0)و = X0 اولیه شرط

|X(t)| ≤ Ceµ(t−t0)|X0| t ≤ t0 برای

0 < M ثابت آنگاه باشد، ساده نیمه Aماتریس و 1 ≤ k ≤ n هر برای Reλk ≥ 0 اگر ب-

باشیم: داشته (٣.٢) معادله جواب X(t0)و = X0 اولیه شرط هر برای که دارد وجود

|X(t)| ≤M |X0| t ≤ t0 برای

|X0| < ϵ بردار ،ϵ > 0 هر برای آنگاه ویژه، مقادیر از ͬͺی لااقل ازای به Reλk < 0 اگر ج-

X(t0)داریم: = X0 اولیه شرط با (٣.٢) معادله جواب برای که دارد وجود

lim
t→−∞

|X(t)| = ∞

منفͬ یا مثبت آن ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت که ماتریسهایی جوابهای رفتار قبل قضیه دو

رفتار هرکدام روی که کرد تجزیه زیرفضا سه به را فضا مͬ�توان کلͬ حالت در مͬ�دهد. نشان را است

است. تعیین قابل قبل قضایای مانند جوابها

کرد: تجزیه زیر فضای زیر سه به را Rn فضای مͬ�توان Aماتریس هر متناظر .١٨.٢ تعریف

پایدار: زیرفضای

Es := Span{U, V است| منفͬ حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی با متناظر یافته تعمیم ویژه بردار U + iV }

مرکزی: زیرفضای

Ec := Span{U, V است| صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی با متناظر یافته تعمیم ویژه بردار U + iV }

source٣
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ناپایدار: زیرفضای

Eu := Span{U, V است| مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی با متناظر یافته تعمیم ویژه بردار U + iV }

.Es ⊕ Ec ⊕ Eu = Rn که مͬ�شود نتیجه ١١.٢ قضیه از

هر برای هرگاه است (پایا)۴ ناوردا Ẋ = f(X) معادله به نسبت E زیرمجموعه .١٩.٢ تعریف

که زمان هر تا یعنͬ بماند، باقͬ E در X(t0) = X0 اولیه شرط با معادله این جواب X0 ∈ E

.X(t) ∈ E شود تعریف جواب

ناوردا Ẋ = AX معادله به نسبت E آنگاه ،AE ⊆ E که باشد Rn زیرفضای E اگر .٢٠.٢ لم

است.

پس ،AkX0 ∈ E که مͬ�شود نتیجه AE ⊆ E خاصیت از باشد، X0 ∈ E اگر اثبات.
N∑

k=1

(t− t0)
k

k!
AkX0 ∈ E

است، exp
(
(t− t0)A

)
X0 همان که فوق سری حد گرفت نتیجه مͬ�توان زیرفضا بودن بسته از و

دارد. قرار E در

Eu و Ec ،Es آن متناظر ناپایدار و مرکزی پایدار، زیرفضاهای A ماتریس هر برای .٢١.٢ قضیه

است. ناوردا Ẋ = AX معادله به نسبت

مجموعه�های تمام اجتماع ١١.٢ قضیه بنابر .AEs ⊆ Es دهیم نشان باید تنها فوق لم بنابر اثبات.

Es زیرفضای برای پایه ͷی تشͺیل منفͬ، حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر همه متناظر ،Ei شͺل به

آنگاه باشد، یافته تعمیم ویژه بردار ͷی V i
j ∈ Ei اگر مͬ�دهند.

AV i
j = V i

j−1 + λV i
j ∈ SpanEi ⊆ Es

(٣.٢) جوابX(t)از برای که دارند وجود C, µ > 0 ثابتهای ،Aماتریس هر برای .٢٢.٢ قضیه

آنگاه ،X0 ∈ Es اگر الف-

|X(t)| ≤ Ce−µt|X0| t ≥ t0 برای

invariant۴



خطͬ دستگاههای .٢ فصل ٣۶

|X(t)| ≥ C−1e−µt|X0| t ≤ t0 برای

آنگاه ،X0 ∈ Eu اگر ب-

|X(t)| ≤ Ceµt|X0| t ≤ t0 برای

|X(t)| ≥ C−1eµt|X0| t ≥ t0 برای

،X0 ∈ Ec−{0} هر برای که دارند m,Mوجود > ثابتهای0 باشد، ساده ماتریسAنیمه اگر ج-

آنگاه

m|X0| ≤ |X(t)| ≤M |X0|

که بͽیرید نظر در شده تشͺیل یافته تعمیم ویژه بردارهای از آن ستونهای که را P ماتریس اثبات.

مقادیر همه قسمتحقیقͬ که J = diam(Js, Jc, Ju) علاوه به و است جردن فرم P−1AP = J

،Y = P−1X متغیر تغییر با است. مثبت و صفر منفͬ، ترتیب به Ju و Jc ،Js ماتریسهای ویژه

دستگاه سه متناظر Y = (x, y, z)T اگر که مͬ�شود تبدیل Ẏ = JY دستگاه به Ẋ = AX دستگاه

بود: خواهد زیر مستقل
ẋ = Jsx
ẏ = Jcy
ż = Juz

و ١۴.٢ قضیه از استفاده با اکنون .z = 0 و y = 0 که است معنͬ این به X0 ∈ Es اولیه شرط

مشابه طور به نیز ج و ب قسمت مͬ�شود. اثبات الف قسمت ،ẋ = Jsx دستگاه برای ١۵.٢ نکته

است. برقرار

در را بودن ساده نیمه شرط اگر است. برقرار نیز فوق قضیه برای ١۶.٢ نکته مشابه .٢٣.٢ نکته

هر برای که دارند وجود 0 ≤ k مقدار و 0 < m,M ثابت ضرایب آنگاه کنیم، حذف ج قسمت

،t ∈ R

m(1+ |t|k)−1|X0| ≤ |X(t)| ≤M(1+ |t|k)|X0|

و مرکزی پایدار، زیرفضاهای باشد، (٣.٢) X(t;X0)جواب که Aماتریس هر برای .٢۴.٢ قضیه



٣٧ بعدی دو خطͬ دستگاههای .۴.٢

با: برابرند ناپایدار

Es ={X0 ∈ Rn : ∃µ > 0, lim
t→∞

eµtX(t;X0) = 0}

Eu ={X0 ∈ Rn : ∃µ > 0, lim
t→−∞

e−µtX(t;X0) = 0}

Ec ={X0 ∈ Rn : ∀µ > 0, lim
t→∞

e−µtX(t;X0) = lim
t→−∞

eµtX(t;X0) = 0}

است. بالا عبارت راست سمت زیرمجموعه Es که مͬ�شود نتیجه ٢٢.٢ قضیه از اثبات.

اگر برعکس بͽیرید.) ٢٢.٢ قضیه در شده معرفͬ مقدار از کوچͺتر را µ است (کافͬ

X0 = Xs
0+X

c
0+X

u
0 آنگاه باشد، برقرار µ > 0 مقدار ͷی برای limt→∞ eµtX(t;X0) = 0

که مͬ�شود نتیجه معادله بودن خطͬ از بͽیرید. Rn = Es ⊕ Ec ⊕ Eu در X0 بردار تجزیه را

X(t;X0) = X(t;Xs
0) +X(t;Xc

0) +X(t;Xu
0 )

رشد ͷی با limt→+∞ |X(t;Xu
0 )| = ∞ آنگاه ،Xu

0 ̸= 0 اگر که مͬ�شود ٢٢.٢نتیجه قضیه از

راست سمت لذا است. X(t;Xcچندجمله�ای
جواب(0 رشد ٢٣.٢ نکته بنابر دیͽر طرف از و نمایی،

.Xu
0 = پس0 مͬ�کند، میل صفر به چپ سمت که درحالͬ مͬ�شود، بیͺران زیر نامساوی

|X(t;X0)| ≥ |X(t;Xu
0 )| − |X(t;Xs

0)| − |X(t;Xc
0)|

مͬ�کند. صدق نیز ٢٢.٢ قضیه الف شرط در γ < µ که بͽیرید، نظر در را زیر نامساوی اکنون

eγt|X(t;Xc
0)| ≤ eγt|X(t;X0)|+ eγt|X(t;Xs

0)|

(نکته مͬ�شود. بیͺران چپ سمت اما مͬ�کند، میل صفر به راست سمت t→ +∞ حدی حالت در

(٢٣.٢

بعدی دو خطͬ دستگاههای ۴.٢

در Ẋ = AX دستگاه که مختلفͬ حالتهای ثابت، ضرایب با خطͬ دستگاههای بهتر درک برای

شͺل سه مͬ�تواند بعدی دو ماتریس ͷی جردن فرم مͬ�کنیم. بررسͬ را باشد داشته مͬ�تواند صفحه

باشد. داشته را زیر ]مختلف
λ 0
0 µ

]
,

[
λ 1
0 λ

]
,

[
α β
−β α

]
.β ̸= 0 که است این فرضبر است ،α± iβ مختلط ویژه مقدار متناظر که جردن فرم سوم شͺل در

ͷدینامی حالتمختلفبرای ١۴ به مͬ�توان ،Aماتریس جردن فرم برای شͺل سه این گرفتن نظر در با



خطͬ دستگاههای .٢ فصل ٣٨

رسید. Ẋ = AX دستگاه

.λ = µ > 0 که J =

[
λ 0
0 µ

]
اول: حالت

شود. نامیده سره ناپایدار گره۵ مبدأ حالت این در

.λ = µ < 0 که J =

[
λ 0
0 µ

]
دوم: حالت

شود. نامیده سره پایدار گره مبدأ حالت این در

.λ = µ = 0 که J =

[
0 0
0 0

]
سوم: حالت

شود. نامیده ناتبهͽون۶ دستگاه حالت این در

.λ > µ > 0 که J =

[
λ 0
0 µ

]
چهارم: حالت

شود. نامیده ناسره ناپایدار گره مبدأ حالت این در

.λ < µ < 0 که J =

[
λ 0
0 µ

]
پنجم: حالت

شود. نامیده ناسره پایدار گره مبدأ حالت این در

.λ > µ = 0 که J =

[
λ 0
0 0

]
ششم: حالت

شود. نامیده ناتبهͽون دستگاه حالت این در

.λ < µ = 0 که J =

[
λ 0
0 0

]
هفتم: حالت

شود. نامیده ناتبهͽون دستگاه حالت این در

.λ < 0 < µ که J =

[
λ 0
0 µ

]
هشتم: حالت

شود. نامیده زین٧ͬ مبدأ حالت این در

.λ > 0 که J =

[
λ 1
0 λ

]
نهم: حالت

شود. نامیده ناپایدار گره مبدأ حالت این در

.λ < 0 که J =

[
λ 1
0 λ

]
دهم: حالت

شود. نامیده پایدار گره مبدأ حالت این در

.λ = 0 که J =

[
0 1
0 0

]
یازدهم: حالت

شود. نامیده ناتبهͽون دستگاه حالت این در

.α > 0 که J =

[
α β
−β α

]
دوازدهم: حالت

node۵
degenerate۶

saddle٧



٣٩ زمان به وابسته ماتریسهای .۵.٢

شود. نامیده ناپایدار مارپیچ٨ مبدأ حالت این در

.α < 0 که J =

[
α β
−β α

]
سیزدهم: حالت

شود. نامیده پایدار مارپیچ مبدأ حالت این در

J =

[
0 β
−β 0

]
چهاردهم: حالت

شود. نامیده مرکز٩ مبدأ حالت این در

زمان به وابسته ماتریسهای ۵.٢

بخش این در شد. بررسͬ هستند، ثابت آن ضرایب که را خطͬ دستگاه ͷی جوابهای قبل بخش دو در

بعد در هستند. زمان به وابسته و نیستند ثابت دیͽر ضرایب که مͬ�گیریم نظر در را خطͬ دستگاههای

است برابر معادله این جواب است. ẋ = a(t)xصورت به همͽن خطͬ معادله ͷی کلͬ شͺل ͷی

با

x(t) = x(t0) exp(

∫ t

t0

a(s)ds)

باشد زیر صورت به Ẋ = A(t)X دستگاه جواب که مͬ�رسد ذهن به ایده این جواب شͺل این از

X(t) = exp(

∫ t

t0

A(s)ds)X(t0) (۵.٢)

همان با ماتریس ͷی روی exp تابع اثر و است ماتریس ͷی ،A(s) ماتریس از انتگرال کنید دقت

اگر مͬ�شود. تعریف (۴.٢) رابطه

B(t) =

∫ t

t0

A(s)ds (۶.٢)

جا جابه هم با B و A اگر .(B2)′ = B′B + BB′ = AB + BA و B′(t) = A(t) آنگاه

و (Bk)′ = kABk−1 آنگاه (AB = BA) شوند،
d

dt
exp(B(t)) =

d

dt

∞∑
k=0

B(t)k

k!
=

∞∑
k=1

A(t)B(t)k−1

(k − 1)! = A(t) exp(B(t))

آنگاه تعریفشود، (۶.٢) رابطه B(t)با و باشد I بازه روی پیوسته A(t)ماتریس اگر .٢۵.٢ گزاره

Ẋ = A(t)X معادله ماتریساساسͬ exp(B(t)) شوند، جا جابه هم B(t)با A(t)و که صورتͬ در

است.
spiral٨
center٩



خطͬ دستگاههای .٢ فصل ۴٠

و B(t) =
∫ t

0 A(s)ds =

[
0 0
t t2

2

]
،A(t) =

[
0 0
1 t

]
اگر .٢۶.٢ مثال

exp(B(t)) =

[
1 0

2
t
(e

t2
2 − 1) e

t2
2

]
که دید مͬ�توان حتͬ را به و نمͬ�شوند جا جابه باهم B و A مثال این در
d

dt
exp(B(t)) ̸= A(t) exp(B(t)).

باشد زیر ماتریس مͬ�تواند خطͬ دستگاه این برای اساسͬ ماتریس ͷی[
1 0∫ t

0 e
t2−s2

2 ds e
t2
2

]

در باشد، A ثابت ماتریس ͷی دید) خواهیم ادامه در که معنایی (به ͷنزدی A(t) ماتریس اگر

Ẋ = AX خودگردان دستگاه جوابهای رفتار شبیه (١.٢) جوابهای رفتار که دید خواهیم زیر قضایای

است.

،
∫∞
t0

∥B(t)∥dt < ∞ و است ثابت ماتریس ͷی A که A(t) = A + B(t) اگر .٢٧.٢ قضیه

جوابهای همه آنگاه باشد، کران�دار [t0,∞) بازه در Ẋ = AX جوابهای همه اگر صورت این در

است. کران�دار بازه این در نیز Ẋ = A(t)X

کران�دار دستگاه این جوابهای همه چون و است Ẋ = AX اساسͬ ماتریس exp(tA) اثبات.

پس است،

∥ exp(tA)∥ ≤ C t ≥ 0 برای

داشت: خواهیم Ẋ = AX +B(t)X(t) معادله برای (٧.٢) پارامترها تغییر فرمول بنابر

X(t) = exp
(
(t− t0)A

)
X0 +

∫ t

t0

exp
(
(t− s)A

)
B(s)X(s)ds

،t ≥ t0 برای بنابراین

|X(t)| ≤ C|X0|+ C

∫ t

t0

∥B(s)∥ |X(s)|ds

داریم: (٢۶.١ (لم گرونوال نامساوی از استفاده با

|X(t)| ≤ C|X0| exp
(
C

∫ t

t0

∥B(s)∥ds
)
≤ C|X0| exp

(
C

∫ ∞

t0

∥B(s)∥ds
)
<∞



۴١ فلوکه نمایش .۶.٢

ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت و ثابت ماتریس ͷی A که A(t) = A+B(t) اگر .٢٨.٢ قضیه

Ẋ = A(t)X جوابهای همه صورت این در .limt→+∞ ∥B(t)∥ = 0 علاوه به است، منفͬ آن

مͬ�ماند. چاه هم�چنان مبدأ Aماتریس ͷکوچ تغییر با یعنͬ مͬ�کنند، میل صفر به t→ +∞ وقتͬ

داریم قبل قضیه مشابه اثبات.

X(t) = exp
(
(t− t0)A

)
X0 +

∫ t

t0

exp
(
(t− s)A

)
B(s)X(s)ds

بنابراین ،t ≥ 0 برای ∥ exp(tA)∥ ≤ Ce−µt ،١۴.٢ قضیه بنابر اما

|X(t)| ≤ Ce−µ(t−t0)|X0|+
∫ t

t0

Ce−µ(t−s)∥B(s)∥ |X(s)|ds

گرونوال نامساوی بنابر و

eµt|X(t)| ≤ Ceµt0 |X0| exp
(
C

∫ t

t0

∥B(s)∥ds
)

برای صورت این در ،t ≥ T برای ∥B(t)∥ ≤ µ
2C که کنید انتخاب گونه�ای به را T زمان اکنون

،M ثابت مقدار

eµt|X(t)| ≤Me
µ
2 (t−T )

مͬ�آید. دست به مطلوب نتیجه ترتیب بدین و

باشد، چاه ،Ẋ = AX ثابت ضرایب با خطͬ دستگاه برای مبدأ اگر که مͬ�دهد نشان بالا قضیه

است ممͺن که کنید دقت مͬ�ماند. چاه ͷی هم�چنان مبدأ ماتریسضرایب در ͷکوچ اختلال با آنگاه

مبدأ به جوابها همه ولͬ باشد منفͬ t هر ماتریسضرایبA(t)برای ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت

ببینید. را ۶ تمرین مثال عنوان به نکنند. میل

فلوکه١٠ نمایش ۶.٢

تناوبی و پیوسته ماتریس ͷی ،A(t)ماتریسضرایب که مͬ�کنیم بررسͬ را بخشدستگاههایی این در

دست به بخش این در که اصلͬ نتیجه .A(t + T ) = A(t) یعنͬ ،T > 0 تناوب دوره با است

صورت به خطͬ دستگاه این اساسͬ ماتریس هر برای نمایشͬ مͬ�آوریم،

Φ(t) = P (t) exp(tR) (٧.٢)

Floquet١٠



خطͬ دستگاههای .٢ فصل ۴٢

با تناوبی و وارون�پذیر پیوسته P (t)ماتریس نمایش این در است. معروف فلوکه نمایش به که است

است. ثابت ماتریس ͷی نیز Rماتریس است. T تناوب دوره

Φ(t+T ) آنگاه Tاست، تناوب دوره با تناوبی که باشد Ẋ = A(t)X Φ(t)ماتریساساسͬ اگر

زیرا است. اساسͬ ماتریس نیز
d

dt
Φ(t+ T ) = Φ̇(t+ T ) = A(t+ T )Φ(t+ T ) = A(t)Φ(t+ T )

که دارد وجود C وارون�پذیر و ثابت ماتریس ۶.٢ قضیه بنابر

Φ(t+ T ) = Φ(t)C

ماتریس وجود اثبات برای زیر گزاره .exp(TR) = C باید باشد، برقرار (٧.٢) فلوکه نمایش اگر

مͬ�رود. کار به R

که دارد وجود B (مختلط) ماتریس آنگاه باشد، وارون�پذیر C ماتریس اگر .٢٩.٢ گزاره

B := log(C) با و کرده تعریف C ماتریس لͽاریتم را B ماتریس صورت دراین .exp(B) = C

مͬ�دهیم. نشان

،exp(B) = P−1CP و باشد C ماتریس جردن فرم P−1CP اگر که کنید توجه ابتدا اثبات.

تنها بلͺه و جردن فرمهای برای تنها را بالا گزاره است کافͬ بنابراین .exp(PBP−1) = C آنگاه

ͷی λ که بͽیرید C ماتریس جردن بلوک ͷی را J = λI + N کنیم. اثبات جردن بلوکهای برای

مͬ�توان راحتͬ به است. وارون�پذیر C زیرا است، آن باشد) مختلط است (ممͺن ناصفر ویژه مقدار

رابطه دید

log(J) = (logλ)I + log(I +
N

λ
)

است کافͬ لذا است. مختلط لͽاریتم تابع همان logλ = ln |λ|+ i arg λ از منظور که است برقرار

ماتریس بعد n که Nn = 0 و است پوچ�توان N ماتریس کنید دقت شود. تعریف log(I + N

λ
)

مͬ�کنیم: استفاده زیر تیلور بسط از منظور این برای است. J

log(1+ x) = −
∞∑
k=1

(−x)k

k

مͬ�کنیم Mتعریف =
N

λ
پوچ�توان ماتریس برای و

log(I +M) = −
n−1∑
k=1

(−M)k

k
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نشان اکنون نداریم. سری همͽرایی برای مشͺلͬ و دارد جمله متناهͬ فوق مجموع که کنید دقت

مͬ�دهیم نشان منظور این برای .exp(log(I +M)) = I +M که مͬ�دهیم

exp(−
n−1∑
k=1

(−x)k

k
) = 1+ x+ (n مساوی یا بزرگتر درجه با (جملات

فوق ادعای اثبات برای اما مͬ�شود. حاصل نظر مورد نتیجه ،Mn = 0 پوچ�توانͬ شرط به توجه با

که کنید توجه

1+ x = exp(log(1+ x)) = exp(−
∞∑
k=1

(−x)k

k
)

بنابراین

exp(−
n−1∑
k=1

(−x)k

k
) =(1+ x) exp(

∞∑
k=n

(−x)k

k
)

=(1+ x)
∞∑

m=0

1
m!

( ∞∑
k=n

(−x)k

k
)
)m

=(1+ x)
(
1+ (n مساوی یا بزرگتر درجه با جملات )

)

علاوه به است. الزامͬ لͽاریتم وجود برای ماتریس وارون�پذیری شرط کنید توجه .٣٠.٢ نکته

رابطه در هم B + 2kπiI ماتریسهای همه و نمͬ�شود تعریف یͺتا ماتریس ͷی لͽاریتم

مͬ�کنند. صدق exp(B + 2kπiI) = C

و باشد T > 0 تناوب دوره با تناوبی و پیوسته A(t) ماتریس اگر فلوکه) (نمایش .٣١.٢ قضیه

با P (t) تناوبی و وارون�پذیر پیوسته، ماتریس آنگاه ،Ẋ = A(t)X دستگاه اساسͬ ماتریس Φ(t)

باشد. برقرار (٧.٢) نمایش که دارند وجود R ثابت ماتریس و T تناوب دوره

دهید: قرار قبل مطالب بنابر اثبات.

R =
1
T
log(C)

ماتریس ͷی که P (t) := Φ(t) exp(−tR) باید صورت این در .Φ(t + T ) = ϕ(t)C که

است: تناوبی و وارون�پذیر

P (t+ T ) =Φ(t+ T ) exp(−(t+ T )R) = Φ(t)C exp(−(t+ T )R)

=Φ(t) exp(TR) exp(−(t+ T )R) = Φ(t) exp(−tR) = P (t)
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Ẏ = RY ثابت ضرایب با خطͬ دستگاه به (١.٢) دستگاه Y = P (t)−1X متغیر تغییر با

∥P (t)−1∥ و ∥P (t)∥ است، وارون�پذیر و متناوب پیوسته، P (t)ماتریس که آنجا از مͬ�شود. تبدیل

کرد. تعیین را (١.٢) جوابهای رفتار مͬ�توان Rماتریس ویژه مقادیر با لذا هستند. کران�دار

ماتریس ویژه مقادیر و A(t) ماتریس مشخصه نماهای را ،R ماتریس ویژه مقادیر .٣٢.٢ تعریف

مͬ�نامیم. مشخصه مضارب را exp(TR)

مشخصه نماهای لذا نمͬ�شود، تعریف یͺتا R ماتریس فلوکه نمایش در که کنید توجه

مشخصه مضارب اما هستند. تعیین قابل 2πi
T

از مضربی اختلاف با ولͬ نیستند خوش�تعریف

نماهای {λ1, . . . , λn} که هستند {eTλ1 , . . . , eTλn} صورت به و مͬ�شوند تعیین یͺتا طور به

هستند. مشخصه

مخالف ͬͽهم و مͬ�شود تعیین یͺتا طور به A(t) تناوبی ماتریس مشخصه مضارب .٣٣.٢ گزاره

هستند. صفر

صورت این در باشند. A(t)متناوب ماتریس مشخصه مضارب ρ1, . . . , ρn اگر .٣۴.٢ قضیه

هر برای |ρk| < 1 اگر تنها و اگر مͬ�کنند میل صفر به (١.٢) معادله جوابهای همه الف-

.1 ≤ k ≤ n

باشد، ͷی برابر |ρk| = 1 مشخصه مضرب هر تکرر و 1 ≤ k ≤ n هر برای |ρk| ≤ 1 اگر ب-

است. کران�دار (١.٢) معادله جوابهای همه آنگاه

که دارد جوابی (١.٢) معادله آنگاه ویژه، مقادیر از ͬͺی لااقل ازای به |ρk| > 1 اگر ج-

lim
t→+∞

|X(t)| = ∞

معادل |ρk| < 1 شرط صورت این در است. مشخصه نمای λk که ρk = eTλk مͬ�دانیم اثبات.

Ẏ = RY جوابهای همه الف، قسمت شرایط در ١۴.٢ قضیه ͷکم به لذا Reλkاست. < 0 شرط

به نیز X = P (t)Y باید است کران�دار ماتریس ͷی نیز P (t) که آنجا از مͬ�کنند. میل صفر به

مͬ�شود. نتیجه مشابه طور به نیز قضیه دیͽر قسمتهای بقیه کند. میل صفر

(١.٢) از بدیهͬ غیر جواب اگر تنها و اگر است A(t) ماتریس مشخصه مضرب ρ .٣۵.٢ قضیه

�کند: صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود

X(t+ T ) = ρX(t)
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با است معادل بالا شرط لذا X(t)است، = Φ(t)X0 صورت به جواب هر اثبات.

Φ(t+ T )X0 = ρΦ(t)X0

مͬ�شود نتیجه ،Φ(t) = P (t) exp(tR) فلوکه نمایش ͷکم به

P (t+ T ) exp((t+ T )R)X0 = ρP (t) exp(tR)X0

بنابراین ،P (t) = P (t+ T )

exp(TR)X0 = ρX0

باشد. exp(TR) ویژه مقدار ͷی ρ که است این معادل قضیه در شده ارایه شرط نتیجه در

تنها و اگر دارد T تناوب دوره با تناوبی جواب (١.٢) که مͬ�شود نتیجه قبل قضیه از .٣۶.٢ نکته

باشد. ͷی برابر مشخصه مضارب از ͬͺی لااقل اگر

راحتͬ به مشخصه مضارب محاسبه که چون ندارند، کاربرد چندان عمل در بالا قضیه دو

اساسͬ ماتریس شناسایی به باشد، مشخص exp(TR) ماتریس اینکه برای زیرا نیست. امͺان�پذیر

نتیجه ͷی که زیر قضیه شده�اند. شناخته جوابها همه بدانیم را اساسͬ ماتریس اگر و است احتیاج

ماتریس از اطلاع بدون که مͬ�کند ارایه مضاربمشخصه بین رابطه�ای ͷی است آبل فرمول از مستقیم

مͬ�آید. دست به A(t)ماتریس خود از تنها و اساسͬ

باشند، T تناوب دوره با A(t) تناوبی ماتریس مشخصه مضارب ρ1, . . . , ρn اگر .٣٧.٢ قضیه

آنگاه

ρ1ρ2 · · · ρn = exp
( ∫ T

0
trA(s)ds

)
داریم: ٣.٢ قضیه بنابر اثبات.

detΦ(T ) = detΦ(0) exp
( ∫ T

0
trA(s)ds

)
پس ،Φ(T ) = Φ(0) exp(TR) فلوکه نمایش بنابر

ρ1ρ2 · · · ρn = det exp(TR) = exp
( ∫ T

0
trA(s)ds

)

اگر .٣٨.٢ مثال

A(t) =

[ 1
2 − cos t b

a 1
2 + sin t

]
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بزرگتر مشخصه مضارب از ͬͺی نرم لااقل بنابراین ،ρ1ρ2 = exp(
∫ 2π
0 trA(s)ds) = e2π آنگاه

دارد. بیͺران جواب ͷی لااقل Ẋ = A(t)X دستگاه نتیجه در و است ͷی از

اول مرتبه خطͬ دستگاه ͷی به بͽیرید نظر در را ẍ + εẋ + (sin t)x = 0 معادله .٣٩.٢ مثال

از است عبارت آن ماتریس که مͬ�شود تبدیل

A(t) =

[
0 1

− sin t −ε

]
و است ͷی از کوچͺتر مشخصه مضارب از ͬͺی نرم لااقل ،ε > 0 اگر .ρ1ρ2 = e−2πε نتیجه در

که دارد x(t)جواب ͷی لااقل فوق معادله ٣۵.٢ قضیه بنابر

lim
t→±∞

|x|2 + |ẋ|2 = 0

ͷی لااقل معادله و است ͷی از بزرگتر مشخصه مضارب از ͬͺی نرم لااقل ،ε < 0 اگر هم�چنین

دارد. کران�دار جواب ͷی لااقل معادله نیز ε = حالت0 در دارد. بیͺران جواب

تمرین

0 < µ,C ثابتهای که مͬ�دانیم باشد، منفͬ Aماتریس ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت اگر .١

که دارند وجود

| exp(tA)X0| ≤ Ce−µt|X0|

داریم: t ≥ T برای که دارد وجود T > 0 زمان دهید نشان الف-

| exp(tA)X0| ≤ e−µt|X0|

است. Rn روی نرم ͷی |X|∗ =
∫ T

0 eµs| exp(sA)X|ds دهید نشان ب-

.t ≥ 0 هر برای | exp(tA)X|∗ ≤ e−µt|X|∗ کنید ثابت ج-

Qماتریس = diam(1, ε, ε2, . . . , εm−1) و m×mباشد جردن بلوک ͷی J اگر الف- .٢

آورید. دست به را Q−1JQ

شبیه P−1AP که دارد وجود P وارون�پذیر ماتریس دهید نشان قبل قسمت ͷکم به ب-

دارد، قرار ε مقدار اصلͬ قطر بالای ١ درآیه�های جای به که تفاوت این با است A جردن فرم

دارد. قرار εI2 ماتریس ،I2 ماتریس جای به مختلط ویژه مقادیر متناظر هم�چنین
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∥X∥∗ = نرم دهید نشان ،Y = (y1, y2, . . . , yn)
T که ∥Y ∥∞ = max

1≤i≤n
|yi| اگر ج-

ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت اگر یعنͬ دارد؛ را قبل تمرین خاصیت همان ∥P−1X∥∞
هر برای | exp(tA)X|∗ ≤ e−µt|X|∗ که دارد وجود µ > ثابت0 باشد، منفͬ Aماتریس

.t ≥ 0

به ،t → +∞ وقتͬ Ẋ = AX ثابت ضرایب با خطͬ دستگاه جوابهای همه دهید نشان .٣

باشند. منفͬ Aماتریس ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت اگر تنها و اگر مͬ�کنند میل صفر

متناظر ویژه فضای بعد و باشد A حقیقͬ ماتریس ویژه مقدار λ = iµ ̸= 0 کنید فرض .۴

تعداد Ẋ = AX دستگاه در دهید نشان باشد. m برابر مستقل) ویژه بردارهای (تعداد آن

جوابهای تعداد با رابطه در است. 2m برابر 2π
µ

تناوباصلͬ دوره با متناوبمستقل جوابهای

گفت؟ مͬ�توان چه 2π
µ

تناوب دوره با مستقل متناوب

این روی (١.٢) جوابهای همه و بوده پیوسته [0,∞) بازه روی A(t) ماتریس کنید فرض .۵

باشد، دستگاه این اساسͬ ماتریس Φ(t) اگر باشند. کران�دار بازه

اگر تنها و اگر است کران�دار [0,∞) روی Φ(t)−1 دهید نشان الف-

lim inf
t→∞

∫ t

0
trA(s)ds > −∞

جواب صفر بدیهͬ جواب از غیر به فوق دستگاه (الف)، قسمت شرایط در کنید ثابت ب-

کند. صدق lim
t→∞

X(t) = 0 شرط در که ندارد X(t) مانند دیͽری

y′′+p(t)y = 0 بدیهͬ φ(t)یͷجوابغیر و بوده روی(∞,0] کران�دار تابع p(t) اگر ج-

دارد. بیͺران جواب ͷی معادله این دهید نشان ، lim
t→∞

φ(t) = 0 که باشد

اگر .۶

A(t) =

[
−1+ 3

2 cos
2 t 1− 3

2 sin t cos t

−1− 3
2 sin t cos t −1+ 3

2 sin
2 t

]
اما است، منفͬ t هر برای A(t) ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت

X(t) = e
t
2

[
− cos t
sin t

]
است. Ẋ = A(t)X دستگاه برای بیͺران جواب ͷی
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و A(t) علاوه به باشند، کران�دار [0,∞) روی و (١.٢) دستگاه اساسͬ ماتریس ،Φ(t) اگر .٧

.
∫∞
0 ∥B(s)∥ds <∞ که باشند پیوسته�ای ماتریسهای B(t)

جوابهای همه دهید نشان الف-

Ẏ = (A(t) + B(t))Y (٨.٢)

است. کران�دار [0,∞) روی

که دارد وجود (١.٢) از X(t) یͺتای جواب ،(٨.٢) از Y (t) جواب هر برای ب-

. lim
t→+∞

|X(t)− Y (t)| = 0
و بͽیرید X(t)مشتق = Y (t)+

∫∞
t

Φ(t)Φ(s)−1B(s)Y (s)dsعبارت از (راهنمایی:

است.) شده تعریف انتگرال این چرا که کنید دقت

نتیجه که دارد وجود (٨.٢) از Y (t) یͺتای جواب ،(١.٢) از X(t) جواب هر برای ج-

باشد. برقرار قبل قسمت

روی را Y (t) = X(t) −
∫∞
t

Φ(t)Φ(s)−1B(s)Y (s)ds انتگرالͬ معادله (راهنمایی:

کنید.) حل بزرگ، کافͬ اندازه به α برای α ≤ t <∞ بازه

دهید نشان ،
∫∞
0 |b(t)|dt < ∞ که b(t) پیوسته تابع و ω > 0 برای د-

که است φ(t)جواب دارای y′′ + (ω2 + b(t))y = 0
lim
t→∞

|φ(t)− sinωt|2 + |φ′(t)− ω cosωt|2 = 0

ویژه مقادیر حقیقͬ قسمت و بوده R روی کران�دار و پیوسته تابعͬ g(t) کنید فرض الف- .٨

و باشد منفͬ C ماتریس و مثبت B ماتریس

A =

[
B 0
0 C

]
g(t) =

[
g1(t)
g2(t)

]
است زیر دستگاه با هم�ارز که Ẋ = AX + g(t) دستگاه جواب هر دهید نشان

Ẋ1 = BX1 + g1(t) Ẋ2 = CX2 + g2(t)

تعریف t ∈ R مقادیر تمام برای توابع این (چرا مͬ�شود. داده نمایش زیر صورت به

مͬ�شوند؟)

X1(t) =

∫ t

−∞
exp

(
(t−s)B

)
g1(s)ds, X2(t) = −

∫ ∞

t

exp
(
(t−s)C

)
g2(s)ds

انتگرالͬ یͷرابطه قسمتقبل مشابه باشد، Aناصفر ویژه مقادیر همه قسمتحقیقͬ اگر ب-

بنویسید. Eu و Es زیرفضاهای به Ẋ = AX + g(t) دستگاه جوابهای تجزیه برای
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ویژه مقادیر همه حقیقͬ قسمت و بوده کران�دار R روی g پیوسته تابع اگر دهید نشان ج-

دارد. کران�دار جواب ͷی حداقل Ẋ = AX + g(t) آنگاه باشد، ناصفر Aماتریس

فرض است. Aماتریس ͷی جبری تکرر با ویژه مقدار ͷی λ و
∫∞
0 ∥B(s)∥ds <∞ اگر .٩

دارای Ẋ = (A+B(t))X دهید نشان صورت این در باشد. آن متناظر ویژه بردار V کنید

. lim
t→+∞

e−λtφ(t) = V که است φ(t)جواب

کنید حل α ≤ t <∞ بازه در را زیر انتگرالͬ معادله (راهنمایی:

φ(t) = eλtV +

∫ t

α

Φs(t− τ)B(τ)φ(τ)dτ −
∫ ∞

t

Φu(t− τ)B(τ)φ(τ)dτ

از کمتر حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر متناظر ترتیب به Φs(t) + Φu(t) = exp(tA) که

هستند.) آن از بیشتر و Reλ

،
∫∞
0 t2|g(t)|dt <∞ که باشد پیوسته�ای تابع g(t) اگر که دهید نشان قبل مسأله ͷکم به .١٠

t→ +∞ وقتͬ که است φ2(t) و φ1(t) جوابهای دارای y′′ + g(t)y = 0 معادله آنگاه

φ1(t) → 1, φ′
1(t) → 0, φ2(t)

t
→ 1, φ′

2(t) → 1
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