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حل معادلات غير خطي حل معادلات غير خطي                 



نيوتن روش عمده نيوتنمشکل روش عمده ::مشکل عمده روش نيوتنمشکل عمده روش نيوتن::مشکل
)برای محاسبه ھر عضو دنباله باید        و         را در  )nf x( )nf x′

در روشھای جایگزین تقریبی . ھر مرحله محاسبه کرد

م کن م گز جا جای ه مشتق )از )f x′از مشتق به جای         جایگزین می کنيم.

2همگرا از مرتبه))روش استفنسنروش استفنسن((::راه حل اولراه حل اول
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 اگر آنگاه )              (باشد،سادهريشهيكα وپيوستهتابعاگر::قضيهقضيه
 در شده توليد دنبالهباشد،αبهنزديككافي اندازهبه      آغازيننقاط

f ′′( )f α′ ≠ 0

,x x زهبزين دαبزديكيد بب يدد دردهو
1+ .است           طلايي عدد حداقل مرتبه از همگرا α به وتري روش 5

2

,x x1 0
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::اثباتاثبات
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و بنابراين  nاگر                 و             آنگاه              براي هر 
( )n n n ne e e e M+ −⇒ ≤ +1 1

,e e δ<0 1Mδ <2 1ne δ<n ne M eδ+ <1 2
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→∞
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اعشارريشه::مثالمثال رقم چهار تا بازه در ( ) cos xf x x xe= −( )01 در بازه         تا چهار رقم اعشار          ريشه                ::مثالمثال ( ) cosf x x xe=( , )01

n

0 0 1
1 1 2 17798

nx ( )nf x

1 1 2.17798-
2 0.31466 0.51987
3 0.44673 0.20354
4 0.53171 0.04293-
5 0.51690 0.00259
6 0.51775 0.00003
7 0.51776 0
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تکراری تکراریروشھای روشھای تکراریروشھای تکراریروشھای

)بازگشتیصورتبهدنبالهتوليد )x F x= بازگشتی صورتبهدنبالهتوليد

آنگاهباشد،ھمگراαبهدنبالهایناگر

( )n nx F x+1

( )Fα α= آنگاهباشد،ھمگراαبهدنبالهایناگر

.استثابتنقطهαیعنی

( )

ی بی



اضی انق اضینگاشت انق نگاشت انقباضینگاشت انقباضینگاشت
وجود داشته  λ<0>1انقباضی است اگر ثابت  Fنگاشت 

باشد که 

( ) ( )F x F y x yλ− < −

محک مناسب برای نگاشت انقباضیمحک مناسب برای نگاشت انقباضی

( )F x′ <1
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قضيه نقطه ثابت باناخقضيه نقطه ثابت باناخ

و باشد حقيقی اعداد از بسته مجموعه زیر یک I اگر

اضینگاشتیک یکFآنگاهباشدانق :F I I→                آنگاه باشد،انقباضینگاشتیک F یک 

 ثابت نقطه این علاوه به .دارد فرد به منحصر ثابت نقطه

:F I I→

.است   آغازین نقطه ھر برای زیر دنباله حد

( )x F x

x0

( )n nx F x+ =1
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الثالثال الن اززازگشتازگشتن اگ تگ تا ا ..استاست  همگراهمگرازيرزير  بازگشتيبازگشتيدنبالهدنباله::مثالمثال
x = −0 15

n nx x+ = −1
13
2

( )F x x= −
13( )

( ) ( )

F x x

F x F y x y− ≤ −

3
2

1
( ) ( )y y≤

2

87/12/4 9



دستدستبهبهبازهبازهدردرمعادلهمعادلهجوابجواب::مثالمثال tanx x= +2 1( , )
π0     دستدست  بهبه                        بازهبازهدردر                                                                          معادلهمعادلهجوابجواب::مثالمثال

..آوردآورد

tanx x +2 1( , )0
2

) بگيريم، نظر در                                     صورت به را معادله اگر  ) tanf x x x= − =2 1

( )f ′ 2 زيرا.نيستانقباضيfتابع

ا شااتااگا خ

( ) tanf x x′ = + >21 1

( ) t ( )
x− +1 1

( )
π  خودش به را           بازهgتابع،                                     اگراما

 .استانقباضي بازهايندروكندميتصوير
( ) tan ( )g x x= =1

2
( )

( )
g x′ = <

+ + 2
2 2

5

( , )0
2

( )x+ + 2 54 1
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0.7854 0.7288 0.7128 0.7082 0.7069 0.7065 0.7064 0.7063 0.7063nx
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خطا خطاتحليل تحليل خطاتحليل خطاتحليل
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نيوتن::مثالمثال روش اي همگ همگرايي روش نيوتن::مثالمثال
( )

( ) ( ) , ( )
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′

0

مرتبه از حداقل 2همگراي
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2توان  به   با كداميك از توابع زير با روش تكراري نقطه ثابت سريعتر مي::مثالمثال ي ر ري ب ري ر روش ب زير بع و ز ي بب ن و
ميل كرد؟

2

( ) , ( ) ( )
x

g x g x x
x x
+

= = +
+1 2

2 1 2
1 2

)همگرايي خطي                                   )g ′ ≠ ⇒1 2 0
)   2همگرايي از مرتبه حداقل                          )g ′ = ⇒2 2 0

k 0 1 2 3 4 5 6

1.5 1.4 1.4167 1.4138 1.4143 1.4142 1.4142

1 5 1 4167 1 4142 1 4142

( )

( )
kg x

g x
1

1.5 1.4167 1.4142 1.4142( )kg x2
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):چگونه سرعت ھمگرایی را افزایش دھيم )f α = 0 م ش ز ر ر ر و

معلوم و مخالف صفر باشد           اگر  ( )f α′

( )

( ) ( )

( ) ( )

f x f x x x

f f

λ λ
λ λ

= ⇔ + =
′+ +

0
( ) ( )

( ) ( )
f x x f x

g x g x
λ λ

λ λ
′+ +′= ⇒ =

.خواهد بود2اگر                        همگرايي حداقل از مرتبه ( )fλ α′= −
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معلوم نباشد         اگر ( )f α′ بر وم ( )f

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x x f x x x

G f G f f

φ
φ φ φ

= ⇔ − =
′ ′ ′

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

G x x f x x G x f x x f x x

G f

φ φ φ
α α φ α

′ ′ ′= − ⇒ = − −
′ ′= ⇒ − =

1
0 1 0

اگر                         همان روش نيوتن است و همگرايي حداقل 
ه ت م 2از

( )
( )

x
f x

φ =
′
1

. 2از مرتبه

بنابراين روش نيوتن يكي از بهينه ترين روشها براي ريشه يابي 
.است

87/12/4 15



خطی غير معادلات خطیدستگاه غير معادلات )دستگاه )f⎧⎪ )دستگاه معادلات غير خطیدستگاه معادلات غير خطی , )

( , )

f x y

f x y

=⎪⎪⎨⎪ =⎪⎩

1

2

0
0

تقريب اوليه جواب،                                     تقريب بعدي               ( , )x y0 0( , )x x y y+ Δ + Δ0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )
x y

x y

f x x y y f x y x f y f

f x x y y f x y x f y f

⎧ = + Δ + Δ = + Δ ∂ + Δ ∂⎪⎪⎨⎪ = + Δ + Δ = + Δ ∂ + Δ ∂⎪⎩

1 0 0 1 0 0 1 1

2 0 0 2 0 0 2 2

0
0 x y⎪⎩ 2 0 0 2 0 0 2 2

( , )

( )
x yf f x f x y

J J
f f y f x y

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

1 1 1 0 01
( , )x yf f y f x y⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦2 2 2 0 0

( ) ( )m m m mX X F X F X−
+ ′= − 1

1
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مثالمثال

( )

xy z xy z

xyz y x F x y z xyz y x

⎧ ⎡ ⎤⎪ = + − −⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎪ + = + ⇒ = + − −⎨ ⎢ ⎥

2 2

2 2 2 2
1 1

2 2( , , )
x yx y

xyz y x F x y z xyz y x

e z ee z e

+ = + ⇒ = + − −⎨ ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎪⎪ + − −+ = + ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩
⎡ ⎤

2 2
33

( , , )

y x z

F x y z yz x xz y xy

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥′ = − +⎢ ⎥
⎢ ⎥

2
2 2
x ye e

⎢ ⎥
−⎢ ⎥⎣ ⎦1

n 0 1 2 3 4 5

1 1.755 1.850 1.778 1.777 1.777

1 1.536 1.421 1.424 1.424 1.424

1 1 146 1 288 1 238 1 237 1 237

nx

ny
z
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محاسبه محاسبهپيچيدگی پيچيدگی محاسبهپيچيدگی محاسبهپيچيدگی
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چندجمله ریشه چندجملهمحاسبه ریشه ::ایایمحاسبه ::ایای  محاسبه ریشه چندجملهمحاسبه ریشه چندجمله

ا ا گ كا
( ) n

np z a z a z a= + + +1 0"

براي كاهش پيچيدگي محاسبه در روش نيوتن نحوه محاسبه 
ت ا موث ا ب حله م ه د و )مقادي )p x( )p x′مقادير          و           در هر مرحله بسيار موثر است. ( )np x( )np x
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هورنر هورنرالگوريتم الگوريتم هورنرالگوريتم هورنرالگوريتم
z0ايده اصلي تجزيه حول نقطه  ي

( ) ( )( ) ( )

, , , , ( )

n
n

n n n n n

p z z z b z b p z

b a b a z b b a z b p z a z b

−
−= − + + + ⇒

= = + = + = +

1
0 1 0 0

1 2 1 1 1 1

"
…, , , , ( )n n n n n p− − − −+ + +1 2 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0

n na a a a−1 1 0"

( )
n

n n

z b z b z b

b b b p z
−

− −

+ 0 1 0 1 0 0

1 2 0 0

"
"1 2
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):مثال ) ? ( )p p z z z z z= = − + − −4 3 23 4 7 5 2 )ل ) ( )p p

1 4 7 5 2− − −
−

−

1 4 7 5 2
3 3 12 21

1 1 4 7 191 1 4 7 19
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هورنر هورنرالگوريتم )محاسبه(الگوريتم ( )p z′ )محاسبه      (الگوريتم هورنرالگوريتم هورنر
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p z z z q z p z p z q z′= − + ⇒ =0 0 0 0

( )p z0

( ) n
nq z b z b−
−= + +1

1 0"n 1 0

n na a a a a

b b b b
−1 2 1 0"

( )
n

n n

z b z b z b z b

b b b b p z
−

− −

0 1 0 2 0 1 0 0

1 2 1 0 0

"
"

( )
n

n n

z c z c z c

c c c q z
−

− −

0 2 0 1 0 0

2 3 0 0

"
"
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::((BairstowBairstow))روش بيرستوروش بيرستو و بير وروش بير ))روش a stoa sto ))

كند اي با ضرايب حقيقي را پيدا مي هاي مختلط يك چندجمله ريشه جري چ ي ط يي پي ر ي ي يب ضر ب ي
همچنين به . روش نيوتن براي چندجمله اي مختلط همگرا است(

)ريشه مختلط يك چندجمله اي حقيقي همگرا است
اگر     يك ريشه مختلط چندجمله اي        باشد،    نيز ريشه است  

و چندجمله اي بر عبارت زير بخشپذير است كه        مقادير حقيقي 
ww ( )p z

,u vي ي ير ير پ ب زير ر ب بر ي ج چ و
).هستند )( ) , ,z w z w z uz u w w wv v= +− − = − − = −2 2

,
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برابر باقيمانده بايد كنيم، مي تقسيم بر zرا uz v− −2 ( )p z         را بر                    تقسيم مي كنيم، بايد باقيمانده برابر
.صفر باشد

z uz v ( )p z

( ) ( ) ( ) ( )q b b+ +2

اگر                                               و

( ) ( ) ( ) ( )p z z uz v q z b z u b= − − + − +2
1 0

( ) n
nq z b z b z b−= + + +2

3 2"( ) np z a z a z a= + + +" و ر
آنگاه 

( ) nq 3 2( ) np z a z a z a+ + +1 0

b b b k⎧⎪ ≤ ≤k k k k

n n n

a b ub vb k n

a b ub
+ +

− −

⎪ = − − ≤ ≤ −⎪⎪⎪ = −⎨⎪⎪

1 2

1 1

0 2

n na b⎪ =⎪⎪⎩
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در از تابعي صورت به ضرايب صورت اين u,در v ( , ), ( , )b u v b u v در اين صورت ضرايب                          به صورت تابعي از       در
دستگاه معادلات زير را به ريشه مي آيد و براي پيدا كردن 

,u v ( , ), ( , )b u v b u v1 0

).نيوتن حل مي كنيمروش , )

( , )

b u v

b u v

⎧ =⎪⎪⎨⎪ =⎪⎩

0

1

0
0

براي اين منظور بايد مشتقات جزيي                             را محاسبه 

( )⎪⎩ 1

, , ,
b bb b

u v u v

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

1 10 0

.كنيم
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kk bb ∂∂ 1, kk
k k

b
c d

u v
−∂

= =
∂ ∂

1

a b c d⎧⎪ = ⇒ = =⎪ 0
,

n n n n

n n n n n n

a b c d

a b ub c b d

a b ub vb k n

+

− − −

= ⇒ = =⎪⎪⎪ = − ⇒ = =⎨⎪⎪ ≤ ≤⎪

1

1 1 1

0
0
2k k k ka b ub vb k n+ += − − ≤ ≤ −⎪⎪⎩ 1 2 0 2

k k k kc b uc vc+ + +
⎧ = − − −⎪⎪⇒ ⎨ 1 1 20

k k k kd ud b vd+ + + +
⇒ ⎨⎪ = − − −⎪⎩ 1 2 2 30

k k k k

k k k k

c b uc vc

d b ud vd
+ + +

+ + +

⎧ = + +⎪⎪⇒ ⇒⎨⎪ = + +⎪⎩

1 1 2

1 1 2

ھر دو یک دنباله را توليد 
kمی کنند، kc d=
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)تقریب اوليه جواب     , )b u v⎧ =⎪⎪ 0 ,u vب جو ي و )ریب , )

( , )

b u v

b u v
⎪⎨⎪ =⎪⎩

0

1

0
0

,

⎧
( , )

b b
b u v u v

u v
b b

⎧ ∂ ∂⎪⎪ + Δ + Δ =⎪⎪ ∂ ∂⎨ ∂ ∂⎪

0 0
0 0

( , )
b b

b u v u v
u v

∂ ∂⎪⎪ + Δ + Δ =⎪⎪⎩ ∂ ∂
1 1

1 0

b b
c c u bu vJ J −

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

0 0
0 1 01,J J

b b c c v b

u v

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ∂ ∂ ⎦
1 1 1 2 1
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