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حل معادلات غير خطيحل معادلات غير خطي                



مرتبه ھمگراییمرتبه ھمگراییگگ
اله ايدن اياαههمگ هازهمگ ت مpم گاهگو ه { }x   هرگاه گوييم p مرتبهازهمگرايراα به         همگرايدنباله

lim ne λ+ =1

{ }nx

مجانبيخطايثابتراλصورتايندروكه

lim
pn

ne
λ

→∞
=

n ne x α= −   مجانبي خطاي ثابتراλصورتايندر و                كه
.گوييم خطي را همگرايي =p 1اگر .ناميم مي

n n

1
.است صفربهخطيهمگراي                دنباله::مثالمثال nx

n
= 2

1
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ایای  ھمگرایی مقایسهھمگرایی مقایسهگگ

اکف اگ lili{ }  از      ،ھمگرایی              و              کنيدفرض

  ھرگاه است،         مرتبه

lim nn
x α

→∞
=lim nn

r
→∞

= 0{ }nx

( )nO r

n

n

x
C

r

α−
≤

نویسيممیو
n

( )n nx O rα= +
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شه شهد )د )f x وجود ریشهوجود ریشه

ن ب مقدا ه نقض ب مقدا ه تاقض f[aاگ b]ته

( )f x = 0
( ) ( )f a f b < پيوسته و [a,b]درfاگر تابع::قضيه مقدار بينيقضيه مقدار بيني

 (a,b)در اين صورت معادله                  حداقل يك ريشه در بازه 

( ) ( )f a f b < 0

( )f x = 0
.دارد

( )
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ریشه ریشهتعداد تعداد ریشهتعداد ریشهتعداد

ه هقض f[aتااگللقض b]ته(a b)ذ شتق  مشتقپذير (a,b)رويوپيوسته[a,b]در fتابعاگر::رلرلقضيهقضيه
) يك حداقل               معادلهآنگاه                          وباشد ) ( )f a f b= = 0( )f x′ = 0
.دارد (a,b) بازه در ريشه

( )k    آنگاه باشد،[a,b]بازهدرريشهn دارايfتابعاگر::تعميمتعميم

nحداقل kازهدشه(a b)د دا

( )kf

.دارد(a,b) بازهدرريشهn-kحداقل
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مثالمثالمثالمثال
        ( ) xf x xe= −1

( ) ( )f f e= − < = − >0 1 0 1 1 0

قاfًتا ا)1(شكق

( ) ( ) ( , )xf x x e x′ = + > ∈1 0 01

          .دارد)0‚1( درريشهيكدقيقاfتابع
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مثالمثالمثالمثال

( ) sinf x x x= − −2 1( ) sinf x x x= 1

( ) , ( ) , ( )f f f
π π

− > < <0 0 0 0
2 2
( ) cos , ( ) sinf x x x f x x′ ′′= − = + >

2 2
2 2 0

)           .دارد           در ريشه دو دقيقاً f تابع , )
π π

−
2 2
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تنصيف تنصيفروش بخشی((روش بخشیدو ))دو ))دو بخشیدو بخشی((روش تنصيف روش تنصيف 

a bcc ca

i i
c0
i

c1
i
c2
i
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تنصيف روش تنصيفالگوریتم روش بخشی((الگوریتم بخشیدو ))دو ))دو بخشیدو بخشی((الگوریتم روش تنصيفالگوریتم روش تنصيف

.دارد (a,b)یک ریشه در بازهfاگر                  تابع  ( ) ( )f a f b < ع0 زر ر )ر ر( ( ) ( )f f

, ,
a b

a a b b c
+

= = = 0 0
0 0 0 2

اگر                       قرار می دھيم

2

( ) ( )n nf a f c < 0,n n n na a b c+ += =1 1

اگر                       قرار می دھيم

گ

( ) ( )n nf b f c < 0,n n n na c b b+ += =1 1

. اگر               به ریشه تابع رسيده ایم

nو در ھر مرحله n
n
a b

c
+

=

( )nf c = 0

ر ر ر و
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ھمگرایی روش تصنيفھمگرایی روش تصنيف
b a bn n

n n n

b a b a
b a − −− −

− = =1 1
2 2

n nb a b a
c α

− −
≤ n n

n n
c α

+
− ≤ = 12 2

lim nn
c α

→∞
=
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زمان توقف الگوریتمزمان توقف الگوریتم

ا ا ک δδطا خطای ریشه کمتر از    باشد، یعنی

لا ای گا ا :ت

δnc α δ− <

:تعداد گامھای لازم

logn
b a b a

c nα δ
δ+

− −
− ≤ < ⇐ + > 21 1

( )f c ε<

gn n δ+ 212

  ( )nf c ε<
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زمان توقف الگوریتمزمان توقف الگوریتم

تقریباً برابر صفر است، یعنی      

ا ك ا ك ا
( )nf c ε< ( )nf c

اين معيار محك خيلي مناسبي نيست و به نسبت عكس مشتق تابع 
كند م زياد را .خطا را زياد مي كندخطا

:مثال
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x fα α α α α′ ′≈ + − = −

: مثال
( )

( )

f x x

f − −

=

= ≈

100

1 10010 10 0
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روشتصنيف تصنيفمحاسن روش ::محاسن روش تصنيفمحاسن روش تصنيف::محاسن
.ھميشه ھمگرا است

تعداد تکرارھای لازم برای تقریب مورد نظر از قبل 

.مشخص است

::معایب روش تصنيفمعایب روش تصنيف ي روش يیب روش یب
.سرعت ھمگرایی پایين است
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ا::مثالمثال تا ش تق )ای ) if برای تقریب ریشه تابع                              در بازه::مثالمثال

با چند مرحله از الگوریتم تصنيف می توان به دقت       

( ) sinf x x x= −1
( , )0 2.0 01

رسيد؟   
n

n

b a
n−

+

−
< ⇒ < ⇒ ≤2

1 10 100 2 7
22

k
0 0 1 2 0.1585 -
1 1 1 5 2 4962

ka kc kb ( )kf c

1 1 1.5 2 0.4962
2 1 1.25 1.5 0.1862
3 1 1.125 1.25 0.0151
4 1 1.0625 1.125 0.0718-
5 1.0625 1.0938 1.125 0.0284 -
6 1.0938 1.1094 1.125 0.0066-
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6 5 66
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نيوتن نيوتنروش رافسونرافسون--روش رافسونرافسون  روش نيوتنروش نيوتن

x0
i

x1
i i ii

x 2

i

( )
( )n
n

y f x
f x

− ′= ( )

( )

n
n

n

f
x x

f x
−

( )

( )
n

n n
n

f x
x x

f x+ = −
′1
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مثالمثالمثالمثال

x  0.0001ریشه                با دقت  − =2 2 0

( )n n nf x x x− +2 22 2( )

( )
n n n

n n n
n n n

f x x x
x x x

f x x x+
+

= − = − =
′1

2 2
2 2

, . , . , . , .x x x x x= = = = =0 1 2 3 41 1 5 1 4147 1 4142 1 4142
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خطا خطاتحليل تحليل خطاتحليل خطاتحليل

n ne x α= −
( ) ( ) ( )

( ) ( )
n n n n

n n
f x e f x f x

e e
f x f x+

′ −
= − =

′ ′1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n n n n

f x f x

f f x x f x x f yα α α′ ′′= = + − + − 210
2

( )

( )
n

n n
f y

e e
f x+

′′
=

′
2

1

2
1
2 ( )nf x2
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ه هقض )(اشدادشهكαتهتااگ::قض f ′′( )f α′ ≠   )              ( باشد،سادهريشهيكαو پيوستهتابعاگر::قضيهقضيه

 همسايگي اين در    اگركهداردوجود                    همسايگيآنگاه

f( )f α ≠ 0

( , )α δ α δ− +x0

 2 حداقل مرتبه از همگرا α به نيوتن روش به شده توليد دنباله باشد،
 .استا

)::اثباتاثبات ) ,f x for x α δ′ ≠ − <0 )  ::اثباتاثبات ) ,

min ( ) max ( )

f f

m f x M f x
δ δ

′ ′′< = =0 ( ) ( )

,

x x

n n
m

e e
M

α δ α δ

ρ ρ

− < − <

+= ≤ 2
12
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e e xδ α δ
ρ

< ⇒ < ⇒ − <1 0 1
1

( ) ( ) lim limn
n n n nn n
e e e e xρδ ρδ α− →∞ →∞

≤ ≤ ⇒ = ⇒ =1 0 0

( ) ( )
li li

n n

n ne f y f α

→∞ →∞

+ ′′ ′′1 ( ) ( )
lim lim

( ) ( )
n n

n n
nn

f y f
f x fe

α
α

+

→∞ →∞
= =

′ ′
1

2 2 2
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ه هقض عنقطههاآنگااشدددتااگ::قض هش f  به شروع نقطه هرباآنگاهباشد،محدبصعودي،  تابعاگر::قضيهقضيه
.بودخواهيمهمگرا تابعريشهبهنيوتنروش

f

)    ::اثباتاثبات )
,

( )
n

n n
f y

f f e e
f+

′′
′ ′′> > ⇒ = >

′
2

1
10 0 0,

( )
( ) ( )

( )

n n
n

n n

f f
f x

x f x f

f

α α

+ ′
⇒ > ⇒ > =

1 2
0

ااالال ا اششاآاك

( )

( )
n

n n n
n

f x
e e e

f x+⇒ = − <
′1

{ }f .باشد    ريشه بايدآنحد.استكراندارپايينازونزولي        دنباله { }nxf
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نيوتن روش نيوتنمزیت روش ::مزیت روش نيوتنمزیت روش نيوتن::مزیت
سرعت ھمگرایی بالای 

::معایب روش نيوتنمعایب روش نيوتن
. انتخاب نقطه شروع در ھمگرایی مھم است

کرد( پيدا اوليه تقریب یک تصنيف روش کمک به توان .)می .)می توان به کمک روش تصنيف یک تقریب اوليه پيدا کرد(

)  ریشه تکراری باشد αمثلاً (اگر       خيلی کوچک باشد،  ( )f α′

نه تنھا تقریب اوليه باید خيلی دقيق باشد، بلکه سرعت 

.ھمگرایی نيز کاھش پيدا می کند
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اشدαاگ ي ا تك شه ريشه تكراري باشدαاگر
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

m

n n

f x x h x h

f x h x

α α= − ≠ 0
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

n n
n n n

n n n n

f
e e e

f x e h x mh x
h x m

g x g α

+ = − = −
′ ′ +

−
= ⇒ =

1 1

11

آنگاهباشد،ريشهنزديك كافياندازهبهشروعنقطهاگر

( ) ( )
( ) ( ) ( )

g x g
x h x mh x m

α
α

= − ⇒ =
′− +

1

ييزبروعر بريز

.است خطيهمگراييمرتبهامااست،همگراشدهتوليددنبالهنتيجهدرو
( )n n ng x e eρ ρ+≤ < ⇒ ≤11

يي
( )

lim lim
( ) ( )

n n

n n
n n n n

e h x m
e e h x mh x m
+

→∞ →∞

−
= − =

′ +
1 11
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ت33تتششثالثال تا ا i ..استاست                                                                        ،،33مرتبهمرتبه  ريشهريشه                      ::مثالمثال

تنشش تنن ::للن
x = 0sinx x− = 0

sin::معموليمعمولينيوتننيوتنروشروش cos

cos
n n n

n
n

x x x
x

x
x x x x

+
−

=
−

= = = =

1 1
0 5 0 0002 0 0001 0 0001

::شدهشدهاصلاحاصلاحنيوتننيوتنروشروش
. , . , . , .x x x x= = = =0 9 20 210 5 0 0002 0 0001 0 0001

sin
. , . ,

cos
n n

n n
n

x x
x x x x x

x+
−

= − = = − =
−1 0 1 23 0 5 0 0042 0

1

sin
. , . ,

cos
n

n n
n

x
x x x x x

x+ = − = = − =1 0 1 20 5 0 0463 0
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