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 نوسانگر هماهنگ سه بعدی   -1
 

ی شرودینگر معادله تقارن کروی دارد 𝑚جرم  و 𝜔از آنجا که پتانسیل نوسانگر هماهنگ سه بعدی با فرکانس  

 همان ترتیب مختصات دکارتی حل کرد.توان با جداسازی متغیرها در مختصات کروی به را می

دن فرم ت آور. می توانید برای به دسانگر هماهنگ سه بعدی بنویسیددله ی شرودینگر را برای نوساالف( مع

  لاپلاسی در مختصات کروی از کتب الکترومغناطیس یا ویکیپدیا استفاده کنید.

معادلات مربوط به  𝑅(𝑟)Θ(𝜃)Φ(𝜙)برای پاسخ معادله شرودینگر به صورت ب( به روش جداسازی متغیرها 

  بنویسید. اعادله ی مربوط به شعاع رو م زوایای قطبی

𝑅(𝑟)با تغییر متغیر  ج( = 𝑢(𝑟)/𝑟  معادله ی شعاعی را برحسب𝑢(𝑟) .تعریف پارامتر با بنویسید       

𝑘 =
√−2𝑚𝐸

ℏ
𝛼و   =

𝑚𝜔2

ℏ𝑘2
𝜌بدست آمده را بر حسب پارامتر بی بعد دیفرانسیل معادله ی   = 𝑘𝑟  .بنویسید 

𝜌رفتار مجانبی پاسخ های این معادله را به ازای  د( → 𝜌و  0 → اگر رفتار مجانبی یعنی بررسی کنید.  ∞

,پاسخ برای  𝜌 → 0 (𝜌 → ,متناسب با  (∞ 𝑢0(𝜌) (𝑢∞(𝜌))   ،باشد𝑢0(𝜌)  و𝑢∞(𝜌)  .را بدست آورید 

𝑢(𝜌)ه( پاسخ کلی را به صورت  = 𝑢0
−1(𝜌)𝑢∞

−1(𝜌)𝑣(𝜌)   در نظر بگیرید و معادله دیفرانسیل حاکم بر

𝑣(𝜌)  .را بدست آورید 

∑ یک سری توانی مانند پاسخی به صورت برای این معادلهو(  𝑎𝑛𝑟
𝑛∞

𝑛=0  در نظر بگیرید. رابطه ای بازگشتی

رای حل معادله سری توانی ب از روشبه طوری که سری پاسخ معادله باشد بدست آورید.  𝑎𝑛برای ضرایب 

از جایی به بعد باید بریده  . با دلیل بگویید که چرا سریتی برای ضرایب را بیابیداستفاده کنید. فرمول بازگش

 های مجاز را تعیین کنید. انرژیشود. سپس 

 

 جمله ای های لاگرچند  – 2
 با مراجعه به کتب ریاضی فیزیک یا ویکیپدیا سوالات زیر را پاسخ دهید:

𝐿𝑛دله دیفرانسیلی که چندجمله ای لاگر تعمیم یافته ی االف( مع
𝑚(𝑥) .در آن صدق می کند را بدست آورید 

 ضرب داخلی )با چه تابع وزنی( بر هم عمود هستند؟ب( این چند جمله ای ها برحسب چه 

 چیست؟ )در حالت تعمیم یافته( ج( رابطه ی رودریگز برای این چندجمله ای ها



𝐿𝑛چندجمله ای های لاگربرای ی بازگشتی ارابطه د( 
𝑚(𝑥), 𝐿𝑛−1

𝑚 (𝑥), 𝐿𝑛−1
𝑚+1(𝑥)  .بنویسید 

𝐿𝑛ای تعمیم یافته ی لاگر  ج( مشتق چند جمله
𝑚(𝑥) .با استفاده از رابطه ی بالا آنرا برحسبب   را بدست آورید

 ثابت بنویسید.  𝑚چندجمله ای های با 

 
 

 ای مداریتکانه زاویه- 3

 
( مجاز می داننبد. امبا مقادیر صحیحجایی تکانه زاویه ای ویژه مقادیر نیمه صحیح را )همانند هبروابط بنیادی جا 

̂ �⃗� ای مداری تنها مقادیر صحیح رخ می دهند. نوعی قید اضافی بر شبکل خبا  ی زاویهبرای تکانه = 𝑟 ̂ × 𝑝 ̂ 

عباد طبول ببت مناسبب ببا انوعی ثا 𝑎باید وجود داشته باشد که مقادیر نیمه صحیح را کنار بگذارد. فرض کنید 

 ر( باشد، و عملگر های زیر را تعریف کنیم:)مثلا درمورد اتم هیدروژن شعاع بو
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,𝑞1]الف( نشان دهید  𝑝1] = [𝑞2, 𝑝2] = 𝑖ℏ , [𝑞1, 𝑞2] = [𝑝1, 𝑝2] = ها در روابط  𝑝ها و 𝑞بنابراین 0

 جا به جایی کانونیک مکان و تکانه صدق می کنند.

 

 ب( نشان دهید
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𝐿𝑧ج( وارسی کنید  = 𝐻1 − 𝐻2 که در آن هر𝐻  هامیلتونی یک نوسانگر هماهنگ ببا جبرم𝑚 = ℏ/𝑎2  و

𝜔بسامد  =  است. 1

𝑛)د( می دانیم ویژه مقادیر هامیلتونی نوسانگر هماهنگ عبارتنبد از  +
1

2
) ℏ𝜔  کبه در آن𝑛  عبددی صبحیح

 باید عدد صحیح باشند. 𝐿𝑧است. با استفاده از این موضوع نتیجه بگیرید که ویژه مقادیر 

 

 



 و قضیه پاولی تم هیدروژنا-4

 
کی یا جرم ذره یا هر ، مانند بار الکتری αویژه تابع ها و ویژه مقدارهای یک هامیلتونی که وابسته به یک پارامتر  

 کند که پارامتر دیگر در مسئله می باشد، را در نظر بگیرید. قضیه پاولی بیان می

 
∂E(α)

∂α
= 〈

∂H(α)

∂α
〉 

 

 الف( قضیه پاولی را اثبات کنید.

 
>  هایعبارت ب(  𝑛𝑙𝑚 |𝑟−1|𝑛𝑙𝑚 > ، < 𝑛𝑙𝑚 |𝑟−2|𝑛𝑙𝑚 محاسببه  ببا اسبتفاده از ایبن قضبیه را <

 نمایید.

 

 اتم هیدورژن و شعاع بور-5
 

  یبدشود را بدست آوردروژن بیشینه میالف( برای حالات زیر، شعاعی که در آن چگالی احتمال شعاعی اتم هی  

 .l=n-1 , m=0ج(   n=2 , l=1 , m=0ب(   n=1 , l=0 , m=0آ( 

 

 ای مقایسه کنید.ب( مقادیر به دست آمده را با شعاع بور برای مدارهای دایره

 


