
آماری Έانی΋م در ای خوشه بسط

شریف ͳصنعت دانشΎاه − Έفیزی دانش΋ده پور⁃ ͳوحیدکریم

۱۴۰۴ آذر ۱۲

مقدمه ۱

ͳم کنش برهم هم با گاز دهنده تش΋یل مول΋ولهای و اتمها ͳواقع گاز Έی در است. آل ایده ͳواقع معنای به باشند، آزاد هایش مول΋ول یا ها اتم که گازی

هم به ͳحت یا کنند ͳم منحرف را ی΋دیΎر مسیر و شده رد هم کنار از مول΋ولها یا ها اتم ͳگاه از هر ͳالΎچ میزان به بسته گذارند. ͳم اثر ی΋دیΎر بر و کنند

آستانه به گاز که شده زیاد آنقدر ͳالΎچ که ای آستانه در و کند ͳم پیدا اهمیت شود ͳم زیاد گاز ͳالΎچ که وقیت بخصوص موضوع این کنند. ͳم برخورد

مقیاس سه این کنیم. مقایسه هم با را متفاوت ͳطول مقیاس سه بایست ͳم ͳسیستم چنین مطالعه برای کند. ͳم پیدا را اهمیت نهایت رسد ͳم شدن مایع

از: عبارتند ͳطول

ͳالΎچ n آن در که l = ( VN )
1
3 = n−

1
3 با: است برابر و شود ͳم تعیین گاز ͳالΎچ توسط دهیم ͳم نشان l با را آن که طول این ذرات بین متوسط •فاصله

10−9 m با شود ͳم برابر هوا ذرات بین متوسط فاصله آن نتیجه در که 1027 m−3 با است برابر هوا مثل گاز Έی ͳالΎچ متعارف، شرایط در است. گاز

متر. نانو ۳ یا

: دوبروی موج طول جز نیست چیزی واق΄ در و شود ͳم مشخص دما توسط دهیم ͳم نشان λth با را آن که ͳطول مقیاس این گرمایی موج •طول

معمول شرایط در که شود ͳم معلوم دهد. ͳم نشان کلوین درجه ۲۹۸ دمای در را ها گاز از ͳبعض دوبرویی موج طول زیر جدول .λth = h√
2πmkBT

در و است ͳکوانتوم آثار ظهور آستانه در ͳترون΋ال گاز که شود ͳم معلوم چنین هم ندارند. اهمیت وجه هیچ به ͳکوانتوم آثار اکسیژن یا هیدروژن گاز برای

دارند. اهمیت قطعا ͳکوانتوم آثار ͳفوتون گاز

تر Έنزدی هم به فاصله آن از اگر گاز مول΋ولهای یا ها اتم که دهد ͳم نشان را ͳشعاع دهیم، ͳم نشان r0 را آن که طول این ذرات بین برهم΋نش •برد

است. متغیر نانومتر 10 تا متر نانو 0.2 از و دارد مول΋ولها و اتمها ساختار به ͳبستگ ͳخیل طول این کنند. ͳم وارد نیرو ی΋دیΎر بر شوند

ͳم ظاهر ͳکوانتوم آثار از زودتر ͳخیل کنش برهم آثار که است معلوم بالا مقدارهای از و شود l با مقایسه قابل r0 که شود ͳم مهم ͳوقت کنش برهم آثار

روش از راحت خیال با توانیم ͳم و کنیم توجه ͳکوانتوم آثار به که نیست لازم معمولا گیریم، ͳم نظر در را گاز Έی کنش برهم که ͳوقت بنابراین شوند.

۱



λth(m) Particle

∼ 1.6× 10−5 photon

∼ 5× 10−9 electron

∼ 7.1× 10−11 H2

∼ 1.7× 10−11 O2

کلوین درجه ۲۹۸ دمای در گازها از ͳبعض دوبرویی موج طول :۱ جدول

که Έکلاسی گاز Έی پارش تابع ͳاختلال محاسبه ͳیعن است، یافته اختصاص آن به درس این که است ͳموضوع همان این کنیم. استفاده Έکلاسی های

است: زیر مطابق گازی چنین ͳهامیلتون است. برقرار برد کوتاه کنش برهم Έی اش ذرات بین

H =
∑
i

P2
i

2m
+
∑
i<j

U|ri−rj |, (۱)

ͳم کنیم حل را گازی چنین پارش تابع چنانچه دارد. ͳبستگ ذره دو بین فاصله به معمولا و است ذره دو بین پتانسیل Uij ≡ U(|ri − rj |) آن در که

تواند ͳم فازهایی چه در گاز این که بیاوریم بدست پارش تابع همین از بتوانیم باید الاصول ͳعل بفهمیم. کامل طور به را آن ͳ΋ترمودینامی خواص توانیم

حال هر به دیΎر. خاصیت صدها و شود ͳم تبدیل جامد به دمایی چه در چقدراست، مایع فاز در اش پذیری تراکم است، چقدر آن ذوب نقطه بΎیرد، قرار

که فازهایی گذار به و کنیم ͳم رقیق گازهای به محدود را خود درس این در البته است. گاز این پارش تابع محاسبه ها سوال این همه به دادن ΁پاس کلید

تابع که دانیم ͳم است. دیΎر های درس و درس این در دیΎری های فصل موضوع فرایندها این مطالعه پردازیم. ͳنم شود دچارآنها است مم΋ن گاز این

با: است برابر گاز این پارش

ZN (V, T ) =
1

N !h3N

∫
e−βHdr1 · · · drNdP1 · · · dPN (۲)

دهنده نشان
∫
dr و شود ͳم داده نشان r با r مثل بردار Έی اندازه است. حجم روی گانه سه انتگرال

∫
dr نماد از منظور درس این تمام در تذکر: n

است. بردار این اندازه روی انتگرال

که کنیم استفاده این از و بΎیریم انتگرال ها تکانه تمام روی توانیم ͳم قدم نخستین در

∫
dPe−β P2

2m =
1

λ3

آید: ͳم در زیر صورت به فوق پارش تابع نتیجه در که

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
QN (V, T ) (۳)
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آن در که

λ ≡
√

h2

2πmkT

است: زیر صورت به است ͳکنش برهم جملات بردارنده در که پارش تابع بقیه و است گرمایی موج طول

QN (V, T ) =

∫
e−β

∑
i<j Uijd3r1 · · · d3rN . (۴)

با را آن که گاز پارش تابع نتیجه در و V N با است برابر ͳمختصات پارش تابع باشد، آزاد گاز که هرگاه خوانیم. ͳم ۱ ͳمختصات پارش تابع را تابع این

با: بود خواهد برابر دهیم ͳم نشان Z(0)
N (V, T )

Z
(0)
N (V, T ) =

1

N !
(
V

λ3
)N . (۵)

ͳم که است این مثل اثبات. یا محاسبه Έی نه و است شهودی تفسیر Έی آید ͳم پی در که آنچه که کنیم ͳم تاکید دارد. جالبی تفسیر رابطه این

ای فاصله در اتم دو اگر که گفت توان ͳم است اتم Έی گرمایی موج طول λ که آنجا از آوریم. بدست را گاز Έی های می΋روحالت کل تعداد خواهیم

ͳیعن ظرف حجم کل اگر ترتیب این به ندارند. نیز ͳپاوول طرد اصل از ͳناش کنش برهم ͳحت ͳکنش برهم نوع هیچ هم با بΎیرند قرار مقدار این از بزرگتر

.M := V
λ3 که دانیم ͳم و دهیم ͳم نشان M با را عدد این دارند. قرار ظرف در که آید ͳم بدست λ3 حجم به هایی خانه تعداد کنیم، تقسیم λ3 بر را V

شود، برقرار زیر شرط ͳیعن نگیرند قرار خانه Έی در ͳاتم دو هیچ گاه هر

N << M ≡ V

λ3
(۶)

برابر تعداد این است؟ چقدر ها می΋روحالت کل تعداد شرایط این تحت که کنیم ͳم سوال حال است. کنش برهم بدون و Έکلاسی گاز گفت توان ͳم

این در اول اتم دادن قرار برای نگیرند. قرار خانه Έی در ͳاتم دو هیچ که نحوی به داد قرار خانه M در را اتم تا N توان ͳم که هایی راه تعداد با است

با: است برابر ها می΋روحالت کل تعداد آخر. ͳال و انتخاب M − 2 بعدی برای انتخاب، M − 1 بعدی اتم دادن قرار برای داریم. انتخاب M ها خانه

Ω =
1

N !
M(M − 1)(M − 2) · · · (M −N + 1) ≈ 1

N !
MN =

1

N !
(
V

λ3
)N . (۷)

دهیم. بدست (۵) رابطه از شهودی ͳخیل تفسیر Έی ایم توانسته ترتیب این به ایم. کرده استفاده M >>>> N رابطه از دوم درتساوی

با: است برابر تابع این کنیم:  ͳم حساب را آزاد انرژی تابع صفرم رتبه در و گردیم ͳم باز اولیه محاسبه به شهودی تفسیر این از پس حال

F (0) = −kT lnZ(0) = −kTN ln
V

λ3
+ kT lnN !. (۸)

Configuration Partition Function۱

۳



آوریم. بدست ها مول΋ول و ها اتم کنش برهم اثر در را آزاد انرژی تابع تصحیحات نتیجه در و پارش تابع این تصحیحات که است این ما هدف

دارد ͳبستگ ها اتم و مول΋ولها دقیق ساختار به نیرو این جزییات اگرچه است. چΎونه مول΋ول یا اتم دو بین نیروی که کنیم ͳم سوال خود از نخست

جاذبه نیروی نوع Έی ی΋دیΎر به آنها شدن Έنزدی با کنند. ͳنم حس خود بین نیرویی اتم دو دور های فاصله در است. شده شناخته آن ͳکل کیفیات ͳول

هم در مان΄ قوی ͳخیل دافعه Έی شوند ͳم Έنزدی هم به ͳخیل مول΋ول یا اتم دو که ͳوقت نهایت در و شود ͳم پدیدار آنها شدن قطبیده از ͳناش ͳواندروالس

تابع ای،  پیچیده پتانسیل تابع چنین با که است مسلم است. شده داده نشان (۱) ش΋ل در ͳپتانسیل چنین شود. ͳم دیΎر Έی در مول΋ولها یا ها اتم فرورفتن

بسط پارامتر که است معلوم کرد. حساب را آن رتبه به رتبه و ͳاختلال صورت به بایست ͳم تنها و کرد حل دقیق صورت به توان ͳنم را QN (V, T ) پارش

مقدار Έی سمت به دور فواصل در زیرا نیست مناسب پارامتر Έی نیز eUij چنین هم شود. ͳم بزرگ ͳخیل Έکوچ های فاصله در که چون نیست Uij

که است e−βUij − 1 := fij بسط پارامتر کنیم. انتخاب چΎونه را بسط Έکوچ پارامتر که دهد ͳم یاد ما به ملاحظات این کند. ͳم میل 1 ͳیعن ثابت

است. شده داده نشان (۱) ش΋ل در

فاصله. برحسب fij(r) و Uij(r) توابع :۱ ش΋ل

نویسیم: ͳم ͳمختصات پارش تابع محاسبه برای بنابراین 

e−βUij = 1 + fij (۹)

۴



نتیجه در و

QN (V, T ) =

∫ ∏
i<j

(1 + fij)dr1 · · · drN . (۱۰)

داریم نگاه را ها fij از بیشتری تعداد هرچه کنیم. حساب Έی به Έی را ها انتگرال و دهیم بسط ها fij ضرب حاصل حسب بر را راست طرف بتوانیم باید

بود. خواهد تر دقیق مان محاسبه

پارش تابع ͳاختلال محاسبه برای اولیه تلاش Έی ۲

برای را راه محاسبه این کنیم. محاسبه است، Έکوچ دانیم ͳم که f تابع از Έی رتبه ͳیعن اول رتبه تا را پارش تابع کنیم ͳم ͳسع تلاش اولین عنوان به

بنویسم: توانیم ͳم داریم، نگاه را f تابع از Έی مرتبه با های توان فقط اگر کرد. خواهد هموار منظم روش Έی

QN
(1)(V, T ) =

∫
dr1 · · · drN

1 +∑
i<j

fij

 (۱۱)

داشت: خواهیم بنابراین تاست. N(N−1)
2 جملات این تعداد هستند. هم مثل همه نیز جملات بقیه و شود ͳم V N جمله به منجر اول انتگرال

QN
(1)(V, T ) = V N +

N(N − 1)

2

∫
dr1 · · · drNf12 + · · · = V N +

N(N − 1)

2
V N−2

∫
dr1dr2f(r1 − r2). (۱۲)

متغیر تغییر از آخر انتگرال محاسبه برای است. r3, r4 · · · rN روی های انتگرال از ͳناش V N−2 عبارت

r := r1 − r2, R :=
r1 + r2

2
(۱۳)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده

∫
dr1dr2f(|r1 − r2|) =

∫
dRdrf(r) = V

∫
drf(r) (۱۴)

بنویسیم: توانیم ͳم همواره بنابراین است. Έی با برابر (r1, r2) −→ (R, r) متغیر تغییر از ͳناش دترمینان اندازه که دهید نشان تمرین: n∫
dr1dr2 =

∫
drdR. (۱۵)

U(r) پتانسیل کروی تقارن از ͳناش فرض این است. r اندازه از ͳتابع تنها f(r) که فرض این با نویسیم، ͳم ͳبازنویس وضوح برای را آخر انتگرال

∫است.
drf(r) = 4π

∫ ∞

0

r2drf(r) (۱۶)

۵



ذره گرمایی موج طول یا ذره دو بین نیروی برد اندازه به اش مرتبه بل΋ه نیست V ͳیعن ظرف حجم اندازه به آن مرتبه اما است. حجم بعد دارای عبارت این

کنیم: ͳم تعریف را زیر کمیت بسازیم آن از معنا با ͳ΋فیزی نظر از و بعد بدون کمیت Έی اینکه برای بنابراین است. ذرات ͳجنبش انرژی از ͳناش که است

b2 :=
1

2λ3

∫
drf(r). (۱۷)

شد. خواهند تعریف b1, b2, b3, · · · مثل هایی کمیت حتما نیز آینده در ایم. داده نشان b2 با را کمیت این چرا که شد خواهد معلوم درس ادامه در

داشت: خواهیم بنابراین است. شده تعریف بعدی ͳراحت برای فقط و ندارد ͳمشخص معنای هیچ (۱۷) مخرج در ۲ فاکتور

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N

(
V N +

N(N − 1)

2
V N−12λ3b

)
=

1

N !λ3N
V N

(
1 +N(N − 1)

λ3

V
b2

)
(۱۸)

بنویسیم: توانیم ͳم است بزرگ العاده فوق N که آنجا از

ZN (V, T ) =
1

N !λ3N
V N

(
1 +N

λ3

v
b2

)
, (۱۹)

بر ͳیعن) تقریب اول رتبه در که رسد ͳم نظر به ترتیب این به است. ذرات تعداد ͳالΎچ n و است ذره Έی اختیار در حجم v := V
N = 1

n آن در که

رسد ͳم نظر به . زنیم ͳم حدس Έی مرحله این در آوریم. بدست هلمهولتز آزاد انرژی بر نتیجه در و پارش تابع بر ͳتصحیح ایم توانسته ( f قوای حسب

بنویسیم: توانیم ͳم باشد، چنین اگر و باشند eN λ3

v b2 عبارت بسط اول جمله دو
(
1 +N λ3

v b2

)
عبارت که

FN (V, T ) ≡ −kT lnZN (V, T ) = −kTN
[
lnV − lnλ3 +

λ3

v
b2
]
. (۲۰)

داشت: خواهیم نتیجه در

P =
kTN

V
(1− λ3

v
b2). (۲۱)

هر ͳول آید. بدست تصحیح این دقیق مقدار تا کرد حساب را b2 ضریب بایست ͳم البته گاز هر برای است. آل ایده گاز حالت معادله به تقریب ولین ا این

دارد. وجود ها مول΋ول بین که است ای جاذبه هم اش دلیل است، آل ایده گاز از کمتر گاز این فشار که دهد ͳم نشان باشد که چه

روش Έی به را ساده محاسبه این توان ͳم چΎونه که است این سوال بود. رتبه اولین در ͳاختلال ساده محاسبه Έی دادیم انجام کنون تا که آنچه

را حالت معادله نهایتا توانیم ͳم دهیم انجام کاری چنین اگر کنیم. حساب رتبه به رتبه را پارش تابع بتوانیم آن Έکم به تا کرد تبدیل ͳاختلال Έسیستماتی

بنویسیم: زیر صورت به

P =
kTN

V

(
1 +

B2(T )

v
+
B3(T )

v2
+
B4(T )

v3
+ · · ·

)
. (۲۲)

دهد. ͳم نشان گاز Έی برای را حالت معادله رتبه به رتبه تصحیحات و شود ͳم نامیده ویریال بسط بسط، این

۶



ای خوشه بسط :Έسیستماتی روش Έی ۳

مطالعه با نیز را ͳاصل ایده دهیم. ͳم نشان QN با ͳسادگ به را QN (V, T ) و ، دهیم ͳم نشان تر ساده نمادهای با را ها عبارت ͳاصل مفاهیم درک برای

کنیم. ͳم ͳمعرف تاست ۴ یا ۳ ͳیعن کم ͳخیل آنها ذرات تعداد که ͳتصنع مثال دو

است. N = 3 با برابر ذرات کل تعداد اول: مثال n

است زیر عبارت محاسبه ما ͳاصل هدف

Q3 := ⟨(1 + f12)(1 + f13)(1 + f23)⟩ (۲۳)

مثال عنوان به است: رفته کار به مختصات ͳتمام روی انتگرال برای ⟨· · ·⟩ علامت آن در که

⟨A⟩ :=
∫
dr1dr2dr3 A. (۲۴)

با: است برابر Q3 عبارت صورت این در

Q3 = ⟨1⟩+ ⟨f12⟩+ ⟨f13⟩+ ⟨f23⟩+ ⟨f12f13⟩+ ⟨f12f23⟩+ ⟨f13f23⟩+ ⟨f12f13f23⟩. (۲۵)

که بینیم ͳم کنیم دقت ͳکم اگر حال

⟨f12⟩ = ⟨f13⟩ = ⟨f23⟩

و

⟨f12f13⟩ = ⟨f12f13⟩ = ⟨f13f23⟩.

داریم: واق΄ در گیریم. ͳم انتگرال مختصات تمام روی که است این از ͳناش ها تساوی این

⟨f12⟩ =
∫
dr1dr2dr3f(r1 − r2) =

∫
dr1dr2dr3f(r1 − r3) = ⟨f13⟩, (۲۶)

بنویسیم توانیم ͳم بنابراین شوند. ͳم ثابت نیز دیΎر های تساوی ترتیب همین به

Q3 = ⟨1⟩+ 3⟨f12⟩+ 3⟨f12f13⟩+ ⟨f12f13f23⟩. (۲۷)

به را بالا عبارت توانیم ͳم دهیم، نشان کند ͳم وصل هم به را نقطه دو این که خط پاره Έی با را fij عبارت هر و نقطه Έی با را مختصه هر اگر حال

تنها بΎیریم. نظر در دارند را ͳسان΋ی نا توپولوژی که را هایی ش΋ل باید تنها که دهد ͳم نشان ش΋ل این دهیم. نشان (۳) ش΋ل در شده داده نشان صورت

ش΋ل هر توان ͳم که هستند ͳمختلف های راه واق΄ در ͳترکیبیات ضرایب این کنیم. پیدا را ها ش΋ل این با متناظر ͳترکیبیات ضرایب که است این سخت مسئله

اگر البته است. تر سخت اعداد این آوردن بدست تر پیچیده های ش΋ل برای ͳول آمدند بدست ͳبراحت ضریب سه این ذره سه مثال مورد در آورد. بدست را

۷



کنیم. استفاده نیز ͳترکیبیات ضرایب این محاسبه برای نیز ای رایانه افزارهای نرم از توانیم ͳم کنیم پیدا نیاز

+ + +
1

2

3 11 1

222

3
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Q3 =

<latexit sha1_base64="ZSIKxyi4ckuZwK9RfrRI3AB9u+A=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9nVQr0IRS8eW7Af0C4lm2bb0CS7JFmhLP0LXjwo4tU/5M1/Y7bdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKG5tb2zvF3dLe/sHhUfn4pKOjRBHaJhGPVC/AmnImadsww2kvVhSLgNNuML3P/O4TVZpF8tHMYuoLPJYsZASbTGoNr2+H5YpbdRdA68TLSQVyNIflr8EoIomg0hCOte57bmz8FCvDCKfz0iDRNMZkise0b6nEgmo/Xdw6RxdWGaEwUrakQQv190SKhdYzEdhOgc1Er3qZ+J/XT0x446dMxomhkiwXhQlHJkLZ42jEFCWGzyzBRDF7KyITrDAxNp6SDcFbfXmddK6qXq1aa9Uqjbs8jiKcwTlcggd1aMADNKENBCbwDK/w5gjnxXl3PpatBSefOYU/cD5/AFfTjck=</latexit>
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ش΋ل توانیم ͳم فقط چΎونه که دهد ͳم نشان درس متن در آن به مربوط محاسبات و ش΋ل این داریم. ذره سه تنها که ایم کرده فرض ͳسادگ برای :۲ ش΋ل

دارند. ͳمتفاوت توپولوژی که بΎیریم نظر در را هایی

است. N = 4 با برابر ذرات کل تعداد دوم: مثال n

مفهوم که کند ͳم Έکم ما به ها مثال این اما . هاست این از بیشتر بسیار ذرات ͳواقع تعداد که دانیم ͳم البته است. N = 4 که کنید فرض حال

عبارت کنیم حساب باید که ͳعبارت کردیم، ذکر ͳقبل مثال در که هایی سازی ساده همان با بازهم بفهمیم. بهتر را آن ظرایف و ای خوشه بسط روش ͳاصل

است: زیر

Q4 := ⟨(1 + f12)(1 + f13)(1 + f14)(1 + f23)(1 + f24)(1 + f34)⟩ (۲۸)

ͳم هستند. ی΋سان جملات این از بسیاری که است این نکته اما است. بر زمان آنها همه محاسبه طبیعتا که است جمله 26 = 64 شامل عبارت این

ͳقبل مثال قاعده همان با مطابق توانیم ͳم ͳعبارت هر به هاست. fij از معین تعداد Έی شامل کدام هر که کنیم تقسیم هایی دسته به را جملات این توانیم

متفاوت های توپولوژی با های ش΋ل که است ͳکاف بنابراین هستند. مساوی هم با ͳΎهم دارند ͳسان΋ی توپولوژی که هایی ش΋ل دهیم. نسبت ش΋ل Έی

بدست توان ͳم ͳآسان به را ها ش΋ل این از ͳبعض ͳترکیبیات ضریب آید. ͳم بدست طریق چند به معین توپولوژی با ش΋ل هر که بشماریم و دهیم تشخیص را

دهد. ͳم نشان را Q4 محاسبه نحوه (۳) ش΋ل است. لازم بیشتری زحمت و وقت دیΎر های ش΋ل ͳبعض برای آورد.

۸
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+
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Q4 =

<latexit sha1_base64="646+hh+/5q1dtvBkglUA3tC73mc=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0kkoBeh6MVjC/YD2lA22027dHcTdjdCCf0LXjwo4tU/5M1/46bNQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80tFxqghtk5jHqhdiTTmTtG2Y4bSXKIpFyGk3nN7nfveJKs1i+WhmCQ0EHksWMYJNLrWG/u2wWnPr7gJonXgFqUGB5rD6NRjFJBVUGsKx1n3PTUyQYWUY4XReGaSaJphM8Zj2LZVYUB1ki1vn6MIqIxTFypY0aKH+nsiw0HomQtspsJnoVS8X//P6qYlugozJJDVUkuWiKOXIxCh/HI2YosTwmSWYKGZvRWSCFSbGxlOxIXirL6+TzlXd8+t+y6817oo4ynAG53AJHlxDAx6gCW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOcXMKfyB8/kDWViNyg==</latexit>

1 2

3 4

+

توانیم ͳم فقط چΎونه که دهد ͳم نشان درس متن در آن به مربوط محاسبات و ش΋ل این داریم. ذره چهار تنها که ایم کرده فرض ͳسادگ برای :۳ ش΋ل

اتصالات تعداد مجموع است. معین مقدار Έی ها fij تعداد ͳمستطیل کادرهای از کدام هر در دارند. ͳمتفاوت توپولوژی که بΎیریم نظر در را هایی ش΋ل

.
∑6

k=0

(
6
k

)
= 64 با: است برابر fij

است. درست است شده نوشته (۳) ش΋ل های دیاگرام از هرکدام کنار در که را ͳترکیبیات ضرایب که کنید تحقیق خود برای تمرین: n

دیاگرام این ساختار در دقت با بتوانیم شاید شویم. ͳم آن در نظم Έی متوجه کنیم ͳم نگاه ای چهارذره مثال همین به مثلا ساده های مثال این به ͳوقت

پردازیم. ͳم زیر های تعریف به که است دلیل این به کنیم. بندی دسته و بفهمیم بهتر را ها آن و بدهیم ͳسروسامان آنها به ها

اند. شده وصل هم به اتصال Έی با که است دایره دو از عبارت 2 اندازه به خوشه Έی است. منفرد دایره Έی 1 اندازه به ۲ خوشه Έی تعریف: n

Έی بایست ͳم تعریف بنابر خوشه Έی آخر. ͳال و اند شده وصل هم به مم΋ن های راه انواع به که است دایره سه از عبارت 3 اندازه به خوشه Έی

اند. شده داده نشان سه اندازه به های خوشه (۴) ش΋ل در باشد. پارچه

l ی اندازه به خوشه Έی تعریف در که چرا باشد داشته مختلف اجزای است مم΋ن l اندازه به خوشه Έی دهیم. ͳم نشان Cl با را l اندازه به خوشه

ش΋ل دهد. ͳم نشان را تایی سه خوشه Έی اجزای (۴) ش΋ل است. شده گرفته نظر در شوند متصل هم به توانند ͳم اتم تا l آن که هایی راه ͳتمام

دهد. ͳم نشان را چهارتایی خوشه Έی اجزای نیز (۶)

Cluster۲

۹



+ + +

= +3 =

C3 =

<latexit sha1_base64="dMwvCIfP5knvDX0gOVG3NFz3clQ=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexqQC9CMBePEcwDkiXMTnqTIbOz68ysEJb8hBcPinj1d7z5N04eB00saCiquunuChLBtXHdbye3tr6xuZXfLuzs7u0fFA+PmjpOFcMGi0Ws2gHVKLjEhuFGYDtRSKNAYCsY1aZ+6wmV5rF8MOME/YgOJA85o8ZKbWJR613e9Iolt+zOQFaJtyAlWKDeK351+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETgrdVGNC2YgOsGOppBFqP5vdOyFnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrZm4r/eZ3UhNd+xmWSGpRsvihMBTExmT5P+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbERFWwI3vLLq6R5UfYq5cp9pVS9XcSRhxM4hXPw4AqqcAd1aAADAc/wCm/Oo/PivDsf89acs5g5hj9wPn8AmvSOYw==</latexit>

باشد. متفاوت تواند ͳم اتصالات تعداد خوشه این در کند. ͳم وصل هم به را اتم سه که است ͳمتصل های دیاگرام تمام شامل تایی سه خوشه Έی :۴ ش΋ل

نشان پر مثلث Έی با تایی سه خوشه Έی شود. ͳم مشخص b3 عبارت با تایی سه خوشه این سهم باشد. پارچه Έی دیاگرام که این و هاست اتم تعداد مهم

است. متفاوت دیاگرام نوع دو دهنده نشان مثلث این شود. ͳم داده

Q3 =

<latexit sha1_base64="ZSIKxyi4ckuZwK9RfrRI3AB9u+A=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRbBU9nVQr0IRS8eW7Af0C4lm2bb0CS7JFmhLP0LXjwo4tU/5M1/Y7bdg7Y+GHi8N8PMvCDmTBvX/XYKG5tb2zvF3dLe/sHhUfn4pKOjRBHaJhGPVC/AmnImadsww2kvVhSLgNNuML3P/O4TVZpF8tHMYuoLPJYsZASbTGoNr2+H5YpbdRdA68TLSQVyNIflr8EoIomg0hCOte57bmz8FCvDCKfz0iDRNMZkise0b6nEgmo/Xdw6RxdWGaEwUrakQQv190SKhdYzEdhOgc1Er3qZ+J/XT0x446dMxomhkiwXhQlHJkLZ42jEFCWGzyzBRDF7KyITrDAxNp6SDcFbfXmddK6qXq1aa9Uqjbs8jiKcwTlcggd1aMADNKENBCbwDK/w5gjnxXl3PpatBSefOYU/cD5/AFfTjck=</latexit>
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<latexit sha1_base64="FGky2eY2fLGKOXeQ+485QR5Wiq0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoBeh6MVjC7YW2lA220m7drMJuxuhhP4CLx4U8epP8ua/cdvmoK0PBh7vzTAzL0gE18Z1v53C2vrG5lZxu7Szu7d/UD48aus4VQxbLBax6gRUo+ASW4YbgZ1EIY0CgQ/B+HbmPzyh0jyW92aSoB/RoeQhZ9RYqXndL1fcqjsHWSVeTiqQo9Evf/UGMUsjlIYJqnXXcxPjZ1QZzgROS71UY0LZmA6xa6mkEWo/mx86JWdWGZAwVrakIXP190RGI60nUWA7I2pGetmbif953dSEV37GZZIalGyxKEwFMTGZfU0GXCEzYmIJZYrbWwkbUUWZsdmUbAje8surpH1R9WrVWrNWqd/kcRThBE7hHDy4hDrcQQNawADhGV7hzXl0Xpx352PRWnDymWP4A+fzB48TjMg=</latexit>

3

31

+

+

31

3 = C3
1 + 3C1C2 + C3

<latexit sha1_base64="397ndDPzW5O80NoipVpTwNFU6ZM=">AAAB+3icbVDLSsNAFL3xWesr1qWbYBGEQknaQt0IxWxcVrAPaGOYTKft0MkkzEzEEvorblwo4tYfceffOG2z0NYDl3s4517mzgliRqWy7W9jY3Nre2c3t5ffPzg8OjZPCm0ZJQKTFo5YJLoBkoRRTlqKKka6sSAoDBjpBBN37nceiZA04vdqGhMvRCNOhxQjpSXfLFy7vvNQLVV1c/1KyfWrvlm0y/YC1jpxMlKEDE3f/OoPIpyEhCvMkJQ9x46VlyKhKGZklu8nksQIT9CI9DTlKCTSSxe3z6wLrQysYSR0cWUt1N8bKQqlnIaBngyRGstVby7+5/USNbzyUsrjRBGOlw8NE2apyJoHYQ2oIFixqSYIC6pvtfAYCYSVjiuvQ3BWv7xO2pWyUyvX72rFxk0WRw7O4BwuwYE6NOAWmtACDE/wDK/wZsyMF+Pd+FiObhjZzin8gfH5A1PLkg8=</latexit>

کرد. حساب را پارش تابع آنجا از و کرد بندی دسته ͳسادگ به را ذره سه به مربوط های دیاگرام تمام توان ͳم خوشه مفهوم از استفاده با :۵ ش΋ل

۱۰
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C4 =

<latexit sha1_base64="rdXtUTBdI7Tcfa1ikI0HmxrAZuU=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0kkoBeh2IvHCvYD2lA22027dHcTdjdCCf0LXjwo4tU/5M1/46bNQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80tFxqghtk5jHqhdiTTmTtG2Y4bSXKIpFyGk3nDZzv/tElWaxfDSzhAYCjyWLGMEml5pD/3ZYrbl1dwG0TryC1KBAa1j9GoxikgoqDeFY677nJibIsDKMcDqvDFJNE0ymeEz7lkosqA6yxa1zdGGVEYpiZUsatFB/T2RYaD0Toe0U2Ez0qpeL/3n91EQ3QcZkkhoqyXJRlHJkYpQ/jkZMUWL4zBJMFLO3IjLBChNj46nYELzVl9dJ56ru+XX/wa817oo4ynAG53AJHlxDA+6hBW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOcXMKfyB8/kDQ/aNvA==</latexit>

=

ͳبعض (۳) ش΋ل در شوند. متصل هم به پیوسته) هم (به همبند صورت به توانند ͳم اتم چهار که هایی راه تمام از عبارت چهارتایی خوشه Έی :۶ ش΋ل

چهارتایی خوشه این سهم آید. ͳم بدست فوق ترتیب به چهارتایی خوشه به مربوط های ش΋ل آنها حذف با کوچ΋ترند. های خوشه به مربوط ها دیاگرام از

شود. ͳم مشخص b4 عبارت با تایی

+6 3 +
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3 4
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3 4

4Q4 =

<latexit sha1_base64="646+hh+/5q1dtvBkglUA3tC73mc=">AAAB63icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0kkoBeh6MVjC/YD2lA22027dHcTdjdCCf0LXjwo4tU/5M1/46bNQVsfDDzem2FmXphwpo3rfjuljc2t7Z3ybmVv/+DwqHp80tFxqghtk5jHqhdiTTmTtG2Y4bSXKIpFyGk3nN7nfveJKs1i+WhmCQ0EHksWMYJNLrWG/u2wWnPr7gJonXgFqUGB5rD6NRjFJBVUGsKx1n3PTUyQYWUY4XReGaSaJphM8Zj2LZVYUB1ki1vn6MIqIxTFypY0aKH+nsiw0HomQtspsJnoVS8X//P6qYlugozJJDVUkuWiKOXIxCh/HI2YosTwmSWYKGZvRWSCFSbGxlOxIXirL6+TzlXd8+t+y6817oo4ynAG53AJHlxDAx6gCW0gMIFneIU3RzgvzrvzsWwtOcXMKfyB8/kDWViNyg==</latexit>
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3 4

+

+

<latexit sha1_base64="SaYUgzo8cQJkvfS05+XmSXx7v3c=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSIIQkmkoMeiF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dtbWNza3tgs7xd29/YPD0tFxS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju5nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47JfKrsVdw6ySryclCFHvV/66g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZwWe6nGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzq0yIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynaELzll1dJ66riVSvVRrVcu83jKMApnMEFeHANNbiHOjSBAcIzvMKb8+i8OO/Ox6J1zclnTuAPnM8fc8uMtg==</latexit>

= C4
1 + 6C2

1C2 + 3C2
2 + 4C1C3 + C4

<latexit sha1_base64="bEV9d6h5bmWaHKhAj9CpK6LIHes=">AAACDHicbVDLSsNAFJ3UV62vqks3wSIIgZKkQd0IxWxcVrAPaNMwmU7boZNJmJkIJfQD3Pgrblwo4tYPcOffOGmz0NYDM/dw7rnM3BPElAhpmt9aYW19Y3OruF3a2d3bPygfHrVElHCEmyiiEe8EUGBKGG5KIinuxBzDMKC4HUzcrN9+wFyQiN3LaYy9EI4YGRIEpZL8cuXa9a2+Y1xkxXZ926ipq28bjhJcv2a4vqNcZtWcQ18lVk4qIEfDL3/1BhFKQswkolCIrmXG0kshlwRRPCv1EoFjiCZwhLuKMhhi4aXzZWb6mVIG+jDi6jCpz9XfEykMhZiGgXKGUI7Fci8T/+t1Ezm88lLC4kRihhYPDROqy0jPktEHhGMk6VQRiDhRf9XRGHKIpMqvpEKwlldeJS27atWq9p1Tqd/kcRTBCTgF58ACl6AObkEDNAECj+AZvII37Ul70d61j4W1oOUzx+APtM8f27OXEQ==</latexit>

کرد. حساب را پارش تابع آنجا از و کرد بندی دسته ͳسادگ به را ذره چهار به مربوط های دیاگرام تمام توان ͳم خوشه مفهوم از استفاده با :۷ ش΋ل
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خوشه انتگرال تعریف: n

را آن که آید ͳم بدست ͳعبارت بΎیریم انتگرال مختصات همه روی و دهیم، نسبت را fij کمیت ij ِ اتصال هر ازای به خوشه Έی در هرگاه ۳

(۴) ش΋ل به توجه با مثال عنوان به دهیم. ͳم نشان Cl با را آن به مربوط خوشه انتگرال باشد، اتم l شامل خوشه اگر نامیم. ͳم خوشه انتگرال

داریم:

C3 = 3⟨f12f13⟩+ ⟨f12f23f13⟩. (۲۹)

بنویسید. را C4 عبارت تمرین: n

کنیم: ͳم تعریف را زیر کمیت نیز خوشه انتگرال هر با متناسب بعدی روابط ͳسادگ برای

bl :=
1

l!λ3(l−1)V
Cl (۳۰)

داریم مثال عنوان به

C1 =

∫
dr1 = V

C2 =

∫
dr1r2f(r1 − r2) = V

∫
drf(r)

C3 =

∫
dr1dr2dr3

[
3f(r1,2)f(r1,3) + f(r1,2)f(r1,3)f(r2,3)

]
. (۳۱)

و

b1 =
1

V
C1 = 1

b2 =
1

2!λ3V
C2

b3 =
1

3!(λ3)2V
C3. (۳۲)

به خوشه تا m2 ، 1 اندازه به خوشه تا m1 دارای طرح این است. مختلف های اندازه با ها خوشه از ای مجموعه اتم، N از طرح Έی ۴ تعریف: n

است. l اندازه به خوشه تا ml ͳکل طور به و 2 اندازه

Cluster Expression۳

Pattern۴
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ml>4 = 0. اند. شده داده نشان طرح این برای ml اعداد طرح. Έی از ای نمونه :۸ ش΋ل

است: برقرار زیر قید همواره هاست، اتم همه بردارنده در طرح Έی که آنجا از

N = 1m1 + 2m2 + 3m3 + · · · lml + · · · . (۳۳)

با: است برابر تر Έکوچ های خوشه تعداد این با هایی طرح تعداد

N (m1,m2,m3 · · · ) =
N !

(1!)m1(2!)m2(3!)m3 · · ·m1!m2!m3! · · ·
(۳۴)

QN (V, T ) پارش تابع ها طرح این تمام روی کردن جم΄ با نتیجه در

QN (V, T ) =

′∑
m1,m2,m3,···

N !

m1!m2!m3! · · ·
(
C1

1!
)m1(

C2

2!
)m2(

C3

3!
)m3 · · · . (۳۵)

از استفاده با و Z(V, )V, T ) = 1
N !λ3NQN (V, T ) با است برابر که کنیم حساب را Z(N,V, T ) ͳیعن کامل پارش تابع خواهیم ͳم نهایتا که آنجا از

رسیم: ͳم زیر نتیجه به کردن ساده ͳکم از پس و
∑

l lml = N اینکه به توجه و Cl

l! = bl
V
λ3λ

3l که این

Z(N,V, T ) =

′∑
m1,m2,m3,···

1

m1!
(b1

V

λ3
)m1

1

m2!
(b2

V

λ3
)m2

1

m3!
(zb3

V

λ3
)m3 · · · (۳۶)

Έگراندکانونی پارش تابع به قید این از شدن رها برای است. مقید جم΄ این اما بنویسیم. را آن حاصل ͳبراحت توانستیم ͳم بود نامقید جم΄ Έی فوق جم΄ اگر

پارش تابع به ͳیعن بریم ͳم پناه

Z(z, V, T ) :=

∞∑
N=0

zNZN (V, T ) (۳۷)
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رسیم: ͳم زیر نتیجه به مختلف های عبارت در آن کردن پخش و zN = z
∑

l=1 lml نوشتن با نتیجه در و

Z(z, V, T ) =

∞∑
m1=0,m2=0,m3=0,···

1

m1!
(zb1

V

λ3
)m1

1

m2!
(z2b2

V

λ3
)m2

1

m3!
(z3b3

V

λ3
)m3 · · · (۳۸)

با: شود ͳم برابر Έکانونی گراند پارش تابع بالاخره و

Z(z, V, T ) = e
V
λ3 zb1e

V
λ3 2b2e

V
λ3 z3b3 · · · = e

V
λ3

∑∞
l=1 zlbl (۳۹)

روابط به توجه با

PV

kT
=
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl, (۴۰)

و

N =
V

λ3

∞∑
l=1

lzlbl. (۴۱)

ͳ΋ترمودینامی های کمیت بقیه به سپس و گاز حالت معادله به رابطه دو این بین z پارامتر کردن حذف با توان ͳم چΎونه که داد خواهیم نشان بعدی بخش در

یافت. دست

ش΋ل در که است دیاگرام نوع دو شامل انتگرال این در تایی سه خوشه کنیم. ͳم توجه b3 خوشه انتگرال به خوشه. های انتگرال مهم خاصیت Έی n

تعریف در نامΎذاری نوع این دلیل دهیم. ͳم نشان b3(irr) و b3(r) با ترتیب به را دیاگرام دو این به مربوط های انتگرال اند. شده داده نشان (۴)

شود: ͳم روشن زیر

صورت این غیر در باشد. داشته وجود مختلف مسیر دو حداقل آن از ای نقطه دو هر بین اگر شود ͳم خوانده ۵ ناپذیر کاهش دیاگرام، Έی تعریف: n

تکه دو به دیاگرام کل کنیم، قط΄ را دلخواه خط پاره Έی اگر ناپذیر کاهش دیاگرام Έی در دیΎر عبارت به شود. ͳم خوانده ۶ پذیر کاهش دیاگرام

خواهد تبدیل مجزا تکه دو به دیاگرام آن کردن قط΄ با که دارد وجود ͳخط پاره همواره پذیر کاهش دیاگرام Έی در اما شد. نخواهد تبدیل مجزا

دهد. ͳم نشان را پذیر کاهش دیاگرام Έی (۹) ش΋ل شد.

با: است برابر (۴) ش΋ل پذیردر کاهش های دیاگرام از ͳ΋ی به مربوط خوشه انتگرال

⟨f12f23⟩ =
∫
dr1dr2dr3f(r1 − r2)f(r2 − r3) (۴۲)

آيد: ͳم در زیر صورت به انتگرال این R = 1
3 (r1 + r2 + r3) و r23 := r2 − r3 ، r12 := r1 − r2 متغیرِ تغییر با

⟨f12f23⟩ =
∫
dr12dr23dRf(r12)f(r23) = V

(∫
drf(r)

)2

(۴۳)

Irreducible۵

Reducible۶
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آید: ͳم در زیر ش΋ل به انتگرال این سرانجام b2 := 1
2λ3

∫
drf(r) خوشه انتگرال فرم به توجه با و

b3
(r) :=

2

3
b22. (۴۴)

بنویسیم: توانیم ͳم نتیجه در

b3 = 3b3
(r) + b3

irr = 2b22 + birr3 . (۴۵)

کنید. ثابت را (۴۴) رابطه تمرین: n

این شد. تجزیه تر Έکوچ خوشه های انتگرال به (۴) ش΋ل در چپ سمت دیاگرام مثل تایی سه به مربوط انتگرال که است این دیدیم مثال این در که آنچه

زیر قضیه در آن ΁پاس است؟ شده ای تجزیه چنین به منجر که دارد وجود خصوص به دیاگرام این در چیزی چه شد. داده نشان (۴۴) معادله در خاصیت

شود. ͳم داده

شود. ͳم تجزیه تر Έکوچ های انتگرال به دیاگرام آن انتگرال همواره پذیر کاهش دیاگرام Έی برای قضیه: n

با: است برابر ͳل΋ش چنین مربوط انتگرال کنیم. ͳم توجه (۹) ش΋ل به قضیه این اثبات برای

I := ⟨f12
∏
i ̸=1

f1,i
∏
j ̸=2

f2,j⟩

=

∫
dr1dr2f(r1 − r2)

∏
i ̸=1

driF (r1, {ri})

∏
j ̸=2

drjF (r2, {rj})

 (۴۶)

ِ علامت آن در که

1

2

p
p′￼

q

q′￼

k
j

i

l

شود. ͳم تبدیل مجزا خوشه دو به اتصال Έی کردن قط΄ با که پذیر کاهش خوشه Έی :۹ ش΋ل
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همه و r1 − ri از ͳتابع نیز F (r1, {ri}) تابع .{rk, rl, · · · } نماد برای ͳمشابه معنای با است، {ri, rj , · · · } متغیرهای همه معنای به {ri}

: متغیر تغییر با حال است. برقرار نیز F (r2, {rk}) تابع برای ملاحظات همین دارند. قرار بالایی خوشه درون که است هایی ri − rj

R :=
1

2
(r1 + r2) r := r1 − r2, ξi := r1 − ri, ηk := r2 − rk, (۴۷)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا انتگرال

I =

∫
dRdrf(r)

[∏
i

dξiF ({ξi})

]∏
j

dηkF ({ηk})

 . (۴۸)

دیاگرام بودن پذیر کاهش دلیل به فقط امر این که کنید دقت شود. ͳم تجزیه کوچ΋تر های انتگرال به پذیر کاهش دیاگرام این انتگرال ترتیب این به

پرداخت. خواهیم آن به بعدی بخش در که شد خواهد ویریال ضرایب محاسبه در زیادی ͳخیل ͳسادگ به منجر بالا خاصیت است. شده پذیر ام΋ان

ویریال بسط ۴

کرد. حذف (۴۱) و (۴۰) ی رابطه دو بین را z بایست ͳم ͳ΋فیزی روابط آوردن بدست برای ایم، کرده کار Έگراندکانونی آنزامبل با که ͳمواقع همه مثل

شود. ͳم خوانده حالت تابع ۷ ویریال بسط که درآید زیر صورت به سری Έی ش΋ل به گاز حالت معادله تصحیح که شود ͳم باعث کار این

PV

kT
= N

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l−1

(۴۹)

یا بالا دماهای در است. λ3 گرمایی حجم Έی در گاز مول΋ولهای یا ها اتم تعداد دهنده نشان پارامتر این است. λ3n یا λ3

v نسبت اینجا در بسط پارامتر

از تری دقیق تصحیح آوردن بدست برای بنابراین است. زیاد آن مقدار زیاد های ͳالΎچ یا پایین دماهای در و Έکوچ پارامتر این مقدار پایین های ͳالΎچ

های صورت به را ویریال بسط توان ͳم تفاصیل این با داشت. نگاه بسط در را بیشتری جملات بایست ͳم پارامتر، این مقدار به بسته گاز، حالت معادله

زیر: مثل نوشت، مختلف

Pv

kT
=

∞∑
l=1

al(T )

(
λ3

v

)l−1

(۵۰)

یا و

Pv

kT
=

∞∑
l=1

al(T )
(
nλ3

)l−1 (۵۱)

Virial Expansion۷
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بیاوریم،  بدست را رابطه این که این برای آیند. ͳم بدست bl ضرایب از ویریال ضرایب که است مسلم شوند. ͳم خوانده ۸ ویریال ضرایب al(T ) ضرایب .

آوریم: ͳم بدست (۴۱) بر  (۴۰) رابطه تقیسم از

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=
Pv

kT
(۵۲)

داشت: خواهیم نتیجه در نویسیم. ͳم ویریال بسط حسب بر را رابطه این چپ سمت ͳطرف از

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=

∞∑
l=1

al(T )
(
nλ3

)l−1 (۵۳)

داشت: خواهیم نتیجه در دهیم. قرار (۴۱) رابطه از λ3

v جای به بازهم توانیم ͳم راست سمت در اما

∑∞
l=1 z

lbl∑∞
l=1 lz

lbl
=

∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l−1

. (۵۴)

به: رسیم ͳم رابطه این وسطین) (طرفین دستکاری با

∞∑
l=1

zlbl =

(∑
l=1

lzlbl

) ∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l−1

(۵۵)

یا و

∞∑
l=1

zlbl =

∞∑
l=1

al

[ ∞∑
k=1

kzkbk

]l
. (۵۶)

است: این اش ش΋ل کنیم باز را رابطه این اگر

z + z2b2 + z3b3 + z4b4 + · · · = a1(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · · )

+ a2(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · · )2

+ a3(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · · )3

+ a4(z + 2z2b2 + 3z3b3 + 4z4b4 + · · · )4 + · · · (۵۷)

دهد: ͳم را زیر نتایج ͳسادگ به طرف دو در z ͳمتوال های توان مقایسه

Virial Coefficients۸
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a1 = 1

b2 = 2a1b2 + a2

b3 = 3a1b3 + 4a2b2 + a3

b4 = 4a1b4 + 6a2b3 + 4b22a2 + 3a3(2b2) + a4 · · · (۵۸)

رسیم: ͳم زیر روابط به ͳسادگ به پایین به بالا از معادلات این حل با

a1 = 1

a2 = −b2

a3 = 4b22 − 2b3

a4 = −20b32 + 18b2b3 − 3b4 · · · . (۵۹)

هم و a3 عبارت به اگر است. مشاهده قابل نیز مهم خاصیت Έی جا این در شوند. ͳم محاسبه bl ضرایب روی از Έی به Έی ویریال ضرایب ترتیب این به

که: شویم ͳم متوجه کنیم، توجه (۴۵) رابطه چنین

a3 = 4b2
2 − 2b3 = 4b2

2 − 2(2b2
2 + b3

irr) = −2b3
irr, (۶۰)

است. برقرار نیز بالاتر های مرتبه ویریال ضرایب ͳتمام در خاصیت این است. مانده ͳباق ناپذیر کاهش خوشه تنها سوم ویریال ضریب در دهد ͳم نشان که

که کرد ثابت توان ͳم ͳکل طور به ͳیعن

al = −(l − 1)bl
irr (۶۱)

است. ناپذیر کاهش های خوشه شامل تنها که تفاوت این با دارد را bl تعریف همان blirr آن در که

کنید. محاسبه را ها انتگرال این نیست لازم بنویسید. را آنها به مربوط انتگرال و کنید مشخص را چهارتایی ناپذیر کاهش های خوشه تمرین: n
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ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضریب دومین محاسبه ۵

نیروی خوب ͳخیل تقریب با اتم دو بین موثر نیروی بپردازیم. ͳواقع گاز Έی برای ویریال ضرایب محاسبه برای مثالهایی به توانیم ͳم ͳکل روابط این از پس

است: زیر ش΋ل به جونز لنارد پتانسیل است. لنارد⁃جونز

U(r) = U0

(
(
σ

r
)12 − (

σ

r
)6
)

(۶۲)

اربیتال ͳقطبیدگ نیرو این جاذبه قسمت منشاء است. −U0

4 با برابر نقطه این در پتانسیل مقدار و دارد قرار r0 = (2)
1
6σ نقطه در پتانسیل این کمینه مقدار

اصل و کولومبی دافعه البته تر Έنزدی های فاصله در است. ی΋دیΎر با ها دوقطبی این کنش برهم سپس و ی΋دیΎر به آنها شدن Έنزدی هنگام ͳاتم های

ویریال ضریب دومین دقیق محاسبه است. شده داده نشان (۱) ش΋ل در نیرو این پتانسیل شود. ͳم ها اتم بین قوی ͳخیل دافعه پیدایش باعث ͳپاوول طرد

سپس و کرده ساده را پتانسیل مناسب تقریب Έی با اینکه یا و کرد اتکا عددی محاسبه به یا توان ͳم نیست. مم΋ن البته ͳتحلیل طریق به پتانسیل این برای

کرد. محاسبه ͳتحلیل صورت به را ویریال ضریب

است: زیر ش΋ل به پتانسیل این برای خوب تقریب Έی

U(r) =


∞ , r < r0

−U0

(
r0
r

)6
, r > r0

(۶۳)

داشت: خواهیم آن نتیجه در که

f(r) =


−1 , r < r0

eβU0( r0
r )

6

− 1 ≈ βU0

(
r0
r

)6
, r > r0

(۶۴)

کنیم:  محاسبه مجزا قسمت دو به انتگرال محدوده تقسیم با و زیر ترتیب به را ویریال ضریب دومین توانیم ͳم حال

a2 = −b2 = −1

2

1

λ3
1

V

∫
dr1dr2f(|r1 − r2|)

= −1

2

1

λ3
4π

∫
r2drf(r). (۶۵)

یا و

a2 =
2π

λ3

∫ r0

0

r2dr +
2π

λ3
U0

kT

∫ ∞

r0

r2
(r0
r

)6
(۶۶)

که: دهید نشان و کنید کامل را محاسبه این تمرین: n

a2 =
1

3

2π

λ3
r30(1−

U0

kT
) (۶۷)
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کنید: کامل را زیر مراحل اید آورده دست به ویریال ضریب دومین برای که مقداری از استفاده با تمرین:  n

ͳیعن بنویسید، دو رتبه تا را ویریال بسط نخست الف:

Pv

kT
= 1 + a2

λ3

v
(۶۸)

درآورید: زیر صورت به را معادله این و

P =
kT

v

(
1 +

2π

3

r30
v
(1− U0

kT
)

)
≡ kT

v
(1 +

B2(T )

v
) (۶۹)

آن در که

B2(T ) :=
2πr30
3

(1− U0

kT
). (۷۰)

ͳیعن وانداروالس حالت معادله ب:

(P +
a

v2
)(v − b) ≈ kT (۷۱)

کنید. ͳبازنویس زیر صورت به را معادله این b≪ v تقریب گرفتن نظر در با بΎیرید. نظر در

P =
kT

v

(
1 +

b− a
kT

v

)
. (۷۲)

که: دهید نشان و کنید تعیین را b و a ͳشناخت پدیده پارامترهای مقادیر پ:

b =
2πr30
3

, a =
2πr30
3

U0. (۷۳)

گرفت: نظر در ها اتم بین را زیر پتانسیل تقریب با توان ͳم گاز Έی برای تمرین: n

U(r) =


∞, r < 0

−v0, 0 ≤ r ≤ r0

0 r0 < r.

(۷۴)

کنید. محاسبه نیز را گاز پذیری تراکم ضریب آورید. بدست گاز این برای را ویریال ضریب دومین
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ͳکوانتوم های سیستم برای ای خوشه بسط ۶

شود ͳم باعث که است ͳپاوول طرد اصل اول نکته کنیم. توجه مهم نکته چند به بایست ͳم ͳکوانتم های سیستم به Έکلاسی ای خوشه بسط تعمیم برای

اینکه هم دوم نکته شود. محدود اند پادمتقارن کاملا یا متقارن کاملا یا ها حالت آن در که ͳخاص زیرفضای به ی΋سان ذرات از ای مجموعه هیلبرت فضای

ͳجنبش انرژی از ͳناش ͳ΋ی که مجزا قسمت دو به را پارش تابع توانیم ͳنم م΋ان و تکانه به مربوط عملΎرهای نشدن جابجا دلیل به ͳکوانتوم های سیستم در

کند. ͳم دشوار بسیار ͳکوانتوم های سیستم برای را ای خوشه بسط انجام ها تفاوت همین کنیم. تجزیه است ذرات بین های کنش برهم از ͳناش دیΎری و

ͳم جابجا جایΎشت عملΎرهای با شده تش΋یل ی΋سان ذرات از که ای ذره N دستگاه Έی ͳهامیلتون که کنیم ͳم دقت نخست نکات این بهتر فهم برای

دیΎر: عبارت به شود.

[H,P ] = 0, P ∈ SN . (۷۵)

آنگاه دهیم، نمایش V با را ذره Έی هیلبرت فضای اگر است. گروه این از ͳدلخواه عضو هر P و است ذرات این بین جایΎشت گروه SN اینجا در

از: عبارتند آن پایه بردارهای که VN := V ⊗ V ⊗ V · · ·V از است عبارت ذره N هیلبرت فضای

{|r1, r2, · · · rN} (۷۶)

زیرفضا دو این فضاست. این از پادمتقارن کاملا یا متقارن کاملا زیرفضای ترتیب به بل΋ه نیست فضا این ͳتمام ها فرمیون و ها بوزون هیلبرت فضای اما

اند: خاصیت این دارای ترتیب به فضا دو این بردارهای دهیم. ͳم نشان V− و V+ با ترتیب به را

P |ψ⟩ = (±)|P ||ψ⟩, (۷۷)

ها فرمیون و ها بوزون به مربوط عملΎرهای و پایه های حالت چنین هم و فضاها تشخیص برای بعد به این از است. P جایΎشت درجه |P | آن در که

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را ͳقبل رابطه بنابراین است. −1 ها فرمیون برای و +1 با برابر ها بوزون برای علامت این بریم. ͳم کار به را ζ ِ علامت

P |ψ⟩ζ = ζ |P ||ψ⟩ζ . (۷۸)

شود: ͳم تعریف زیر ترتیب به فضاها این پایه بردارهای

|r1, r2, · · · rN ⟩ζ :=
1

N !

∑
P∈SN

ζ |P ||rP1, rP2, · · · rPN ⟩ (۷۹)

تمرین: n

است: زیر ش΋ل به پایه بردارهای این بهنجارش که کنید ثابت
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ζ⟨r′1, r′2, · · · r′N |r1, r2, · · · rN ⟩ζ =
1

N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

δ(r1 − r′1) δ(r1 − r′2) δ(r1 − r′N )

δ(r2 − r′1) δ(r2 − r′2) δ(r2 − r′N )

δ(rN − r′1) δ(rN − r′2) δ(rN − r′N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ζ

(۸۰)

با است دترمینان عبارت همان ماتریس Έی پرمننت از منظور کنیم. ͳم محاسبه را دترمینان ها فرمیون برای و ۹ پرمننت ها بوزون برای راست طرف در که

ندارد. وجود مختلف جملات بین ͳمنف علامت گونه هیچ که مهم تفاوت این

کنید. معین را آنها بهنجارش و بنویسید را ای ذره سه و ای ذره دو فضای پایه بردارهای تمرین: n

کنیم. ͳم تعریف را زیر ای ذره N عملΎر n

S =
1

N !

∑
P∈SN

(ζ)|P |P.

بنویسیم: توانیم ͳم ترتیب این به

|r1, r2, · · · rN ⟩ζ = S|r1, r2, · · · rN ⟩. (۸۱)

ͳیعن تصویرگراست،  عملΎر Έی عملΎر این که دهید نشان تمرین: n

S2 = S.

S = 1
2 (I + P1,2). داریم: ذره دو برای مثلا بنویسید. را S عملΎر ای ذره سه و ای ذره دو سیستم برای

هستند: زیر بودن کامل رابطه دارای بردارها این که دهید نشان تمرین: n∫
dr1dr2 · · · drN |r1, r2, · · · rN ⟩ζ ζ⟨r1, r2, · · · rN | = S (۸۲)

کند. ͳم عمل واحد عملΎر مثل Vζ فضای روی S عملΎر که کنید دقت

S عملΎر ای چندذره فضاهای روی که کنید ثابت ͳیعن کنید. تحقیق ͳبوزون و ͳفرمیون ای ذره دو زیرفضاهای برای را موضوع این ͳدرست تمرین:  n

کند. ͳم عمل واحد مثل

با: است برابر پارش تابع که دانیم ͳم پردازیم. ͳم پارش تابع محاسبه به حال

ZN = Trζ(e
−βH) (۸۳)

داشت: خواهیم بنابراین است. Vζ فضای روی رد محاسبه معنای به Trζ آن در که

ZN = Trζ(e
−βH) = Tr(e−βHS)

Permanent۹
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= Tr(e−βH

∫
dr1dr2 · · · drN |r1, r2, · · · rN ⟩ζ ζ⟨r1, r2, · · · rN |)

=

∫
dr1dr2 · · · drN ⟩ζ⟨r1, r2, · · · rN |e−βH |r1, r2, · · · rN ⟩ζ (۸۴)

بنابراین دارند. قرار ی΋سان ͳخارج پتانسیل در و هستند هم مثل ذرات همه زیرا شود ͳم جابجا ای ذره بس ͳهامیلتون با S عملΎر که کنیم ͳم دقت حال

[H,S] = 0

بنویسیم: توانیم ͳم  (۸۱) رابطه و (۸۴) رابطه به توجه با بنابراین

ZN =

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |Se−βHS|r1, · · · rN ⟩

=

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |e−βHS2|r1, · · · rN ⟩

=

∫
dr1 · · · drN ⟨r1, · · · rN |e−βHS|r1, · · · rN ⟩ = Tr(e−βHS), (۸۵)

ترتیب این به ایم. کرده استفاده S2 = S رابطه از آخر سطر در بالاخره و [H,S] = 0 رابطه از دوم سطر در و  (۸۱) رابطه از اول سطر در آن در که

هیلبرت فضای کل روی جدید عملΎر Έی رد محاسبه به شود ͳم تبدیل ͳبوزون یا ͳفرمیون هیلبرت زیرفضای روی ای ذره بس سیستم Έی پارش تابع محاسبه

:ͳیعن نیست). پادمتقارن یا پادمتقارن دیΎر که فضایی ͳیعن) ͳمعمول

ZN = tr(e−βHS). (۸۶)

ذرات پتانسیل و ͳجنبش انرژی از ͳناش همیشه مثل e−βH و ͳفرمیون یا ͳبوزون ذرات آمار از ͳناش S آن در که e−βHS از است عبارت جدید عملΎر این

بودیم: جداکرده زیر صورت به را Έکلاسی پارش تابع که بیاوریم خاطر به اند. شده Έتفکی ی΋دیΎر از ͳروشن به عامل دو این اثرات ترتیب این به است.

ZN =
1

λ3NN !
QN (۸۷)

آنکه برای ترتیب همین به است. ذرات بین های کنش برهم آثار دربردارنده که بود ͳمختصات پارش تابع QN و آزاد پارش تابع 1
λ3NN !

عبارت آن در که

ͳبازنویس زیر صورت به را (۸۶) رابطه کنیم، مقایسه خوبی به Έکلاسی های سیستم با ͳکوانتوم های سیستم برای را ای خوشه بسط بندی صورت بتوانیم

کنیم: ͳم

ZN =
1

λ3NN !
Tr(WN ) (۸۸)

آن در که

WN = N !λ3Ne−βHS. (۸۹)

است بهتر است. Tr(WN ) = λ3NN !Tr(e−βHS) عبارت است گرفته ͳکوانتوم حالت در را ͳمختصات پارش تابع جای که آنچه بینیم ͳم ترتیب این به

آوریم: گردهم اینجا در را پارش تابع دو هر
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QN =

∫
dr1dr2 · · · drNe−β

∑
i<j U(ri−rj) Έکلاسی آماری Έانی΋م (۹۰)

QN =

∫
dr1dr2 · · · drNW (r1, r2, · · · rN ) ͳکوانتوم آماری Έانی΋م (۹۱)

آن در که

W (r1, r2, · · · rN ) := ⟨r1, r2, · · · rN |WN |r1, r2, · · · rN ⟩.

بفهمیم. را WN ͳماتریس عناصرقطری بایست ͳم ای خوشه بسط بهتر فهم برای بنابراین

که دهید نشان تمرین: n

⟨r1|W1|r′1⟩ = e−
|r1−r′1|2

λ

2

,

شود: ͳم نتیجه آن از که

W (r1) = ⟨r1|W1|r1⟩ = 1.

که: دهید نشان و کنید حساب را ⟨r1, r2|W2|r′1, r′2⟩ ͳماتریس عنصر ندارد. وجود ͳکنش برهم هیچ که کنید فرض تمرین این در تمرین: n

⟨r1, r2|W2|r′1, r′2⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣
f(r1 − r′1) f(r1 − r′2)

f(r2 − r′1) f(r2 − r′2)

∣∣∣∣∣∣∣ (۹۲)

آن در که

f(r) = e−2π r2

λ2 . (۹۳)

که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه ⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ ͳماتریس عنصر به اگر خصوص به

⟨r1, r2|W2|r1, r2⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 f(r1 − r2)

f(r2 − r1) 1

∣∣∣∣∣∣∣ (۹۴)

کند: ͳم میل Έی سمت به ͳماتریس عنصر این باشد، گرمایی موج طول از بزرگتر ͳخیل |r1 − r2| اگر که است این دهنده نشان که

W2 −→ 1 |r1 − r2| ≫ λ. (۹۵)

: که دهید نشان نداریم، کنش برهم که ͳوقت برای بازهم تمرین: n

⟨r1, r2, · · · rN |WN |r′1, r′2, · · · r′N ⟩ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f(r1 − r′1) f(r1 − r′2) · · · f(r1 − r′N )

f(r2 − r′1) f(r2 − r′2) · · · f(r2 − r′N )

· · · · · · · · · · · ·

f(rN − r′1) f(rN − r′2) · · · f(rN − r′N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(۹۶)
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.f(r) = e−2π r2

λ2 آن در که

تمرین: n

بΎیرید: نظر در را زیر ͳماتریس عنصر

W3(r1, r2, r3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 f(r1 − r2) f(r1 − r3)

f(r2 − r1) 1 f(r2 − r3)

f(r3 − r1) f(r3 − r2) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(۹۷)

داریم: حد این در که دهید نشان کنید. مطالعه است |r1 − r2| ≫ λ , |r1 − r3⟩ ≫ λ که ͳوقت که ͳوقت را ͳعنصرماتریس این رفتارحدی

W3(r1, r2, r3) −→W2(r2, r3). (۹۸)

ͳوقت حدی حالت Έی در که دهید نشان و بΎیرید نظر در را W4(r1, r2, r3, r4) ≡ ⟨r1, r2, r3, r4|W4|r1, r2, r3, r4⟩ ͳماتریس عنصر تمرین: n

داریم: است، λ از بیشتر ͳخیل ۴ و ۳ ذرات جفت از ۲ و ۱ ذرات جفت فاصله

W4(r1, r2, r3, r4) −→W2(r1, r2)W2(r3, r4). (۹۹)

فاصله از بیشتر ͳخیل ی΋دیΎر از آنها فاصله که بΎیرند قرار B و A جداگانه گروه دو در ذرات مجموعه هرگاه که کنید ثابت ͳکل طور به تمرین: n

است:  برقرار زیر رابطه باشد، گرمایی

W (r1, · · · ri · · · rNA
; rNA+1, · · · , rj , rNA+NB

) ≈W (r1, · · · , ri, · · · rNA
)W (rNA+1, · · · , rj , · · · rNA+NB

), (۱۰۰)

بود. کنش برهم بدون حالت برای تابع این دقیق محاسبه بر ͳمتک گفتیم W (r1, r2, · · · rN ) تابع شدن خوشه خوشه نحوه باره در کنون تا که آنچه

خوشه ساختار نوع همان بازهم که داشت انتظار توان ͳم ͳحس و شهودی دلایل به اما کرد محاسبه را تابع این توان ͳنم طبیعتا داریم کنش برهم که ͳوقت

W (1, 2) معنای که ایم گذاشته قرار ͳسادگ (برای کنیم. ͳم تعریف زیر صورت به را U(r1, r2, · · · rN ) توابع که است دلیل همین به باشد. برقرار ای

( اخر. ͳال و باشد W (r1, r2) همان

W (1) =: U(1)

W (1, 2) =: U(1)U(2) + U(1, 2)

W (1, 2, 3) =: U(1)U(2)U(3) + U(1, 2)U(3) + U(1, 3)U(2) + U(2, 3)U(1) + U(1, 2, 3)

W (1, 2, 3, 4) =: U(1)U(2)U(3)U(4) + U(1, 2)U(3, 4) + U(1, 3)U(2, 4) + · · ·

+ U(1)U(2, 3, 4) + · · ·U(1, 2, 3)U(4) + U(1, 2, 3, 4). (۱۰۱)

تابع توانیم ͳم هم جا این در دادیم، بسط ها خوشه حسب بر را ZN Έکلاسی پارش تابع که شیوه همان به بینیم ͳم کنیم دقت جملات این ساختار به اگر

به جا آن در که ͳترکیبیات های استدلال ͳتمام واق΄ در هاست. خوشه به مربوط عبارت است متفاوت که چیزی تنها دهیم. بسط ها خوشه حسب بر را پارش

بود:  خواهد این نتیجه کنیم. ͳنم تکرار تفصیل به را ها استدلال آن جهت همین به برقرارند. کاست و کم بی نیز اینجا در بردیم کار
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ZN =
1

λ3NN !

′∑
{ml}

∏
l=1

N !

l!mlml!
Jm1
1 Jm2

2 · · · Jml

l · · · (۱۰۲)

∑∞
l=1 lml = N قید در که است هایی ml تمام روی جم΄ ،Έکلاسی حالت مثل آن در که

و کنند صدق

Jl =

∫
dr1dr2 · · · drlU(r1, r2, · · · rl). (۱۰۳)

کرد: ساده زیر ترتیب به را (۱۰۲) عبارت توان ͳم

ZN =

′∑
{ml}

∞∏
l=1

1

ml!
(
Jl
l!λ3l

)ml (۱۰۴)

تعریف با

bl :=
1

l!λ3(l−1)V
Jl

ویا

bl :=
1

l!λ3(l−1)V

∫
dr1dr2 · · · drlU(r1, r2, · · · rl), (۱۰۵)

آید: ͳم در زیر ش΋ل به  (۱۰۴) عبارت

ZN =

′∑
{ml}

∞∏
l=1

1

ml!
(
V bl
λ3

)ml (۱۰۶)

بنویسیم: و کنیم استفاده Έگراندکانونی آنزامبل از توانیم ͳم است مقید جم΄ Έی جم΄ این که آنجا از

lnZ(z, V, T ) =

∞∑
N=0

zNZN =

∞∑
{ml}=0

∞∏
l=1

1

ml!
(
zlV bl
λ3

)ml

=

∞∏
l=1

∞∑
ml=0

1

ml!
(
zlV bl
λ3

)ml

=

∞∏
l=1

exp(
V

λ3
zlbl)

= exp(
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl) (۱۰۷)

نتیجه در و

lnZ(z, V, T ) =
PV

kT
=
V

λ3

∞∑
l=1

zlbl (۱۰۸)

و

N = z
∂ lnZ(z, V, T )

∂z
=
V

λ3

∞∑
l=1

lzlbl. (۱۰۹)
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های بسط نوع که آنجا از رسید. (۵۰) رابطه ͳیعن ویریال بسط به توان ͳم دیدیم، Έکلاسی گاز مورد در که ͳل΋ش همان به رابطه دو این ترکیب از

برقرارند. نیز اینجا در (۵۹) روابط ͳیعن بود. خواهد Έکلاسی گاز ش΋ل همان به bl ضرایب با نیز ویریال ضرایب رابطه است ͳ΋ی Έکلاسی گاز با بالا

(۱۰۵) رابطه توسط ͳکوانتوم حالت در و (۳۰) رابطه توسط Έکلاسی حالت در که است bl ضرایب به مربوط های عبارت دارد تفاوت که چیزی تنها

شوند. ͳم داده

ͳکوانتوم ای خوشه بسط ضرایب محاسبه ۷

Ul(r1, r2, · · · rl)بایست ͳم bl در موجود انتگرال محاسبه برای است. (۱۰۵) تعریف با مطابق bl ضرایب محاسبه نیازمند ͳکوانتوم ای خوشه بسط که دیدیم

داریم: مثال عنوان به شود. ͳم محاسبه k < l با Wk مشابه جملات و Wl(r1, r2, · · · rl) حسب بر عبارت این خود و کنیم تعیین را

b1 =
1

V

∫
drU1(r) =

1

V

∫
drW1(r) (۱۱۰)

داریم همواره که دهید نشان تمرین: n

b1 = 1

.

داریم: چنین هم

b2 =
1

λ3V

∫
dr1dr2U(r1, r2)

=
1

2λ3V

∫
dr1dr2 [W (r1, r2)−W (r1)W (r2)] . (۱۱۱)

ͳم نیز ها bl ͳیعن بسط بالاتر ضرایب درمحاسبه است. W (r1, r2) := 2!λ6⟨r1, r2|Ŵ |r1, r2⟩ ͳماتریس عنصر تعیین محاسبه این در ͳاصل عنصر

ضرایب بایست ͳم al ویریال ضریب محاسبه برای که دانیم ͳم (۵۸) روابط از کنیم. حساب بیشتر ذرات تعداد برای را عملΎر این ͳماتریس عناصر بایست

که دانیم ͳم است. W (r1),W (r1, r2), · · ·W (r1, · · · rl) ͳماتریس عناصر دانستن نیازمند نیز ضرایب این همه محاسبه کنیم. محاسبه را b1, b2, · · · bl

حل دارند قرار Ω(r1−r2) پتانسیل تحت ذره دو آن در که شرودینگر ای ذره دو معادله حل با ͳیعن زحمت با توان ͳم Wرا (r1, r2) است. 1 با Wبرابر (r1)

و شده مطالعه تفصیل به ͳکوانتوم Έانی΋م در که شود ͳم تبدیل ای ذره تک مسئله Έی به نسبی مختصات و جرم مرکز مختصات به رفتن با مسئله این کرد.

حساب ͳاختلال روش Έی کاربردن به بدون و ͳتحلیل صورت به را a2 ویریال ضریب توانیم ͳم ترتیب این به است. شده ابداع آن حل برای زیادی های Έتکنی

نیازمند واقعا b2 محاسبه زیرا کنیم، حل ͳپتانسیل هر برای ͳتحلیل صورت به را شرودینگر معادله توانیم ͳم ما که نیست این حرف این معنای (البته کنیم.

ͳتحلیل های روش کنون تا و هستیم ذره چند برای شرودینگر معادله حل نیازمند بعدی ویریال ضرایب محاسبه برای اما ( نیست. انرژی طیف تمام تعیین

دهیم. ͳم توضیح را ͳاختلال روش این زیر در ببریم. کار به ͳاختلال روش Έی بایسیت ͳم ضرایب این محاسبه برای اند. نبوده موفق ای معادله چنین حل برای
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روش و مفاهیم تمام کنیم. حساب k ≤ l برای را Wk تمام بایست ͳم Ul محاسبه برای که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه Wl و Ul بین رابطه به اگر

به شود ͳم تبدیل ما مسئله ایم کرده حساب را W2(r1, r2) ͳقبل رتبه در که آنجا از گرفت. یاد b3 محاسبه ͳیعن ساده مثال Έی از توان ͳم را محاسبه های

.W3(r1, r2, r3) محاسبه

⟨r1, r2, r3|e−βH |r′1, r′2, r′3⟩ ͳماتریس عناصر محاسبه محتاج کار ,W3(r1این r2, r3)تعریف به توجه با شود. ͳم انجام چΎونه محاسبه این که است این سوال

ͳیعن است ذره سه ͳهامیلتون H و است (r1, r2, r3) از ͳشتΎجای (r′1, r
′
2, r

′
3) آن در که است

H ≡ T +Ω =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+
P 2
3

2m
+Ω12 +Ω13 +Ω23. (۱۱۲)

سه با تنها که این به ͳربط و است ͳکل کاملا گوییم ͳم بعد به این از که آنچه است. ذره سه ͳهامیلتون طیف ͳتمام محاسبه بدون e−βH محاسبه ما هدف

ندارد. است بیشتر یا ای ذره دو آیا که هم پتانسیل فرم به ͳحت ندارد. داریم کار و سر ذره

است. ذرات پتانسیل انرژی Ω و ذرات ͳجنبش انرژی T آن در که است e−β(T+Ω) عملΎر ͳماتریس عناصر محاسبه ما ͳاصل هدف

T =

N∑
i=1

P 2
i

2m
Ω =

∑
i<j

Ωij (۱۱۳)

ͳروش همان از کار این برای بدهیم. ترتیب Ω ͳمتوال قوای حسب بر ͳاختلال بسط Έی توانیم ͳم و هستند Έکوچ ها کنش برهم که است این فرض

و ͳفن استفاده Έی تنها استفاده این که کنیم دقت باید بریم. ͳم کار به ͳکوانتوم Έانی΋م در دیراک تصویر یا کنش برهم تصویر در که کنیم ͳم استفاده

ͳم تعریف را زیر عملΎر منظور این به نیست. آماری Έانی΋م و ͳکوانتوم Έانی΋م بین ͳمفهوم ارتباط نوع هیچ دهنده نشان ش΋ل این به و است ͳمحاسبات

کنیم:

R(β) := eβT e−βH . (۱۱۴)

آوریم: ͳم بدست β به نسبت گیری مشتق با .R(0) = I که کنید دقت

dR

dβ
= eβTTe−βH + eβT (−H)e−βH

= −eβTΩe−βH (۱۱۵)

تعریفِ  با یا و

ΩI(β) = eβTΩe−βT ,

dR

dβ
= −(eβTΩe−βT )R = −ΩI(β)R(β). (۱۱۶)

کند. ͳم پیدا ͳبستگ دما به عملΎر این داریم، ΩI(β) از که ͳتعریف با ͳول ندارند ͳبستگ دما به Ω =
∑

i<j Ωij ͳیعن ها کنش برهم خود که کنید دقت

وابسته زمان از مستقل پتانسیل ͳیعن افتد ͳم ۱۰ کنش برهم تصویر یا دیراک تصویر به شرودینگر تصویر از رفتن در که است ͳاتفاق همان شبیه درست این

Dirac Picture or Interaction Picture۱۰
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شود. ͳم زمان به

از: است عبارت (۱۱۶) معادله فرمال حل

R(β) = I −
∫ β

0

ΩI(β1)R(β1)dβ1. (۱۱۷)

رسیم: ͳم زیر ͳاختلال بسط به رابطه این تکرار با

R(β) = I −
∫ β

0

ΩI(β1)dβ1 +

∫ β

0

dβ1

∫ β1

0

dβ2ΩI(β1)ΩI(β2)− · · · . (۱۱۸)

ͳمتوال جملات باشند، Έکوچ kT به نسبت Ω همان یا ΩI های درایه اندازه ͳوقت که معنا این به بالاست، دمای بسط Έی رابطه این که گفت توان ͳم

ͳم بدست R(β) = eβT e−βH تعریف به توجه با چنین هم و ΩI(β) = eβTΩe−βT که آنجا از بود. خواهند Έکوچ هستند Ωdβ مرتبه از که بسط

آوریم:

e−βH = e−βTR(β) = e−βT

−
∫ β

0

dβ1e
−(β−β1)TΩe−β1T

+

∫ β

0

∫ β1

0

dβ1dβ2e
−(β−β1)TΩe−(β1−β2)TΩe−β2T

− · · · . (۱۱۹)

(۱۱۲) نوع از H اینکه ͳیعن کنیم استفاده ای ذره سه تابع محاسبه برای بسط این از بود قرار که آوریم ͳم یاد به اکنون اما است ͳکل کاملا بسط این چه اگر

داریم: صفرم رتبه در است.

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(0) = ⟨r1, r2, r3|e−βT |r′1, r′2, r′3⟩

= ⟨r1|e−β
P2
1

2m |r′1⟩⟨r2|e−β
P2
2

2m |r′2⟩⟨r3|e−β
P2
3

2m |r′3⟩

= f(r1 − r′1)f(r2 − r′2)f(r3 − r′3), (۱۲۰)

آن در که

f(r) = e−2π r2

λ2 . (۱۲۱)

(۱۲۰) به بایست ͳم زیر جمله رتبه این در بΎیریم. نظر در را اول رتبه لااقل بایست ͳم و شود ͳنم دیده ها کنش برهم آثار صفرم رتبه در که است ͳدطبیع

شود: اضافه

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(1) =
∫ β

0

dβ1⟨r1, r2, r3|e−(β−β1)TΩe−βT1 |r′1, r′2, r′3⟩ (۱۲۲)

است. محاسبه قابل الاصول ͳعل دارد وجود انتگرال این در که ای ͳماتریس عنصر
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است: زیر ش΋ل به فوق ͳماتریس عنصر Ω(ri − rj) = ωδ3(ri − rj) برای ͳیعن سخت هسته پتانسیل برای که دهید نشان تمرین:  n

⟨r1, r2, r3|W |r′1, r′2, r′3⟩(1) = ω3

∫
dx1dx2dx3e

− 2π
λ2 (

∑3
i=1 |ri−xi|2)− 2π

µ2 (
∑3

i=1 |r′i−xi|2) (۱۲۳)

آن در که

λ =

√
h2(β − β1)

2πm
µ =

√
h2(β1)

2πm
. (۱۲۴)

آن نهایی بخش و است ͳطولان ͳول سرراست محاسبه این شود. ͳم ͳگاووس انتگرال Έی به منجر (۱۲۲) انتگرال در ͳماتریس عنصر این دادن قرار

ضرایب محاسبه که دهد ͳم نشان مثال این آورد. بدست نیز را ویریال ضریب سومین توان ͳم ترتیب این به شود. انجام عددی صورت به بایست ͳم حتما

عددی محاسبه به را مسئله نهایتا توان ͳم که معنا این به است پذیر ام΋ان الاصول ͳعل ای خوشه بسط طریق از ͳکوانتوم ͳواقع گاز Έی برای ویریال

که است این سوال است. پرزحمت و ͳطولان محاسبه روش این که پیداست اما پذیرند. انجام ͳشخص های رایانه توسط ͳبراحت که داد تقلیل هایی انتگرال

پرداخت. خواهیم آن شرح به آینده های درس در و است مثبت سوال این ΁پاس دارد؟  وجود ی΋سان ذرات مطالعه برای موثرتری و بهتر فرمالیزم آیا

ها: مسئله ۸

است: زیر ش΋ل به ها کره این بین پتانسیل شده. تش΋یل σ شعاع با سخت بسیار های کره ش΋ل به هایی اتم از بعدی سه گاز Έی :Έی مسئله n

U(r) =


∞ r < σ

0 r > σ

(۱۲۵)

گاز انرژی کنید. حساب رتبه این در نیز را آن پذیری تراکم بنویسید. را گاز حالت معادله آنجا از و کنید حساب را گاز این برای دوم ویریال ضریب

کنید. حساب نیز را

است: زیر ش΋ل به گاز Έی از اتم دو بین پتانسیل دو: مسئله n

U(r) = ϵ cos(qr)θ(σ − r) (۱۲۶)

گاز انرژی کنید. حساب دوم رتبه در را گاز پذیر تراکم چنین هم و گاز حالت معادله و دوم ویریال ضریب هستند. ثابت پارامتر دو r و σ آن در که

کنید. حساب نیز را آن ویژه گرمایی ظرفیت و

آمد؟ درخواهد ͳصورت چه به حالت معادله بΎیریم نظر در پتانسیل همان با سخت های دایره ش΋ل به را ها اتم اگر Έی مسئله در سه: مسئله n
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و ϵ آن در که کنند ͳم کنش برهم زیر ش΋ل به ͳپتانسیل با ها میله این است. شده تش΋یل a طول به های میله از ͳدستگاه بعد Έدری چهار: مسئله n

هاست. میله مرکز بین فاصله |x| و هستند پارامتر λ

U(x) =


∞ |x| < a

−ϵe−|x|/λ |x| ≥ a.

کنید. محاسبه را ویریال ضریب دومین الف:

کنید. حساب ϵ از دو مرتبه تا را حالت معادله ب:
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