
مثبت ی ها نگاشت ‐ ͳکوانتوم های سیستم Έدینامی

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠۴ دی ٢٣

مقدمه ١

آزمایش هیچ هنوز که است مم΋ن طرف Έی از زیرا شود، ͳم داده ͳالΎچ ماتریس Έی با سیستم Έی حالت توصیف ترین ͳکل که دانیم ͳم

سیستم Έی از ͳبخش ما ِ درکنترل ِ سیستم که است مم΋ن دیΎر طرف از و باشیم نداده انجام خالص حالت Έی در سیستم تهیه برای ͳمشخص

ماباشد. از دور کیلومترها دوم فوتون که باشیم داشته ͳدسترس تنیده درهم فوتون زوج Έی از فوتون Έی به تنها ما که است مم΋ن مثلا̈ بزرگترباشد.

ایجاد با اینکه یا کنیم، گیری اندازه را سیستم این توانیم ͳم مثلا دهیم، انجام را آزمایشها انواع ماست دردست که ͳسیستم روی بر توانیم ͳم ما

ها گیری اندازه این کنیم. گیری اندازه سیستم دو هر روی سپس و داده قرار آن کنار در ͳسیستم توانیم ͳم کنیم، متحول را آن هایی کنش برهم

دهند. قرار تاثیر تحت ماست دست در که را ͳبخش تنها یا و سیستم کل توانند ͳم که معنا این به باشند یاسرتاسری ͳموضع توانند ͳم ها تحول و

ͳالΎچ ماتریس شود. متحول ρ′ ͳیعن دیΎر ͳالΎچ ماتریس Έی به ρ ͳیعن ما سیستم ͳالΎچ ماتریس که شوند ͳم باعث اعمال این همه نهایتاً

باشد. تر بزرگ سیستم Έی به مربوط ͳحت تواند ͳم دوم سیستم

ربط هم به را دو این که ͳنگاشت خواص و دارد ρ ِ ماتریس به ͳربط چه ρ′ ماتریس که است این پرداخت خواهیم آن به درس این در که ͳسوال

تصور قابل ͳالΎچ ماتریس Έی بر ͳکوانتوم Έانی΋م چارچوب در که باشد ͳعمل ترین ͳکل دهنده نشان بایست ͳم نگاشت این چیست؟ دهد ͳم
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است.

نمادگذاری ٢

دلیل به آن بودن مختلط است. ١ مختلط و ͳداخل ضرب برداری فضای Έی فضا این دهیم. ͳم نمایش HA با را A سیستم Έی هیلبرت فضای

عملΎرهای تمام مجموعه هست. هم ٢ هیلبرت فضای Έی حتما باشد، محدودبعد فضا این اگر چنین هم است. مهم داشت خواهد که هایی ͳویژگ

است. ͳخط عملΎر Έی T : HA −→ HA که معناست این به T ∈ L(HA) بنابراین دهیم. ͳم نمایش L(HA) با را فضا این روی بر ͳخط

اینکه ͳیعن باشد، ͳنامنف مقداری برداری هر روی آن انتظاری ارزش که است عملΎری مثبت عملΎر

⟨v|X|v⟩ ≥ 0 ∀ v ∈ HA. (١)

مثبت ͳحقیق برداری فضای Έی در X =

 1 2

0 1

 عملΎر مثال عنوان به نیست. ͳهرمیت الزاما مثبت عملΎر Έی ͳحقیق فضای Έی در

که است این هم اش بودن مثبت دلیل نیست. ͳهرمیت ͳول است،

(
a b

) 1 2

0 1


 a

b

 = (a+ b)2 ≥ 0.

که کنیم ͳم ثابت نخست است: چنین هم آن دلیل است. ͳهرمیت حتما ͳمثبت عملΎر هر مختلط فضای Έی در اما

⟨v|X†|v⟩ = ⟨v|X|v⟩.

که گیریم ͳم نتیجه آن، بودن ͳحقیق نتیجه در و ⟨v|X|v⟩ بودن مثبت از

⟨v|X†|v⟩ = ⟨v|X|v⟩, ∀ v

Inner Product Complex Vector Space١

Hilbert Space٢
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یا و

⟨v|X −X†|v⟩ = 0 ∀ v.

است. ͳهرمیت X اینکه ͳیعن ،X = X† که معناست این به چیزی چنین اما

L+(HA) از ای مجموعه زیر شود. ͳم داده نشان L+(HA) با است مثبت ͳخط عملΎرهای بردارنده در تنها که L(HA) از ای مجموعه زیر

بنابراین شود، ͳم داده نمایش D(HA) با است، Έی با برابر ها آن رد که عملΎرهایی تمام مجموعه از است عبارت که

D(HA) ⊂ L+(HA) ⊂ L(HA).

هرگاه نیست برداری فضای زیر Έی و است محدب مجموعه Έی و است ͳالΎچ های ماتریس تمام D(HA)مجموعه ͳیعن آخری مجموعه این

L(HA) از زیرمجموعه Έی بل΋ه نیست فضا زیر Έی D(HA) است. بعدی d2 فضای Έی L(HA) باشد، بعدی d فضای Έی HA فضای

محدب مجموعه زیر Έی زیرمجموعه،  این که دید خواهیم بعداً است. نیاز مورد ͳحقیق پارامتر d2−1 آن از نقطه هر کردن مشخص برای که است

گرفت. خواهد قرار مجموعه درون حاصل خط ͳتمام کنیم، وصل هم به که را آن نقطه دو هر که معنا این به است، 

ͳکوانتوم های کانال و مثبت کاملا مثبت، های نگاشت ٣

اینکه ͳیعن نباشد. ͳ΋ی ρ′ و ρ بعدِ که کرد فرض توان ͳم ͳحت کلیت حفظ برای دهیم. نشان E با نگارد ͳم ρ′ به را ρ که ͳنگاشت که کنید فرض

نویسیم ͳم صورت دراین .ρ′ ∈ D(H2) و ρ ∈ D(H1)

E : D(H1) −→ D(H2). (٢)

: که است آن دارد E ͳخط نگاشت که ͳخواص
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نگارد. ͳم ͳهرمیت ماتریس به را ͳهرمیت ماتریس : Έی

نگارد. ͳم مثبت ماتریس به را مثبت ماتریس : دو

کند. ͳم حفظ را ماتریس رد : سه

به چنین هم گوییم. ͳم Trace Preserving Positive Map دار نگه ردˈ و مثبت نگاشت Έی یا ٣ عملΎر ابر Έی ͳنگاشت چنین به

تعریف مثبت های ماتریس کلیه برای بل΋ه ͳالΎچ های ماتریس برای فقط نه را ها نگاشت این معمولا شود. ͳم گفته ابرعملΎر۴ Έی E ِ نگاشت

نویسیم: ͳم ͳیعن کنیم. ͳم

E : L+(H1) −→ L+(H2). (٣)

یابند: ͳم تعمیم زیر ش΋ل به بالا گانه سه های ملاک صورت این در

E(X†) = E(X)†

Tr(E(X)) = Tr(X). (۴)

تنها ها این اما شوند. ͳم نگاشته مثبت عملΎرهای به مثبت عملΎرهای که کند ͳم بیان ͳبدیه صورت به نگاشت این برد و دامنه که کنید توجه

ش΋ل این در کنیم. ͳم توجه (٨) ش΋ل به خاصیت این فهم برای دارد. نیز دیΎر مهم خاصیت Έی E ابرنگاشت نیستند. E نگاشت ابر خواص

ͳنم ͳاتفاق هیچ آلیس آزمایشΎاه از خارج در دهد. ͳم انجام را E عمل است اختیارش در که ای ذره روی خودش آزمایشΎاه در آلیس که بینیم ͳم

سیستم باشد. تنیده درهم باب، دست در مثلا آلیس، آزمایشΎاه از خارج در دیΎری ذرات یا ذره با آلیس دست در ی ذره که است مم΋ن افتد.

دهیم. ͳم نشان ρAB با را هستند باب و آلیس دست در که ͳذرات حالت صورت این در دهیم. ͳم نشان B با را باب سیستم و A با را آلیس

کند. ͳم تبدیل دیΎر ͳالΎچ ماتریس Έی به را ρAB ͳالΎچ ماتریس عمل این شود. ͳم داده نشان E ⊗ I صورت به حالت این روی آلیس عمل

نتیجه در و باب حالت که انجا از است. مثبت نگاشت Έی E ⊗ I ش΋ل به نیز آن گسترش که است خاصیت این دارای E ابرنگاشت بنابراین

مثبت بایست ͳم ( بعدی هر به ͳیعن) E عملΎر ابر از ͳگسترش نوع هر که رسیم ͳم نتیجه این به باشد، دلخواه تواند ͳم او سیستم هیلبرت فضای

رسیم: ͳم زیر مهم تعریف به ترتیب این به باشد.

Super Operator٣

Superoperator۴
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هستند. بیان قابل مثبت نگاشت Έی با دهد ͳم انجام خود سیستم روی آلیس که ͳاعمال تمام :١ ش΋ل

دراین باشد. فضا همان روی عملΎرهای به V روی عملΎرهای فضای از مثبت ͳنگاشت E : L(V ) −→ L(V ) که کنید فرض تعریف: n

گوییم ͳم Completely Positive مثبت کاملا̈ را نگاشت این صورت دراین است. V به V از عملΎرهای فضای L(V ) از منظور جا

باشد: مثبت نیز زیر نگاشت W فضای هر ازای به اگر

E ⊗ I : L(V ⊗W ) −→ L(V ⊗W ). (۵)

نامیم. ͳم ۵ دار نگه رد و مثبت کاملا را نگاشت آنگاه کند حفظ نیز را رد نگاشت این هرگاه

مثبت های نگاشت از بسیاری بنابراین است. ͳبدیه غیر کاملا شرط Έی E نگاشت از ͳگسترش نوع هر بودن مثبت ͳیعن شرط این که است ΀واض

مثبت های نگاشت همه که شود معلوم تا دهیم ارایه مثبت کاملا̈ نه ͳول مثبت نگاشت Έی از ͳمثال بهتراست نباشند. مثبت کاملا است مم΋ن

نگارد. ͳم آن ترانهاده به را ماتریس Έی که عملΎری جز نیست چیزی مثال این نیستند. مثبت کاملا̈

کند: ͳم عمل زیر صورت به که بΎیرید نظر در را ترانهاده نگاشت نیست. مثبت کاملا̈ که مثبت عملΎر Έی از ͳمثال n

E : ρ −→ ρT (۶)

که ایم کرده استفاده حقیقت این از Έی درآن که بود خواهد زیر صورت به است آمده 5 شرط در که ͳطریق به نگاشت این گسترش حال

Completely Positive Trace-preserving map (CPT)۵
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کرد: تجزیه ρ =
∑

i ai ⊗ bi ِ صورت به توان ͳم همواره را ρ دلخواه̃ ماتریس Έی

(E ⊗ I)(ρ) = (E ⊗ I)(
∑

ai ⊗ bi) =
∑

aTi ⊗ bi = ρTA . (٧)

با را آن دلیل همین به گذارد. ͳم ͳباق نخورده دست را دوم عناصر و کند ͳم ترانهاده تانسوری ضرب در را اول عناصر واق΄ در عملΎر این

W و V برداری فضای که ایم کرده فرض جا (دراین دارد. وجود ρ −→ ρTB برای ͳمشابه تعریف دهیم. ͳم نمایش ρ −→ ρTA نماد

از: است عبارت صریح ش΋ل به جزیی ترانهاده اثر هستند.) B و A های سیستم برداری فضاهای ترتیب به

(ρTA)iµ,jν = (ρ)jµ,iν , (ρTB )iµ,jν = (ρ)iν,jµ. (٨)

باشد: زیر ماتریس ش΋ل به ρ اگر تر صریح مثال عنوان به

ρ =



a b c d

e f g h

i j k l

m n o p


(٩)

از: عبارتند ترتیب به ρTB و ρTA های ماتریس آنگاه

ρTA =



a b i j

e f m n

c d k l

g h o p


, (١٠)

و

ρTB =



a e c g

b f d h

i m k o

j n l p


. (١١)
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توسعه اما دهد. ͳنم تغییر را ماتریس Έی مقادیر ویژه زیرا است مثبت و ͳخط نگاشت Έی واقعا ترانهاده نگاشت که کنیم ͳم دقت حال

بΎیرید: نظر در را زیر ماتریس مثال برای بود. نخواهد مثبت عملΎر Έی جزیی ترانهاده تعریف و عملΎر این

ρ =



1

x y

y x

1


(١٢)

جزیی ترانهاده اگر اما بود. خواهند مثبت ͳΎهم باشد x > y > 0 هرگاه که 1, 1, x + y, x − y از عبارتند ماتریس این مقادیر ویژه

آوریم: ͳم بدست کنیم حساب را ماتریس این

ρTA =



1 y

x

x

y 1


(١٣)

که داده ایم نشان مثال این با باشد. داشته ͳمنف مقدار تواند ͳم باشد y > 1 اگر که x, x, 1 + y, 1 − y از عبارتند مقادیرش ویژه که

نیست. مثبت ً کاملا ͳول است مثبت ͳخط نگاشت Έی ترانهاده نگاشت

باشد: زیر ͳبلوک ش΋ل به ماتریس Έی X ∈ L(HA ⊗HB) هرگاه که دهید نشان تمرین: n

X =

 P Q

R S

 (١۴)

داریم: انگاه

XTA =

 P R

Q S

 , XTB =

 PT QT

RT ST

 . (١۵)

طور به اما است ͳالΎچ ماتریس ͳ΋فیزی خواص شدن حفظ به مربوط دار نگاه رد و مثبت کاملا های نگاشت تعریف انگیزش اگرچه که کنید دقت

٧



تری جام΄ صورت به را ها نگاشت این دیΎر بار Έی بنابراین کرد. تعریف ͳخط تبدیلات فضای کل روی توان ͳم را ها نگاشت نوع این ͳکل

کنیم:  ͳم تعریف

صدق زیر شرایط در هرگاه شود ͳم خوانده دار نگه رد مثبت کاملا نگاشت Έی E : L(HA) −→ L(HB) ͳخط نگاشت Έی تعریف: n

کند:

E(X†) = (E(X))
†

tr (E(X)) = tr(X)

∀ HC , E ⊗ id : L(HA ⊗HC) −→ L(HB ⊗HC) ≥ 0. (١۶)

که کرد توجه بایست ͳم نکته این به

L(HA ⊗HC) = L(HA)⊗ L(HC). (١٧)

اعداد بعدی Έی فضای با برابر را HC توان ͳم زیرا دارد بر در را E نگاشت خود بودن مثبت خاص حالت Έی عنوان به آخر شرط که کنید دقت

کرد. استفاده V مختلط برداری فضای هر برای V ⊗ C ≡ V تساوی از و گرفت مختلط

پایان در که است سوال این به ͳپاسخ زیر قضیه است؟ چΎونه ها نگاشت این ͳکل فرم کرد؟ شناسایی را CPT های نگاشت توان ͳم چΎونه

کنیم: ͳم ͳبررس را آن اثبات درس این

است: زیر فرم به CPT نگاشت هر : ۶ کراوس قضیه n

E(X) =
∑
m

AmXA
†
m, (١٨)

درآن که

∑
m

A†
mAm = I. (١٩)

Kraus۶
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گوییم. ͳم ٧ ͳکوانتوم های کانال اصطلاحاً را CPT های نگاشت

است. CPT نگاشت Έی حتما باشد، (١٨) صورت به که ͳنگاشت هر که دهید نشان تمرین: n

این فهم برای کند. ͳم پیدا ͳروشن ͳخیل ͳ΋فیزی تعبیر نویسیم ͳم بالا ش΋ل به و ρ مثل ͳالΎچ ماتریس Έی روی را مثبت کاملا نگاشت که ͳوقت

ͳم ͳول نیست. Έی آن رد ͳول است ͳهرمیت و مثبت چه اگر زیرا نیست ͳالΎچ ماتریس Έی AmρA
†
m عناصر از هرکدام که کنیم ͳم دقت تعبیر

بنویسیم: زیر ش΋ل به را (١٨) رابطه توانیم

E(ρ) =
∑
m

tr(AmρA
†
m)

AmXA
†
m

tr(AmρA
†
m)

≡
∑
m

Pmρm, (٢٠)

آن در که

Pm ≡ tr(AmρA
†
m) (٢١)

و احتمال ها

ρm =
AmXA

†
m

tr(AmρA
†
m)

(٢٢)

ͳمخلوط به نگاشت این اثر تحت ρ ِ حالت که تعبیرکرد صورت این به را مثبت نگاشت Έی اثر توان ͳم نتیجه در هستند. ͳالΎچ های ماتریس ها

خطای دچار Pm احتمال با کانال از عبور هنگام ρ حالت که بΎوییم توانیم ͳم شود. ͳم تبدیل معین احتمالات با هرکدام ͳالΎچ های حالت از

است. محتمل های حالت تمام از ͳمخلوط نهایی حالت است داده رخ دقیقا خطا کدام دانیم ͳنم که چون و است شده Am

ͳنم اشاره دیΎر جای به جایی از ͳکوانتوم حالت Έی ارسال به الزاما که است ͳکل نام Έی ͳکوانتوم کانال نامΎذاری: مورد در نکته Έی n

شود. ͳم استفاده نیز گیری اندازه یا ͳزمان تحولات جمله از حالت در تغییر نوع هر بیان برای ͳکوانتوم کانال کند.

Quantum Channel٧

٩



مثبت کاملا های نگاشت از ͳکل های مدل ۴

کنیم. ͳم ͳمعرف را مثبت کاملا های نگاشت از ͳکل دسته چند بخش این در

مثبت کاملا نگاشت Έی عنوان به گیری اندازه ١ . ۴

را سیستم Έی حالت گیری اندازه آن، ش΋ل ترین ͳکل در که دید خواهیم آینده های درس در است. گیری اندازه مثبت های نگاشت از نمونه Έی

دهد:   ͳم تغییر زیر ش΋ل به

ρ −→ E(ρ) =
∑
m

MmρM
†
m. (٢٣)

از مثبت کاملا نگاشت Έی E باشد، HV −→ HW از عملΎر Έی Mm هرگاه هستند. ها Mm همان کراوس عملΎرهای نگاشت این در

است. L(HW ) به L(HV )

مثبت کاملا نگاشت Έی عنوان به جزیی رد و رد ٢ . ۴

به را حالت ماتریس̥ Έی ردˈ هستند. درک قابل مثبت کاملا های نگاشت عنوان به نیز جزیی ردˈ و ردˈ محاسبه ی که دهیم ͳم نشان بخش دراین

گرفته ایم: ͳ΋ی بعدی Έی فضای Έدری tr(ρ)|0⟩⟨0| عملΎر با را tr(ρ) عدد درآن که کنیم ͳم حساب زیر صورت

tr(ρ) ≡ |0⟩⟨0|tr(ρ) =
N∑
i=1

⟨i|ρ|i⟩ ≡
N∑
i=1

|0⟩⟨i|ρ|i⟩⟨0| =
N∑
i=1

EiρE
†
i , (٢۴)

از: عبارتند ٨ ردˈِ برای کراوس عملΎرهای دهد ͳم نشان که

Ei := |0⟩⟨i|, E†
i = |i⟩⟨0|. (٢۵)

ρAB ∈ D(HA⊗HB) ͳکل حالت Έی هرگاه گرفت. نظر در ͳکوانتوم کانال Έی صورت به نیز را عملΎر Έی ٩ جزیی ردˈِ توان ͳم چنین هم

دهیم: بسط زبر صورت به را حالت این توانیم ͳم باشیم، داشته

ρAB =
∑
i

Xi ⊗ Yi, (٢۶)

Trace٨

Partial Trace٩

١٠



کند: ͳم عمل زیر صورت به جزیی ردˈ صورت این در

trB(ρ) =
∑
i

Xitr(Yi) ∈ D(HA), trA(ρ) =
∑
i

tr(Xi)Yi ∈ D(HB). (٢٧)

داریم نمونه برای نتیجه در نیست. tr(Yi)|0⟩⟨0| صورت به tr(Yi) نوشتن به نیازی جا این در

trB(ρ) =

N∑
µ=1

(IA ⊗ ⟨µ|)ρ(|IA ⊗ |µ⟩) ≡
N∑

µ=1

(IA ⊗ ⟨µ|)ρ(|IA ⊗ |µ⟩), (٢٨)

از: عبارتند جزیی ردˈِ برای کراوس عملΎرهای دهد ͳم نشان که

Eµ = IA ⊗ ⟨µ|, E†
µ = IA ⊗ |µ⟩. (٢٩)

هم انتظار مورد که داشت خواهند dA × dAdB بعد کراوس عملΎرهای آنگاه دهیم، نشان dB و dA با ترتیب به را HB و HA فضاهای بعد اگر

هست.

مثبت کاملا نگاشت Έی عنوان به باز های سیستم Έدینامی ٣ . ۴

یابد ͳم تحول زمان طول در زیر معادله با مطابق |ψ⟩ ͳیعن ͳکوانتوم سیستم Έی حالت که شود ͳم گفته معمولا˦ ͳکوانتوم Έانی΋م های درس در

ψ(t) = U(t)|ψ(0)⟩, (٣٠)

سیستم که است برقرار ͳتاموقع البته رابطه این آید. ͳم بدست کنش برهم ͳهامیلتون روی از که است ͳان΋ی عملΎر Έی U(t) درآن که

ͳالΎچ ماتریس Έی با بل΋ه نیست خالص سیستم حالت که ͳوقت ͳیعن صورت این غیر در شود. توصیف خالص ِ حالت بردار Έی با ͳکوانتوم

شود: ͳم متحول زیر رابطه با مطابق ͳالΎچ ماتریس که شود ͳم گفته معمولا˦ دیده ایم نیز آماری Έانی΋م در چنانکه شود، ͳم تعریف

ρ(t) = U(t)ρ(0)U†. (٣١)

و ͳکوانتوم سیستم بین کنش برهم که است ͳهنگام آن و کند ͳم بیان خاص حالت Έی در تنها را ͳالΎچ ماتریس ͳزمان تحول رابطه این

سیستم حالت صفر، لحظه در که کنید فرض دریابیم بخوبی را موضوع این آنکه برای نیست. صحیح دیΎر موارد دراغلب و باشد ضعیف آن محیط

باشد: زیر صورت به دهیم ͳم نشان B با را آن که آن محیط و دهیم ͳم نشان A با را آن که

ρAB(0) = ρA ⊗ ρB . (٣٢)
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باشد زیر ش΋ل به محیط و سیستم ͳهامیلتون اگر حال

HAB = HA ⊗ IB + IA ⊗HB (٣٣)

آمد: درخواهد زیر ساده ش΋ل به محیط و سیستم تحول عملΎر صورت دراین

UAB(t) = e−
i
h̄HABt = e−

i
h̄ (HA⊗IB+IA⊗HB)t = e−

i
h̄HAt ⊗ e−

i
h̄HBt = UA(t)⊗ UB(t). (٣۴)

داشت: خواهیم بنابراین

ρAB(t) = UAB(t)ρAB(0)U
†
AB(t) = (UA(t)⊗ UB(t)) ρAB(0)

(
U†
A(t)⊗ U†

B(t)
)

=
(
UA(t)ρA(0)U

†
A(t)

)
⊗
(
UB(t)ρB(0)U

†
B(t)

)
. (٣۵)

با شود ͳم برابر t زمان گذشت از بعد سیستم ͳالΎچ ماتریس درنتیجه

ρA(t) = trB(ρAB(t)) = UA(t)ρA(0)U
†
A(t). (٣۶)

محیط و سیستم بین کنش برهم که یابد ͳم تحول ساده ِ صورت این به ͳموقع فقط سیستم ͳالΎچ ماتریس بنابراین است. 31 معادله همان که

خواهیم ͳم درس دراین هستیم. مواجه آن با آماری Έانی΋م در که است ͳهمان اخیر حالت باشد. Έکوچ العاده فوق یااینکه و باشد صفر با برابر

است سبب بدین موضوع این اهمیت کنیم. ͳبررس نیست Έکوچ محیط و سیستم بین کنش برهم که ͳوقت برای را ͳکوانتوم سیستم Έی Έدینامی

سیستم Έی داشت، خواهیم سروکار آن با آینده های دهه و سالها در که ای ͳکوانتوم های سیستم در ͳکل طور به و ͳکوانتوم کامپیوترهای در که

هستند مهم اندازه همان به سیستم درون های کنش برهم ͳسیستم چنین برای و باشد شده تش΋یل یون یا اتم چند یا Έی از تنها تواند ͳم ͳکوانتوم

محیط. و سیستم بین های کنش برهم که

حالت Έی در محیط و ρA(0) حالت Έی در سیستم صفر لحظه در که کنیم ͳم فرض کنیم ͳبررس را سیستم Έی ͳکل Έدینامی آنکه برای

t لحظه در ومحیط سیستم ͳالΎچ ماتریس شرایط این تحت داد. خواهیم توضیح ها فرض این اعتبار میزان باره در آینده در دارد. قرار |e⟩ خالص

با بود خواهد برابر

ρAB(t) = U(t)(ρA(0)⊗ |e⟩⟨e|)U†(t), (٣٧)
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ͳم بدست درنتیجه آید. ͳم بدست محیط روی جزیی ردˈ محاسبه با سیستم ͳالΎچ ماتریس است. ومحیط سیستم تحول عملΎر U(t) درآن که

آوریم

ρA(t) = trB(ρAB(t)) = trB

(
U(t)(ρA(0)⊗ |e⟩⟨e|)U†(t)

)
. (٣٨)

بریم: ͳم کار به را زیر خلاصه نمادهای روابط ͳسادگ برای آوریم. بدست زیر صورت به را ماتریس این های درایه توانیم ͳم تر ͳجزئ صورت به

ρA(t) −→ ρ′, U(t) −→ U, ρA(0) −→ ρ. (٣٩)

نویسیم: ͳم صورت این در دهیم. ͳم نشان ͳیونان حروف با را محیط پایه بردارهای و لاتین حروف با را سیستم فضای پایه بردارهای

ρ′ij =
∑
µ

⟨i, µ|U(ρ⊗ |e⟩⟨e|)U†|j, µ⟩

=
∑

µ,k,ν,l,γ

⟨i, µ|U |k, ν⟩⟨k, ν|ρ⊗ |e⟩⟨e|l, p⟩⟨l, γ|U†|j, µ⟩ (۴٠)

رابطه صورت این در باشد. عمود محیط های حالت بقیه بر نتیجه در و پایه این از عضوی نیز |e⟩  حالت که گرفت طوری را محیط پایه توان ͳم

آمد: خواهد در زیر صورت به بالا

ρ′ij =
∑

µ,k,ν,l,γ

⟨i, µ|U |k, ν⟩⟨k|ρ|l⟩⟨ν|e⟩⟨e|γ⟩⟨l, γ|U†|j, µ⟩

=
∑
µ,k,l

⟨i, µ|U |k, e⟩⟨k|ρ|l⟩⟨l, e|U†|j, µ⟩. (۴١)

کنیم: تعریف زیر صورت به هایشان درایه با کنند ͳم اثر سیستم روی که را Aµ عملΎرهای توانیم ͳم حال

(Aµ)i,k := ⟨i, µ|U |k, e⟩ (۴٢)

است:   زیر تعریف با معادل که

Aµ := ⟨µ|U |e⟩, (۴٣)

آید: ͳم در زیر صورت به (۴١) رابطه صورت این در که

ρ′ij =
∑
µ,ν,l

(Aµ)ikρkl(Aµ)
†
lj (۴۴)
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یا و

ρ′ =
∑
µ

AµρA
†
µ, (۴۵)

درآن که

Aµ := ⟨µ|U |e⟩, (۴۶)

ترتیب این به کنند. ͳم اثر سیستم روی که هستند عملΎرهایی ها Mm که کنید دقت است. محیط برای ی΋ه متعامد پایه Έی {|m⟩} و

فضای بعد با برابر آنهاحداکثر تعداد و شوند ͳم خوانده ١٠ کراوس عملΎرهای Mm عملΎرهای آید. ͳم بدست ͳکوانتوم سیستم ͳعموم Έدینامی

هستند. زیر خاصیت دارای که داد نشان توان ͳم ͳبراحت 46 رابطه ͳیعن عملΎرها این تعریف از است. محیط هیلبرت

∑
µ

A†
µAµ = I. (۴٧)

کنیم ͳطیف تجزیه را حالت این توانیم ͳم باشد داشته قرار σ مثل آمیخته حالت Έی در بل΋ه باشد نداشته قرار خالص حالت Έی در محیط اگر

بنویسیم: و

σ =
∑
ν

pν |eν⟩⟨eν |. (۴٨)

داریم: زیر صورت به ͳکوانتوم کانال Έی بازهم که بیاوریم بدست و کنیم استفاده رد بودن ͳخط چنین هم و U ͳان΋ی عملΎر بودن ͳخط از سپس

E(ρ) =
∑
µ,ν

pνAµ,νρA
†
µ,ν , (۴٩)

آن در که

Aµ,ν = ⟨µ|U |eν⟩. (۵٠)

هستند. کراوس عملΎرهای

Kraus Operators١٠
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یونیتال های نگاشت ۴ . ۴

باشد: زیر خاصیت دارای هرگاه شود ͳم نامیده ١١ یونیتال نگاشت Έی مثبت، کاملا نگاشت Έی

E(I) = I

که: هستند اضافه خاصیت این دارای نگاشت این کراوس عملΎرهای نگارد. ͳم آمیخته کاملا حالت به را آمیخته کاملا حالت ͳنگاشت چنین

∑
k

AkA
†
k = I. (۵١)

این به نوشت ͳان΋ی های نگاشت از محدب ترکیب Έی صورت به توان ͳم همواره را یونیتال نگاشت Έی ها کیوبیت برای که است شده ثابت

که معنا

E =
∑
k

pkUkρU
†
k . (۵٢)

نگاشت ͳیعن نیست. پذیر ام΋ان همواره بالاتر ابعاد در کار این اما شوند. ͳم خوانده ١٢ ͳان΋ی ͳتصادف های نگاشت ها نگاشت نوع این

کانال به موسوم کانال نوع این از مشهور مثال Έی نوشت. ͳان΋ی ͳتصادف نگاشت Έی عنوان به را آنها توان ͳنم که دارند وجود ͳیونیتال های

شود: ͳم نوشته زیر صورت به که است ١٣ لانداوو‐استریتر

E(X) =
1

j(j + 1)

(
JxXJx + JyXJy + JzXJz

)
, (۵٣)

هستند. j اسپین نمایش در ای زاویه تکانه عملΎرهای ها Ja آن در که

اشتاین‐اشپرینگ انبساط ۵

قضیه این فهم برای شود. ͳم نامیده ١۴ اشپیرینگ اشتاین انبساط ͳکوانتوم های کانال یا مثبت کاملا های نگاشت باره در قضایا مهمترین از ͳ΋ی

کند: تغییر زیر های روش به تواند ͳم ρ ∈ D(HA) ͳالΎچ ماتریس Έی آنها ͳط که کنیم ͳم توجه زیر گانه سه و ساده های کانال به نخست

Unital١١

Random Unitary Channels١٢

Landau Streeter Channel١٣

Steinspring Dilation١۴
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یابد: توسعه دیΎر ͳالΎچ ماتریس Έی کنار در گرفتن قرار با و زیر ش΋ل به ͳالΎچ ماتریس که معنا این به توسعه) یا (انبساط ‐ Έی

ρ −→ ρ⊗ σ,

است. دلخواه ͳالΎچ ماتریس Έی σ ∈ D(HB) آن در که

اینکه ͳیعن متداول معنای همان به (ͳان΋ی (تحول دو‐

ρ −→ UρU†.

بالاخره و

: که معنا این به (ͳجزئ رد ) سه:

ρ −→ trA(ρ)

ایم. آورده بدست تر Έکوچ فضای Έی در ͳالΎچ ماتریس Έی و گرفته رد ͳالΎچ ماتریس Έی از ͳقسمت روی آن در که

این به گرفت. نظر در مثبت نگاشت سه این از ترکیبی صورت به توان ͳم را مثبت کاملا نگاشت هر که کند ͳم بیان اشپرینگ اشتاین قضیه

و σ ∈ D(K) مثل مشخص حالت Έی ، K برداری فضای Έی حتما E : D(HA) −→ D(HA) مثبت کاملا نگاشت هر ازای به که معنا

که ͳقسم به دارد وجود U : HA ⊗K −→ HA ⊗K ͳان΋ی ماتریس Έی چنین هم و شود)  گرفته اشتباه ͳپاوول ماتریس با نباید (که

E(ρ) = trK
[
U(ρ⊗ σ)U†] . (۵۴)

است. HA فضای بعد d آن در که داد تقلیل d2 به توان ͳم را K فضای بعد که کند ͳم بیان چنین هم قضیه این

گیرد. بر در را مثبت کاملا نگاشت نوع هر تواند ͳم واق΄ در باز سیستم تحول مدل که بینیم ͳم ترتیب این به

صورت به کانال این بΎیرید. نظر در را بیت‐برگردان کانال تمرین: n

E(ρ) = (1− p)ρ+ p XρX

و بΎیرید نظر در بعدی دو توانید ͳم را K سیستم (راهنمایی:  کنید. پیدا کانال این برای را اشپرینگ اشتاین انبساط شود. ͳم تعریف

کنید. انتخاب |0⟩⟨0| مثلا خالص حالت Έی با برابر نیز را σ حالت
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است. مفید نیز جا این در راهنمایی همان دهید. انجام برگردان فاز کانال برای را ͳقبل مسئله تمرین: n

بهتر شاید راهنمایی:  کنید. انتخاب بعدی چهار را K فضای بایست ͳم اینجا در دهید. انجام واقطبش کانال برای را ͳقبل تمرین تمرین: n

کنید. انتخاب آمیخته کاملا حالت Έی با برابر را σ حالت که باشد

است؟ سیستم اولیه حالت از تابی همیشه سیستم نهایی حالت  ،ͳکوانتوم Έدینامی در آیا ۶

فرض اینکه ͳیعن کنیم تعیین نیز آینده لحظات در را سیستم حالت توانیم ͳم بدانیم صفر لحظه در را سیستم حالت اگر که ایم کرده فرض کنون تا

ایم کرده

ρ(t) = f(ρ(0)).

برای است مم΋ن و باشد صفر لحظه در سیستم حالت از ͳتابع بعد لحظات در سیستم حالت که نیست چنین همواره نیست. درست فرض این اما

بین صفر لحظه در که آید ͳم پیش ͳوقت وضعیت این باشد. لازم صفر لحظه در سیستم حالت از بیشتر چیزی دانستن آینده لحظات در حالت تعیین

باشند: زیر حالت در صفر لحظه در محیط و سیستم که کنید فرض کنیم. ͳم زیر مثال به باشد. داشته وجود ͳتنیدگ هم در سیستم و محیط

|ψ(0)⟩se = a|00⟩+ b|11⟩, (۵۵)

داریم صورت این در ایم. گرفته ͳحقیق نیز را b و a ͳسادگ برای که

ρs(0) = a2|0⟩⟨0|+ b2|1⟩⟨1| (۵۶)

گیرند: ͳم قرار زیر ͳان΋ی Έدینامی تاثیر تحت محیط و سیستم حال،

|00⟩ −→ |00⟩

|01⟩ −→ |01⟩
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|10⟩ −→ |11⟩

|11⟩ −→ −|10⟩. (۵٧)

داشت: خواهیم صورت این در

|ψ(t)⟩se = a|00⟩ − b|10⟩, (۵٨)

آنجا از و

ρs(t) = |ψ⟩⟨ψ| |ψ⟩ = a|0⟩ − b|1⟩. (۵٩)

باشیم: داشته صفر لحظه در که کنید فرض دیΎر طرف از

|ψ(0)⟩se = a|01⟩+ b|10⟩, (۶٠)

داشت: خواهیم بار این اما شود. ͳم سیستم برای صفر لحظه در ͳالΎچ ماتریس همان به منجر بازهم که

|ψ(0)⟩se = a|01⟩+ b|11⟩, (۶١)

نتیجه در و

ρs(t) = |ϕ⟩⟨ϕ|, |ϕ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩. (۶٢)

سیستم نهایی حالت اما است، بوده ی΋سان مورد دو در نیز سیستم اولیه حالت و اند کرده ͳط را Έدینامی همان محیط و سیستم چه اگر بنابراین

دارد. ͳبستگ هم محیط با سیستم های ͳهمبستگ به آن اولیه حالت بر علاوه سیستم نهایی حالت که است این هم اش دلیل است. متفاوت

مثبت کاملا های نگاشت از خاص های مثال ٧

متوجه بخش این در ما توجه عمده دلیل همین به کنیم. ͳم ͳبررس دارند بسیار اهمیت کاربردی نظر از که را خاص های کانال ͳبعض بخش این در

کنیم. ͳم ͳبررس نیز دیΎر ابعاد به را ها کانال نوع این تعمیم موارد ͳبعض در چه اگر کنند، ͳم اثر ها کیوبیت روی بر که است هایی کانال
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برگردان ‐ بیت کانال ٧ . ١

. گرداند ͳبرم را بیت و کند ͳم اثر آن روی X ≡ σx عملΎر p احتمال با و کند ͳنم تغییر کیوبیت Έی ِ حالت 1 − p احتمال با کانال دراین

نگاشت با کانال این اثر بنابراین .X(a|0⟩+ b|1⟩ = a|1⟩+ b|0⟩) است: چنین کیوبیت Έی روی X ͳپاوول عملΎر اثر که کنیم ͳم یادآوری

شود. ͳم تعریف زیر

E(ρ) = (1− p)ρ+ pXρX (۶٣)

از: عبارتند کراوس عملΎرهای

M0 :=
√
1− pI, M1 :=

√
pX. (۶۴)

ͳم r′ بردارِ با دیΎر ͳحالت به را شود ͳم مشخص بلوخ کره در r = (x, y, z) بردارِ با که حالت Έی کانال این که شود ͳم معلوم ͳبراحت

ͳیعن نگارد.

E : (x, y, z) −→ (x, (1− 2p)y, (1− 2p)z). (۶۵)

کاملا̈ بلوخ کره باشد، p = 1
2 هرگاه کند. ͳم فشرده ی΋سان طور به x محور بر عمود صفحه درامتداد را بلوخ کره برگردان بیت کانال بنابراین

رود. ͳم بین از دیΎر جهات در اطلاعات ͳتمام و شود ͳم x محور امتداد در خط پاره Έی به تبدیل

است؟ ͳنوع چه از نهایی کانال کنند. ͳم اثر کیوبیت Έی روی دیΎری از پس ͳ΋ی q و p پارامترهای با برگردان بیت کانال دو تمرین: n

ͳافق به عمودی حالت از ) کند ͳم عوض کاملا p احتمال با را ها فوتون قطبش رود ͳم کار به ها فوتون انتقال برای که نوری تار Έی تمرین: n

متوجه و کنیم ͳم آزمایش نوری تار این از متر Έی روی آزمایشΎاه در کند. ͳنم عوض را قطبش 1−p احتمال با و بالعکس) و آورد ͳم در

آن برای قطبش تعویض احتمال باشیم داشته نوری تار این از کیلومتر Έی هرگاه .0.001 با است برابر p احتمال متر Έی برای که شویم ͳم

ͳکانال اندازه به برگرداند را ها بیت ١ احتمال با که برگردان بیت کانال Έی زیرا کنید دقت بایست ͳم خود ΁پاس معنای باره در است؟ چقدر

آید. بدست شده ارسال های بیت تا گردانیم ͳبرم را ͳدریافت های بیت تمام ͳخروج در زیرا ، باشد مفید تواند ͳم کند ͳنم ایجاد خطا اصلا که
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فازبرگردان کانال تاثیر تحت بلوخ کره تغییر راست: سمت ‐برگردان، بیت کانال تاثیر تحت بلوخ کره تغییر راست:  سمت :٢ ش΋ل

برگردان ‐ فاز کانال ٧ . ٢

کند. ͳم اثر کیوبیت روی Z ≡ σz عملΎرِ p احتمالِ با که معنا این به دهد ͳم رخ فاز تغییر خطای بیت، برگرداندن خطای بجای کانال دراین

شود: ͳم تعریف زیر نگاشت با کانال اثر درنتیجه

E(ρ) = (1− p)ρ+ pZρZ (۶۶)

از: عبارتند کراوس عملΎرهای

M0 :=
√

1− pI, M1 :=
√
pZ. (۶٧)

E : (x, y, z) −→ ((1− 2p)x, (1− 2p)y, z). (۶٨)
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واقطبش کانال ٧ . ٣

مخلوط کاملا̈ ِ حالت Έی به و رود ͳم بین از آن اطلاعات تمام p ِ احتمال با و رسد ͳم مقصد به سالم اولیه حالت 1− p احتمال با کانال این در

زیراست: صورت به کانال اثر بنابراین شود. ͳم تبدیل

E(ρ) = (1− p)ρ+ p
I

2
(۶٩)

کند: ͳم اثر بلوخ کره روی زیر صورت به کانال این

E : r −→ (1− p)r. (٧٠)

ͳم خود خواننده که زیر اتحاد از کراوس عملΎرهای کردن پیدا برای کند. ͳم منقبض همسانگرد صورت به را بلوخ کره واقطبش کانال ͳیعن

کنیم: ͳم استفاده کند، ثابت را آن ͳبراحت تواند

ρ+XρX + Y ρY + ZρZ = 2I ∀ρ (٧١)

رسیم: ͳم زیر رابطه به 69 در رابطه این باجایΎذاری

E(ρ) = 1− 3p

4
ρ+

p

4
XρX +

p

4
Y ρY +

p

4
ZρZ. (٧٢)

از: عبارتند کراوس عملΎرهای بنابراین

M0 :=

√
1− 3p

4
I, M1 :=

√
p

4
X M2 :=

√
p

4
Y, M3 :=

√
p

4
Z. (٧٣)

ͳپاوول کانال از ͳخاص های حالت بالا در شده گفته کانال سه کنند. ͳم عمل ی΋سان احتمال با X,Y, Z خطای سه هر واقطبش کانال در بنابراین

دهند. رخ متفاوت احتمالات با توانند ͳم شده گفته خطاهای آن در که هستند

کاملا p احتمال با و کند ͳنم عوض 1− p احتمال با را ها فوتون قطبش رود ͳم کار به ها فوتون انتقال برای که نوری تار Έی تمرین: n

برابر p احتمال متر Έی برای که شویم ͳم متوجه و کنیم ͳم آزمایش نوری تار این از متر Έی روی آزمایشΎاه در برد. ͳم بین از را قطبش

است؟ چقدر آن برای قطبش بردن بین از احتمال باشیم داشته نوری تار این از کیلومتر Έی هرگاه .0.001 با است
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کننده پاک کانال ۴ . ٧

پاک کانال ما نظر مورد کانال ͳشرایط چنین در شود. خارج ما دسترس از و شود، گم است مم΋ن فوتون Έی ،ͳواقع ͳ΋فیزی شرایط از بسیاری در

کند: ͳم عمل زیر صورت به کانال این دارد. نام ١۵ کننده

E(ρ) = (1− p)ρ+ ptr(ρ)|0⟩⟨0| (٧۴)

ͳم حالت این است. شده گم اولیه حالت کند ͳم اعلام که دارد را ١۶ پرچم حالتِ نقش اصطلاحاً که است حالت Έی معنای به |0⟩⟨0| حالت که

دو بین زیر صورت به کانال این ترتیب این به باشد. عمود اولیه هیلبرت فضای بر بنابراین و شناسایی قابل اولیه سیستم های حالت همه از بایست

کند: ͳم عمل متفاوت هیلبرت فضای

Eerasure : HA −→ HA ⊕ Span|0⟩⟨0|. (٧۵)

کنید. پیدا را کننده پاک کانال کراوس نمایش تمرین: n

دامنه میراکننده کانال ۵ . ٧

یا ورودی حالت بفرستیم. هوا یا نوری فیبر Έی طریق از دیΎر نقطه Έی به نقطه Έی از را رنگ تک هایی فوتون خواهیم ͳم که کنید فرض

با: است برابر سیستم حالت

|ψA⟩ =
∞∑

n=0

an|n⟩. (٧۶)

جذب ها فوتون این است مم΋ن راه دربین است. خلأ دهنده نشان |0⟩ و فوتون n دارای دقیقاً که است ͳحالت دهنده نشان |n⟩ رابطه دراین

در را محیط و سیستم حالت ͳسادگ برای دهد. ͳم نشان را ͳتحول چنین که است ͳکانال دامنه میراکننده کانال شوند. خارج سیستم واز شده محیط

گیریم: ͳدرنظرم زیر صورت به ابتدا

|ψ⟩A = a|0⟩+ b|1⟩, |ψ⟩B = |0⟩. (٧٧)

Erasure Channel١۵

Flag State١۶
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با: بود خواهد برابر محیط بعلاوه سیستم حالت بنابراین

|ψ⟩A,B = a|0, 0⟩+ b|1, 0⟩. (٧٨)

کند: اثر محیط و سیستم روی زیر ͳان΋ی عملΎر که کنید فرض حال

|0, 0⟩ −→ |0, 0⟩

|0, 1⟩ −→ cos θ|0, 1⟩ − sin θ|1, 0⟩

|1, 0⟩ −→ sin θ|0, 1⟩+ cos θ|1, 0⟩

|1, 1⟩ −→ |1, 1⟩ (٧٩)

از: بود خواهد عبارت محیط و سیستم نهایی حالت عملΎر این اثر درنتیجه ی

|ψ′⟩A,B = a|0, 0⟩+ b sin θ|0, 1⟩+ b cos θ|1, 0⟩. (٨٠)

از: است عبارت سیستم اولیه حالت صریح ش΋ل که کنید دقت

ρA =

 aa ab

ba bb

 (٨١)

با: است برابر آن نهایی حالت صریح ش΋ل و

ρ′s = tre(|ψ′⟩s,e⟨ψ′|) =

 aa+ bb sin2 θ ab cos θ

ba cos θ bb cos2 θ

 (٨٢)

آورد. بدست را کانال این برای کراوس عملΎرهای توان ͳم محاسبه ͳکم و ماتریس دو این مقایسه با

E0 =

 1 0

0 cos θ

 E1 =

 0 sin θ

0 0

 (٨٣)

است. شده داده دامنه میراکننده کانال نام آن به یابد ͳم کاهش ورودی نور شدت و شوند ͳم محیط جذب سیستم های فوتون کانال دراین که ازآنجا
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حالت ͳمدت از پس بنابراین و کند ͳم تغییر θ پارامتر با Έپریودی صورت به حالت این که شویم ͳم متوجه کنیم نگاه نهایی حالت ش΋ل به اگر

ای ͳان΋ی عملΎر در که است این اش دلیل دارد. تفاوت شناسیم ͳم میرایی نام به ͳ΋فیزی نظر از که آنچه با که گردد ͳبرم اولیه حالت به سیستم

هم فرض و ایم گرفته نظر در فوتون Έی یا هیچ شامل فقط را سیستم حالت اولا اینکه آن و ایم برده کار به ای کننده ساده فرض ایم، نوشته که

مسئله این رف΄ برای راه Έی است. نامحتمل بسیار که بازگردد نوری فیبر همان یا سیستم درون به محیط از ͳاحتمال با تواند ͳم فوتون که ایم کرده

ͳطولان های زمان تا صورت این در بΎیریم. بزرگ ͳخیل را آن یا دهیم میل نهایت بی سمت به را T سپس و θ = 2π
T t دهیم قرار که است این

شود. ͳم کم فیبر در فوتون حضور احتمال یا دامنه t≪ T/2

کانال نبودن یا بودن یونیتال به ͳربط ش΋ل تغییر این ͳویژگ آیا آید؟ ͳم در ͳل΋ش چه به بلوخ کره دامنه، میراکننده نگاشت تحت تمرین: n

دارد؟ دامنه میراکننده

صفر غیر دمای در دامنه میراکننده کانال ۶ . ٧

آن حالت باشد صفر غیر دمای در محیط هرگاه باشد. نداشته ͳفوتون هیچ دلیل همین به و صفرباشد دمای در محیط که کردیم فرض ͳقبل مثال در

محیط اولیه حالت که کنید فرض بنابراین کند. ͳم تعیین دما مخلوط، در را حالت دو این نسبت که است |1⟩⟨1| و |0⟩⟨0| های حالت از ͳمخلوط

با: برابرباشد

ρe = (1− p)|0⟩⟨0|+ p|1⟩⟨1|. (٨۴)

شود: ͳم زیر تحول دچار سیستم ͳالΎچ ماتریس قبل مثال ِ ͳان΋ریΎعمل همان تاثیر تحت که داد نشان توان ͳم ͳبراحت صورت دراین

ρ = E0ρE
†
0 + E1ρE

†
1 + E2ρE

†
2 + E3ρE

†
3. (٨۵)

از: عبارتند کراوس عملΎرهای درآن که

E0 =
√

1− p

 1 0

0 cos θ

 E1 =
√
1− p

 0 sin θ

0 0



E2 =
√
p

 cos θ 0

0 1

 E4 =
√
p

 0 0

sin θ 0

 . (٨۶)

گویند. ͳم نیز Generalized Amplitude Damping Channel دامنه میراکننده یافته تعمیم کانال اوقات ͳگاه کانال، این به
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فاز میراکننده کانال ٧ . ٧

این به باورود است. مشخص نسبی فازِ Έبای |1⟩ و |0⟩ پایه ِ حالت دو ͳخط ترکیب حالت این بΎیرید. نظر در را |ψ⟩ = α|0⟩ + β|1⟩ حالتِ

که کنیم ͳم فرض ͳکانال چنین سازی مدل برای است. مخلوط حالت Έی ͳخروج حالت و رود ͳم بین از بتدریج حالت دو این نسبی فاز کانال

حالت روی ͳگاووس توزیع تابع Έبای و نامنظم طور به کند ͳم ایجاد θ فازِ اختلاف |1⟩ و |0⟩ ورودی های حالت روی که Rz(θ) مثل عملΎری

زیراست: شرح به کانال این عمل درنتیجه کند. اثر

E(ρ) = 1√
4πλ

∫
Rz(θ)|ψ⟩⟨ψ|R†

z(θ)e
− θ2

4λ dθ. (٨٧)

زیراست: ش΋ل به است خالص ͳالΎچ ماتریس Έی که ورودی حالت ͳالΎچ ماتریس

|ψ⟩ =

 a

b

 |ψ⟩⟨ψ| =

 aa ab

ba bb

 (٨٨)

داریم

Rz(θ)ρR
†
z(θ) =

 aa abeiθ

bae−iθ bb

 (٨٩)

آوریم ͳم بدست انتگرال بامحاسبه

E(ρ) =
1√
4πλ

∫ ∞

−∞

 aa abeiθ

bae−iθ bb

 e−
θ2

4λ dθ

=

 aa abe−λ

bae−λ bb

 . (٩٠)

رسد ͳم نظر به کنیم نگاه کانال این اولیه تعریف به اگر شوند. ͳم میرایی دچار e−λ پارامترِ با ͳالΎچ ماتریس غیرقطری جملات دهد ͳم نشان که

عملΎر دو با تنها را نهایی حالت که یابیم ͳدرم کنیم نگاه نهایی حالت به ͳوقت ͳول داریم. سروکار کراوس عملΎر نهایت بی با کانال Έی با که
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از: عبارتند عملΎر دو این آورد. بدست اولیه حالت از توان ͳم کراوس

A0 =

 1 0

0 η

 A1 =

 0 0

0
√
1− η2

 (٩١)

داشته کرواس عملΎرهای از ͳمتفاوت تعداد با ͳمتنوع های نمایش تواند ͳم معین کانال Έی که دهد ͳم نشان نتیجه این .η = e−λ آن در که

گشت. بازخواهیم درس این ادامه در موضوع این به باشد.

گیریم ͳم اندازه {|0⟩, |1⟩} پایه در را ورودی حالت هر ͳاهΎآزمایش چیدمان Έی در که کنیم فرض حالت. تهیه و گیری اندازه مثال: n

ͳاهΎآزمایش سازوکار صورت این در کنیم. ͳم تهیه را {|+⟩, |−⟩} های حالت آوریم، ͳم بدست گیری اندازه اثر در که ͳاحتمالات بنابر و

شود: ͳم داده نشان زیر کانال توسط کند ͳم که کاری ما

E(ρ) = ρ00|+⟩⟨+|+ ρ11|−⟩⟨−|. (٩٢)

از: عبارتند کانال این برای کراوس عملΎرهای

A0 = |+⟩⟨0|, A1 = |−⟩⟨1|. (٩٣)

روی شود ͳم شناخته ١٨ هار اندازه نام به که ͳنواخت΋ی احتمال با را ͳان΋ی عملΎرهای زیر کانال ١٧ :ͳتصادف های ͳان΋ی کانال مثال: n

دهد. ͳم اثر ورودی حالت Έی

E(ρ) =
∫
dUUρU† (٩۴)

که: است خاصیت این دارای هار اندازه

dU = d(UV ) = d(V U) ∀ U, V. (٩۵)

است: زیر خاصیت دارای کانال این که شود ͳم معلوم ͳبراحت هار اندازه ویژه خاصیت دلیل به

E(V ρV †) = E(ρ) = V E(ρ)V †. (٩۶)

کند. ͳبررس را کانال این بیشتر خواص که است شده خواسته خواننده از ها تمرین در

Random Unitary Channels١٧

Haar Measure١٨
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آفین نگاشت ٨

خواهیم بخش این در که آنچه از بسیاری آنهاست. به وابسته ١٩ آفین نگاشت مطالعه طریق از مثبت کاملا های نگاشت مطالعه های راه از دیΎر ͳ΋ی

است آموزنده بسیار کنیم. ͳم ها کیوبیت به محدود را خود ͳسادگ برای و بودن مشخص برای ما اما است درست نیز دلخواه بعدهای برای گفت

ابعاد به تعمیم قابل ها کدام و هستند دو بعد مختص ها نتیجه کدام که بیابد و دهد تعمیم دلخواه بعد به را بخش این نتایج کند ͳسع خواننده اگر

اگر کرد. تعیین پایه ͳهرمیت های ماتریس روی آن اثر روی از توان ͳم را دلخواه ͳهرمیت ماتریس Έی روی ͳکوانتوم کانال Έی اثر هستند. بالاتر

است: زیر صورت به حتما اثر این آنگاه باشد مثبت و نگهدار رد کانال این

E(I) = I + tiσi

E(σi) = Ajiσj , (٩٧)

بلوخ بردار با ͳکیوبیت حالت Έی صورت این در هستند. ͳحقیق بعدی سه ماتریس Έی های درایه ها Aij و بردار Έی های مولفه ها ti آن در که

آن: در که شود ͳم r′ بلوخ بردار با ͳحالت به تبدیل r

r −→ r′ = Ar+ t. (٩٨)

رابطه از است ͳکاف روابط این آوردن بدست برای آورد. بدست زیر ش΋ل به توان ͳم را Aij و ti پارامترهای

Tr(σiσj) = 2δij

کرد: استفاده ͳپاوول های ماتریس مورد در

ti =
1

2
Tr(σiE(I)), Aij =

1

2
Tr(σiE(σj)). (٩٩)

Affine Map١٩
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کرد: ͳبازنویس نیز زیر ش΋ل به توان ͳم که را آفین نگاشت

1

r1

r2

r3


−→



1 0 0 0

t1 A11 A12 A13

t2 A21 A22 A23

t3 A31 A32 A33





1

r1

r2

r3


. (١٠٠)

چهاربردار گرفتن نظر در با و تر فشرده صورت به یا و

rµ = (r0, r1, r2, r3)
T

است، Έی با برابر r0 آن در که

rµ −→ Aµνrν . (١٠١)

توانیم ͳم صورت این در ( نیست. کار در اینجا در ͳنسبیت مفهوم هیچ و کنیم ͳم استفاده ͳنسبیت نمادگذاری از فقط جا این در که کنید (دقت

بنویسیم: زیر صورت به را (٩٩) روابط

Aµν =
1

2
Tr(σµE(σν)), (١٠٢)

های ماتریس است ͳحقیق اولیه ماتریس که آنجا از و کرد منفرد مقدار تجریه توان ͳم را A ͳحقیق ماتریس .σµ = (I, σx, σy, σz) آن در که

داریم: بنابراین بود. خواهند متعامد نیز کننده قطری

A = RΛR′, Λ =


λ1

λ2

λ3

 . (١٠٣)

کند: ͳم پیدا تغییر زیر ش΋ل به مرحله سه در بلوخ بردار بنابراین

r′ = Ar+ t = RΛR̃r+ t = R[ΛR̃r+ t̃] t̃ := R−1t (١٠۴)

نیز سرانجام و یابد ͳم انتقال و کند ͳم پیدا مقیاس تغییر x, y, z گانه سه جهات در سپس کند، ͳم پیدا دوران Έی نخست بلوخ بردار بنابراین

ͳکل کانال Έی که است این حرف این معنای است. شده داده نشان (٨) ش΋ل در بلوخ کره روی عمل سه این تاثیر کند. ͳم پیدا دوران دوباره
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کانال هر که گیریم ͳم نتیجه است ͳان΋ی نگاشت Έی با بلوخ کره روی دوران که آنجا از کنیم. تجزیه تر ساده کانال سه به توانیم ͳم را ͳکیوبیت

نوشت: زیر ش΋ل به توان ͳم را ͳکیوبیت

E(ρ) = UEc(V ρV †)U†. (١٠۵)

آن در که

UσiU
† = Rijσj V σiV

† = R′
ijσj (١٠۶)

کند: ͳم عمل زیر ش΋ل به پایه های ماتریس روی نگاشت این خوانیم. ͳم اولیه نگاشت Έکانونی ش΋ل را آن که است ͳنگاشت Ec و

Ec(I) = I + t̃ · σ Ec(σi) = λiσi (١٠٧)

زیر: صورت به فشرده ش΋ل به یا

Ec :



I

σ1

σ2

σ3


−→



1 t̃1 t̃2 t̃3

0 λ1

0 λ2

0 λ3





I

σ1

σ2

σ3


(١٠٨)

نوشت. زیر صورت به توان ͳم بلوخ بردار روی را Έکانونی نگاشت تاثیر

Ec :



1

r1

r2

r3


−→



1 0 0 0

t̃1 λ1

t̃2 λ2

t̃3 λ3





1

r1

r2

r3


(١٠٩)

مزبور نگاشت که آورید بدست چنان را λ1, λ2, λ3 پارامترهای روی شرایط است. یونیتال کانال Έی Ec کانال که کنید فرض تمرین: n

باشد. مثبت کاملا نگاشت Έی
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V uℰc

Rotation Scaling Translation Rotation

دهد. ͳم انجام بلوخ کره روی مثبت نگاشت Έی که ͳعمل ترین ͳکل :٣ ش΋ل

ͳ΋دینامی ماتریس ٩

کند، ͳم عمل زیر صورت به که E ◦ F ͳیعن نگاشت دو این ترکیب که است ΀واض صورت دراین باشند. مثبت نگاشت دو F و E که کنید فرض

(E ◦ F)(ρ) = E(F(ρ)) (١١٠)

دو محدب جم΄ که است ΀واض چنین هم دارد. خود در را مثبت نگاشت Έی برای شده گفته خواص همه زیرا است، مثبت نگاشت Έی نیز

است: مثبت نگاشت Έی زیر نگاشت 0 ≤ λ ≤ 1 هر ازای به ͳیعن است مثبت بازهم مثبت نگاشت

Sλ(ρ) = λE(ρ) + (1− λ)F(ρ). (١١١)

باشند. ͳ΋ی F و E های نگاشت بردِ و دامنه که است لازم اخیر حالت در البته
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عناصر صورت این در باشد. {Bν} کراوس عناصر دارای {F} نگاشت و {Aµ} کراوس عناصر دارای E نگاشت که کنید فرض تمرین:  n

کنید. پیدا را فوق های نگاشت کراوس

Έی که کنید فرض مثال عنوان به بود. نخواهد کننده Έکم چندان کراوس نمایش کنیم، پیدا را مثبت نگاشت چندین ترکیب بخواهیم هرگاه

است:  توصیف قابل زیر صورت به ها فوتون قطبش روی آن اثر که ایم شده متوجه و ایم کرده آزمایش را نوری فیبر Έی از متر ͳسانت

E(ρ) = p0ρ+ p1σxρσx + p2σyρσy, (١١٢)

با را کانال این بار میلیون Έی بایست ͳم صورت این در کنیم. پیدا ها فوتون قطبش روی را نوری فیبر این از کیلومتر ده اثر خواهیم ͳم حال

ͳم متوجه کانال این ترکیب دوبار با تنها واق΄ در است. زحمت پر بسیار کاری چنین کراووس نمایش در که است ͳطبیع کنیم. ترکیب خودش

راه بهترین ها کانال ترکیب برای است. شده اضافه آنها به نیز σz عملΎر بل΋ه نیستند، σy و σx دیΎر جدید کانال کراووس عملΎرهای که شویم

نگاشت عنوان به را آنها ͳیعن دهیم. نشان کند ͳم اثر بردار Έی روی که ماتریس Έی یا ͳخط عملΎر Έی صورت به را کانال هر که است این

را d× d های ماتریس منظور این برای کنند. ͳم اثر بردارها روی ها ماتریس جای به که ای ͳخط های نگاشت ͳیعن درآوریم، ͳمعمول ͳخط های

شود: ͳم انجام زیر صورت به و گویند ͳم ٢٠ سازی بردار کار این به آوریم. ͳدرم ͳستون بعدی d2 بردارهای صورت به

ρ̂ =
∑
i,j

ρi,j |i⟩⟨j| −→ |ρ⟩ =
∑
i,j

ρi,j |i, j⟩. (١١٣)

داشت: خواهیم سازی معادل این در

Î −→ |I⟩ =
∑
i

|i, i⟩ =
√
d|ϕ+⟩, (١١۴)

Tr(X̂†Ŷ ) −→ ⟨X|Y ⟩. (١١۵)

داد: نشان زیر صورت به توان ͳم را کانال Έی اثر ترتیب این به

|E(ρ)⟩ = ΦE |ρ⟩ ΦE =
∑
m

Am ⊗A∗
m. (١١۶)

vectorization٢٠
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بود: خواهد ͳبدیه زیر رابطه که است این کانال نوشتن نحوه این فایده شود. ͳم خوانده کانال به مربوط ͳ΋دینامی ماتریس ϕE ماتریس

ϕE◦F = ϕEϕF (١١٧)

کند. ͳنم تغییر آن کراوس عملΎرهای تغییر با کانال Έی ͳ΋دینامی ماتریس که دهید نشان تمرین: n

بΎیرید: نظر در زیر صورت به ͳپاوول کانال Έی تمرین: n

E(ρ) = p0ρ+ p1σxρσx + p2σyρσy + pzσzρσz. (١١٨)

پارامترهای کانال این در هاست. فوتون قطبش روی نوری فیبر Έی از متر ͳسانت Έی اثر دهنده نشان کانال این که ایم فهمیده آزمایشΎاه در

است. چΎونه ها فوتون قطبش روی نوری فیبر این از کیلومتر ده اثر هستند. Έکوچ بسیار بسیار خطا

کرواس قضیه اثبات و ͳ΋وس΋یامیول چوی‐ ͳسان΋ی ١٠

ِ مثبت نگاشت هر ازای به است. ٢١ ͳ΋وس΋یامیول ‐ چوی ͳسان΋ی به مربوط مثبت های نگاشت به مربوط قضایای مهمترین از ͳ΋ی

E : L(HA) −→ L(HB)

کرد: تعریف زیر ش΋ل به ماتریس Έی توان ͳم  ( مثبت کاملا الزاما نه )

CE := (E ⊗ I)|ϕ⟩⟨ϕ| (١١٩)

{|̂i⟩ î = و {|i⟩ i = 1 . . . d} بردارهای است. شده تعریف HA ⊗HA فضای در که است حالت Έی |ϕ⟩ = 1√
d
(
∑

i |i, î⟩) آن در که

داریم بنابراین هستند. دوم جایΎاه در HA و اول جایΎاه در HA برداری فضاهای برای بهنجار و متعامد های پایه 1 . . . d}

CE =
1

d

∑
i

E(|i⟩⟨j|)⊗ |̂i⟩⟨ĵ| (١٢٠)

Choi-Jamiolkowski٢١
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آ وریم ͳم بدست نتیجه در

⟨̂i|CE |ĵ⟩ =
1

d
E(|i⟩⟨j|). (١٢١)

خالص حالت Έی حالت این که کنید فرض نخست کنیم. حساب دلخواه حالت Έی روی را E کانال اثر توانیم ͳم رابطه این از استفاده با

داریم صورت این در است.

E(|ψ⟩⟨ψ|) = ψiψ
∗
j E(|i⟩⟨j|) = dψ∗

j ⟨̂i|CE |ĵ⟩ = d⟨ψ∗|CE |ψ∗⟩ (١٢٢)

آن در که

|ψ∗⟩ =
∑
i

ψ∗ |̂i⟩, , ⟨ψ∗| =
∑
i

ψi⟨̂i|. (١٢٣)

ع هستند. دوم فضای در بردارهایی

چنین هم هستند. مثبت ها ماتریس این که دهید نشان و آورید بدست واقطبش و برگردان، بیت های کانال برای را چوی ماتریس تمرین: n

کنید. حساب را آنها رد

رد . هستند مثبت ها ماتریس این که دهید نشان آورید. بدست فاز میراکننده و دامنه میراکننده های کانال برای را چوی ماتریس تمرین: n

کنید. حساب را آنها

چوی ماتریس خواص قضیه: n

به Tr2 و اول فضای روی رد معنای به Tr1 آنها در که کرد ثابت چوی ماتریس برای را زیر خواص توان ͳم (١٢٠) رابطه از استفاده با

است. دوم فضای روی رد معنای

اگر فقط و اگر است دار نگه رد نگاشت Έی E نگاشت ‐ Έی

Tr1CE =
I2
d
. (١٢۴)
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اگر فقط و اگر است، یونیتال نگاشت Έی E نگاشت دو‐

Tr2CE =
I1
d
. (١٢۵)

باشد. مثبت ماتریس Έی CE ماتریس اگر فقط و اگر است، مثبت کاملا نگاشت Έی E نگاشت ‐ سه

باشد. ͳهرمیت ماتریس ΈیCE ماتریس اگر فقط و اگر کند، ͳم صدق E(X†) = E(X)† شرط در که است نگاشت Έی E نگاشت ‐ چهار

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده نگاشت بودن ردنگهدار از است. شده جم΄ تکراری های اندیس روی زیر روابط همه در :Έی قسمت اثبات

Tr1CE =
1

d
Tr(E(|i⟩⟨j|))⊗ |i⟩⟨j| = 1

d
Tr(|i⟩⟨j|)⊗ |i⟩⟨j| = 1

d

∑
i,j

δi,j |i⟩⟨j| =
1

d
I2. (١٢۶)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده آخر تساوی در نگاشت بودن یونیتال از دو: قسمت اثبات

TrBCE =
1

d
E(|i⟩⟨j|)⊗ Tr|i⟩⟨j| = 1

d
E(|i⟩⟨j|))δi,j =

1

d
E(I1) =

1

d
I1 (١٢٧)

اثبات باشد، مثبت چوی ماتریس اگر اما است. مثبت ماتریس Έی CE تعریف بنابر باشد،  مثبت کاملا نگاشت اگر سه: قسمت اثبات

عنوان تحت بعدی قسمت در را آن ما و کرده ثابت چوی که است ای قضیه همان این است. ͳسخت کار است، مثبت کاملا نگاشت که این

کنیم. ͳم ثابت کراوس قضیه

باشیم داشته ͳیعن کند، حفظ را بودن ͳهرمیت خاصیت نگاشت اگر چهار: قسمت اثبات

E(X†) = (E(X))
†
. (١٢٨)

آنگاه

C†
E =

1

d

[
E(|i⟩⟨j|)⊗ |i⟩⟨j|

]†
=

1

d
E(|i⟩⟨j|)† ⊗ |i⟩⟨j|†

=
1

d
E(|j⟩⟨i|)⊗ |j⟩⟨i| = CE (١٢٩)

طرف دو هر بنابراین و اند شده نوشته ͳمتوال های تساوی صورت به ها اثبات این همه که شود ͳم متوجه کند دقت ها اثبات به خواننده اگر

کنند. ͳم ثابت را ها قضیه
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واق΄ در و بردارد در کراوس اولیه قضیه از بیشتری نتایج کنیم، ͳم بیان را قضیه این که ͳل΋ش به آماده ایم. کراوس قضیه اثبات و بیان برای اکنون

کند. ͳم کامل نیاوردیم قبلا را آن اثبات که نیز را چوی قضیه

اند: معادل زیر گزاره سه ٢٢ کراوس: قضیه

است. مثبت کاملا نگاشت Έی E :a

.CE ≥ 0 :ͳیعن است مثبت نگاشت این به وابسته چوی ماتریس :b

دارد: را زیر نمایش E نگاشت :c

E(ρ) =
∑
α

AαρA
†
α. (١٣٠)

است: درست زیر های استنتاج زنجیره که دهیم ͳم نشان اثبات برای

a −→ b −→ c −→ a. (١٣١)

:a −→ b اثباتِ

مثبت ماتریس روی نگاشت این اثر نتیجه در و است مثبت نگاشت Έی E ⊗ I صورت به آنهم توسعه پس است،  مثبت کاملا نگاشت که انجا از

است. مثبت چوی ماتریس بنابراین است. مثبت ماتریس Έی |ψ⟩⟨ψ|

:b −→ c اثباتِ

است. محاسبه قابل زیر صورت به ͳخالص حالت هر روی ͳنگاشت چنین اثر که دیدیم کنیم. ͳم توجه (١٢٢) رابطه به کار این برای

E(|ψ⟩⟨ψ|) = d⟨ψ∗|CE |ψ∗⟩. (١٣٢)

حالت تعداد آن در که است زیر صورت به آنزامبل تجزیه Έی دارای است ͳالΎچ ماتریس Έی مثل درست که آنجا از CE که کنیم ͳم دقت حال

ماتریس ͳآنزامبل تجزیه بودن دلبخواه همین دید، خواهیم بعداً چنانچه نیست. ی΋تا تجزیه این که داریم توجه چنین هم است. دلخواه |sm⟩ های

چیست. آزادی این منشاء و داریم آزادی کراوس عملΎرهای نوع و تعداد انتخاب در چرا که دهد ͳم نشان چوی

CE =
∑
m

|sm⟩⟨sm| (١٣٣)

است. شده ثابت ͳآلمان فیزی΋دان Karl Kraus کراوس کارل توسط بار نخستین قضیه ٢٢این
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داشت خواهیم بنابراین

E(|ψ⟩⟨ψ|) = ⟨ψ∗|CE |ψ∗⟩ =
∑
m

⟨ψ∗|sm⟩⟨sm|ψ∗⟩ (١٣۴)

راست سمت در که است این از ͳناش هم بودن ͳخط این است. ͳخط ψ به نسبت ͳداخل ضرب این کنیم. ͳم توجه ⟨ψ∗|sm⟩ ͳداخل ضرب به حال

.⟨ψ| نه و دارد قرار ⟨ψ∗| زیر تساوی

است. اول برداری فضای در بردار Έی بل΋ه نیست عدد Έی ⟨ψ∗|sm⟩ نتیجه در و است |sm⟩ ∈ HA ⊗HA که کنیم ͳم توجه چنین هم

بنویسیم: توانیم ͳم بنابراین

Am|ψ⟩ := ⟨ψ∗|sm⟩, (١٣۵)

آوریم ͳم بدست رابطه این به توجه با

E(|ψ⟩⟨ψ|) =
∑
m

Am|ψ⟩⟨ψ|A†
m. (١٣۶)

داشت: خواهیم کرد، تجزیه خالص های حالت از ͳمخلوط ش΋ل به توان ͳم را ͳالΎچ ماتریس هر که این به توجه با

E(ρ) =
∑
m

AmρA
†
m. (١٣٧)

کند. ͳم ثابت را قضیه رابطه واین

:c −→ a اثباتِ

آوریم ͳم بدست کنیم، ͳم حساب را زیر ͳماتریس عنصر و گیریم ͳم نظر در |v⟩ ∈ VA ⊗ VB دلخواه بردار Έی

⟨v|(E ⊗ I)(ρ)|v⟩ =
∑
m

⟨v|(Am ⊗ I)ρ(A†
m ⊗ I)|v⟩ =

∑
m

⟨ψm|ρ|ψm⟩ ≥ 0. (١٣٨)

رابطه این ایم. کرده استفاده ρ ͳالΎچ ماتریس بودن مثبت از و |ψi⟩ = (A†
m ⊗ I)|v⟩ کرده تعریف زیر صورت به را |ψm⟩ بردارهای درآن که

است. مثبت کاملا E نگاشت ͳیعن است. مثبت E ⊗ I نگاشت که دهد ͳم نشان

است: زیر صورت به آن چوی ماتریس و کانال Έی ͳ΋دینامی ماتریس رابطه که دهید نشان تمرین: n

CE = ΦR
E , (١٣٩)
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آن در که

(AR)ij,kl = Aik,jl. (١۴٠)

کراوس عملΎرهای انتخاب در آزادی ١١

ͳم سوال این ΁پاس درک برای است. ͳمنف سوال این ΁پاس هستند؟ ی΋تا کنند ͳم ایجاد را ͳرکوانتومΎابرعمل Έی که ͳکراوس عملΎرهای آیا

این که دیدیم کرد. توجه است باز سیستم Έی Έدینامی دهنده نشان که ها کانال های نمونه از ͳ΋ی در کراوس عملΎرهای تعریف منشاء به توان

شوند: ͳم تعریف زیر ش΋ل به عملΎرها

Ei := ⟨i|U |0⟩ (١۴١)

حالت |0⟩ و اند رفته ب΋ار فضا این روی ردˈ محاسبه ی برای که دهند ͳم را محیط هیلبرت فضای برای پایه Έی تش΋یل ها {|i⟩} درآن که

نیستند. ی΋تا نیز کراوس عملΎرهای که شود ͳم معلوم کنیم انتخاب رد محاسبه برای توانستیم ͳم ͳمختلف های پایه که آنجا از است. محیط اولیه

شد: خواهند عبارت کراوس عملΎرهای کنیم انتخاب محیط هیلبرت فضای برای {|i′⟩} مثل انتخاب دیΎر متعامد پایه Έی اگر

Fi = ⟨i′|U |0⟩ (١۴٢)

داشت خواهیم هستند متعامد پایه هردو که آنجا از اما

|i′⟩ =
∑
j

S∗
i,j |j⟩,−→ ⟨i′| =

∑
j

Si,j⟨j| (١۴٣)

درنتیجه و

Fi =
∑
j

Si,jEj . (١۴۴)

این برسیم. ͳکوانتوم ابرعملΎر Έی بیان برای کراوس عملΎرهای از ͳمتفاوت های مجموعه به توانیم ͳم متفاوت های پایه انتخاب با بنابراین

هردو تعداد که ایم کرده فرض جا دراین است. ͳان΋ی عملΎر Έی S درآن که هستند مرتبط هم به بالا صورت به کراوس عملΎرهای مجموعه

کمتراست عناصرش تعداد که مجموعه ای به صفر عملΎرهای کردن اضافه با توان ͳم همواره را امر این که است ی΋سان کراوس عملΎرهای مجموعه

باز های سیستم Έدینامی بر ͳمبتن که کردیم استفاده ͳکوانتوم کانال برای خاص مدل Έی از دادیم انجام کنون تا که ای ͳبررس در رساند. انجام به
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همه آیا که است این ما روی پیش سوال دهیم. ͳم انجام ایم یادگرفته کراوس قضیه اثبات از که مجردی و ͳکل صورت به را ͳبررس این ادامه در بود.

است. شده داده زیر قضیه در سوال این ΁پاس نه؟ یا هستند مرتبط هم به بالا ش΋ل به کنند ͳم بیان را ͳکوانتوم عملΎرِ ابر Έی که کراوس عملΎرهای

ی΋دیΎر با 144 رابطه ی ِ مطابق ͳان΋ی ماتریس Έی با کنند، بیان را E ͳرکوانتومΎابرعمل Έی که کراوس عملΎرهای مجموعه هردو قضیه:

هستند. مرتبط

آوریم ͳم بدست F(ρ) :=
∑

i FiρF
†
i و E(ρ) :=

∑
iEiρE

†
i های رابطه در مستقیم باجایΎذاری Fi =

∑
j SijEj اگر : اثبات

F(ρ) = E(ρ). (١۴۵)

ρ = |ψ⟩⟨ψ| خالص̥ حالت Έی برای (١٣٢) رابطه چنین هم و تساوی این از استفاده با ،E(ρ) = F(ρ) باشیم داشته ρ هر ازای به اگر بالعکس،

که گیریم ͳم نتیجه

⟨ψ∗|CE |ψ∗⟩ = ⟨ψ∗|CF |ψ∗⟩ (١۴۶)

گیریم. ͳم نظر در را CF و CE های تجزیه بنابراین .CE = CF که آوریم ͳم بدست درنتیجه

CE =
∑
i

|si⟩⟨si| CF =
∑
i

|ti⟩⟨ti| (١۴٧)

اند مربوط هم به زیر ش΋ل به ͳالΎچ ماتریس Έی از ای تجزیه دو هر که دانیم ͳم ͳالΎچ های ماتریس تجزیه مورد در ͳقبل های درس از اما

|ti⟩ =
∑
j

Sij |sj⟩. (١۴٨)

نتیجه در و

Fi|ψ⟩ = ⟨ψ∗|ti⟩ =
∑
j

Sij⟨ψ∗|sj⟩ = SijEj |ψ⟩. (١۴٩)

که گیریم ͳم نتیجه برقراراست |ψ⟩ ِ دلخواه ِ حالت هر برای تساوی این که آنجا از

Fi =
∑
j

UijEj , (١۵٠)
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کنیم. ثابت خواستیم ͳم که است چیزی همان که

کراوس عملΎرهای تعداد ١١ . ١

عملΎرهای درانتخاب که ای آزادی به توجه با اما است. محیط بعد اندازه به کراوس عملΎرهای تعداد که رسد ͳم نظر به گفته ایم تاکنون که آنچه از

قضیه درواق΄ کرد. بیان کراوس عملΎرهای از کمتری ͳخیل تعداد با را ͳکوانتوم ابرعملΎر Έی که کرد کاری همواره توان ͳم دارد وجود کراوس

ͳم کیوبیت Έی مثل سیستم Έی که کنیم ͳم یادآوری باشد. محیط بعد از کمتر بسیار تواند ͳم کراوس عملΎرهای تعداد که دهد ͳم نشان زیر

توصیف برای که کند ͳم بیان زیر قضیه باشد. گرفته قرار دارد بعدی نهایت بی هیلبرت فضای Έی که ها فوتون از ͳدرحمام و بوده بعدی دو تواند

داریم. نیاز کراوس عملΎر چهار به حداکثر ͳکیوبیت کانال Έی برای ͳرکوانتومΎابرعمل ترین ͳکل

کرد. بیان کراوس عملΎرِ d2 مساوی یا کمتر تعداد با توان ͳم را بعدی d سیستم Έی روی ͳکوانتوم عملΎر ابر هر قضیه:

ͳم همواره کند، ͳم توصیف را E ابرعملΎرِ که را CE ِ ͳالΎچ ماتریس که کنیم توجه است ͳکاف است. ساده بسیار قضیه این اثبات اثبات:

ندارد. صفر غیر مقدار ویژه d2 از بیشتر عملΎری چنین ͳطیف تجزیه و کرد ͳطیف تجزیه زیر صورت به پایه در توان

CE =

d2∑
i=1

|λi⟩⟨λi| (١۵١)

برای که دهد ͳم نشان (١٣۵) رابطه واق΄ در شود. ͳم کامل قضیه اثبات کنیم دقت کراوس عملΎرهای تعریف نحوه و 135 رابطه به اگر حال

ش΋ل آیند. ͳم بدست چوی ماتریس بردارهای ویژه از که دارد وجود ی΋تا و Έکانونی صورت به کراوس عملΎرهای مجموعه Έی E نگاشت هر

رابطه از توان ͳم را ها ماتریس صریح

Am|ψ⟩ = ⟨ψ∗|sm⟩

نویسیم: ͳم تکراری های اندیس روی جم΄ قرارداد گرفتن نظر در با دهیم: ͳم بسط ها پایه حسب بر را طرف دو کار این برای آورد. بدست

|sm⟩ = (sm)i,j |i, j⟩ (١۵٢)

نتیجه در و

⟨ψ∗|sm⟩ = ψk⟨k|(sm)ij |i, j⟩ = ψk(sm)k,j |j⟩ (١۵٣)
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با بالا عبارت راست طرف مقایسه با

Am|ψ⟩ = (Am)j,kψk|j⟩ (١۵۴)

رسیم: ͳم زیر نتیجه به

(Am)j,k = (sm)k,j . (١۵۵)

ͳم ٢٣ سازی ماتریس کار این به ) کنیم ͳبازنویس ماتریس Έی صورت به بایست ͳم را چوی ماتریس بردار ویژه هر که است این رابطه این معنای

Έی تا کنیم ترانهاده را ماتریس آن سپس و ( گویند ͳم ٢۴ بردارسازی نیز بردار Έی صورت به ماتریس Έی ͳبازنویس ͳیعن آن،  عکس به گویند.

آید. بدست کراوس عملΎر

ماتریس: Έی بردارسازی و بردار Έی سازی ماتریس تعریف: n

مثل بردار Έی

|v⟩ ∈ HA ⊗HA, |v⟩ =
∑
i,j

vi,j |i, j⟩

است: زیر صورت به عملΎر Έی آن شده سازی ماتریس صورت این در بΎیرید، نظر در را

v̂ ∈ L(HA −→ HA). v̂ =
∑
i,j

vi,j |i⟩⟨j|. (١۵۶)

باشیم داشته اگر صریح مثال برای دهد. ͳم نشان را عملΎر Έی بردارسازی نیز رابطه این عکس

|v⟩ =



a

b

c

d


(١۵٧)

آنگاه

v̂ =

a b

c d

 . (١۵٨)

Matricization٢٣

Vectorization٢۴
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گیریم: ͳم نظر در زیر صورت به را واقطبش کانال مثال: n

E(ρ) = (1− p)ρ+ Tr(ρ)
I

2
(١۵٩)

است: زیر صورت به کانال این برای چوی ماتریس

CE =

E(|0⟩⟨0|) E(|0⟩⟨1|)

E(|1⟩⟨0|) E(|1⟩⟨1|)



=



1− p
2 1− p

p
2

p
2

1− p 1− p
2


. (١۶٠)

هستند: زیر ش΋ل به ماتریس این بردارهای ویژه و مقدارها ویژه

λ0 = 2− 3p

2
, λ1 =

p

2
, λ2 =

p

2
, λ3 =

p

2
, (١۶١)

و

|e0⟩ =
1√
2



1

0

0

1


, |e1⟩ =

1√
2



1

0

0

−1


, |e2⟩ =

1√
2



0

1

1

0


, |e3⟩ =

1√
2



0

1

−1

0


(١۶٢)

نوشت: زیر ش΋ل به توان ͳم را چوی ماتریس دهد ͳم نشان که

CE = (2− 3p

2
)|e0⟩⟨e0|+

p

2
|e1⟩⟨e1|+

p

2
|e2⟩⟨e2|+

p

2
|e3⟩⟨e3|

= |s0⟩⟨s0|+ |s1⟩⟨s1|+ |s2⟩⟨s2|+ |s3⟩⟨s3|, (١۶٣)

آن در که

|s0⟩ =
√
2− 3p

2
|e0⟩, |si⟩ =

√
p

2
|ei⟩, i = 1, 2, 3.

۴١



آوریم: ͳم بدست زیر ش΋ل به را کراوس عملΎرهای (١۵۵) ی رابطه به توجه با

A0 =

√
1− 3p

4

1 0

0 1

 , A1 =

√
p

4

1 0

0 −1

 , A2 =

√
p

4

0 1

1 0

 , A3 =

√
p

4

 0 1

−1 0

 . (١۶۴)

است: واقطبش کانال برای کراوس آشنای نمایش همان این

E(ρ) = (1− 3p

4
)ρ+

p

4

(
σxρσx + σyρσy + σzρσz

)
. (١۶۵)

دوگان نگاشت ١٢

توان ͳم بیشتر زحمت ͳکم با است. شده تعریف فضا همان های حالت به فضا Έی های حالت از ͳکوانتوم کانال کنیم ͳم فرض ͳسادگ برای

بΎیرید: نظر در زیر صورت به را E : L(H) −→ L(H) ͳکوانتوم کانال Έی داد. تعمیم نیز تر ͳکل حالت به آید ͳم پی در که را آنچه

E(X) :=
∑
m

AmXA
†
m,

∑
m

A†
mAm = I. (١۶۶)

است: زیر خاصیت دارای که است ͳنگاشت E∗ یا دوگان نگاشت

⟨E(X), Y ⟩ = ⟨X, E∗(Y )⟩ (١۶٧)

شود ͳم معلوم کراوس عملΎرهای حسب بر E کانال بسط با است. L(H) به متعلق عملΎر دو ͳداخل ضرب ⟨X,Y ⟩ := Tr(X†Y ) آن در که

بود: خواهد زیر ش΋ل به آن دوگان عملΎر که

E∗(Y ) =
∑
m

A†
mY Am (١۶٨)

بود. خواهد یونیتال نگاشت Έی دوگان نگاشت نتیجه در

E∗(I) = I (١۶٩)

۴٢



داریم: چنین هم

ϕE∗ = (ϕE)
† (١٧٠)

محاسبه ͳکم با و

CE∗ = PC∗
EP, (١٧١)

است مثبت کاملا نگاشت Έی نیز E∗ باشد، مثبت کاملا نگاشت Έی E اگر که شود ͳم معلوم ترتیب این به است. جایΎشت عملΎر P آن در که

نباشد. دار نگه رد است مم΋ن چه اگر

لیندبلد معادله ١٣

تولید ͳزمان چه در ͳخروج حالت که این ایم. کرده نگاه آنها ͳخروج و ورودی های حالت رابطه به توجه با تنها ͳکوانتوم های کانال به کنون تا

بنویسیم: باید تر دقیق ش΋ل به است. نبوده ما علاقه و توجه مورد زمان، طول در نگاشت این Έدینامی تر دقیق عبارت به یا شود، ͳم

ρ(t) = Et(ρ(0)). (١٧٢)

حالت Έی تحول که معنا این به گرفت نظر در باز های حالت برای |ψ(t)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩ رابطه جایΎزین را معادله این توان ͳم معنا Έی به

همین از Έکوچ نهایت بی های زمان در تحول بسته های سیستم برای کند. ͳم تعیین نیست، Έکوچ نهایت بی لزوما که ͳمتناه زمان Έی در را

توانیم ͳم هم باز های سیستم برای آید. ͳم بدست t −→ δt Έکوچ نهایت بی زمان Έی گرفتن نظر در با و |ψ(t)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩ ی رابطه

ͳم نامیده ٢۵ لیندبلد معادله آوریم ͳم بدست که آنچه بیاوریم. بدست Έکوچ زمان در را باز های سیستم تحول معادله و دهیم انجام را کار این

جایΎزین معنا Έی به معادله این شود.

ih̄
d

dt
|ψ(t)⟩ = H(t)|ψ(t)⟩ (١٧٣)

Lindblad Equation٢۵
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لیندبلد معادله با باز سیستم Έی ͳ΋دینامی معادله ͳکل حالت در و آید ͳم بدست هایی تقریب با لیندبلد معادله که کنیم توجه باید البته شود. ͳم

نهایت بی بازه Έی برای را ͳکوانتوم تحول معادله شروع برای کنیم. ͳم اشاره لیندبلد معادله استخراج در ها تقریب این به شود. ͳنم توصیف

گیریم: ͳم نظر در زیر ش΋ل به Έکوچ

ρ(t+ ϵ) =

n∑
µ=0

Aµ(t, ϵ)ρ(t)A
†
µ(t, ϵ). (١٧۴)

ρ(t+ϵ) بایست ͳم کند، میل صفر سمت به ϵ اگر که کنیم ͳم توجه کار این برای کنیم. تعیین ϵ به را کراووس عملΎرهای ͳبستگ خواهیم ͳم حال

بΎیریم: نظر در زیر صورت به را کراوس عملΎرهای از ͳ΋ی توانیم ͳم بنابراین شود. برابر ρ(t) با

A0(t, ϵ) = I − iϵLA(t) (١٧۵)

زیر ش΋ل به کراوس عملΎر دو است مم΋ن آیا کند؟ میل Έی سمت به کراوس عملΎرهای از ͳ΋ی فقط چرا که شود سوال است مم΋ن n

باشند:

A0(t, ϵ) = αI − iϵLA(t), A1(t, ϵ) = βI − iϵKA(t) (١٧۶)

شرط ϵ −→ 0 حد در بازهم که ͳل΋ش به

ρ(t, ϵ) −→ ρ(t) (١٧٧)

باشیم: داشته که است آن (١٧۶) شرط لازمه که کنیم ͳم توجه سوال این به ΁پاس برای باشد؟ برقرار

lim
ϵ−→

A0ρA
†
0 +A1ρA

†
1 ≈ (|α|2 + |β|2)ρ) (١٧٨)

زیر صورت به جدید کراوس عملΎر دو تعریف باز با توانیم ͳم ͳحالت چنین در .|α|2 + |β2| = 1 که است این معنایش که

B0 −→ α∗A0 + β∗A1 ≈ I − iϵLB(t), B1 −→ −βαA0 + αA1 ≈ O(ϵ) (١٧٩)

برسیم. ͳقبل رابطه همان به

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم بنابراین نیست. ͳهرمیت الزاماً LA عملΎر

LA = H0 + iL0 (١٨٠)
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ِ بهنجارش شرط از حال اند. ͳهرمیت L0 و H0 آن در که

A†
0A0 +

∑
µ

A†
µAµ = I

آوریم: ͳم بدست آن در A0 جایΎذاری با و کنیم ͳم استفاده

2ϵL0 +
∑
µ̸=0

A†
µAµ = 0. (١٨١)

نویسیم: ͳم بنابراین و هستند
√
ϵ با متناسب Aµ عملΎرهای که دهد ͳم نشان رابطه این

Aµ =
√
ϵLµ. (١٨٢)

بیاوریم: بدست و کنیم جایΎذاری کراوس ͳاصل رابطه در را عملΎرها این همه توانیم ͳم حال

d

dt
ρ(t) = −i[H0, ρ] +

∑
µ

LµρL
†
µ − 1

2
L†
µLµρ−

1

2
ρL†

µLµ. (١٨٣)

دهد. ͳم نشان را ͳکوانتوم سیستم ͳان΋ی تحول همان معادله این اول جمله چیست؟ معادله این معنای شود. ͳم خوانده لیندبلد معادله معادله، این

مثال Έی به توجه شود. ͳم مختلف های حالت بین پرش ͳنوع دچار محیط اختلالات اثر در سیستم حالت که دهند ͳم نشان بعدی جملات اما

ͳم را سیستم این ͳهامیلتون بΎیرید. نظر در دهیم ͳم نشان |e⟩ و |g⟩ با را آن انرژی ترازهای که را ترازه دو اتم Έی کند: ͳم روشن را موضوع این

گذارهایی که شود ͳم باعث محیط با کنش برهم حال عین در H = σz = |g⟩⟨g| − |e⟩⟨e|. نوشت: زیر صورت به انرژی پایه همین در توان

از: اند عبارت ها گذار یا ها پرش این با متناظر لیندبلد عملΎرهای آید. بوجود برانگیخته حالت و پایه حالت بین

σ+ = |e⟩⟨g|, σ− = |g⟩⟨e|. (١٨۴)

آید. ͳم در زیر ش΋ل به کردن ساده از پس ترازه دو اتم این برای لیندبلد معادله که دهید نشان تمرین: n

d

dt
ρ = −i[σz, ρ] + σ+ρσ− + σ−ρσ− − ρ. (١٨۵)

لحظه در ایم کرده فرض که است این ها تقریب این مهمترین ایم. گرفته نظر در را ͳمهم های تقریب لیندبلد معادله استخراج در که کنید دقت

برای تحول معادله استخراج در باشید کرده دقت اگر است. کردن تعیین قابل t لحظه در سیستم حالت روی از ρ(t+ ϵ) ͳیعن سیستم حالت t+ ϵ

ρS(0)⊗ρE(0) صورت به سیستم کل حالت و هستند جدا ی΋دیΎر از محیط حالت و سیستم حالت اولیه لحظه در که کردیم فرض باز های سیستم
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فرض لیندبلد معادله استخراج در رسیدیم. باز سیستم ͳکوانتوم تحول Έی از کراوس تجزیه به که بود شرط این بودن درست با است. نوشتن قابل

ͳم بین از سریع ͳخیل محیط و سیستم بین شده ایجاد های ͳهمبستگ که معناست این به فرض این است. برقرار لحظه هر در شرط این که کردیم

هر در سیستم حالت که رسیم ͳم نتیجه این به ͳفرض چنین با شود. ͳنم تنیده درهم سیستم با هیچΎاه اش العاده فوق ͳبزرگ دلیل به محیط و روند

رسیم ͳم نتیجه این به دیΎر عبارت به نیست. وابسته محیط و سیستم های ͳهمبستگ به و دارد ͳبستگ قبل لحظه در سیستم همان حالت به لحظه

است روز پژوهش موضوع Έی ͳغیرمارکوف تحول موضوع نامند. ͳم ٢۶ ͳمارکوف تحول را ͳتحولات چنین نیست. مند حافظه سیستم این تحول که

کنیم ͳم محدود لیندبلد معادله و ͳمارکوف Έدینامی به را خود درس این در کند. مراجعه روز مقالات به آن فهم برای تواند ͳم علاقمند خواننده که

بΎیریم. یاد ساده مثال چند مطالعه با را معادله این کردن حل روش که کنیم ͳم ͳسع و

گیریم: ͳم نظر در زیر ش΋ل به ساده لیندبلد معادله Έی مثال: n

ρ̇ = L(ρ) = γ

2
(σzρσz − ρ) , γ > 0. (١٨۶)

بسط با

ρt =
1

2
(I + xtσx + ytσy + ztσz)

آوریم: ͳم بدست شود ͳم حاصل که ای ساده معادلات حل سپس و بالا معادله طرف دو در بسط این دادن قرار و

ρt =
1

2

[
I + x0e

−γtσx + y0e
−γtσy + z0σz

]
(١٨٧)

نوشت: توان ͳم نیز زیر صورت به را رابطه این که کنید تحقیق هستند. صفر لحظه در بلوخ بردار های مولفه (x0, y0, z0) آن در که

ρt =
1

2
(1 + e−γt)ρ0 +

1

2
(1− e−γt)σzρ0σz. (١٨٨)

است. اولیه حالت ρ0 آن در که

Markovian Dynamics٢۶
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ها: مسئله ١۴

شود: ͳم تعریف زیر صورت به واقطبش کانال d ِ دلخواه بعد در n

E(ρ) = pρ+ (1− p)
I

d
(١٨٩)

کنید. پیدا را ͳخروج ͳالΎچ ماتریس های حالت ویژه کنیم. ͳم وارد کانال این به را |ψ⟩ خالص Έی که کنید فرض الف:

کنید تعریف زیر ش΋ل به را ͳپاوول یافته تعمیم های ماتریس ب:

X =

d∑
j=1

|j + 1⟩⟨j|, Z =
∑
j=1

ωj |j⟩⟨j|, (١٩٠)

که دهید نشان هستند. σz و σx تعمیم ها ماتریس این .ωd = 1 و (d+ k ≡ k) شود ͳم انجام d سن; به ها جم΄ همه درآن که

ZX = ωXZ, (١٩١)

دهند. ͳم تش΋یل بعدی d های ماتریس برای پایه Έی m,n = 0, · · · d− 1 برای XmZn های ماتریس که دهید نشان

آورید. بدست واقطبش کانال برای کراوس نمایش Έی ها ماتریس این از استفاده با ج:

Έی که است لازم ͳحقیق پارامتر تعداد چه است. آن روی ͳالΎچ های ماتریس برداری فضای D(H) و بعدی n برداری فضای Έی H n

کنید تعیین بایست ͳم ΁پاس برای (راهنمایی: کند؟ تعیین کامل طور به کند، ͳم اثر D(H) فضای در که را E : ρ −→ E(ρ) ابرعملΎر

ردˈ ͳخط نگاشت Έی که است لازم پارامتر تعداد چه سپس و کند مشخص را ͳهرمیت ماتریس Έی که است لازم پارامتر تعداد چه که

کند.) تعیین ها ماتریس این بین را نگهدار

روی U ͳان΋ی عملΎر و باشد، محیط از مشخص حالت Έی |e⟩ آن در که باشد |ϕ⟩ ⊗ |e⟩ صورت به محیط و سیستم اولیه حالت هرگاه n

را کار این آورد. بدست کند، ͳم مشخص را سیستم تحول که عملΎری ابر برای را کراوس عملΎرهای توان ͳم کند، اثر محیط و سیستم
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دادیم. انجام کلاس در

ͳباق ͳقبل صورت همان به بازهم کراوس عملΎرهای که دهید نشان است. ρs ⊗ |e⟩⟨e| ِ صورت به سیستم اولیه حالت که کنید فرض الف:

ماند. خواهند

آورید. بدست ρe ͳطیف تجزیه از استفاده با را کراوس عملΎرهای است. ρs ⊗ ρe ِ صورت به سیستم اولیه حالت که کنید فرض ب:

است: محیط منزله به دوم کیوبیت و سیستم منزله به اول کیوبیت کند. ͳم اثر کیوبیت دو روی زیر عملΎر n

U = |0⟩⟨0| ⊗ I + |1⟩⟨1| ⊗X, (١٩٢)

کنید. پیدا سیستم تحول برای را کراوس عملΎرهای باشد، |0⟩ محیط اولیه ی حالت که هرگاه الف:

Z = درآن که ρe = 1
Z (e−βE0 |0⟩⟨0| + e−βE1 |1⟩⟨1|) ِ حالت ͳیعن باشد گرمایی حالت Έی محیط اولیه حالت که هرگاه ب:

کنید. پیدا را کراوس عملΎرهای ،e−βE0 + e−βE1

دارد. بعد d بعد، دو جای به مربوطه اش برداری فضای که است کیوبیت از ͳتعمیم کیودیت کند. ͳم اثر ٢٧ کیودیت دو روی زیر عملΎر n

است: محیط منزله به دوم دیت کیو و سیستم منزله به اول کیودیت

U =

d−1∑
k=0

|k⟩⟨k| ⊗Xk, (١٩٣)

شد. تعریف ٢ درتمرین که است عملΎری همان X که

کنید. پیدا سیستم تحول برای را کراوس عملΎرهای باشد، |0⟩ محیط اولیه ی حالت که هرگاه الف:

Qudit٢٧
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آورید: بدست را کراوس عملΎرهای باشد، زیر صورت به ͳان΋ی عملΎر هرگاه ب:

U =

d−1∑
k,l=0

|k⟩⟨k| ⊗ Zk, (١٩۴)

است. شده تعریف ٢ تمرین در نیز Z

بΎیرید: نظر در ها کیوبیت برای واقطبش کانال Έی n

ρ′ = E(ρ) = (1− p)ρ+ p
I

2

که دهید نشان

tr(ρ′2) ≤ tr(ρ2).

یابد: ͳم تعمیم نیز زیر ش΋ل به نامسای این

tr(ρ′k) ≤ tr(ρk) ∀ k ≥ 1.

گرفت. خواهد مثبت امتیاز Έی کند ثابت را یافته تعمیم نامساوی این بتواند که دانشجویی ام. نکرده پیدا آن برای ای ساده اثبات هنوز من ͳول

کند: ͳم تبدیل زیر های ماتریس به را ρ =

 a b

b∗ c

 ͳالΎچ های ماتریس که داریم دست در کانال Έی n

E(ρ) =

 1− (1− γ)(1− a) b
√
1− γ

b∗
√
1− γ c(1− γ)

 . (١٩۵)

بدست را کراوس عملΎرهای خطا و ͳسع با توان ͳم موارد از بسیاری در (راهنمایی: آورید. بدست کانال این برای را کراوس عملΎرهای

آورد.)
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است: شده تعریف زیر ش΋ل به کانال Έی n

ρ −→ E(ρ) = A0ρA
†
0 +A1ρA

†
1, (١٩۶)

درآن که

A0 =
√
pX, A1 =

√
1− pY, (١٩٧)

شده تش΋یل کیوبیت Έی از تنها که است بوده ͳمحیط با تماس در سیستم این که کنید فرض هستند. ͳپاوول های ماتریس هم Y و X و

دقت (راهنمایی: عملΎرباشد. آن تحت محیط و سیستم تحول از ͳناش ابرعملΎر این که آورید بدست U ِ مثل ͳان΋ریΎعمل Έی است.

.(Am = ⟨m|U |e⟩ که باشد این بایست ͳم U روی شرط تنها که کنید

این از ای مجموعه هر اما شود. ͳم مشخص (t1, t2, t3) و (λ1, λ2, λ3) پارامترهای با ͳکیوبیت مثبت کاملا نگاشت Έی تمرین: n

در است. صفر مساوی t = (t1, t2, t3) بردار یونیتال های نگاشت برای کند. ͳنم تعریف را مثبت کاملا نگاشت Έی پارامترها

شوند. ͳم تعیین شرایط این چΎونه که دهد ͳم نشان تمرین این آورد. بدست توان ͳم ͳبراحت را ها λi بر حاکم شرایط ͳحالت چنین

قطری ماتریس Έی Λ نگاشت این در بΎیرید. نظر در کند ͳم عمل r −→ Λr صورت به بلوخ بردار روی که یونیتال نگاشت Έی

است. (λ1, λ2, λ3) مقدارهای ویژه با

آورید. بدست را نگاشت این چوی ماتریس الف:

کنید. حساب را ماتریس این مقدارهای ویژه ب:

باشند: برقرار زیر شرایط اگر فقط و اگر هستند،  ͳنامنف مقدارها ویژه این که دهید نشان پ: 

(1± λ3) ≥ |λ1 ± λ2|. (١٩٨)

نام ٢٨ وارا‐آلΎوئت ͳفوج شرایط ها این باشد. برقرار بالا شرایط که است مثبت کاملا ͳوقت یونیتال ͳکیوبیت نگاشت Έی بنابراین

دارند.

هستند. متقارن ها اندیس جایΎشت به نسبت وارا‐آلΎوئت ͳفوج روابط ظاهرشان علیرغم که دهید نشان ت:

Fujiwara-Algoet٢٨
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خاص پایه Έی از وضوح به تعریف این در ایم. کرده استفاده |ϕ+⟩ = 1√
d

∑
i |i, i⟩ حالت از چوی ماتریس تعریف در تمرین: n

و کنیم استفاده دیΎر ی΋ه و متعامد پایه Έی از برداری فضای برای هرگاه که دهید نشان است. شده استفاده ͳمحاسبات پایه به موسوم

تغییر چوی ماتریس صریح ش΋ل آنگاه کنیم،  استفاده چوی ماتریس تعریف برای حالت این از و |ψ+⟩ = 1√
d

∑
i |i′, i′⟩ بنویسیم

Έی U آن در که |i′⟩ = U |i⟩ باشیم داشته گاه هر که دهید نشان واق΄ در کند. ͳنم تغییر آن ͳطیف خواص از هیچ΋دام ͳول کند ͳم

آنگاه است، ͳان΋ی ماتریس

C ′
E = (U ⊗ U∗)CE(U ⊗ U∗)†. (١٩٩)

است: شده داده زیر کراوس عملΎرهای با کانال Έی n

M0 =
√
1− pI, M1 =

√
p

 1 0

0 0

 , M2 =
√
p

 0 0

0 1

 , (٢٠٠)

داد. نمایش توان ͳم نیز N2 و N1 ِ کرواس عملΎر دو با را کانال این که دهید نشان الف:

ͳیعن هستند، مرتبط U ̥ͳان΋ی ماتریس Έی توسط ها Nµ با ها Mi که دهید نشان ،N0 = 0 عملΎر Έی کردن اضافه با ب:

Mi =
∑
µ

UiµNµ.

کانال Έی بازهم حاصل کانال که دهید نشان کند. اثر کیوبیت Έی روی بار n ،p پارامترِ با برگردان ‐ بیت کانال Έی که کنید فرض n

آورید. بدست n و p برحسب را کانال این پارامتر است. برگردان بیت

شود. ͳم متفاوت نوع از کانال Έی به تبدیل حاصل کانال کند، اثر کیوبیت Έی روی بار دو اگر که دهید ارائه کانال Έی از ͳمثال n

(١۴) ش΋ل در شده داده نشان صورت به و دارد ͳخروج درگاه دو و ورودی درگاه دو که است ͳ΋اپتی وسیله Έی Beam Splitter Έی n

ͳم تبدیل دیΎر ͳفوتون مود دو به بالا ͳهامیلتون با مطابق را آنها و کند ͳم اثر ͳفوتون مود دو روی دستگاه این واق΄ در شود. ͳم داده نشان

شوند. ͳم ظاهر ͳخروج در که کند
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1 1

2

2

.Beam Splitter Έی شمای :۴ ش΋ل

|1, 0⟩ −→ cos θ|1, 0⟩+ sin θ|0, 1⟩,

|0, 1⟩ −→ − sin θ|1, 0⟩+ cos θ|0, 1⟩. (٢٠١)

طرف در کت همین معنای و است شده Έی شماره ورودی درگاه وارد فوتون Έی که است این چپ طرف در |1, 0⟩ معنای بالا عبارت در

درست نیز راست و چپ طرف در |0, 1⟩ های کت برای تعبیر همین است. شده خارج Έی شماره درگاه از فوتون Έی که است این راست

کند: ͳم تبدیل زیر ش΋ل به را ها فوتون خلق عملΎرهای وسیله این که گفت توان ͳم بالا روابط روی از است.

a† −→ cos θa† + sin θb†

b† −→ − sin θa† + cos θb†, (٢٠٢)
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هستند. دو شماره های درگاه در خلق عملΎرهای دهنده نشان b† و Έی شماره های درگاه در خلق عملΎرهای دهنده نشان a† آن در که

شوند: ͳم تبدیل هایی حالت چه به Beam Splitter عمل تحت زیر های حالت که کنید پیدا روابط این از استفاده با ‐ Έی

|2, 0⟩, |3, 0⟩, |1, 1⟩, |2, 2⟩, |m,n⟩. (٢٠٣)

شوند: ͳم تبدیل ͳحالت چه به زیر حالت که کنید پیدا روابط این از استفاده با ‐ دو

|α, β⟩ (٢٠۴)

هستند. همدوس حالت دو دهنده نشان |β⟩ و |α⟩ آن در که

کند؟ ایجاد ͳتنیدگ هم در ورودی همدوس حالت دو روی تواند ͳم وسیله این آیا ‐ سه

که دانیم ͳم چنین هم نیست. ͳفوتون هیچ دارای محیط ابتدا در که دانیم ͳم دهیم. عبور نوری فیبر Έی از را هایی فوتون خواهیم ͳم n

است: زیر صورت به محیط و نوری فیبر داخل های فوتون بر حاکم ͳهامیلتون

H = θ(ab† + a†b) (٢٠۵)

هستند. محیط و فیبر به مربوط ͳفوتون عملΎرهای (b, b†) و (a, a†) آن در که

صورت به فیبر ورودی حالت هرگاه ‐ Έی

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩+ γ|2⟩ (٢٠۶)

بنویسید. را آن کراوس عملΎرهای و داده نشان ͳکوانتوم کانال Έی صورت به را فیبر این عمل کنید. حساب را فیبر ͳخروج حالت باشد،

صورت به فیبر ورودی حالت هرگاه ‐ دو

|ψ⟩ =
∞∑

n=0

ψn|n⟩ (٢٠٧)

آورید. بدست را آن کراوس عملΎرهای و داده نشان کانال Έی صورت به را فیبر عمل بازهم کنید. حساب را فیبر ͳخروج حالت باشد،
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است؟ ͳکانال نوع چه سرهم پشت کانال دو این ترکیب بΎیرید. نظر در را γ′ و γ پارامترهای با دامنه میراکننده کانال دو تمرین: n

بΎیرید: نظر در را زیر نگاشت n

E : L(HA) −→ L(HA)⊗ L(HB), E(ρ) = ρ⊗ ξ (٢٠٨)

است چنین گر آ نگهداراست؟ رد و مثبت کاملا نگاشت Έی نگاشت این آیا است. HB هیلبرت فضای در معین حالت Έی ξ آن در که

است؟ کدام آن به مربوط کراوس عملΎرهای

بΎیرید: نظر در زیر فرم به را جایΎشت عملΎر n

P :=
∑
i,j

|i, j⟩⟨j, i|. (٢٠٩)

کنید. پیدا دلخواه بعد Έی در را عملΎر این مقدارهای ویژه و بردارهای ویژه

بنویسیم: نیز زیر صورت به را کانال Έی توانیم ͳم Er مثل ͳخط عملΎرهای فضای برای ی΋ه و متعامد پایه Έی انتخاب با n

E(ρ) =
∑
n

AnρA
†
n =

∑
r,s

χr,sErρE
†
s . (٢١٠)

ی΋تاست. کراوس نمایش خلاف بر خاص پایه Έی در χ نمایش که دهید نشان خوانند. ͳم ٢٩ χ نمایش را کانال نمایش نوع این

است. مثبت ماتریس Έی χ ماتریس ،ͳکوانتوم کانال Έی برای که دهید نشان n

بΎیرید: نظر در را زیر ͳکیوبیت کانال n

E(ρ) = ηρ+ (1− η)(n · σ)ρ(n · σ). (٢١١)

کنید: حساب را زیر های کمیت کانال این برای

،ͳ΋وس΋چوی‐یامیول ماتریس ‐ Έی

.ͳتنیدگ درهم دو‐تشابه
χ-representation٢٩
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بΎیرید: نظر در را زیر ͳکوانتوم کانال n

T (ρ) :=

∫
(U ⊗ U)ρ(U† ⊗ U†)dU (٢١٢)

خاصیت این دارای شود ͳم خوانده ٣٠ هار اندازه اصطلاحا که انتگرال اندازه و شود ͳم گرفته ͳان΋ی های ماتریس روی انتگرال آن در که

است

d(V U) = d(UV ) = dU For every fixed U.

که دهید نشان

T (ρ) = a+(ρ)P+ + a−(ρ)P−, (٢١٣)

تقارن تقارن، از منظور جا این در هستند. H ⊗H از پادمتقارن و متقارن زیرفضاهای روی تصویرگرهای ترتیب به P− و P+ آن در که

که دهید نشان سپس است. جایΎشت گروه به نسبت

T (ρ) =
Tr(P+ρ)

d+
P+ +

Tr(P−ρ)

d−
P−, (٢١۴)

هستند. متقارن نا و متقارن زیرفضاهای بعد d± آن در که

٣١ ͳتنیدگ درهم ش΋ننده کانال Έی Έی تواند ͳم کانال این آیا بΎیرید. نظر در E(ρ) =
∑3

i=0 piσiρσi تعریف با را ͳپاوول کانال n

باشد.

بΎیرید: نظر در را زیر نگاشت n

E(ρ) = λρT + (1− λ)
I

d
, (٢١۵)

ͳکوانتوم کانال Έی نگاشت این −1
d−1 ≤ λ ≤ 1

d+1 محدوده در که دهید نشان است. معین پایه Έی در ρ ترانهاده معنای به ρT آن در که

است: زیر خاصیت دارای کانال این که دهید نشان چنین هم کند. ͳم تعریف را

E(UρU†) = U∗E(ρ)UT . (٢١۶)
Harr Measure٣٠

Entanglement Breaking Channel٣١
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بΎیرید: نظر در زیر ش΋ل به لیندبلد معادله Έی تمرین: n

ρ̇ =
1

2

(
γ+L+ + γ−L−

)
. (٢١٧)

آن در که

L+(ρ) = [σ+, ρσ−] + [σ+ρ, σ−]

L−(ρ) = [σ−, ρσ+] + [σ−ρ, σ+]. (٢١٨)

کنید. پیدا را رود ͳم نهایت بی سوی به زمان ͳوقت سیستم حالت ͳیعن را Έدینامی این پایای حالت بنویسید. ρ(0) حسب بر را ρ(t)

بΎیرید: نظر در زیر ش΋ل به لیندبلد معادله Έی تمرین: n

ρ̇ = Lt(ρ) =
γ

2

3∑
k=1

(σkρσk − ρ), (٢١٩)

که دهید نشان

ρt(ρ) =

3∑
α=0

pα(t)σαρσα), (٢٢٠)

آن در که

p0(t) =
1

4

(
1 + λ1(t) + λ2(t) + λ3(t)

)
p1(t) =

1

4

(
1 + λ1(t)− λ2(t)− λ3(t)

)
p2(t) =

1

4

(
1− λ1(t) + λ2(t)− λ3(t)

)
p3(t) =

1

4

(
1− λ1(t)− λ2(t) + λ3(t)

)
. (٢٢١)
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با: است برابر λi(t) ها رابطه این در

λi(t) = e−Γj(t)−Γk(t) (٢٢٢)

و

Γk(t) =

∫ t

0

γk(τ)dτ. (٢٢٣)

ͳقدردان ١۵

کردند. یادآوری من به را آن متعدد اش΋الات و خوانده دقت به ١۴٠١ آذرماه در Έفیزی دانش΋ده دانشجوی محمدی حسین آقای را درسنامه این

کنم. ͳم تش΋ر ایشان از بزرگ لطف این برای
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